Nerovnosti v trojuhelniku

Stanislav Hordk (author): Nerovnosti v trojihelniku. (Czech). Praha:
Mlada fronta, 1986.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/404126

Terms of use:

© Stanislav Horak, 1986

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of
any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for

electronic delivery and stamped with digital
V signature within the project DML-CZ: The Czech Digital

Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/404126
http://dml.cz

SKOLA MLADYCH MATEMATIKU

NEROVNOSTI
V TROJUHELNIKU







SKOLA MLADYCH MATEMATIKU

STANISLAV HORAK

Nerovnosti
v frojuhelniku

PRAHA 1986
VYDAL UV MATEMATICKE OLYMPIADY
V NAKLADATELSTVI MLADA FRONTA



Recenzovali Doc. RNDr. Bruno Budinsky, CSc.,
a RNDr. Karel Hordk, CSc.

© Stanislav Hordk, 1986



PREDMLUVA

Myslenka napsat pro nase studenty sbirku jednoduchych
geometrickych nerovnosti vznikla v geometrickém seminafi
prof. RNDr. Zbyiika Nddenika, DrSc., ktery jsem svého
¢asu navitévoval. Z ruznych ¢asopisii jsem pak ty nejjedno-
dussi vybiral.

Neni mozné, aby se v této malé kniZzce viechny pomocné
véty a vztahy odvozovaly, a proto hned vpfedu uvadim
seznam vSech vzorcd pouZitych v kniZce a seznam nerov-
nosti, které plati o redlnych ¢islech. Pro rychlou orientaci
uvddim oznaceni vSech dilezitych bodid v trojihelniku
a viech potfebnych idseéek v trojihelniku.

Na konec mi zbyva mild povinnost podékovat viem, ktefi
se pfi¢inili o tom, aby kniZzka po strince obsahové i vnéjsi
dopadla co nejlépe. Jsou to pfedevsim prof. RNDr. Zbynék
Nadenik, DrSc.,, doc. RNDr. Bruno Budinsky, CSc.,
a zejména RNDr. Karel Hordk, CSc., z Matematického
astavu CSAV. Tiskarné dékuji za vzorné provedenou
sazbu.

Posledni dik — a nikoliv nejmensi — patfi mé manzZelce
Miladé, kterd mi vidy i v téch nejnepfiznivéjSich podmin-
kach dovedla pfipravit klidné pracovni prostfedi. Ji také
tuto knizku pfipisuji. Autor
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UvoD

V této kniZce bude dany trojihelnik vidy ozna¢en ABC.
V pravoihliém trojihelniku bude C vrchol pravého dhlu.
DéIky stran budou oznaéeny a, b, c, a to tak, e a =|BC|,
b=|CA|, ¢c=|AB|. Stied opsané kruZnice oznalime S,
stfed vepsané kruZznice O, T téZi§t€ a V ortocentrum. Pfi
odvozovini nebo citovini riiznych nerovnosti mohou a, b,
c predstavovat redlnd ¢isla, kterd pak oviem nemaiji vy-
znam délek strany trojihelniku.

Dile oznadime:

a, B, y velikosti vnitinich dhli trojihelniku, a to tak, Ze
a=|¥XCAB|, B=|XABC|, y=|<BCA|. Ptitom
a+f+y=m.

U, Us, V. VYSky trojihelniku. Pritom v, je ta vy$ka, ktera
prochazi vrcholem A, atd.

l,, t, t. délky téZnic trojihelniku, a to tak, Ze £, =|AA |,
kde A’ je stfed strany BC, atd.

Wa, W, W, délky os vnitinich dhld trojihelniku, pficemz
w, je délka té osy, kterd pili dhel < BAC, atd.

s =% (a+ b + ¢) poloviéni obvod trojihelniku ABC.

R polomér kruznice opsané trojihelniku ABC.
r polomér kruZnice vepsané trojuhelniku ABC.



r., Ts, r. poloméry kruznic vné vepsanych trojihelniku
ABC. Ptitom kruzZnice s polomérem r, se dotyka strany BC
ve vnitinim bodé, atd.

S obsah trojihelniku.

V celé knizce pracujeme s redlnymi ¢€isly. V zdjmu
struénosti budeme proto uZivat slova ,{islo' ve vyznamu
,redlné &islo‘.

Vzorce, které budeme v kniice potitebovat. (Pfi odvola-
vani na néktery vzorec uvedeme prosté pfislusné fimské

¢islo.)

Lc

1 cv,
2 2 27
Je vidét, e staéi znit pouze jeden z téchto tfi
vzorcl, a ostatni dva dostaneme postupnym uZitim
cyklické zamény: «— b, b—c, c—a.

S=luv,,=lbv,,=-

S=Vs(s—ua)(s—b)(s —c), tzv. Heroniiv vzorec.
S =% ab siny a dalsi dva vzorce cyklickou zimé-
nou: «—b, b—c, c—a asoufasné a—f, -7,
y—a.

1682=2(a?b*+ b%*c?+ c*a?) = (a* + b* + c*). Tento
vzorec je v podstaté vzorec La.

v, = ¢ sinf = b siny a dalsi dva cyklickou ziménou.
R =ubc:(4S).

a=2R sina a dal§i dva cyklickou ziménou.



VIL

ViiLa s

VIILb

Villc

" IX.b

r=S:s,
= 8§:(s — «) a dalsi dva cyklickou zdménou.

tﬁ=%(b’+cz)—%uz a dalsi dva cyklickou
zaménou.
B+ 6+ 2=3 (a4 b7+ ).

a:b:c=sina:sinf:siny. Tzv. sinovd véta, ktera se
da odvodit z rovnic 11 nebo ILb.
a?=b%+ ¢*—2bc cos a a dalsi dva cyklickou zdmé-

nou. Tzv. kosinovd véta, ktera je velmi Casto uziva-
nd v elementarni geometrii.

U,, vb vc r
\/ (s — b)(s a dalsi dva cyklickou
zaménou.

a Sy —a v. . P
cos o = \/ -(—lr) a dalsi dva cyklickou zaménou.

(s=b)(s— . e ) .
tg2 \/ s(s_u) a dals§i dva cyklickou

zameénou.

. a 1-cosa - . (5
sin > = \/ — dalsi dva cyklickou zdménou.

cos g= \/-li;—oﬂ a dalsi dva cyklickou zaménou.



—cosa .
X t \/ a dal$i dva cyklickou zdménou.
g 2 1+cosa y z ou

Vzorce IX.a,b,¢ plati pro iihly z intervalu (0; &),
tudiz také pro dhly trojihelniku.

X.a sinag +sinf +siny=4 cosgcosgcos %’
X.b cosa+cosB+cosy=1+4 singsingsin %’

Vzorce X.a,b plati pro dhly a, 8, v, jejichZ soudet
je m, tudiz také pro ihly trojihelniku.

Nerovnosti, které budeme v kniZice potiebovat. (Pri
odvoldvini na nékterou nerovnost uvedeme prosté pfislus-
né pismeno.)

Al 2+ b2Z2ab,
kde a, b jsou libovolnd &isla. Rovnost plati pravé
tehdy, kdyz a«=b. Vztah A.l plyne jednoduse ze
vztahu (¢ — b)*20. Je asto pouzivan i ve tvaru:

A2 a+bZ2Vab,
kde a, b jsou libovolna nezdporna &isla. Rovnost plati
pravé tehdy, kdyz « =b. Jestlize g, b jsou vzdjemné
reciproka ¢isla, potom

A3 a«+bZ2.
Rovnost plati pravé tehdy, kdyz « =b.
Vzorec A.2 se da zobecnit pro libovolné pfirozené n.
Zobecnéni budeme potfebovat jen pro n=3:



‘C2.

E.

a+b+c=Z3 aabc,

kde «, b, c jsou libovolna nezdporna ¢isla. Rovnost
plati, pravé kdyz a=b=c.

Diikazy nerovnosti A.2, A.3 a B a jejich zobecnéni
najde ¢tendf v Rozhledech, ro€. 51 (1972—-73),
str. 152 v ¢lanku P. Vihana Didoniny dlohy. Jsou tam
i geometrické aplikace téchto vzorci.

1
b
kde «, b jsou libovolna kladna é&isla. Rovnost plati,
pravé kdyz a =b. I tato nerovnost se dd zobecnit pro
libovolny pocet ¢lent v zdvorkdch. Budeme pouZivat
jen toto zobecnéni:

1 1
(a+b+c¢) (;4‘3
kde a, b, c jsou libovolnd kladnd ¢isla. Rovnost plati
pravé tehdy, kdyz a=b=c.
Diikazy nerovnosti C.1 a C.2 se provedou tak, Ze se
oba mnohodleny vynasobi a pouZije se nerovnost A.3.

(a+b) (2+3)24,

+%)z9,

a4+ b2+ c2=ab + bc + ca,

kde a, b, c jsou libovolna ¢isla. Rovnost plati pravé
tehdy, kdyz a=b =c.

Dikaz nerovnosti vyplyva z tfikrat pouZité nerovnosti
A.l.

|a+b+c|=V3(a*+b*+c?),
kde «, b, c jsou libovolnd ¢isla. Rovnost plati pravé
tehdy, kdyZz a=b=c.
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Jen struéné dilkaz. Ze vztahu D plyne
2(a?+ b%+ cH)22(ub + bec + cu),

kde plati rovnost pravé tehdy, kdyz « =b =c. Upra-
vujme dal:

3(a?+ b2+ c)Z(a+ b+ ),
a to uz je v podstaté dokazovany vztah.

ab + bc + ca ZV3abe(a + b +c),
kde a, b, ¢ jsou libovolna nezdporna ¢isla. Rovnost
plati pravé tehdy, kdyz a=b=c.
I zde provedeme struény diikaz. Vyjdeme z identity

ab+bc+ca=

=Va2b?+ b2c*+ c2a*+ 2(abc + ab*c + abc?) (1)

Podle vztahu D je
a?b?+ b2+ cta*Z abc + ab*c + abct.  (2)

Nahradime-li v (1) pod odmocnitkem prvni trojclen
pravou stranou nerovnosti (2), dostaneme nerovnost
F. Tim je dikaz proveden.

iy + Xy, + X3y = Vxi+ xi+xiVyi+ yi+ yl,

kde x;, y; (i=1, 2, 3) jsou libovolnd éisla.

Rovnost plati pravé tehdy, kdyZz bud vSechna ¢isla
x; =0, nebo viechna ¢isla y; =0, nebo jestlize existuje
takové éislo k >0, Ze x; = ky; (i=1, 2, 3). Toto je tzv.



Cauchyho nerovnost. Jeji ditkaz (a dikazy mnohych
jinych nerovnosti) najde étenaf v brozure A. Kufnera
Nerovnosti a odhady (39. svazek kniznice SMM) ne-
bo v brozufe J. Mordvka Dynamické programovani
(33. svazek kniznice SMM).
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I. kapitola

NEROVNOSTI MEZI STRANAMI
TROJUHELNIKU
FINSLEROVA-HADWIGEROVA NEROVNOST

1. Uvniti strany AB daného trojihelniku ABC je zvolen
libovolny bod D, o némz plati

|AB|:|AD|=k,
kde k>1 je redlné &islo. Dokaite, ze pak plati
|BC|+ (k +1)|]AC|>k|CD|.
Dikaz. (obr. 1). Podle daného piedpokladu plati
|AB|=k|AD]|.

Obr. 1



Z trojihelnikové nerovnosti pro trojihelnik ABC,
|AC|+|BC|>|AB|,

plyne
|AC|+ |BC|>k|AD|. 1)

Podobné z trojihelnikové nerovnosti [AD |+ |AC|>|CD|
pro trojuhelnik ACD vyplyva

k(|/AD| +|AC|)>k|CD|. (2)
Spojenim vztahi (1) a (2) dostivime
|AC|+|BC| + k(|AD|+|AC|)>k|AD| + k|CD|
a po zjednodu$eni mame
|IBC|+ (k +1)|AC|>k|CD|,

coZ je nerovnost, kterou jsme méli dokazat.

2. Dokaite, ze jestlize délky a, b, ¢ stran trojihelniku
ABC spliuji podminku
a’+b*=kc?,
potom k >%.

Dikaz. O délkich stran trojihelniku ABC plati

a+b>c.



Z této nerovnosti dostaneme
a?+ b2+ 2ab > 2

Pouzijeme-li nerovnost A.1, dojdeme k nové nerovnosti
2(a*+b?)>c?,
a ddle
2kc?> c?,
tj. k>%, jak jsme méli dokazat.

3. Dokatzte, Ze v kazdém trojiihelniku ABC plati

l+1+1 1 1

1
>9(2,1, 2
s—a s—b s—c_z(u+b+c)’

pfiCemz rovnost plati pravé tehdy, kdyz « = b = ¢ (tj., pravé
kdyz trojihelnik je rovnostranny).

Dikaz. V nerovnosti C.1 piSme (s —«), (s —b) misto
a, b. Snadno vypocitime, ze

1 1 4 4
.

= =
s—a s—=b 2s—ua-b

Znaménko rovnosti plati, pravé kdyz s—a=s-b, tj,
pravé kdyz a = b. Pouzijeme-li dvakrat cyklickou zaménu,
ziskdme tyto dalSi dvé nerovnosti:

1 1

s—b s—c_a

L
s—a L Nl 4

V
|

(rovnost, pravé kdyz b = ¢),

(rovnost, pravé kdyz « = c).

|



Secétenim vSech tfi nerovnosti dostaneme

1.1 1 . q1.1.1
s—u+s—b+s—c=2(u+b+c)’

kde rovnost plati, prdvé kdyz a«=b =c, tj., pravé kdyz
trojuhelnik je rovnostranny. Tim je dikaz vysloveného
tvrzeni proveden.

4. Dokaite, Ze v kazdém trojihelniku ABC plati

Vs<Vs—a+Vs—b+Vs—c=V3s,
pfiéemz rovnost plati pravé tehdy, kdyz trojihelnik je

rovnostranny.

Dikaz. Pro strucnost poloZme

x=Vs—a, y=Vs-—-b, z=Vs—c, (n
potom
2+ y*+72=3s—(a+b+c)=s. 2)

PonévadzZ plati
Vii+y + 2 Sx+y+z,

mame tim dokdzanu prvni nerovnost.
Podle vztahu E plati

x+y+z=V3(x*+y'+7%), 3)

pfiemz rovnost plati pravé tehdy, kdyz x = y = z. Vyjadfi-
me-li tuto nerovnost s pouzitim vztahi (1), (2) pomoci éisel
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a, b, ¢, dostaneme druhou nerovnost uvedenou v textu
ulohy. PonévadZ rovnost ve vztahu (3) plati pravé tehdy,
kdyZ x = y = z, nastane v uvedené nerovnosti rovnost pravé
tehdy, kdyZ jde o rovnostranny trojihelnik.

5. Dokaite, Ze v kazdém trojihelniku plati
s2=38 V3,
pfi¢emz rovnost plati pravé tehdy, kdyZ dany trojihelnik je

rovnostranny.

Dikaz. Vztah B pouZijeme na &isla s—a, s—b, s —c.
Tak dostaneme

Is—a-b-cZ3IVG -G =-b)s=0); (1)

pritom rovnost plati pravé tehdy, kdyzs—a=s—-b=s—c,
tj., kdyZz fle o rovnostranny trojihelnik. Dal§imi ipravami
vztahu (1) postupné dostaneme :

s23IVG =G =b) =0,
$3Z27(s —a)(s = b)(s —c¢),
s4=27s(s —a)(s — b)(s — c)=278?
$*238 V3,

jak jsme méli dokazat.

Poznamky. 1. Snad je vhodné upozornit étendfe na to, Ze
tato nerovnost uddvd vztah mezi obvodem a obsahem
trojuhelniku.



2. Ponévadz S = sr (viz vztah HI), muzeme z odvozené
nerovnosti dostat nerovnost uddvajici vztah mezi obvodem
a polomérem vepsané kruznice:

s23rV3,
6. Dokaite, ze o prvcich kazdého trojuhelniku plati

a*+ b2+ c?=4S V3.

Rovnost plati pravé tehdy, kdyZ dany trojihelnik je rov-
nostranny.

Diikaz (obr. 2). Nad stranou AB daného trojihelniku
ABC sestrojme v poloroviné ABC rovnostranny trojihel-

Obr. 2

nik ABC,. Z trojihelniku ACC, se da uZitim kosinové véty
vypocitat velikost useéky CC,. Pfitom si uvédomime, Ze
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t
a——

|4 CACi|=|a~3

, a Ze cos (a—;—t)=cos (%t—a). Pak

miZeme psat
|CCy|2=b2+ c*—2bc cos (a—;—[)=

1 V3
—h24 2 - Y2
=b*+c*—2bc (zcosa+ 3 sma).

Z kosinové véty pro trojihelnik ABC vyjadiime cosa
a dosadime:
b2+ c*—a?

2be ~V3bc sina=

|CCy|*=b*+c*—bc
1
=§(az+ b2+ c?)-2S V3.

O velikosti iiseéky CC, plati, Ze | CC,| Z0. Rovnost nastane
pravé tehdy, kdyz C=C,, a to je jediné tehdy, kdyZz dany
trojihelnik je rovnostranny. Dospivime tak k nerovnosti

a*+ b+ c*=48 V3.

Znaménko rovnosti plati pravé tehdy, kdyZ jde o rovno-
stranny trojihelnik.

Vr. 1938 matematikové Finsler a Hadwiger zesilili pravé
dokazanou nerovnost a odvodili nasledujici vétu:

7. V kazdém trojihelniku plati

a2+ b2+ c2Z4SV3+(a = b+ (b—c) +(c—a)

19



Rovnost plati pravé tehdy, kdyZ jde o rovnostranny troj-
thelnik.

Diikaz. Na ¢&isla s —a, s — b, s — ¢ pouZijeme nerovnost
F. Dostaneme tak

(s=a)(s—=b)+(s—b)s—c)+(s—c)(s—a)Z
=V3s(s—a)(s—b)(s —c).

Rovnost plati pravé tehdy, kdyz s—a=s—-b=s5—0c, tj,
kdyz trojihelnik je rovnostranny.

Pravé strana nerovnosti je rovna SV3 a levou stranu
budeme postupné upravovat.

3s2—2s(a+b +c)+(ab +bc+ca)ZSV3,
4(ab + bc +ca)Z4S V3 + 452,
4(ab + bc + ca)Z4SV3+ (a+ b +c)?,
2(ab + bc+ca)Z4S V3 + a*+ b2+ ¢,
2(ab + be + ca) + (a* + b2+ c)) Z4S V3 + 2(a* + b2 + ¢?),
a?+ b2+ 2248 V3+(a—b)*+(b—c)*+(c—a).

Rovnost plati, pravé kdyz trojuhelnik je rovnostranny. Tim
je diikkaz proveden.
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II. kapitola

NEROVNOSTI TYKAJICI SE STRAN
A UHLU TROJUHELNIKU

8. Dokaite, Ze v kazdém trojihelniku plati
. a a
sin —=—— s
2" 2Vbc
kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz b = c. Na zidkladé toho
pak dokazte, Ze o uhlech trojihelnika plati

a.poorel
Sln251n251n2_8,

kde rovnost nastane pravé tehdy, je-li trojihelnik rovno-
stranny.

Diikaz. Vyjdeme z kosinové véty pro trojihelnik ABC
a tu budeme vhodné upravovat:

a*=b*+c*~2bccosa=(b-c)*+2bc(l —cosa)=

=(b —c)*+4bc sin’ g

(to jsme poutili vzorec IX.a). Odtud vyplyvd, vynechime-li
dvojélen v zidvorce, Ze

da

a2Z4bcsin? S, &li sin ==
2 2

d

2

2



Pfitom rovnost nastane pravé tehdy, kdyz b =c, tj. pro
rovnoramenny trojihelnik s rameny AC, AB.

Jestlize na odvozeny vztah pouZijeme dvakrit po sobé
cyklickou zdménu, dostaneme

syé

sin ==

‘2\/7 \/T

Vynasobenim vSech tfi vztahd dojdeme k nerovnosti uve-
dené v textu iilohy. Poznamenejme jesté, Ze rovnost plati
pravé tehdy, kdyz a=b =c.

Nyni uvedeme dvé véty, které jsou disledkem véty 8.

9. O uhlech kazdého trojihelniku plati

3
cosa +cosf +cosy§5 ,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz trojihelnik je rovno-
stranny. Dokazte.

Diikaz tohoto tvrzeni pouze naznaéime. Podle X.b plati

cosa +cosf+cosy=1+4 singsingsin%’.

Diél uz mizZe ¢tendf pokratovat sam.
10. Dokazte, Ze o ihlech kazdého trojuhelniku plati
<l
cosa cosf cosy=g.,

22



pfiemZ rovnost plati pravé tehdy, kdyZz je trojihelnik
rovnostranny.

Diikaz. V 8. dloze jsme dokézali, Ze o uhlech kazdého
trojuhelniku plati

el Boor 1
sin 3 sin 5 sin 5= 2. (1)
Polozme
e n_  B_m_ oy m_
2-2°% 277270 2537 &)

Uhly x, y, z miizeme povazovat za dhly trojihelniku, nebot
o jejich velikostech plati

xt+y+z=m,

jak se miiZeme presvéd¢it se¢tenim rovnic (2). Dosadime-li
z (2) do (1), obdrzime

COS X COS y coszé% .
Podle dlohy 8 rovnost plati pravé tehdy, kdyz x =y = z, tj.
pravé tehdy, kdy:Z trojuhelnik je rovnostranny. Vyslovené
tvrzeni miZzeme povaZovat za dokdzané, nebot jeho plat-
nost nezavisi na oznaéeni prvkd (dhld) trojihelniku.

11. Dokazte, ze v trojuhelniku, ktery neni pravoihly,
plati
tg?a +tg?f +tgiy=9.
Rovnost plati priavé tehdy, kdyz trojihelnik je
rovnostranny.
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Diikaz. Levou stranu dané nerovnosti — pro struénost ji
oznaéime L — budeme postupné upravovat. Pfitom pouzi-
jeme zndmy vzorec 1+ tg?x =cos 2x, z néhoZ plyne

tg’x=cos2x—1.
Podle toho lze s pouzitim nerovnosti B vyraz L upravit

L=cos2a+cos?f+cos2y—32

3
=3Vcos 2a cos™2f cos2y—3,
kde rovnost plati privé tehdy, kdyz cos>a =cos®f =cos?y.
Avsak podie iilohy 10 plati

cosa cosf cosygé ,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz a = = y. Proto

cos 2a cos2f cosT2y Z64.
Tudiz
L=tg2a+tg’p+tg’y=3-4-3=9,

jak jsme méli dokdzat. Dodejme, Ze rovnost plati privé
tehdy, kdyz trojuhelnik je rovnostranny.

Pozndmka. Z rovnosti cos’a = cos*f =cos*y uZ plyne,
Zea,B,ve (O; Iz—t) . Jinak by totiZ nutné byloa + g + y>n,
coz neni mozné. MiZeme tedy psit cosa =cosf =cosy.
ProtoZe funkce cos je na intervalu ( 0; g) prosta, plyne
odtud a=f=y.

24



Dokazali jsme tak, Ze plati: Jestlize v dokazované nerov-

. ) .
nosti nastane rovnost, potom a = f§ = y =—. Pouhym dosa-

6
zenim zjistime, Ze plati i obrdcend implikace: Jestlize
n . . .
a=f =y=g potom v dokazované nerovnosti plati rov-

nost.

12. V ostroihlém trojihelniku plati
cos'a+cos™'B+cos T y=6.

Rovnost plati pravé tehdy, kdyz dany trojihelnik je rov-
nostranny. Dokazte.

Diikaz. PonévadzZ jde o ostrothly trojihelnik,
cosa>0, cosf>0, cosy>0.

Pouzijeme-li nerovnost B na na$ pfipad, dostaneme

3
cos'a+cos™!B+cos'y=3Veos'a cos™' B cos”'y,

(1
pfi¢emzZ rovnost plati pravé tehdy, kdyz cos"'a=cos™'f =
=cos™'y, tj. pravé tehdy, kdyZ a = § = y. Podle iilohy 10

cosa cosf cosy§% .
tj. N
Vcosa cos B cos Y§§ ,

2§



¢ili, jinak, psdno

3
Veos™'a cos™' B cos™'y=2. 2)

Ze vztahl (1), (2) obdrzime uz vztah uvedeny v textu
ilohy. Dodejme, Ze rovnost plati pravé tehdy, kdyz jde
o rovnostranny trojuhelnik.

13. Dokaite, Ze o dhlech kaidého trojuhelniku plati

.2 a zﬂ zY>
sin 2+sm + sin 753"

Znaménko rovnosti plati pravé tehdy, kdyz trojihelnik je
rovnostranny.

Diikaz. Na levou stranu nerovnosti — oznaéme ji pro
struénost L — pouzijeme vztah IX.a a hned budeme dal
upravovat:

L=%(3-cosa—cosﬁ—COSY)=

31 in Zsin B si x)-
=3 2(1+4sm251n2s|n2 =
2 cinZen B Y
=1 251n25m25|n2.

Pii dpravé jsme pouzili identitu X.b. V uloze 8 jsme
ukazali, ze

qinasin sin
sin 5 sin 3 s

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz jde o rovnostranny
trojuihelnik.

B v 1
278’
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Tudiz ,
Lzt-

TN

1
4
coZz jsme méli dokdzat.

14. O ihlech trojihelniku plati

3
sina +sinf +siny = 3 ~ V3,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz trojihelnik je rovno-
stranny. DokaZte.

Diikaz. Vyjdeme z vysledku ilohy 13:

. 2 Q zﬂ 2Y2§
sin 2+sm 2+sm 227

kde znaménko rovnosti plati pravé tehdy, kdyzZ trojihelnik
je rovnostranny. V této nerovnosti nahradime funkce sinus
funkcemi kosinus:

_ 2 a 25 ) §
3 (cos 2+cos £+ cos? 3)=3"

a B 2 Y 9
cos? =+ cos® = + cos? é
2 2 2
Nyni pouZijeme vztah B a dostaneme tak fetéz nerovnosti

a
+ cos? ﬁ+ cos? 1=

9> cos2 &
4=COS 3 2=

=3 \/cos — cos? —co

NI‘<



Rovnost nalevo i napravo plati pravé tehdy, kdyZ cos? g=

2B

cos® 5= cos® 2 , tj., jak se da snadno ukazat (viz pozndmku

v uloze 11), pravé tehdy, kdyz a =8 =y. Vynechdme-li
prostfedni ¢len fetézu, dostaneme po jednoduché tpravé

a B y<3
Ccos EC(:.)S ECOS §=—8_ \/3

S pouzitim vztahu X.a dostaneme koneény tvar nerovnosti
. . . 3 =
sina + sin B + sin yéi V3.

Znaménko rovnosti plati pravé tehdy, kdyZ jde o rovno-
stranny trojuhelnik.

15. Dokazte, Zze o ihlech kaZzdého trojihelniku plati

+ -2 ﬁ +sin2? YE

2 sin ) sin > 12,

pfitemZ rovnost nastane pravé tehdy, kdyZz jde o rovno-
stranny trojihelnik.

Diikaz. Z pfikladu 8 vime, Ze
B.. v

SIDESIDESlni §,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz je trojihelnik rovno-
stranny. Z této nerovnosti dostaneme jinou, s ni
ekvivalentni:
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2@ o ﬁ n2 Y=
sin”? > sin~* % Z64.
2 25" 7
S pouiitim této nerovnosti a nerovnosti B dojdeme k nové
nerovnosti

a 2B
2+sm 2+

sin 2

~
N~
v

a 3
>3 \/ sin" > sin"? g sin? %’; 3IV6d =12.

Znaménko rovnosti plati privé tehdy, kdyz a=f8=v.
Dikaz véty je proveden.

1. pomocni véta. Jestlize a, B, vy jsou velikosti vnitinich

ihld trojihelniku, potom

a
tgitgg+tggtg2+tg%’ g5=l.

Diikaz. Podle VIIl.c plati

(s—b)(s—c)
tg 2 \/ s(s—a)
a dalsi dva analogické vztahy dostaneme cyklickou zamé-
nou. Dosadime-li tyto vztahy do daného vyrazu na levé

strané dokazované rovnosti, snadno tuto rovnost
odvodime.

Vétu pouzijeme pfi dikazu dal§i nerovnosti.

29



16. O dhlech kazdého trojihelniku plati
a B Yo 3
tg+tgs+tg 5=\/3.

Rovnost plati pravé tehdy, kdyz a =g = y. Dokaite.

Dikaz. Vyjdeme ze samoziejmé spravné nerovnosti

(ag-nd) (o) Hnfug =

v niz rovnost plati pravé tehdy, kdyz a=f=1v. K této
nerovnosti pfipiSme identitu z 1. pomocné véty, zndsobe-
nou tfemi:

BiioBioYitot E) =
3 (tg 2 tg2+tg2 tg2+tg2 tg 5 =3.
Sectenim obou poslednich vztahd dostaneme
Qg b l’)’z
(tg 2+tgz+tg2 =3,
a to je uz v podstaté vztah, ktery jsme méli dokazat.

17. O dhlech kazdého trojuihelniku plati
2B

2 a -2
cos 5 + cos + cos

=4,

N

pficemZ rovnost plati pravé tehdy, kdyZ troluhelmk je
rovnostranny. Dokazte.
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Diikaz. Vime, Ze

2a_ 2 &
cos 1+tg 3

a
2
Cyklickou zdménou obdrZzime analogické vzorce pro

"é a cos™? %, Pro struénost ozr¢me levou stranu
dokazované nerovnosti pismenem V. Potom po dosazeni je

V=3+tg? 2+thﬁ+tg 5=

=3+%[(tgzg+tg2g)+(tg2ﬁ+tg 2) (gz%'+tg2‘2—1)].
Podle vztahu A.l je

B

tgzg+tgzg§2tggtg2,

kde znaménko rovnosti plati pravé tehdy, kdyz tg g= tg g,

tj. pravé tehdy, kdyz a =f. Podobné

B

tg’§+tg2 Y>» tg2 tg%/,

7=
kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz =y,

2 Y g2 =019 )y

tg ytig 5= 32 g2 )
kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz y=a. PouZijeme-li
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téchto tfi nerovnosti pro dpravu vyrazu V, dostaneme

= L S W ¢ 2) -
V_3+(tg2 tgz+tg2 tg2+tg2 tg > 4.

To jsme na vyraz v okrouhlé zivorce pouzili vysledek
1. pomocné véty. ®e vysledné nerovnosti plati rovnost
pravé tehdy, kdyz a = 8 = v, tj. pravé tehdy, kdyz trojihel-
nik je rovnostranny. Tim je také dikaz skonéen.

18. O dhlech trojuhelniku plati

tg? 2tg23+tg2ﬁtgzy+tg%' g

>1

3 ’
pficemz rovnost plati pravé tehdy, kdyZz je trojihelnik
rovnostranny. DokaZte.

Diikaz. Levou stranu nerovnosti oznaéime pro struénost
pismenem M. PouZijeme vzorec VIll.¢c

(s—b)(s=¢)
tg2 \/ s(s—a)
B

a analogické vzorce pro tg =

2 které dostaneme cyklickou

zaménou. Potom

1@, 2B _(s=b)s=c)s=c)s—a) _
2827 s(s—a)s(s—b) -

-(59=(0-9).

tg
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Obdobné vzorce pro druhé dva souciny dostaneme cyklic-
kou ziménou. Nyni miZeme psit, éemu se rovna vyraz M:

>+ b*+c? 2u+b+c)_
> =

M=3+
s s
2 2 2 2 2 2
=3+u +b2+c _4=u +bz+c -1
s s
2 2 2
M+1= 4(a?+ b2+ c?) (a)

@+ b2+ c*+2(ab + bc+ca)

Podle nerovnosti E je
a2+ b2+ c?+2(ab + bc+ ca)=3(a*>+ b2+ ¢?), (b)
kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz ¢ =b =c. Ze vztahi
(a), (b) dostaneme
4
==
M+1z 3
a odtud
M=z

y

W —

¢imz jsme s dikazem hotovi. Je$té je potfebi pfipomenout,
Ze rovnost plati pravé tehdy, kdyz a = b = c, tj. pro rovno-
stranny trojihelnik.

19. V kazdém trojihelniku plati

n_aa+bf+cy _xm
37 a+b+c 2

3



Pfitom rovnost vlevo plati pravé tehdy, kdyz je dany
trojahelnik rovnostranny. Dokazte. (a, B, y jsou velikosti
thld v obloukové mite.)

Diikaz. Nejprve dokdZeme spravnost nerovnosti stojici
vlevo. Vyjdeme z nerovnosti, kterd je taktka na prvni
pohled ziejma:

(a=b)a-B)+(b—c)B-y)+(c—a)y-a)Z0.

(Ovéite si sami, Ze Zadny ze tfi souéini neni zdporny.)
Znaménko rovnosti plati, pravé kdyz ¢ = b = ¢. Po vyndso-
beni miizeme mnohodlen na levé strané nerovnosti nahra-
dit mnohoélenem ekvivalentnim

a(3a-n)+ b3 —n)+c(3y—-m) 20,

a odtud uz po kratsi dpravé plyne

aa+bf+cy_n (1)
a+b+c ~3°

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz « =b=c. Tim jsme
dokazali nerovnost stojici vlevo. Zbyva dikaz druhé nerov-
nosti.

Z trojihelnikové nerovnosti

b+c>ua
dostaneme nerovnost s ni ekvivalentni
a(b+c—a)>0.
Cyklickou ziménou dojdeme k dal$im dvéma nerovnos-
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tem, a tak posléze dojdeme k nerovmosti
a(b+c—a)+B(c+a—-b)+y(b+a—-c)>0.
Tento vztah nahradime vztahem ekvivalentnim:
a(n = 2aTFBE28) + c( — 27) > 0.
Odtud uz snadno dojdeme k vysledku .

aa+bf+cy_n
a+tb+tc ~2° @)

coz je druhda éist daného vztahu. Spojenim (1) a (2)
dostaneme vztah, ktery je uveden v textu idlohy.
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IIl. kapitola

NEROVNOSTI MEZI STRANAMI, UHLY
A DALSIMI PRVKY TROJUHELNIKU
EULEROVA NEROVNOST

20. V pravoihlém trojihelniku jsou sestrojeny téZnice
AA’, BB', jejichZ koncové body pili odvésny. Dokaite, Ze
1 ¢
E< E< 2.
Dikaz (obr. 3). Uhly AA'B a TA'B jsou tupé, a proto
je strana TB v trojihelniku TA’B nejdel§i. Z téhoz
divodu je TA nejdelSi stranou v trojihelniku TB'A.
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I plati

a) |BT|>|TA'|, z &ehoZ postupné dostaneme % t >% L,

t.: 4, <2. Tim je dokdzdna nerovnost vpravo.

b) |AT|>|TB’| a z toho postupné % t,,>l Lat:t, >%,

3
¢imzZ je dokdzana nerovnost vlevo. Spojenim obou &isteé-
nych vysledki obdrzime vztahy uvedené v textu ilohy.

21. V pravoihlém trojihelniku jsou sestrojeny té€Znice
AA’, BB', jejichz koncové body A’, B’ piili odvésny.
Dokaite, Ze pro ostry tihel x, ktery tyto dvé téZnice sviraji,
plati
cos x éi.

5 .
Rovnost plati priavé tehdy, kdy je trojihelnik rovno-
ramenny.

Dikaz (viz obr. 3). Pouzijeme vzorec IV.a a Pythagoro-

vu vétu:

|AA’|2=tﬁ=% (c’+b’)—% a’=% (c*+3b%).
Analogicky

1
2_2 (2 2
Ly 2 (c?+3d?).
P 2 a1 ] .
Dile vime, Ze [TA| =3% |TB’| =3 b A nyni na trojihel-
nik TAB' pouZijeme kosinovou vétu:

[AB'|*=|TA|*+|TB'[*-2-|TA|-|TB'| cosx. (1)
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Dosadime-li do této rovnice z pfedeslych vzorci (IAB'I =

%b), dojdeme po ipravé k rovnici
cosx =2c?: Vac*+9a’b2.
Aviak podle A.1 plati
ab é% (a®+b?) =% ¢,
s rovnosti pravé tehdy, kdyz a =b. Odtud
9a%b? é% ct

a potom

Tim je vyslovena véta dokdzdna. Nutno jesté dodat, Ze
rovnost plati pravé tehdy, kdyz a = b, tj., pravé tehdy, kdyz
dany pravoiihly trojihelnik je zdrovefi rovnoramenny.

Pozndmka. Pro cosxo=%=0,8 je x0=36°52'12", coZ je

(nikoliv absolutné pfesné) nejvétsi mozna hodnota dhlu x.

22. Dokaite, Zze o prvcich trojihelniku plati

6sr=at, + bt, +ct, é% (a®>+ b2+ c?),
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kde rovnosti plati pravé tehdy, kdyZ trojihelnik je rovno-
stranny.

Diikaz. Jisté plati
U,,ét,,, . vbétbv vcétt’

kde ve viech nerovnostech ziroveil plati rovnost pravé
tehdy, kdyz ¢ = b =c. Z napsanych tfi nerovnosti plyne

6sr=6S=uav, + bv, + cv. = at, + bt, + ct.,

pfiéemzZ rovnost plati pravé tehdy, kdyzZ jde o rovnostranny
trojuhelnik. Tim jsme dokézali prvni nerovnost.

K ditkazu druhé nerovnosti pouZijeme Cauchyho nerov-
nost G, v niz poloZime

x1=da, x2=b, xy=c;
W=, Y28, Y1=L.

Tim dojdeme k nerovnosti

at, + bty + ct. =V + b3+ 2 V2 + 2+ 2.

Rovnost plati pravé tehdy, kdyZ existuje takové kladné
¢islo k, ze t, = ka, t, = kb, t. = kc. Avsak podle vzorce IV.b
je

3
t§+t§+t§=z(az+b2+cz), (a)
a proto po dosazeni mame

V3
at, + bt, + ct, §T (a*+ b+ ¢Y).
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Rovnost plati pravé tehdy, kdyZ existuje k >0, Ze

t,=ka, t,=kb, t.=kc.
Dosazenim téchto hodnot do (a) vyjde k2=%. Tudiz rov-

Vi Vi, A
2 9b_2 2C.

Dosazenim téchto hodnot do prvnich dvou vzorci IV.a
obdrZzime po krat$i dpravé

nost nastane pravé jen pfi ¢, = b, t.=

a? =% (b*+¢?), b? =% (c*+a?).
Obé tyto rovnosti odefteme a po kratsi ipravé mame
a?—b*=0, tedy a=b.
Analogicky dostaneme b = ¢ a odtud uz vyplyvé, Ze rovnost

i v druhém pfipadé plati pravé tehdy, kdyZ jde o rovno-
stranny trojihelnik. Tim je také diikkaz dokoncen.

2. pomocn# véta. O uhlech a, B, v trojihelniku plati
sin 2a +sin 2B +sin 2y =4 sina sinf siny.

Dikaz. Levou stranu pfedloZené ekvivalence upravme
takto:
(sin 2a +sin 28) +sin 2y =
=2sin(a + B) cos(a—p)—sin(2a +28)=
=—2sin(a + ) [cos(a + ) —cos(a —B)] =
=-2sin(a+ B)[ -2 sina sinB] =
=4 sina sinf siny,

a to jsme méli dokazat.
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3. pomocni véta. O thlech kaZzdého trojihelniku plati
sin 2a +sin 28 +sin 2y =sina +sinf +siny,
kde rovnost plati pravé tehdy, kdyZ a=f=1y.
Ditkaz. Vyjdeme z nerovnosti dokdzané v iloze 8:

in & sin B sin L=
85|n25m25m2=1, )]

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz a = = y. Obé strany
nerovnosti (1) vynasobime kladnym ¢éislem

e B .Y
005200520082

a pfi pouziti znaAmych goniometrickych vzorcil dostaneme

. . <o E o B oo ¥
sina sinf siny =cos 5 COs 5 COs 5.

Z 2. pomocné véty vime, Ze
4 sina sin g siny =sin 2a +sin 28 +sin 2y,

a ze vzorce X.a, Ze

a B . . .
4 cos 3 €os 5 Cos %’=sma +sinf +siny,

a tim jsme v podstaté s dikazem hotovi. Nutno oviem
dodat, Ze rovnost plati pravé tehdy, kdyz a=8=y.

23. V libovolném trojihelniku vyjadfete vzddlenost stie-
di vepsané a opsané kruZnice pomoci délek jejich
poloméri.
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Reseni. a) Predpoklddejme nejprve, ze jde o ostrouhly
trojihelnik a Ze a=p. Kdyby platilo f>a, zaménili
bychom oznaéeni vrcholi A, B, a tim by se zménilo
i ozna&eni dhli (obr. 4a). Nejprve zjistime velikost dhlu
OCS. Z vlastnosti sttedu O kruznice vepsané plyne, Ze

| X ACO| =%’ . V pravoihlém trojihelniku SCD (D je
stfed strany BC) plati | £ CSD| = a (je to polovina stfedo-

vého dhlu nad stranou BC), a proto |<ISCD|=g—a.

Obr. 4a
Tudiz
o, _Y_(T_ \_a—PB
|XOCS|=w=y > (2 a) 7
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V trojihelniku OCS je podle toho

=|ocl=r:sin%', |SC| =

I{OCS|=w=aT—ﬂ,

a miizeme pouiit kosinovou vétu:

=|0S|*=R?+ d*-2Rd cosw =

=R?+d*-2Rr cosw:sin %’ .
Pomér cos w: sin %’ vyjddfime pomoci velikosti stran dané-
ho trojithelniku. Protoze

\

-sin L= a_ b
cosw:sin 5 005(2 5

2
~|~<
I

Moo Lo By @ BY. .Y
—(coszcos2+sm25m2ﬁ>.sm2.

PouZijeme-li ted vzorce VIILa,b, dojdeme po kratsi upra-
vé k rovnosti

cosw:sin%’=(a+b):c.

Podle toho
x*=R*+ d’——ZRr(: +5) .

1)
Av§ak (znovu pouzivime vzorec VIILa)
d?=r?*:sin? —=r 2ab:[(s —a)(s — b)]=
=r abc. [c(s — a)(s = b))].
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PonévadZ (viz vzorec ILa a vzorec III)
abc =4RS, r=S:s,
dostidvame
d*=r-4RS r:[¢(s —u)(s — b)]=
—r-4RS f: [c(s = a)(s — b)) =
=rS%-4R:[sc(s —a)(s — b)]=
=4Rr(s—a)(s —b)(s—c):[c(s —a)(s — b)]=
=2Rr(a+b—c):c.

Dosadime-li takto vypocitanou hodnotu do rovnosti (1),
dojdeme po jednoduché dpravé k Zddanému vysledku:

x2=R(R -2r).
To je znamy Eulertv vzorec.

b) Jestlize trojihelnik je tupouhly (obr. 4b), pak

Y, (=
|0cs|=1+( te =7

2

d=|OC|=r:sin%,, |SC| =R,

a dél postupujeme jako v pfipadé€ a). Je pfirozené, Ze i zde
dospé€jeme k Eulerovu vzorci
x*=R(R -2r).

Velikost isecky x mizZe byt rovna nule, a to jediné tehdy,
kdyz O =S, coz nastane pravé tehdy, kdyz trojihelnik je
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rovnostranny. PonévadZ vidy plati x*=0, dochazime tak
k Eulerové nerovnosti

R=z2r,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz trojuhelnik je rovno-
stranny. ‘

Obr. 4b

24. Ukazte, Zze v kazdém trojihelniku vzdalenost d jeho
ortocentra V od stiedu S jemu opsané kruZnice je ddna
vzorcem

d*=9R?—(a*+ b*+ ¢?). 1)

Diikaz. a) Je-li dany trojuhelnik pravoihly s pfeponou c,

je

at+ b*=c?, d=%c, R==c

1
2
a uvedeny vztah plati.
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b) Je-li dany trojihelnik rovnostranny, je

a=b=c, d=0, R='3'\/§,
a na$ vzorec opét plati.

c) Predpokliddejme, Ze jde o ostroiihly t-ojihelnik ABC,
nikoliv v8ak o rovnostranny nebo rovnoramenny (obr. 5a).
Bez Gujmy na obecnosti budeme pfedpokladat, ze a>f.
Kdyby totiz platilo g > a, pak by staéilo zménit oznaceni
vrcholi A, B, a tim by se zménilo i oznaéeni uhli.

Obr. 5a
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Nejprve vypocitime velikost dhlu VCS. Z pravoihlého
trojuhelniku ACC’ dostaneme I{ACC’|=g—a. V pra-
voihlém trojihelniku SCD je |XCSD|=a, a proto
|<SCD| =§—a. Tudiz

I{VCS|=w=y—(g—a+12—r—a)=y+2a—n=a—ﬁ.

Dile je nutné vypocitat velikost ise¢ky | CV| = x. Zde plati
T n
x=|CE|:cos (f_ﬂ) =|AC]| cos y: cos (E—ﬁ) =

=b cosy:sinf=2R cosy.

Ted jsme pouZili vzorec ILb. Po této pfipravé muZeme
pfistoupit k vlastnimu vypoctu. Na trojihelnik CVS pouzi-
jeme kosinovou vétu, v niz budeme hned upravovat pravou
stranu.
d*=R*+x*-2Rx cosw =
=R*+4R?cos’y—4R?cosy cosw =
=R2?+4R?*(1 —sin’y)—4R?cosy cosw =
=SR?*—4R?[sin’y +cosy cos(a — )] =
=5R?*-4R?*[sin?y —~cos(a + B) cos(a — B)] =
=5R?*—-4R?* [sin*y — cos*a cos?f +sin’a sin’B] =
=5R*—4R?[sin’y — 1 +sin’a +sin’B] =
=9R?*—-4R? [sin’a +sin’B +sin’y].

PouZijeme-li jesté vzorec ILb, dojdeme k Zidanému vy-
sledku:
d*=9R*—(«*+ b2+ c?).
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d) Vsimnéme si ted pfipadu, kdy trojihelnik ABC je
tupouhly (nikoliv rovnoramenny), a body S, V lezi tedy
vné trojihelniku (obr. 5b). Z obrazku je patrno, Ze nekon-
vexni uhel BSC ma velikost 2a, z ¢ehoZ plyne, Ze

|£CSM|=n—a, cozznamena,ze |<IBCS|=a—g.

Obr. 5b

Dile
|<vca|=§—ﬁ.

a tudiz
|[LVCS|=w=2a-n+y=a-p.

Jesté potiebujeme velikost useéky CD.
kL4 .
|CD| =|CV] cos (3~ B) = ICV] sing.
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Aviak |CD|=b cosy, a tak z obou rovnosti a zirovei
s pouzitim vzorce ILb:

|CV|=b cosy:sinf=2R cosy.

Dalsi postup je tyz jako v odst. ¢). Rozumi se, Ze dojdeme
k témuz vysledku:
d*=9R*—(a®*+ b2+ c?).

e) Stile jsme se vyhybali rovnoramennému trojihelniku.
JestliZe trojihelnik je rovnoramenny s osou soumérnosti,
ktera prochdzi vicholem C, pak body C, S, V lezZi v pfimce,
lezi v ose soumérnosti trojihelniku, a netvofi trojihelnik.
Potom velikosti tisecky SV se da vypoditat z trojihelniku
ASV. To pfenechivim ¢tendfim, jen je potfebi rozlisit
pfipad, kdy trojihelnik je ostrodhly a kdy tupouhly.

Poznimky. 1. Ponévadz d*Z0, kde rovnost plati pravé
tehdy, kdyz je trojihelnik rovnostranny (nebof jenom
v ném splyne ortocentrum se stfedem opsané kruZnice),
miZeme psat '

IR*Zu*+ b+ c?,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyZ trojihelnik je rovno-
stranny.

2. Velikost useéky VS jsme mohli vypoéitat i pomoci R a
a, B, y. Zadatek je stejny jako prve, ale pak je postup
ponékud jiny:

d*=R*+x?*-2Rx cosw =
=R%+4R*cos’y—4R?cosy cosw =
=R?*+4R?cosy [cosy—cos(a — B)] =
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=R?*+4R? cosy[—cos(a+ B)—cos(a —B)]=
=R*-8R?cosa cosf cosy. (2)

To uz je vysledek. Porovndme-li oba vzorce (1) a (2) pro

d?, dojdeme k zajimavé identité platicic o ihlech
trojuhelniku:
sina +sin’f +sin’y =2(1 + cos a cos B cos y).
(To jsme v prvnim vzorci poloZili ¢« =2R sina, b=
=2Rsinf, c=2Rsiny.)
A jesté jedné véci si viimnéme. Ponévadi d>=0, kde
rovnost plati, privé kdyZz je trojihelnik rovnostranny,

dostavime
R*—-8R?*cosa cosf cosy=0,

coZ je ekvivalentni s nerovnosti

cosa cosf cosy§-;— ,

kde znaménko rovnosti plati pravé tehdy, kdyz a=8=y.
Tak jsme jinou cestou dospéli k vysledku dlohy 10.

25. V pravoihlém trojihelniku ABC ozna¢me v velikost
vySky kolmé na pfeponu. Pak plati
04<=<0,5.
Dokaizte.

Diikaz (obr. 6). Jestlize kruZnice vepsana pravoihlému
trojihelniku ABC se odvésen BC, AC dotykd po fadé
v bodech K, L a jestlize stfted této kruZnice oznacime O,
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‘pak &tyfihelnik OKCL je &tverec. V ném |OC|=rV2. 1
plati
v=r+|0C|=r(1+V2).

Obr. 6

Rovnost plati pravé tehdy, kdyZ dany trojihelnik je rovno-
ramenny (|AC|=|BC]|). Z toho mdme prvni nerovnost

1
1+V2
Nyni ukdZeme, Ze vySka trojihelniku (nejen pravouhlé-

ho) je vidy vétsi nez primér vepsané kruZnice. Vychodis-
kem bude trojihelnikovd nerovnost:

v

=V2-1=0,414>04. 1)

r
v

at+b>c,
a+b+c>2c,
2s>2c¢,

2_2

=>=,
c s
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28_2S8

c s

Na levou stranu nerovnosti pouZijeme vztah I a na pravou
vztah III. Dostaneme tak

v.>2r &l r:v<o0,5,

¢imzZ je dokdzina i druhd nerovnost.

26. Dokazte, Ze v trojihelniku plati
v, + v, +v.=9r,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz je trojihelnik rovno-
stranny.

Dikaz. Podle vzorce VII je

1,1,.1 1
;}:+v—b+'l;—;. | (1)
Podle C.2 plati
(v,,+v,,+vc)(l+i+l)g9. 2)

V. Up Ve
Rovnost tu plati pravé tehdy, kdyz v, = v, = v., coZ nastane
priavé tehdy, je-li trojuhelnik rovnostranny. O tom se
pfesvédéime nasledujicim zplisobem: Ponévadz

28 28 28
v, =—, Up =70/, Ve=—,
a b c

plyne odtud, Ze rovnost v, = v, = v, je ekvivalentni s rov-
nosti « =b=c.
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Spojenim vztahd (1), (2) dochdzime k vysledku
v, + v, +v.Z9r.
Rovnost plati pravé tehdy, kdyz jde o rovnostranny troj-

dhelnik.

27. Dokazte, Ze o prvcich trojihelniku plati

a? b? c?
2 2+ 2 2+ 2 2
vptu: vitug vit v,

1%

2.

Rovnost nastane privé tehdy, kdyz trojuhelnik je rovno-
stranny.

Diikaz. Pro struénost oznaéme levou stranu dané nerov-
nosti pismenem M. A nyni zavedme
_vi+vl vi+v? | vi+ v}

N= +
pE b’ c

Jeho souvislost s vyrazem M je evidentni. UZitim vzorci 1
upravime vyraz N a po kratsi upravé dostaneme

N =88%(u*+ b*+ c?): («*b*c?). (1)
Aviak v poznimce 1 dlohy 24 jsme ukdzali, Ze plati
a*+ b+ c®=9R?, 2)

s rovnosti privé tehdy, kdyZ trojihelnik je rovnostranny.
Ze vztaht (1) a (2) dostaneme

N=T72R*S8%:(u*b%c?).
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Nyni pouZijeme vzorec Ila:
RS = Zabc tj. 72R*S*= 2 a*bc 2
a tudiz _
; (3)
pfitom rovnost plati pravé tehdy, kdyz trojihelnik je

rovnostranny.
Z nerovnosti (3) dostaneme nerovnost s ni ekvivalentni

MN<3M

N=

NI\O

Jestlize si uvédomime, co pfedstavuji vyrazy M, N, pozni-
me, Ze se tu nabizi aplikovat nerovnost C.2. Podle ni je
totiz MN =9, kde rovnost plati pravé tehdy, kdyzZ jednotlivi
s¢itanci mnohoélenu M (a tedy i viichni séitanci mnohocle-
nu N) si jsou rovni. To viak vede na rovnostranny trojihel-
nik, jak vyplyva z nasledujiciho vypoétu:

[

vi+v? vi+0?’

zbavime se zlomki, a ponévadZ av, = bv, =28, dojdeme
k rovnici

a’vi=>b%?,
a z ni uz plyne a = b. Podobné bychom dostali b = ¢, a tim
je tvrzeni dokazino.

Na zdkladé dosavadnich vysledki miZeme napsat nisle-

dujici fetéz nerovnosti:
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9

1A

MN=- M,

(S F Y=

takze
MzZ2,

kde rovnost nastane pravé tehdy, kdyZz je trojuhelnik
rovnostranny. Pfi znimém vyznamu M mame pfedloZenou

nerovnost dokazanou.
1

28. O prvcich v trojihelniku plati

9
Irst,+6,+1.=

| R

rovnost na obou stranich plati pravé tehdy, kdyz jde
o rovnostranny trojihelnik. Dokazte.

Dikaz. Je okamzité patrno, Ze
'ug”-n rb;”ba 'r;va

pfiéemZ rovnosti ve vSech tfech vztazich plati zaroven
pravé tehdy, kdyz je trojihelnik rovnostranny. Sectenim
viech tfi vztahi pfichazime k nerovnosti

L+t +i.Zv,+v, +v.29r,

jak vyplyva z ilohy 26. Tim je dokazdna prvni nerovnost.
Dikaz druhé nerovnosti zatneme ndm znimym vztahem
(viz poznamka 1 ilohy 24)

IR*Zu’*+ b%+ c?, )
kde rovnost plati pravé tehdy, kdyZ jde o rovnostranny
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trojihelnik. Podle vzorce IV.b je

{,2+b2+c2=‘31(t5+t§+r§). (2)

Vztahy (1), (2) nas pfivadéji k nerovnosti

7
ZT R*Ze2+ 1+ 12,
kde rovnost plati pravé tehdy, kdyZ trojihelnik je rovno-
stranny. Nyni pouZijeme nerovnost E:

L+, + . =EVI2+2+1).

PouZijeme-li znovu vzorec IV.b, dojdeme k Zidanému
vztahu:

<9

L+, +t.==R,
2

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyZz je dany trojahelnik
rovnostranny, nebof za této podminky platila rovnost
v pfedchazejici nerovnosti.

29. Dokazte, ze v rovnoramenném trojihelniku ABC
(AC = BC) plati
V2 ¢ _3
—2—<;;<§ .
Diikaz (obr. 7). Pfedevsim si uvédomme, Ze o vnitinim
dhlu a pfi zdkladné plati
n a_n

7 2 tedytéz 0<-<~

0<a< 7<%
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a potom
a_V2
1>cos =>—.
27 2
Osa tithlu CAB protne stranu BC v bodé K. Patu kolmice
spusténé z bodu K na zdkladnu AB oznaéme L. Pro
struénost zavedme jesté toto oznaceni:

|AK|=w., |AL|=c".

Thned je patrno, ze

«, V3
a2

c:w,>c':w,=cos §>
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Tim jsme dokdzali levou ¢ast vztahu. Abychom dokdzali
i druhou nerovnost, pouzijeme sinovou vétu na trojihelnik
ABK:

c:w, =sin 37azsina = (4 cos? %_ 1) : (2 cos %) .

NapiSme nyni dvé€ nerovnosti, které s ohledem na to, Ze

S .
0<a <5, jsou jisté pravdivé:

a a
4 cos —2—+ 1>0, 1-cos 5>O'

Souéin levych stran je kladné &islo:

a_ 2 &
143 0032 4 cos 2>0.

Tuto nerovnost nahradime nerovnosti ekvivalentni

a a
3cos =>4 cos?=—1

2 2
a dale
4cos? T 1
3 2
s>——=c:w,,
2 2 cosg
"2

jak plyne z (1). Tim jsme s diikazem hotovi.

4. pomocnd véta. Délka osy vnitiniho uhlu ACB
v trojiihelniku ABC je ddna vzorcem

w. =2ab cos %’:(u +b).
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Diikaz (obr. 8). V trojihelniku ABC je pfimka CD
osou vnitiniho uhlu ACB. Jeji délka je w,=|CD]|. Vrcho-
lem A vedme pfimku rovnobéZznou s CD a jeji priseéik
s pfimkou BC oznaéme E. Kromé toho z vrcholu A
spustme kolmici na CD a jeji patu ozname P. Pak jesté

E

\
_AP
— \
A D ¢ B

Obr. 8

spustme z vrcholu C kolmici na pfimku AE. Z podobnosti
trojuhelniki ACDB ~AEAB plyne

|CD|:|CB|=|EA|:|EB|,
jinak psano
w.ea=|EA|:(a+b).
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Avsak

|EA|=2|CP|=2|AC] cos%’=2b cos%’.

Dosadime-li tuto hodnotu do pfedeslé iméry, dostaneme
w.:a=2b cos %’: (a +b),
coz jsme méli dokazat.

Poznimka. Z dosazeného vysledku mizZeme odvodit
vétu: Nutna a postacujici podminka pro to, aby velikost

tihlu ACB byla %:n:, je

30. Dokazte, Ze v trojiuhelniku plati

2 2 2 2 2 2
’+b* b +c* c*+ua
. + +

2 2 2
we W, W

v

8,

kde rovnost nastane pravé tehdy, kdyz trojihelnik je
rovnostranny.

Diikaz. Ve 4. pomocné vété jsme ukazali, ze
= Y.
w. =2ab cos X (a+b),
z éehoz dostaneme
Y_ .
cos 5= w.(a+ b):(2ab).
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Tento vzorec budeme upravovat a pfitom pouzZijeme ne-
rovnosti C.1:
1 4

>
a+b’

+

2|

o

v niz rovnost plati, pravé kdyz a =b. PiSeme tedy

y 1. (1 l)> 2
Cosy=a W (u+b =W T’
takZe

Y (a+b)’ _a’+b?
25 4w?2 T 2w

cos™?

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyZ ¢ =b. Analogické
nerovnosti plati i pro cos g, cos Eﬁ . Nyni uZ mizeme psat
(viz tlohu 17)

2B

L a Y
4=cos  =+cos -+cos?i=
2 2 2

<l (b2+cz+c2+a’+az+bz)
=2\ w? wi w2 )’

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz a=b=c.
31. Dokaite, ze v kazdém trojihelniku plati

(a+b+c)V3Z2w, +w, + w,),

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyZ jde o rovnostranny
trojihelnik.
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Diikaz. Vzorec pro w, ze 4. pomocné véty upravime pro
nas ucel. Pfi tom pouZijeme vzorec VIILb:

s(s —

=2ab cos— (a+b)= 2:b\/ ). (a+b)=

=—2—— Vabs(s —c).

a+b
Podle A.2
W= \/_ms(s—c) Vs(s—¢),

kde rovnost nastane jen pro a = b. Odtud opét podle A.2
s \3 lis-o=t [ s+(s—c)]=%(2«+2b—c)

s rovnosti ve druhé nerovnosti pravé tehdy, kdyz %s=

s —c, tj. pravé tehdy, jestliZe 2c = a + b. Rovnost v obou
nerovnostech soucasné tudiZ nastane pravé tehdy, kdyz
a=b=c.

Z toho a ze vztahi ziskanych cyklickou ziménou vychazi

1 i
ﬁ(w,+w,,+wc)§g(3a+3b+3c)=%(a+b+c).

Odtud uz vysledek
(¢ +b+¢)V3Z2(w, + w, +w.),

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz je trojihelnik rovno-
stranny. Tim je také dikaz proveden.
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32. O délkach os vnitfnich 4hld trojihelnika plati
3ISV3Swi4+ wi+ wiss?

kde znaménko rovnosti v obou nerovnostech ma platnost
pravé tehdy, kdyz trojihelnik je rovnostranny. Dokazte.

Diikaz. Ve 4. pomocné vét€ jsme odvodili vzorec

w. =2ab cos %': (a+b),
odtud
wi=4a?b? cos? %’: (a +b)~
Pouzijeme-li nyni vzorec VIILb, dostaneme rovnost s touto
ekvivalentni a tu hned upravujeme:

. 4a*b? s(s—c)_ ab
w‘_(u+b)’ ab (a+b

)2(a+b+c)(n+b—c)—

ab__ >

(a+b)—c?=ab “@+by b)’

__ab [
“(a+b)?
Analogicky

bc ac 2

2_p_ 2 2 g Y
wi=bc (b+c)2a’ Wp" = ac (u+c)zb

Avsak podle A.1 plati
2ab = a*+ b2

Odtud plyne, Ze

4ab=(a+b)* aposléze
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kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz « =b. Analogicky
mame
bc 1

<l o -
B+o-1 rovnost pravé tehdy, kdyz b = c,
——C“—él rovnost pravé tehdy, kdyz c = a.
(c+a)— 4’

Podle toho tedy plati
wi+wi+wiZab +bc+ca —% (a*+b*+c?), (1)

pti¢emzZ rovnost plati pravé tehdy, kdyZz a = b = c. Z Finsle-
rovy—Hadwigerovy nerovnosti (iloha 7) po ipravé dosta-
neme

1 1
Z(u’+bz+ cz)éi (ab + bc + ca)- S V3. )
Vztahy (1) a (2) daji
1
wi+wit+wiz= (ub+bc+ca)+S\/§. 3)

Tento vztah je nutné jesté upravit. Ze vztahu (2) vyplyva
2(ab + bc + ca)Z a2+ b2+ c2+4S V3.
Avsak podle D plati
a*+b*+c*Zab + bc + ca.

Rovnost zde plati pravé tehdy, kdyz a = b = c. Obé posled-
né napsané nerovnosti vedou k novému vztahu
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ab + bc +ca =4S V3.

Spojenim této nerovnosti s nerovnosti (3) miame posléze
w2+ wli+ w2238 V3,

¢imz jsme s dikazem hotovi. V nerovnosti (1), stejné jako
v (2) a v nerovnosti D, plati rovnost pravé tehdy, kdyz
a« =b=c. TudiZ i vysledna nerovnost plati pravé tehdy,
kdyz trojuhelnik je rovnostranny.

Zbyva dokdzat druhou nerovnost. V iiloze 31 jsme odvo-

dili vztah
w.=Vs(s—c),

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz «=b. Cyklickou
zaménou obdrZime vztahy platici pro délky druhych dvou
0s:

w,=Vs(s—a) srovnosti,pravé kdyz b=c,
w, =Vs(s —b) srovnosti, pravé kdyz a=c.
Odtud uz vyplyva

wi+wi+w?Ss(s—a+s—b+s—c)=s

Dodejme, Ze rovnost nastane pravé tehdy, kdyz a =b =c,
tj. pro rovnostranny trojihelnik. Tim jsme s dikazem
hotovi.

33. Dokaizte, ze o prvcich kazdého trojihelniku plati
at, + bt, + c1. =3Rs,
pfifemz rovnost plati pravé tehdy, kdyz trojihelnik je
rovnostranny.
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Dikaz. V obr. 9a, b jsou narysoviny trojihelniky a jim
je opsadna kruinice k =(§; R). Oznaéme C’ stfed strany
AB a d, vzdilenost sttedu S od strany AB.

a) Predpoklddejme nejprve, Ze trojihelnik je ostroihly
(obr. 9a). Pokud body C, S, C’ leZi na jedné pfimce, pak
AC=BC a trojihelnik je rovnoramenny. Plati potom

t.=R+d..

Obr. 9a

Jestlize body C, S, C’ jsou vrcholy trojihelniku, je zfejmé
.<R+d..
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V kazdém pfipadé tedy je
.=R+d,,

pfi¢emZ rovnost nastane pravé tehdy, kdyZz trojuhelnik
'ABC je rovnoramenny (AC = BC). Cyklickou ziménou
dojdeme k analogickym relacim:

t.=R+d,,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz AB= AC,
=R +d,,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz BC = BA. Posledni tfi
nerovnosti zndsobme postupné Cisly ¢, a, b a setéme:

at, + bty +ct, =R(a+ b +c)+ad, + bd, + cd..

Rovnost plati pravé tehdy, kdyZ AC = BA = CB, tj. pravé
tehdy, kdyz trojihelnik je rovnostranny.
Z pravoiihlého trojihelniku SAC’ dostaneme (viz vzor-
ce ILb)
¢=2Rsiny, d.=R cosy,

a tedy cd.=R?sin2y. Cyklickou ziménou dostaneme
obdobna vyjddfeni sou¢int ad,, bd,. Po dosazeni nabude
nade nerovnost tvaru

at, + bt, + ct. =2Rs + R? (sin 2a +sin 2 + sin 2y).
Podle 3. pomocné véty se da tato nerovnost upravit na tvar
at, + bt, + ct. =2Rs + R? (sina +sinB + siny) = 3Rs,
67



kde znaménko rovnosti plati pravé tehdy, kdyz trojihelnik
je rovnostranny.
b) Ptedpoklidejme nyni, Ze trojihelnik ABC je tupo-

ihly, a necht napt. y >g (obr. 9b). Podobné jako v piipadé
ostroihlého trojahelnika, plati i1 zde

Lt=R+d, $=R+d,.

Obr. 9

ProtoZze v$ak nyni cosy<0, je odhad ¢ =R +d. piili§
hruby. My viak vystatime s nerovnosti

t.<R
(v trojihelniku SC’'C proti vét§imu dhlu lezi vétsi strana).
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Maéme tedy nerovnost
at, + bty + ct. =2Rs +ad, + bd, =2Rs +2rs + cd,,

nebot
ad,=28ssc a bd, =28xsc,

takZe podle III je
(ld,, + bd,, = ZSABC + ZSAsa = ZS + Cdc =2rs+ Cd,.
Nyni zfejmé plati, ze d. =|SO| - r, takie podle ilohy 23
a nerovnosti A.2 mame
1
d.=VR(R-2r)- réi(R+R—2r)—r=R—2r.
Protoze podle trojihelnikové nerovnosti je zrovei c =s,
mame tedy nerovnost

at, +bt, +ct. =2Rs +2rs+cd. =
=2Rs+2rs+s(R—-2r)=3Rs.

Vyslovend poucka plati tedy i pro trojihelnik, ktery je
tupoiihly. Ze plati i pro pravoihly, dokaze si &tenaf sam.

34. Dokaite, ze o prvcich trojihelniku plati

=V3,

r,—r rn—r r.—r
+
« b c

pfiCemZ rovnost plati pravé tehdy, kdyZ trojihelnik je
rovnostranny.
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Diikaz. Podle vzorca I plati
S S aS

r,—r=
! s—a s s(s—a)’

a tudiz

r=r_Vs(s=a)(s=b)(s—¢)_

a s(s—a)

_ \/ s=b)(s=¢)_,
s(s—a) g
V poslednim kroku jsme pouZili vzorec VIILec. Cyklickou
zaménou odvodime podobné vzorce :

NIR

rn—r_. B re—r_. Y
b 87 * ¢ T3
Z tlohy 16 vime, Ze
a B Yo um
tg§+tg§+tg5=\/3,

s rovnosti pravé jen pro rovnostranny trojihelnik. Tuto
nerovnost Ize nahradit nerovnosti ekvivalentni

r.—r r-—r r.—r
+ + V3,
a b c

v

v niz rovnost plati pravé tehdy, kdyZz jde o rovnostranny
trojihelnik. Tim jsme s ditkazem hotovi.
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358. Dokatzte, ze o prvcich trojihelniku plati
a) r(r,+rn+r)2 SV3:
b) r(4R+r)2S V3.

Rovnost v obou pfipadech plati pravé tehdy, kdyz jde
o rovnostranny trojihelnik.

Diikaz. a) V iiloze 7 jsme dokazali, Ze
a?+ b2+ c*Z4SV3+(a - b)Y +(b-c)+(c—a)?,
(1

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz trojihelnik je rovno-
stranny. Po krat§i upravé dostaneme nerovnost ekvi-
valentni:

2(ab + be + ca) — (a*+ b + ) =4S V3. ()
A nyni upravujme vyraz
V=4r(r,+r+r)
s pouZitim vzorci Il a La:

___4_S(S+S+S)=

s \s—a s—b s-—c

\%4

=4_S’_3s’—2s(u +b+c)+(ab+bc+ca)

s (s—a)(s=b)s—c)
_48%(=s*+ab + bc + ca)

=2(ub + bc+ ca)— (a*+ b2 + ¢?).
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Vysledek naich Gprav je leva strana nerovnosti (2), coZ
znamend, Ze plati

r(r.+n + rc)ES\/E,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyZz jde o rovnostranny
trojihelnik, nebot tento vztah byl odvozen ze vztahu (1),
v némz rovnost plati pravé za téchto podminek.
b) Diikaz spoéiva v upravé levé strany pravé dokazané
nerovnosti. Pouzijeme k tomu opét vzorce La, ILa, IH:
S + S + S _
s—a s—b s-—c

r.,+r+r.=

_S[3s’—2s(a+b+c)+ab+bctea] _

B Gs—a)(s=b)s—c)
_Ss(ab+bc+ca— 5?) _

SZ
_s(ab+bc+ca)—s* _s(ab+bc+ca)+s’—2s>
- S B S
_8*=s%a+b+c)+s(ab+bc+ca)—abc+ abe _
= 5 =

=ﬂ+s(s—d)(S—b)(s"c)=4R +§=4R +r.
S sS 5

Podle toho
r(dR+r)Z S V3,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz « = b = c, nebof ziska-
nd nerovnost je pouzﬁ'modifikaci nerovnosti odst. a).
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V nékterych sbirkiach matematickych vzorci jsou uvadé-
ny i tyto zajimavé vzorce:

5. pomocna véta.

= . By

r=4R sm251n25m2, )]
— a By
r.=4R sm20052c052, 2)

vzorce pro r,, r. ziskime z tohoto vzorce cyklickou
zaménou,

_ 2 o5 B cos ¥
s =4R cos 7 COs 5 Cos 3, 3)
s—a=4R cos Zsin ésin Y 4)
277272

vzorce pro s — b, s — ¢ ziskdme opét cyklickou ziménou.
DokaZeme pouze vzorec (1), ostatni se dokazuji obdob-
né. Podle vzorci I—X je
S .
r=?=ub siny:(a+b+c¢)=

=4R?*sina sinp siny:[2R (sina +sinp +siny)] =

_ O B Y % B Y
—16Rsm25m251n2c082c082c052.

: @B Y
.[4c052c052cos2],

¢imz je dikaz proveden.
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36. O prvcich trojihelniku plati

Up + U U+, v,,+v,,<1
r.+v, nn+v, r.+v,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyZ trojihelnik je rovno-
stranny. DokaZte.

Diikaz. S pouzitim vzorci II, ILb a znimych goniomet-
rickych vzorci upravime nejprve ¢itatele prvniho zlomku :
vy =c sina =2R siny sina,
v.=2R sina sinf,
v, +v.=2R (sinff +siny) sina =
ﬁ Y co B—y=

=2R sina-2 sin ——

=4R sina sin (———) sﬂT=

2 2
—4Rsi e B-v
4R sina cos > cos 5
A nyni jmenovatele (pouzivime 5. pomocnou vétu):
4R sin ® cos B cos ¥
r.,=4R sin 2 cos 2 cos 2
BoosBainY oo
v, =2R sinf siny =8R sin 5 €S 5 sin = 20085,
- B oY BN\
r,+v,=4R cos 2 cos 2 (sm —+2 sm sin 2)=
- B oY B x] _
—4Rc052c052[sm 2'},)+25m25m2 =
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_ B os ¥ (cos B B. v
= 52 2( +25m25m2)
- B os Y (cos B cos Y+ sin B sin ¥
4Rcoszc 2( 20052+sm25m2)

Po krat$i upravé dochazime k &asteénému vysledku

. a a
2 sin = cos? =

U + v _ 2 2
r.+uv, By~
cos 5 cos 2

Hodnoty dal§ich dvou obdobnych zlomki dostaneme cyk-
lickou zdménou. Souc¢inem viech tfi rovnosti obdrZime na
pravé strané po kratké upravé soucin

B

85mism§sm§,

ktery, jak vime z ilohy 8, je mensi nez 1. Dodejme, Ze
rovnost plati pravé tehdy, kdyz a=8=y.
37. Dokaizte, Zze v trojuhelniku plati
(rb + rt)(rc + ra)(rn + rb)§27R3,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyZ dany trojihelnik je
rovnostranny.

Didkaz. Opét pouzijeme vzorce z 5. pomocné véty.
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_ in B cos ¥ cos E+ sin £ cos & cos B) =
r,,+r,—4R(snn2c052c052+51n2c052cosz)—

_ e. Bry_ 2 @
=4R 005251n > 4R cos 5"

Cyklickou zdménou dostaneme obdobné vyjidieni pro

(r.+r,) apro (r,+r,). MiZeme proto psit

(ro + r.)(r. +r.)(r. + r,)=64R> cos? % cos? = cos

PouZijeme-li vS§ak nerovnosti

a Y_
COS = COS 5 COs ==
2 2

5 V3

8 b
kterd se vyskytuje v feSeni ulohy 14 a kde rovnost plati
pravé tehdy, kdyZz a =p =y, dostaneme
(ro +r)(r.+r)(r,+r,)=27R3,
kde rovnost plati pravé jen pro a=f=y. Tim jsme
s diikazem hotovi.
38. V trojihelniku plati

W, Wy W
V. +2r, vy +2r, v.+2r.

=1;
rovnost nastane pravé tehdy, kdyZz jde o rovnostranny
trojihelnik. Dokazte.

Dikaz. Podle 4. pomocné véty plati
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w, = 2bc cos g: (b+c).

Tento vzorec je$té s pouzitim ILb upravime pro nase icely.
PiSme tedy

w, =8R?sinp siny cos g: [2R (sinB +siny)]=

—8R <in B oos Bein Y coc ¥ B-v ﬁ+v]>
=8R smzcoszsmzcoszcos2 cos —— > |E
éSRsinEcosésinxcosx, 1)

2772772772

Pouzili jsme nerovnost

0<cos ?él

s rovnosti pravé tehdy, kdyz § =y, tj. pro rovnoramenny
trojuhelnik, a ddle jsme pouzili rovnost

. Bty_ @
sin =———=cos 5 .
Je§té upravime jmenovatele:
v,=csinf=2R sinf siny =8R sin B cos B sin £ cos ¥ ,
2 2772 2
~8R sin & cos B cos ¥
2r,=8R sin 5 €08 5 €08 5 .

Protoze
77



i O osBEY_ o Bos Y —cinBin Y
sm2—cos 2 = 2 2 sm2s1n2,
s B B .
a
v, +2r.,=8R cos 2 cos 2 [sm 3 sin < > +sm 2]
=8R coszécos 2 2)

Podle (1) a (2) mizeme tedy psit

" :’2” Zsin /23 sm%/ (cos cos ;,) =tg > ) g%’
kde rovnost plati, pravé kdyz g =y.
Po této pripravé je uz vidét, ze pro soucet uvedeny
v textu ilohy je
w, Wh We o
v.+2r. vy +2r, v.+2r.

B. Y B_
> —_
tg2tg2+tg2tg2+tg2tg2 1.

To jsme ted pouzili 1. pomocnou vétu. Musime dodat, Ze
rovnost plati pravé tehdy, kdyz a =8 =1y, tj. pro rovno-
stranny trojihelnik. Tim jsme také dikaz tvrzeni skonéili.

6. pomocni véta. O prvcich trojihelniku plati

Ta Ty re
+ +
v.+2r, v, +2rn v.+2r

Diikaz. Pro stru¢nost oznaime levou stranu identity
pismenem L. Podle 5. pomocné véty je

=1.
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— 4R sin % cos B cos ¥
r.=4R snn2c0s2c052

a podle (2) z ulohy 38

v, +2r, =8R cos? é cos? L

2’
takZe
o _o.a B v . B _]_
—— snn2m52c052 [2003 cos >
B.Y B x)_
—cos(2+2) (2c052c052 =
(o B I_-E-Z). B x)
—(coszcos2 smzsm2 .(2coszcos2
D O U :
—2(1 tgztg;).
A uZ miZeme psat
V. Ty re —_
v,,+2r,,+v,,+2r,+v¢+2r¢_

3 1 a B, B Y . Y 2)
—5 z(tgztg2+tg2tg2+tg2tg2 .

Pfihlédneme-li k pomocné vété 1, dostaneme vysledek
ktery jsme chtéli dokazat.

Tuto pomocnou vétu pouZijeme v dalsi iloze.

39. Dokaite, ze o prvcich trojahelniku plati

(v,, -:"Zr‘,)z-‘- (v,, -fr-h2r,,)2 + (vc -:CZrc) g%
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kde rovnost plati, praivé kdyZ jde o rovnostranny
trojuhelnik.

Diikaz. Levou stranu nerovnosti oznaéime N. Z dika-
zu 6. pomocné véty uz vime, Ze

(v,, -:"Zr,,)z zlt (1-2t g g3+’ g te’ 2)

a podie toho

N=%[3—2 (tggtg%’+...)+(tgzgtgz%’+...)]=

2B
2

2 O a
tg’ 2+tg 2 tg 5+tg’5tg’g)];

4(”;) ;

jak plyne z pomocné véty 1 a z vysledku ulohy 18. Odtud
také vyplyvd, Ze rovnost nastane jediné tehdy, kdyz jde
o rovnostranny trojihelnik.

=:11-[1+(tg

Poznimky. 1. Pfi dpravé vyrazu N jsme v okrouhlych
zavorkdch pouzili teéek misto vypsani celého mnohoélenu.
Ctenafe, ktery sleduje text s tuzkou v ruce, jisté toto
zkricené vyjadfovani nezmylilo.

2. Jen pro zajimavost. Privé dokdzana nerovnost byla
zobecnéna pro libovolny cely exponent k >0 a jeji formu-
lace je pak tato:

Pro libovolné celé k >0 plati mezi prvky trojihelniku

(v,, -I’-"’Zr,,)‘l + (n,, +r-h2r,.)k + (u, :-er). =3,
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kde rovnost plati pravé tehdy, jestlize trojihelnik je rov-
nostranny, anebo pro k =1. Rovnost také trividlné plati

pro k=0.
Porovnejte tento vzorec s naSim vypoctem, ktery jsme

provedli pro k=1 a k=2,



IV. kapitola

NEROVNOSTI MEZI PRVKY
A ROZNYMI PRICKAMI TROJUHELNIKU

ERDOSOVA-MORDELLOVA VETA
SCHREIBEROVA NEROVNOST
STEWARTOVA VETA

40. Necht O je libovolny bod uvnitf trojihelniku ABC.
Oznaéme R,=|0A|, R,=|0B|, R;=|0C|, BC+tO=r,,
CA+O=r;, AB+-O =r,. Potom plati

R|+R2+R322(r|+rz+r3).

Rovnost plati pravé tehdy, kdyz trojihelnik je rovnostran-
ny a bod O je jeho stied. Dokazte.

Dikaz (obr. 10a). Pfedpoklidejme, Ze trojihelnik ABC
je ostrothly. Oznaéme P(Q) patu kolmice spusténé z bodu
O na stranu AC(AB). Potom ¢&tyfihelnik AQOP je tétivo-
vy, a lze mu tedy opsat kruZnici. Stfed této kruznice

oznacime M, polomér ma velikost 3 R,. Proto (viz vztah

ILb))
|PQ|=R, sina.

Dfive nez postoupime dal, vS§imnéme si vnitfnich dhl
étyfuhelnika AQOP. Dva z nich jsou pravé, | L PAQ| =a,
a proto |<XPOQ|=n—-a=p+7y. Proto cos|XPOQ|=
= —cos «. Kosinovd véta pouzita na trojihelnik OPQ je
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|PQ|*=r3+ri=2rr; cos(B +7),
takZe miZeme psat
|PQ|2= ri(sin®y + cos®y) + r3 (sin? B + cos? )
+2ryrs(sinf siny —cosf cosy) =

=(rysiny+ r;y sinB)*+ (r, cosy — rs cos B)?
Z(rysiny + ry sin )%

Rovnost plati pravé tehdy, kdyz

racosy—rycosf=0, €ili ry:ry=cosf:cosy.
o . . - n n -
Pritom si uvédomime, ze ﬂ<5, y<%3, a tudiZ cos §>0,
cos y>0.
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Miizeme psat
|[PQ|=R,sinaZr,siny+ r;sinf (1)

a k tomu pfipiSeme dalsi dvé nerovnosti, které z nerovnosti
(1) dostaneme cyklickou zdménou:

R,sinB=rysina + r, siny, )
Rysiny=r,sinff + rysina. 3)

Rovnost v druhé (tfeti) nerovnosti nastane pravé tehdy,
kdyz
rscosa=r,cosy, jinakpsdno r;:r,=cosy:cosa,
(ricos y=rycosa, jinak psdno ry:r,=cosa:cosf).

Vztahy (1), (2), (3) jsou ekvivalentni se vztahy

siny sinf
1=r = rs = ,
sina sina
sina sin
Rzgrg Y

0 ry —~——,
sinf ~ 'sing’
sinf , sina
siny  ’siny’

Jejich setenim dostaneme jedinou nerovnost

in in in ina
sinf | si Y)+r2 (S. L )+
siny sinf sina  siny

R.+R2+R3§r, (

sina _ sinf
+r(. +.—)é2r+r+r.
*\sinB " sina (n+ratr)

To jsme na dvojéleny v jednotlivych zdvorkich pouzili
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vztah A.3, v némZ rovnost nastane pravé tehdy, kdyz
sina=sinf =siny, tj. pro rovnostranny trojihelnik.
Z iumér

ry:rs=cosf:cosy,

ry:r;=cosy:cosa,

které jsme béhem dikazu pouzili, pak po dosazeni za
a =p =y vyplyva r, = r,=r;. To viak znamena, Ze v daném
vztahu plati rovnost, pravé kdyz trojuhelnik ABC je rov-
nostranny a bod O je jeho stied.

b) Vénujme se jesté pfipadu, kdy a>g. Situace je

zndzornéna na obr. 10b. Patu kolmice spuiténé z bodu O

Obr. 10b
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na stranu AC (AB) oznaéme P (Q). Ctyfihelniku OPQA
Ize opsat kruZnici, nebot | XOPA|=|L OQA| = g Jestlize
M je stied kruznice opsané tomuto &tyfihelniku, plati

IMO| = [MA|=|MQ| =|MP| =3 R,
Dile je

|<PAQ|=n—a=|<POQ)|
a z toho vyplyva
| < PMQ|=2(n - a).

Z rovnoramenného trojihelniku PMQ mame :

|IPQ| . 2(x—a)
R, ST
Nyni na trojihelnik OPQ pouZijeme kosinovou vétu:

tj. |PQ|=R,sina.

|PQ|*=ri+ r3—2r,r; cos | L POQ|=r}+ ri+2r:r; cosa.

Dalsi postup je tyz jako v pfipadé€ ostroihlého trojihelni-
ku; dojde se oviem k témuz vysledku.

Pozndmka. Tuto ulohu formuloval v r. 1935 P. Erdds
a dikaz provedli jeSté v témzZe roce soucasné Anglican
Mordell a Ameri¢an D. F. Barow. Diikaz zde uvedeny je

ptivodni dikaz Mordelliv. Vété se fika Erdésova—Mor-
dellova.

41. Pri stejném oznaceni jako v pfedeslé 40. dloze plati
R| + R2+ R3§6r,
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kde rovnost nastane, pravé kdyz trojihelnik je rovnostran-
ny. Dokazte.

Diikaz (obr. 10a, b). Z obrazki je ihned patrno, Ze
Ri+rn2v, Ry+nZv,, R,+rnZv.

Rovnostv kazdé nerovnosti nastane pravé tehdy, kdyz bod
O lezi na pfislusné vy$ce trojihelniku. Tedy rovnost ve
vSech nerovnostech zaroven plati, pravé kdyz bod O splyva
s ortocentrem trojihelniku.

Napsané tfi vztahy secteme:

Ri+R,+Rs+ri+r+rnZv,+u,+v.Z9r. (a)

V poslednim kroku iprav jsme pouZili vysledek ulohy 26.
Rovnost v nerovnosti (a) plati pravé tehdy, kdyz bod O
splyva s ortocentrem trojihelniku. Podle Erddsovy—Mor-
dellovy véty plati

%(R.+R2+R3)§r.+r;+r3. (b)

Znaménko rovnosti plati jediné tehdy, jde-li o rovnostran-
ny trojihelnik a bod O je jeho stiedem. Sectenim vztaht
(a) a (b) dojdeme po kratsi upravé k vysledku

R,+R,+R;=6r,

v némz rovnost nastane pravé tehdy, kdyZ trojihelnik je
rovnostranny a bod O je jeho stied.

Poznimka. Pravé dokazané nerovnosti se fika Schreibe-
rova nerovnost.
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7. pomocni véta. Necht dva trojuhelniky ABC,, ABG,
maji spoleénou stranu AB a necht pfimka C,C, protne
pfimku AB v bodé X. Potom pro pomér obsahi S,, S,
téchto dvou trojihelnikd plati

S| . Sz= IXC|I : |XC2|.

Dikaz (obr. 11). Sestrojme vysku C,D, v trojihelniku
ABC, a vysku G,D, v trojihelniku ABC,. Pro obsahy
obou trojuhelniki plati

1 1
s|:52=5 IABI'ICIDll3(§ IABI'ICZDZI)
=|CiD\|:|C:Dy|.

Obr. 11a
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Z podobnosti trojuhelnikd XC,D,, XC,D, dostavime
|C|D|| : 'CzDzl = ,XC|' . |XC2',

a tudiz
$::8:=|XC|: IXCZIr

jak jsme méli dokazat.

&1

|
|
|
|
. B

Obr. 11b

42. Pri stejném oznaceni, jaké bylo v iloze 40 a 41, plati
R|R2R3§8r,r2r3,

kde rovnost nastane pravé tehdy, kdyZz trojihelnik je
rovnostranny a O je jeho stied. Dokazte.
Diikaz (obr. 12). Ptimka AO (BO ; CO) protne stranu
BC (CA; AB) v bodé A’ (B'; C'). Oznaéme
|OA'|=u,, |OB'|=u,, |OC'|=us.
I plati
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R| =R,+u,—u.___ _ uy
R|+u| R|+u| R|+u|,

d prOtO
V— Rl RZ R] =
_R|+u| R2+u2 R3+U3

—a_ (70 U Uus
=3 (R|+u|+Rz+u2+R3+u3).

Obr. 12

Oznaéme je$t€ S obsah trojihelniku ABC, S, obsah
trojuhelniku BCO, S, obsah trojuhelniku CAO a S, obsah
trojihelniku ABO. Podle 7. pomocné véty plati

Uu; _ g,
R,’ + Uu; - S pro

i=1,2,3.
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Po tomto nutném odboceni miiZeme pokracovat v Gpravé
naseho vyrazu V:

v=3- (Ssl+§2+s)_3_1=2'

Vsimnéme si, Ze plati u;=r,, kde rovnost plati pravé
tehdy, kdyZ bod O lezi na vysce prochazejici vrcholem A.
Potom téz

- 1 1
= ¢ —_—
R|+u|_R|+r|, Clll R,+r,_R|+ul
a také
Rl > RI
R.+rl_R,+u1 )

Znaménko rovnosti plati, pravé kdyz bod O lezi na vysce
z vrcholu A. Cyklickou zdménou dostaneme dal§i dva
obdobné vztahy:

R2 > R2 R3 > RJ
R2+r2—R2+uz’ R3+r3_R;+u3’

kde rovnost v kazdé nerovnosti plati, pravé kdyz bod O lezi
na pfistusné vysce. Sectenim vsSech tfi nerovnosti do-
staneme

R] Rz R] >
R|+r| R2+r2 R3+r3—
R| Rz R3

= + +
R|+u, R2+uz R3+u3

=2. 1)

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz bod O splyva
s ortocentrem trojihelniku. Protoze bod O leZi uvnitf
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trojihelniku, miZe rovnost nastat jen pro ostroidhly troj-

ihelnik. V ziskané nerovnosti se zbavme zlomkéd a po

krat§im vypoétu dojdeme k nerovnosti
R]RzRJZerzrg"" R2r3r1+ R3r|r2+2r|rzr3

a odtud jednoduchou upravou

3 .
—R'R’R’§2+(&+&+&)§2+3 RiR:R,
rrarsy r ry ry ri\rary

(U)
kde jsme pouzili vztah B. Znaménko rovnosti plati, pravé
kdyz

R,_R:_R,
no o n )
PoloZzme
3
—R'R’R’=x>0,
rirar;

pak je vztah (U) ekvivalentni s nerovnostmi
X’-3X-2=20, jimak (X+1)%(X-2)=0.
Odtud tedy dostavame, Ze
X-220, cili X°z8,
jinak
RiR:R; ¢

rirars
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Znaménko rovnosti plati pravé tehdy, kdyz bod O splyva
s ortocentrem trojihelnika. V dal§im ukiZeme, Ze to staéi
k tomu, aby trojihelnik byl rovnostranny.

Vsimnéme si obr. 13, v némZ je zndzornén ostrouhly
trojihelnik ABC a jeho ortocentrum V= 0. Oznaéme D
(E) patu vysky z vrcholu A (B). Potom

AOBD © AOAE (podle véty uu)
a odtud
|OB|:|OD|=|0A|:|OE|,
tj.

Rz:n:Rl:rz.

]
A F B
Obr. 13
Piihlédneme-li k rovnicim (2), dostivime r;=r,a R,=R,.
Bod O je tedy stfedem kruznice vepsané i opsané,
a trojihelnik ABC je nutné rovnostranny.
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43. Danému trojihelniku ABC je opsdna kruZnice k.
Osa vnitfniho uhlu BAC (CBA ; ACB) protne stranu BC
(CA; AB) vbodé D (E; F) a kruznici k jesté v bodé D’
(E'; F'). Téznice jdouci vrcholem A (B; C) protne stranu
BC (CA ; AB) vbodé K (L ; M) a kruznici k jesté v bodé
K' (L'; M'). Pro stru¢nost oznaéme

w,= 'ADlI’ wp= IBE'I’ we= 'CF'I >
t.=|AK’|, t,=|BL’|, t.=|CM’|.

Potom plati
Vwaw,+ Vwwi+ Vwaw! S2s =Vl + Vit + Vit

Znaménko rovnosti na obou strandch plati pravé tehdy,
kdyz jde o rovnostranny trojihelnik. Dokazte.

Diikaz (obr. 14). V§imnéme si, Ze

AABD oAAD'C,
nebot
| XABD|=|<AD'C|=8

a|<[BAD|=|<):CAD’|=-;—a.
Jsou tedy podobné podle véty wu. Z této podobnosti
dostdvame
|AB|:|AD|=]|AD’|:|AC|, é&ili c:w,=w.:b,

z ¢ehoz
w.w,=bc

a cyklicky

wyw,=ca, ww.=ab.
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Tudiz
Vww.+Vwwi+Vww. = Vbe+ Vea+ Vabs

Sc+u a+b b+c___
i A S

2s.

(V poslednim kroku dipravy jsme pouZili vztah A.2 tfikrat.)
Rovnost plati, pravé kdyZz a=b =c.

Obr. 14

Tim jsme dokazali nerovnost stojici vlevo. Jeité je
potfebi dokazat druhou nerovnost. Vime, Ze (vzorec I'V.a)

|AK[=ri=7 (2b%+ 21~ a?).
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Nyni vyjadiime mocnost bodu K ke kruznici k:
|KA|-|KK'| = |KB|-|KC| = a.

Mizeme psat:
t,=|AK|-|AK'|=|AK|-(|AK]| + [KK'|) =
=|AK|*+|AK|-|KK'| =
_l 2 2_ 2 1 2—1 2 > Eifz
=7 @b*+2c* - @)+ at=5 (b +c)=( . )

Posledni krok idpravy spoéival v pouziti vzorce A.l. Rov-
nost plati, pravé kdyz b = c. Mame tedy castecny vysledek
b+c

2

Vi, z

Cyklickou zaiménou dojdeme k dalSim dvéma analogickym
nerovnostem

c+a
2 ,

Ly =

1)

, - U+b
zczch

pfiCemz znaménko rovnosti plati pravé tehdy, kdyZz a =c¢
v prvni nerovnosti a pro a = b v druhé nerovnosti. Se¢tenim
viech tfi nerovnosti dochazime k vysledku

Vit + Vet + Vi 22s; (b)

rovnost nastane pravé tehdy, kdyz a =b =c. Spojenim
nerovnosti (a) a (b) dostaneme Zddany vysledek.
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44. Stiedem O kruzZnice, ktera je vepsdna trojihelniku
ABC, jsou sestrojeny rovnobézky se stranami trojihelniku
ABC. Rovnobézka se stranou AB (BC; AC) protne stra-
ny AC, BC (BA, CA; CB, AB) po tfadé ve vnitinich
bodech K, L (P, Q; N, M). Dokaite, ze

|KL|*+ |[MN|*+|PQ|*Z8Rr.
Znaménko rovnosti plati pravé tehdy, kdyz trojihelnik je

rovnostranny. Dokazte.

Diikaz (obr. 15). Sestrojme jesté v trojihelniku ABC
vysku, kterd prochazi vrcholem C. Jeji patu oznacme F a
jeji praseéik s ptimkou KL oznaéme F,. Je ihned patrno, ze

|KL|:|AB|=|CF,|:|CF]|,
tj.
|[KL|:c=(v.—r):v,.
Tudiz
= Y = _n\_ _rIc
|IKL|=c(v.—r):v.=c¢ (1 "c) c (] 28) ;

Piihlédneme-li ke vztahu III, dostaneme

cy cla+b)_c
|KL|—c(1—Z)= 2= Vab,

kde rovnost plati pravé tehdy., kdyz a =b.
Podobné plati

b
|MN| é; Vac s rovnosti jeding, kdyz a=c,
a
PQ é: Vbc srovnosti jediné, kdyz b=c.
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Podle toho
|KL|*+ [MN|*+ |PQ|*Z(abc? + abc + a%bc): s*=
=abc(a+b+c):s*=2abc:s=8RS:s=8Rr,

jak jsme méli dokdzat. Dodejme, Ze rovnost plati pravé
tehdy, kdyz a = b =c. (V poslednich krocich diikazu jsme
pouzili vzorce Il.a a IIL.)

Obr. 15

45. Do trojihelniku je vepsdna kruZnice, ktera se stran
BC, CA, AB dotykia po fadé v bodech A, B,, C,. Délky
stran trojihelniku A, B,C, oznaéme a,, by, ¢, (a,=|B,C,|
atd.). Dokaite, ze

IIV

12. (1)

a2 b e
ateitea
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Rovnost plati pravé tehdy, kdyZ jde o rovnostranny troj-
ithelnik.

Diikaz (obr. 16). Pfedev§im vypocéitdme velikosti ihld
trojihelniku A,B,C;.

1 1
a|=I{B|A|C1|=i I{B|OC1'=E(H—0).

c

Analogicky
Bi=2(n-B). ni=3(x—).

Na trojuhelnik A,B,C, pouZijeme vzorce ILb a dostaneme

. a
ay=2rsina,=2r cosi.
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c.=2rcosx.

- B
b,=2r cos >

2 ’

Tyto hodnoty dosadime do levé strany nerovnosti (1)
a hned budeme upravovat s pouzitim ILb:

2, a2 . .
R_(sm a , sin ﬁ+sm y)

2

a ﬁ
2 2
cos® = cos cos?
2 2

_4R’ 2B
=5 (sm 2+sm + sin? 2)

Z Eulerovy nerovnosti (iiloha 23) dostaneme
R*:r*z4

s rovnosti pravé tehdy, kdyz jde o rovnostranny trojihel-
nik. Z vysledku idlohy 13 plyne
2B

., a . Y3
2_4 _+ 2 >
sin sin sin 2..—|

2

kde rovnost plati, privé kdyz a =p =y. Proto mizeme
napsat:

sin? = 2 +sin? E+sin’ l’)244-2: 12.

& ( 2 2 4

Rovnost nastane, pravé kdyz trojihelnik je rovnostranny.

46. Stied kruZnice vepsané danému trojihelniku ABC
oznaéme O. Stfed a polomér kruznice k, (k.; k;) opsané
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trojihelniku BCO (CAO ; ABO) ozna¢me po fadé S,, R,
(S2, R:; 84, R;). Ukazte, Ze plati

R#+ R2+ R2zZ3R.

Znaménko rovnosti ma platnost pravé tehdy, kdyZ jde
o rovnostranny trojihelnik.

Diikaz (obr. 17). V trojihelniku BCO je | X BOC|=

_Bt+y_n+a

> > Proto velikost stfedového hlu

=7

Obr. 17

| X BS,C|=n+ a. Jestlize D je libovolny bod kruZnice k;,
ktery lezi v poloroviné opacné k poloroviné BCO, ale

nesplyva s body B, C, pak | < BDC] =%(n—a). I plati
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n—a

a:2R,=sin

N
N

. . a a
a.2R—sma—25m5cosi.

Odtud uz snadno vypocitdme

R,=2Rsing.

Analogicky plati

R,=2Rsinf, R,=2R sin%’.

Tim dochazime k rovnosti

RE+RE+ R3=4R? (sin® S-+sin £ 4.in 1)
2 2 2
Ptihlédneme-li nyni k vysledku dlohy 13, v némz rovnost
plati, pravé kdyz a =f =y, mame
R+ R+ R3Z4-3 R*=3R,
kde znaménko rovnosti plati ovéem priavé tehdy, kdyz

a=p=vy.

8. pomocni véta. V trojihelniku ABC proloZme vrcho-
lem C primku p, kterd protind stranu AB ve vnitfnim bodé
D. Oznaéime-li |AD|=m, |BD|=n, |CD|=r, pak plati
tzv. Stewartova véta: :

cr*=a*m+ b%*n — cmn.
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Diikaz (obr. 18). Oznaéme w = | X ADC|. Potom z troj-
dhelniku ACD plyne b?>=m?*+ r>—2rm cos @ a z trojihel-
niku BCD plyne a*=n?+r?+2rn cos@w. Z obou rovnic
vylouéime cosw a po kratdi dpravé, pfi niz pouzijeme
rovnosti m + n = c, dostaneme

cr’=a*m+ b%n - cmn,
jak jsme méli dokazat.

Tuto vétu pouzZijeme pii odvozeni dalii nerovnosti.

C

A m D}" 8

Obr. 18

47. Trojihelniku je opsdna kruZnice k poloméru R.
Dile je sestrojena kruznice k,=(O0,; r) [k.=(0;; r.);
ky=(0O;; ry)], ktera ma s kruznici k vnitini dotyk a ziroven
se dotyka polopiimek AB, AC [BA, BC; CA, CB]. Pak
plati

rn+r+r;24r,

103



kde rovnost plati pravé tehdy, kdyZ jde o rovnostranny
trojuhelnik. Dokazte.

Dikaz (obr. 19). Ozna¢me po fadé O, O, stied kruZnice
vepsané danému trojihelniku a stfed kruznice k;,. Body
0, O, lezi na ose vnitiniho dhlu CAB. Pfitom AO< AQ,,
a proto bod O je vnitinim bodem usecky AO,.

Obr. 19

A nyni si vSimnéme trojihelniku ASO,. Podle Stewarto-
vy véty plati

|SO[*-|AO,| =|SO,[*-|AO| +|AS[*| OO, | -
—|AOy|-|AO]-|00,|. (1)

Avsak
|SO)*=R?—2Rr (Eulerova véta, viz iloha 23),
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'AO|I=r|:Sing, ISO||=R—"|,

|AO[=r:sing, |AS|=R,

. a
IOO||= lAO]I— IAOI =(r|— r):Slnz .
Piihlédneme-li k vysledku dlohy 17, dojdeme ke konci
feseni nasi dlohy. Poznamenejme jesté, Ze rovnost plati

pravé tehdy, kdyz trojuihelnik je rovnostranny, nebot za
tohoto pfedpokladu platila i rovnost v dloze 17.
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CVICENI

1. Dokaite, Ze v ostroihlém trojihelniku plati
sina +sinf +siny +tga +tgf +tgy>2x.

2. Dokazte, ze o uhlech trojihelniku plati:
2

a) a’+p*+ y’é%;
2
b) af+Py+vya= 3
Rovnost plati pravé tehdy, kdyz a=f=1y.
3. O dhlech trojihelniku plati

2B

P Y a. B. v.9
2+sm + sin? 2+3sm25m251 2=%"

Rovnost plati pravé tehdy, kdyz @ =8 =y. Dokazte.
4. O uhlech trojihelniku plati

cotg? +cotg2 +cotg 2;9

2
rovnost plati pravé tehdy, kdyz a =B =y. Dokaite.

5. Dokazte, Ze o iihlech kazdého trojihelniku plati
cos 2a + cos 28 — cos 2y§% ,

106



kde rovnost nastane, privé kdyZa = = 1 N —% .

6. Dokazte, Ze o ihlech kazdého trojihelniku plati
sina +sinf >siny.

7. (Vztahuje se k iloze 2.) Pro které hodnoty ¢isla k ma
trojihelnik pfi vrcholu C a) ostry dhel, b) tupy tdhel ?

8. (Tyka se ulohy 4.) Dokaite, Ze v trojithelniku plati

\/ 1 1 l+ ls \/ g .

n r.. Vr
Rovnost v nerovnosti napravo plati pravé tehdy, kdyZz
jde o rovnostranny trojihelnik.

9. Dokaite, Ze v trojihelniku plati

Vasina+ Vb sin+ Ve siny=V3s V3.

Rovnost plati pravé tehdy, kdyz a=8=y.

10. Pro kazdy pravoiihly trojihelnik plati
c éﬂ;
V2
rovnost plati pravé tehdy, kdyZ jde o rovnoramenny
pravouhly trojihelnik.

11. O vyskach trojihelniku plati
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12.

13.

14.

15.

108

Rovnost plati pravé tehdy, kdyz jde o rovnostranny
trojiheinik. Dokazte.

O vyskach trojuihelniku plati
—_3
Vv, + Vo, + Vu.z3 V6R.

Znaménko rovnosti plati, pravé kdyz trojihelnik je
rovnostranny. Dokazte.
Trojdhelniku je vepsana kruZnice k = (O; r). Kolmice
sestrojend v bodé O k pfimce AO (BO; CO) protne
stranu AB (BC; CA) v bodé C’' (A'; B'). Dokaite,
Ze plati

|OA’|*+|OB’|*+|OC'|>*=4r>.
Rovnost plati pravé tehdy, kdyz jde o rovnostranny
trojuhelnik.

Duikazd véty Hadwigerovy—Finslerovy je nékolik.
Velmi struéné tu uvedeme jeden z nich.
V nerovnosti F

xy+yz+zxZV3ixyz(x+y+2),

x,y, 220,
kde rovnost plati, pravé kdyz x =y =z, poloZme
x=s—a, y=s—b, z=s—c atd.

K Hadwigerové—Finslerové vété: Dokaite, Ze v troj-
dhelniku plati

a sina+pBsinf +csiny=2SV3:R.



Rovnost plati pravé tehdy, kdyz jde o rovnostranny
trojahelnik.

16. Dokazte, Ze o prvcich trojithelniku plati

(a+b)b+c)c+a)Z32RS.
Rovnost plati pravé tehdy, kdyz a =b =c.
17. Dokazte, Ze o uhlech trojihelniku plati

sin"'a +sin”' B +sin~'y 22 V3.

Rovnost plati pravé tehdy, kdyz a=f8=17y.

18. Na zikladé vysledku pfedeslého cviceni dokaite, ze

1_V3
(+b+c=R

Pfitom rovnost plati pravé tehdy, kdyz a=b=c.

19. Dokazte, Ze o idhlech trojuhelniku plati

3
sina sinf siny§§ V3,

Kdy plati znaménko rovnosti?

20. O ihlech trojihelniku plati

sina+sinf +siny=4sina sinf siny,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz a=f8=y.
Dokazte.
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21.

22.

23.

24,

110

Dokaizte, ze v trojihelniku plati

VUV S 1.
Kdy plati rovnost?

Dokaite, ze o whlech kazdého trojul.elnika plati

tg’%+tgzg+tgz%’§l,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz trojihelnik je
rovnostranny.

Na zikladé vysledku ptedchoziho cvi¢eni dokazte:

. 2 —_ 2 - 2
a) Z=("‘ ') +("’ ') +(" ') z1;
a b c
_fu=r h=r r—r
b) U r,,+r¢ r¢+r,, r,,+r,,

=1

Rovnost v obou pfipadech nastane priavé tehdy, kdyz
jde o rovnostranny trojihelnik.

O prvcich trojahelniku plati
aw, + bw, + cw. Z6sr,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz jde o rovnostranny
trojahelnik. Dokazte.



RESENI
A NAVODY K RESENI

1. K diikazu je potfeba znat vztah platici o ostrych dhlech
(obr. 20):

Obr. 20

sinx <x <tgx.

Ovéfit si mlzZete toto tvrzeni uZitim tabulek. V obr. 20 je
dokonce provedena pfiblizna rektifikace oblouku DA,
takze DA =|DE]|, a ta by vds méla ve vysloveném tvrzeni
utvrdit. Ale pozor, to neni dikaz! Ten je mimo rimec
nasich moznosti. (Uvedena rektifikace je vhodni pro dhly,

jejichz velikost je mezi nulou a g, |DK|=3|SD|.)

Nejprve upravme vyraz

. . 1
smx+tgx=smx(1+ )=
cosx



. X X X . XX
2sinzcos=-2cos’>~ 4sin=cos =

_ 2772 2 _ 22
coszg—sinzg l—tgz%
_ 4tg%
]—tg‘%

K tomuto vysledku se za chvili vratime. JistéZe plati

X
O<tg§<l,
—1<tg‘%—l<0.

1>1 —tg‘£>0,

2
1 x>1.
— ‘_
1—tg 3
4tg£ x x
>4tg>>4-5=2x.
l—tg‘—)E 2 2
2

Tedy jinak psano,
sinx +tgx>2x.

Do této nerovnosti dosadime postupné a, 8, y za x. Ziska-
né tfi nerovnosti seCteme a jsme s dikazem hotovi.
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2. a) a+p+y=m,
a’+ B2+ v+ 2(af+ By +ya)=n? (a)
2(a*+ B2+ y*)Z2(af + By + va), (b)

rovnost plati pravé tehdy, kdyz a = § = y. Se€tenim posled-
nich dvou vztahli mame

3(a?+ B2+ y)=n?,
kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz a=08=1y.
b) ap +By+yasa*+pr+ vy (c)

Rovnost plati pravé tehdy, kdyz a =8 =y. Seftenim (a)
a (¢) mame

3(aB + By + ya)=n?,
pfi¢emz rovnost plati, pravé kdyz a = B =y.
. 2 zﬁ
3. sin 2+sm £ +sin? 2
=l(1—cosa)+—(1—cosﬂ)+sin’r=
2 2 2
=l—l(cosa+cosﬁ)+sin’l’=
2 2
oy a+f a—§ a+p
=1 -cos 2 cos 3 + cos 5 =
_ a+p atf a-p]_
=1+cos > [cos 2 cos 3 ]—

=14sin X[ =2sin Eein B
—1+sm2[ 25mzs|n2].
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Podle toho vyraz uvedeny v textu ulohy je roven (viz
iloha 8)
1

ces By 1.9
l+smzsm25m2=l+8 g

4. S prihlédnutim k D:

g+ cotg2 B

B B Y Y

a
5+ cotg 5 cotg  + cotg 5 cotg > .

cotg? + cotg? %’ =

Zcotg g cotg

Podle C.2:

a a
(tgitgg+tg§tg%,+tg%,tg§).
B B

a
. ( cotg = cotg

> + cotg 5 cotg

Y Y a\ >
+ cotg 7 cotg 2) £9.

2 2

Podle 1. pomocné véty je

B,. B

tgitg2+tg2tg +tg% =1,

NIQ

a tudiz

cotg 5 cotg B + cotg g cotg %’

Rovnost nastane pravé tehdy, kdyz a = = y. Odtud vy-
plyvd i spravnost vysloveného tvrzeni.

+ cotg %’ cotg 329.

.. 3
5. Na levou stranu nerovnosti pfevedeme Tk potom tuto
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levou stranu nahradime ekvivalentnimi vyrazy:
2 cos(a + ) cos(a —ﬁ)—cos2y+sin’y—%=
=2 cos(a+ B) cos(a —ﬁ)—%— 2cos’(a+p)=
= ~2[cos(a+ B)~7 cos(a - B)| - 3 sin*(a - p) 0.

Rovnost nastava pravé tehdy, kdyZ jsou splnény tyto dvé
podminky:
sinfa—#)=0, tj. a=4,
2cos(a+B)—cos(a—p)=0.
2

ReSenim této soustavy je a = =%, y=3mn

6. 1. feSeni. O délkach stran plati
at+b>c,
coz vzhledem k ILb lze nahradit vztahem ekvivalentnim

2R (sina +sinf)>2R siny.

2. feSeni. Bez Gjmy na obecnosti miizeme pfedpokla-
dat, Ze dhly a, 8 jsou ostré. Pak

O<cosa<l, O<cosf<l.
siny =sin(a + B)=sina cosf +sinf cosa <sina +sinf.

7. a) Pro k>1 je trojihelnik ostrouhly, b) pro k<1 je
tupoihly.
8. Obé& nerovnosti z dlohy 4 vynidsobte ¢islem V%
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9. Pouzijeme vzorec ILb:

Vasina=a: V2R

a dalsi dva vztahy cyklickou zaménou.

(u+b+c):\/§—R=2s:\/ﬁ=\/Z-v23:(2R =

=V2s (sina +sinB +siny) = V3s V3.
V poslednim kroku jsme pouzili nerovnost z dlohy 14.
_(a+ b)2+ (a— b)zz(a +b)?
2 2 - 2 -

Odtud vz mame c¢=(«+b): V2. Rovnost nastane pravé
tehdy, kdyz a =b.
11. Levou stranu nerovnosti upravujeme:

10. c*=a?+b?

1 1 1=a+b+c

V., Up U 28

v

s_1.2
S r° R’

Pfi poslednim kroku jsme pouZili Eulerovu nerovnost.
Rovnost plati, pravé kdyz jde o rovnostranny trojihelnik.
12. Plati

Vo, + Vo + Vo = VL + Vi, + VIS
9 3
= V3(I,,+lb+t¢)§\/3'i R=§ V6R.

V priibéhu uprav jsme pouZili nerovnost E a vysledek
ilohy 28.
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13. |OA’|=r:cos§, |OB’|=r:cos%’,
a

|oC |=r:cos2

Dosadime do levé strany dané nerovnosti a pouZijeme
vysledek ulohy 17.

14. Po uvedené substituci nabude nerovnost F tento
tvar:

ab+bc+caZSV3+s,
Rovnost plati, pravé kdyz s—a=s—b=s—c, tj. pravé
tehdy, kdyZ trojihelnik je rovnostranny. Obé strany nerov-

nosti znisobime ¢islem 4 a potom k obéma stranam pficte-
me (a*+ b?+ c?). Dostaneme

a’+ b1+ c2Z4SV3+2(a*+ b+ c2—ab — bc — ca) =
=4SV3+(a—b)*+(b—c)*+(c—a).

Tim jsme s ditkazem hotovi. Ctenat by si mél cely diikaz
znovu projit a kazdy krok propodcitat.
15. V nerovnosti ulohy 6 polozime a>=a 2R sina atd.

16. a + b =2Vab a dalsi dva analogické vztahy. Rovnost
plati, pravé kdyz a=b (b =c; c=a). Podle ILa je abc =
=4RS.

1.1

17. sin'a+...=2R (5+E+E)=

=2R(ab + bc + ca):(abc)=2R(ab + bc + ca):(4RS) =
=(ab + bc + ca): (28).
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Z vysledku ilohy 7 plyne
1
ab +bc +ca _2_5 (4SV3+a2+ b+ c?)Z4S V3,

jak vyplyva z ilohy 6. Tim je dloha v podstaté rozieSena.
Rovnost nastane, pravé kdyz a=b=c.

19. sina sinf siny =abc: (8R*)=4RS:(8R%) =

=S:(2R)=(a?+ b*+¢?):(2R*-4V3)=
3
<9R2:(8R*V3) =3 V3.

Postupné bylo pouzZito: ILb, ILa, vysledku ilohy
6 a poznimky 1 dlohy 24.

20. S=%ab siny=2R?sina sinB siny.

Avsak také:
S=rs=rR (sina +sinf +siny).

Porovnianim mame:
r (sina +sinf +siny)=2R sina sing siny.
A nyni se pouzije Eulerova nerovnost R =2r.
21. 1. feseni.
v,=csinB=2R sing siny=

=38R sin Bsin ¥ cos B coc ¥
8Rsmzsm2coszcosz.

Potom

118



2B 2 B

v .. = 8°R3 sin? 5 sin? = sm 5 cos? 5 cos? cos 2

S prihlédnutim k pomocné vété S je

pyain @ B ¥ .a P
r..r,,rt 4°R smzsmzsmzcos 2cos cos? 2

Pomér obou soucinid je podle ilohy 8:

3 «a E Y<9s, l
2% sin > 91n 5 sin 2_2 i =1.
Rovnost nastane pravé tehdy, kdyz a=8=1vy.
2. fedeni. v, =88%: (abc)=282: R. Dile

rar.=8*:[(s—a)(s—b)s—c¢)]=8%:82=8s=8%:r.
Odtud
vt (ranr)=2r: R=1 (Eulerova nerovnost).

Rovnost plati, pravé kdyz jde o rovnostranny trojuhelnik.
22. Viimnéte si postupu pfi feSeni ulohy 16.
23. a) S pouzitim 5. pomocné véty a vzorce ILb dostane-
me po kratsi dpravé

B osY—sin B Y).cosg___

(fu—r):u=(cos—cos——sm—smi :

2 2 2 2
=sin =:cos o =tg =
=sin:cosy=tg 5.

b) r. r—utg-2——4R§|n 2
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[
r,+r.=4R cos’i .
24. w,Zv, s rovnosti pro rovnoramenny trojihelnik
s osou soumérnosti jdouci vrcholem A. Dale
aw, Zav, =28 =2rs.

Odtud vyplyva vysledek. Rovnost plati pravé tehdy, kdyz
trojuhelnik je rovnostranny.
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