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UVOoD

Pod pojmom ,,hra‘ si vidsina Tudi predstavuje zabavni
¢innost deti alebo dospelych Tudf. No aj mnohé &innosti
zvierat povaZujeme za hru. Hru pozorujeme v celej
histérii ludf ako jej sprievodny zjav: Oby&ajne sa hry
zidastiiuji najmenej dvaja partneri a md formu sdtaZe.
Straca svoj pdévab, ak sa snaZime hraf sami so sebou.
Cely Zivot 8loveka je hrou s prirodou. Priroda je &love-
kovi ,najseriéznejéim partnerom‘, lebo nepodvidza.
Partnerom v hre byva &asto aj spolodenska institicia.
Vojna — i ked je to prili§ tragicka ¢innost a so zdbavou
nemé ni¢ spoloéného, je tieZ brou. M4 urdité pravidld.
KaZda z bojujicich stran voli jednu z viacerych moz-
nych spésobov vedenia boja a chce ziskaf ¢o najvidsie
vyhody. Z pozicie tedrie hier méZeme tieZ sledovat javy
stvisiace s planovanou ekonomikou. Vo vseobecnosti
moZeme povedaf, Ze kaZda hra sa zakladd na volbe jed-
nej z viacerych moznosti a kazdy Géastnik sa snaZ{ volit
taki, aby vyhral. ’

Ak pouzijeme k objasneniu pojmu ,,hra‘“* matematic-
kej terminolégie, tak mdZeme konstatovat, Ze tedria
hier je vlastne tedériou matematickych modelov, sliZia-
cich ku hladaniu optimilnych rieseni v zavislosti od
konfliktnych situdcif. Pod konfliktom rozumieme takd
situdciu, ku ktorej je moZné zistif, kto a ako sa v nej
zidastiiuje a akd moze byt volba postupu u zaintereso-
vanych partnerov. .



Prvy pokus spracovania teérie hier ako matematickej
discipliny sa viaZe k dopisu Pascala Fermatovi v r. 1654.
V tomto &ase sa objavila aj novd matematicks disciplina,
tedria pravdepodobnosti, ktord s tedriou hier tzko
sivisf. So vznikom novych matematickych disciplin,
ako tedrie mnozin, tedrie informécii, teérie automatov
a jazykov, tedrie kategérif atd., sa urobili v ramei teérie
hier nové vyskumy, zamerané na hladanie a néjdenie
optimalnych stratégii. Objav optimalnej stratégie, st-
visiaci s tzv. maticovymi hrami, sa v niektorych pripa-
doch podarilo E. Borelovi aZ v r. 1921. Neskér sa proble-
matikou strategickych hier podrobne zaoberal O. Morgen-
stern. Vysledky jeho vyskumu sa pouZivaji a% dodnes.

V nasej kniZz6tke sa snaZime &itatela pristupnou for-
mou oboznamit so zakladmi teérie hier. Rozdelili sme ju
do siestich kapitol. Prvé tri sii venované hre ,,odoberania
kametiov z képok*‘. Uviedli sme v nich niekolko jej va-
riant a jednotne pomenovali NIM. V uvedenych kapito-
lach oboznamujeme ¢&itatela hladanim a ndjdenim vy-
hravajicej stratégie. Kapitola §tvrtd sa zaoberd dvojko-
vou ststavou, ktord podmiefiuje ndjdenie vifaznej stra-
tégie NIM s ,,lubovolnym podtom képok kametiov.
V kapitolich pif a Sest si uvedené niektoré maticové
hry. Pri nijdeni stratégie hry so sedlovym bodom je
nazorne vysvetlena tzv. minimaxovad metéda. V Siestej
kapitole sme sa snaZili atraktivnou formou najst vypodet
zmieSanych stratégifi a pouZili sme k tomu grafické riese-
nie dloh linedrneho programovania.

Pri spracovani latky sme volili netradind formu.
Neservirujeme faktd, ale uvddzame problémy. Niektoré
z nich neriefime vyderpidvajlcim spoésobom (na stupni
predpokladanych vedomosti ¢itatela to nie je ani moZné),
no kni%é¢ku sme pisali tak, aby gradacia dloh viedla
titatela k zvladnutiu aj zloZitejSich situdcii.

4



Je ndm milou povinnostou podakovat sa touto cestou
dr. Ivdnkovi a dr. Vantichovi za cenné pripomienky,
ktoré prispeli k zlepSeniu publikécie.

V Bratislave diia 1. novembra 1980.
Autors






1. kapitola

ANKA S BORISOM
HRAJU NIM

Hra NIM sa hra tak, Ze dvaja hradi striedavo beri z kopy
kamefiov — zadal vysvetlovat Boris pravidla novej hry,
ktort sa véera naudil.

Aha — povedala Anka — to mi je jasné.

Ty ti hru pozné§? — éudoval sa Boris.

Nepozndm, ale viem, predo sa vold NIM — povedala
Anka a vysvetlila — sloveso ,,brat‘ sa po nemecky povie
»snehmen* (&itaj: némen) a rozkaz ,ber!* sa povie
,nimm!,

Poznd§ meno toho, o este nmepoznd§ — podpichol
Boris a zadal vysvetlovat Anidke.

1.1. Pravidla NIM. Na kope je 17 kameiov. Dvaja
hradi, Anitka (A) a Boris (B), striedavo beri z kopy.
Hrig, ktory je na fahu, berie 1, 2 alebo 3 kamene. Vy-
hriva ten hraé, ktory berie posledny kameri.

Priklad partie. Anitka s Borisom sa zahrali. Zaéinala
Anka, lebo dievéatd maji prednost. Vzala 2 kamene,
potom Boris vzal 3, A vzela 3, B vzal 1, 4 vzala 1,
B vzal 2, A vzala 2 a B vzal posledné 3 kamene a tym
partiu vyhral (radost mali obaja).

Ak ¢&itatela nahnevalo privela slov ,,vzal® a ,,vzala‘
v uvedenom opise partie, tak ponikneme struénejif
a snid aj prehladnejsf zapis.

Zapis partie: 17 4 15 £, 12 4,90 B8 47 8 5 4
— 32 0; Boris vyhral.



I ked v tomto zépise nie je priamo uvedené, kto kolko
kameniov bral, da sa toto ¢islo lahko vypoéitat ako roz-
diel susednych pozicii.

Uloha 1.1. V siedmom fahu partie zahrala Anka 5 — 3
2 prehrala. Mohla hraf lepsie? Mohla zvitazit?

Uloha 1.2. V Siestom tahu partie zahral Boris 7 — 5
a mohol prehrat, keby Anka fahala ako v riefenf Glohy 1.
Teda Borisov tah nebol spravny. Ako mal hrat sprdvne?

Uloha 1.3. Bol §tvrty fah partie 9 -5 8 dobry? Mohol
Boris zahraf lepsie?

1.2. Ako hrat NIM? Z diloh vidime, %e dve pozicie s
nebezpedné: 4 a 8. Ak na kope ostalo 8 ¢&i 4 kamene, tak
hraég, ktory je na fahu, prehrd — ak jeho siper vie, ako
na to. Skutotne, po fahu 4 £ + zahré Boris + -5 0 a vy-
hré; hviezdidkou * tu oznadujeme ktortikolvek z moz-
nych pozicii: na kope ostane 3, 2 alebo 1 kameii. Podobne
po tahu 8 4 # zahré Boris * 5 4 a prevedie tak poziciu
na predosld, o ktorej sme uZ ukézali, Ze je pre Borisa
vyhratd. V tomto druhom pripade bola * rovnd 7, 6
alebo 5.

Dve nebezpedné pozicie uZ pozndme. Si eSte dalie?
Pozicie 9, 10 a 11 to nie sd, lebo z ka¥dej z tychto pozicii
je mo¥né potiahnut do vyhratej pozicie 8. Co ale pozicia
12? Skutoéne, ked na kope ostane 12 kametiov, tak po
tahu 12 4 + nasleduje * 2 8 a Boris vitazi. Teda aj 12
je nebezpeé&na pozicia. Rovnako nebezpeéné je aj pozicia
16, lebo po 16 4, * nasleduje # - 12. Nebezpe&né po-
zicie st dané &islami, ktoré si ndsobkami tvorky. Teraz
uZ vieme dat Anic¢ke

ndvod na vyghru. Musfs fahat tak, aby po tvojom tahu
ostalo na kope 16, 12, 8, 4 alebo 0 kametiov.
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Poudend Anka zvifaz{ nad bezmocnym Borisom v 9

fahoch takto (hviezditkami oznadujeme IubovoIné pri-

pustné pozicie): 17 %16 5 « 412 2 + 48 5 » 4

B V.|
—4 5 x5 0.

Uloha 1.4. Za¥nime NIM s kopou 31 kamefiov a nie
17 kamefiov. Aké budid nebezpedné pozicie v tomto
pripade?

Uloha 1.5. Napiite ndvod na vitaznii hru NIM, pri¢om
na zadiatku je na kope 1983 kameriov (ste Anitka)!

1.3. NIM s branim do 5 kameiiov. Pozmenime trodku
pravidla hry NIM. Na kope bude 23 kametiov a pri bran{
je dovolené vziat lubovolny podet kametiov od 1 do 5.

Priklad partie. 23 % 22 517 4135846534
— 0, Anka vyhrala.

Uloha 1.6. Zistite, & v #iestom fahu 6 3 3 mohol
zahrat Boris lepéie.

Uloha 1.7. Mohol Boris zahrat v dtvrtom fahu lepéie
ako 13 2 8?

Uloha 1.8. Néjdite vietky nebezpeiné pozicie novéj
hry NIM.

Uloha 1.9. Napiste nadvod na vyhru, ako zadnete hraf
novi hru NIM s kopou 1984 kametiov.

1.4. NIM s dvoma kopami. Treti NIM, ktory sa na-
uéime, sa hra na dve, a nie na jednu kopu.

Pravidld hry. Dané st dve kopy kamemiov. Na prvej
je 7 a na druhej 5 kusov. Hraé¢ na fahu berie z jednej
z k6p lubovolny nenulovy podet kametiov. Vyhrdva ten,
kto zoberie posledny kameri.

Priklad partie. Pouiijeme podobny zépis, ako pri
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predchiadzajicich hriach. Stav obidvoch képok zapiSeme
dvojicou &isel v zdtvorke. Prvé éfslo znamend, kolko
kamefiov je na prvej kope, a druhé znamena podet ka-
mefiov na druhej kope. (7,5) % (6,5) 2 (1,5) 4 (1,2) 2
— (1,0) 4 (0,0); Anka vyhrala. Teda: A vzala z prvej
kopy 1 kamen, potom B vzal z prvej kopy 5 kamefiov,
dalej A z druhej kopy 3 kamene, B z druhej kopy posled-
né 2 kamene a koneéne A4 z prvej kopy posledny kameii.

Uloha 1.10. Borisov fah (1,2) 5 (1,0) bol zly. Ako
mohol hrat lepsie?

Uloha 1.11. Zistite, & v pozicii (2,2) vyhrd hraé na
tahu alebo siiper.
i Uloha 1.12. Zaéinate zo situicie (3,4). Ako budete
hrat?

Ndvod na vyhru. Pri rieSen{ poslednej tlohy sme si
viimli, Ze nebezpe&né pozicie st (n,n), teda také, kde na
oboch kopich je rovmaky podet kametiov. Ak sa ndm
podari do takej pozicie dostat siipera, zvifazime velmi
jednoducho: budeme sa po siperovi opidit. Zopakujeme
kazdy stdperov fah, iba na druhej z kop. Ak napriklad
siper zoberie z druhej kopy 2 kamene, my zoberieme
z prvej kopy dva kamene. Ak siper zoberie z prvej kopy
9 kamefiov, my zoberieme z druhej kopy 9 kamefiov,
atd. Napriklad (my sme 4) (17,13) 4 (13,13) 2 (9,13) 4,
— (9,9) 52 9,2) 3 (2.2) 2 (0,2) 5 (0,0)..

1.5. Urobme poriadok v oznateni NIM. Poznali sme u%
viac hier, ktoré sa volaji rovnako — NIM. V budiic-
nosti sa rodina NIM rozrastie este’ mohutnejsie. Preto
je nadase zadaf jednotlivych é&lenov rodiny rozliSovat
pomocou krstnych mien. Budd to rimske é&fslice, ku
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ktorym pripadne este pridime dalsf upresiiujici tdaj
v zétvorke. Tak NIM z odseku 1.1 budeme oznadovat
NIM I, alebo presnejsie NIM I(17;3), aby sme uviedli,
Z%e na kope bolo na zadiatku 17 kamenov a v jednom tahu
bolo povolené brat do 3 kametiov vratane. Podobne
NIM z odseku 1.3 mé meno NIM I(23;5). Teda NIM I
(n;k) je nimovskd hra s jednou kopou, na ktorej je na
zadiatku n kametiov a pri jednom fahu je povolené brat
od 1 po k kameniov vratane.

Dvojkopovy NIM z odseku 1.4 bude oznadovany
NIM II(7,5;0). To znamend, Ze v zadiato®nej pozicii
bolo na prvej kope 7 a na druhej 5 kameriov, pritom
v kazdom fahu bolo povolené z jednej kopy braf ne-
obmedzeny podet kamefiov (oo je znak pre nekoneéno).
Teda NIM IKm,n;k) je nimovské hra s dvoma kopami;
na prvej je m a na druhej » kametiov; pri jednom fahu
sa smie braf iba z jednej kopy a podet branych kameriov
nesmie prekrodif potet k.

Vsimnite si, Ze NIM II(»n,0;k) je to isté, ako NIM I
(n;k). V zétvorke je raz diarka a raz bodkodiarka.
Posledné oddeluje poéty kamefiov na kopéch od é&isla
uréujliceho maximélny podet branych kametiov. Toto
¢fslo moéZe byt aj ,,nekoneéno®, t. j. branie nie je ob-
medzené.

V dalfom texte budeme pfsmend NIM &asto vyneché-
vat a pisaf iba 1(9;2) &i II(51,36;9) a pod.

Uloha 1.13. Zistite, & v nasledujtcich hrich zvitaz
zadinajiici hraé A alebo jeho stper B. Ak zvitazi A,
zapi§te aj vyhravajtci tah:

a) 1(35;5), b) I(35;6), c) I(35;7), d) 1I(12,12; o),
e) 11(12,15; o).

1.6. ZovSeobecnenie. Ked sa Anka s Borisom nauéili
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par nimovskych hier, povedal Boris, Ze hoci st tieto hry
rdzne, maji niedo spoloéné.

— To vidi aj slepy, dodala Anka, Ze sa hraji s kopam‘
kameriov.

— Nie to mém na mysli, oponoval Boris. Nieto zdvaZ-
nejsie je tu spoloéné. Niefo, ¢o budeme vidief aj pri
niektorych nie nimovskych hrach.

— TdZbu zvitazif, skoéila Borisovi do reéi Anka.

— Ano, to je to spolo&né, potvrdil Boris a pokradoval.
No nielen tazbu, ale aj akysi ndvod na to, ako nijst
navod na vyhru. Znamena to ndjst vietky tie pozicie,
ktoré sme pomenovali ,,nebezpeéné‘‘. To si vietky po-
zfcie, v ktorych hrdé na fahu prehré...

— Ak oviem jeho siper vie, ako ho zdolat, doplnila
Anka.

— Mudro by sa to dalo povedat asi takto..

— Odpust Boris, %e ti skidem do redi aj ]a, prerusil
tok vyslovova,nych Borisovych myslienok autor, ale
treba povedat dva terminy, ktoré eite asi nepoznds,
lebo si ich nepodul. To, &o volis ndvod na vijhru, budeme
volat stratégia hry. Stratégiou hry teda rozumieme pred-
pis, ako dand hru hraf &o najlepsie. To, ¢omu hovorfs§
nebezpeénd situdcia & pozicia, sa bude volat kritickd po-
zicia. Je to kaidé taka pozicia, v ktorej hrag, ktory je
na tahu, urdite prehré, ak jeho siper je ,,dokonaly*.

— Tak¥e, berie si znovu slovo Boris, poznat stratégiu
hry vlastne znamend poznaf mmnoZinu vSetkych kritic-
kych pozicii. Stratégia je potom dand jednoduchym
pravidlom:

TAHAJ VZDY TAK, ABY SI VYTVORIL KRI-
TICKU POZICIU.

N4jst vietky kritické pozicie bude niekedy asi tazké.
No vieme, ako na to péjdeme. Najprv si vypifeme vdbec
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vSetky moZné pozicie a potom jednu za druhou preveri-
me, &i je alebo nie je kriticka.

Uloha 1.14. Kolko prvkov mi mnozina vietkych po-
zdif hry a) II(7,5; c0), b) 11(7,5;3)?

Uloha 1.156. Vypiste mnoZinu vietkych kritickych
pozicif hry I1(7,5;3).
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2. kapitola

HEADACI STRATEGIE

Borisov nédvod na hladanie stratégie bude potrebné
preverit v praxi. Skisime to s celou sériou novych hier
NIM.

1

2.1. Séria hier NIM I (a,b;k). Doteraz sme vidy da-
vali pravidld jedinej hry. Teraz opfiSeme pravidla pre
celd sériu hier. Dané s dve kopy kametiov: na prvej je
a kameriov, na druhej b kameniov. Hrdé na {ahu si méZe
vybraf jednu z troch moZnosti: zoberie

1. z prvej kopy lubovoIny podet kametiov,

2. z druhej kopy Iubovolny poéet kameriov,

3. z oboch kép zoberie po p kamerioch, pritom p < k.

Priklad partie 11I(5,6;1). (5,6) % (5,3) 5 (4,2) &
— (1,2) & (1,1) 4 (0,0), zvitazila Anitka, lebo ona vzala
posledny kamen.

Priklad partie II1(7,11;4). (7,11) & 4,8) B (4,6) 4
—> (4,4) B (0,0), zvitazil Boris.

Priklad partie 1II(27,16;3). (27,16) % (16,16) &
—5(16,18)4 (10,13)-2 (10,12) 4, (9,11).%, (6,8) 4 (6,7)-Z,
- (6,6) 4 (4,4) 5 (4,3) 4 (2,1) B (1,1) £ (0,0), zvita-
zila Ani¥ka.

2.2. Tabulks — pomoenik. Pustime sa do hladenia
stratégii hier NIM III. Pre zadiatok si zoberieme iba
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jednu z nich, napriklad hru III(5,6;1), ktort sme videli
u? v prvej z troch partii.

Podla Borisovho ndvodu bude potrebné najprv vy-
pisat mnoZinu vietkych moZnych pozicii hry. To sa dé
urobif pomocou prehladnej tabulky (pozri obrazok 1).
Z nej okamzite vidief, %e pozicii je presne 6 x 7 = 42,

06| 1,6 | 2,6 | 3,6 | 4,6 | 5,6
0,6 | 1,6 | 2,56 | 3,6 | 4,6 | 5,6
04 | 1,4 | 24| 34| 44| 54
03| 1,3 23|33 43| 53
02| 1,2 22|82 42| 52
01| 1,1 21|31 41| 51
0,0 [ 1,0 | 2,0 30| 4,0 5,0

- Obr. 1

Tabulku moZno pouzif aj na hladanie stratégie alebo na
zdznam partie. Pritom netreba vSetky policka tabulky
vypisovaf, stadi napisat éisla po okraji tak, ako je uve-
dené na obrazku 2, na ktorom je Sipkami zaznamenany
priebeh partie z prvého prikladu odseku 2.1. Sipky si
troch druhov: 1. sprava nalavo, 2. zhora nadol a 3. 8ikmo
dolava nadol, podla toho, &i berieme 1. z prvej kopy,
2. z druhej kopy, 3. z oboch kép.

Kazd4 sfpka zaéina v poli, ktoré prislicha pozicii, z kto-
rého prislusny tah zaéinal, a konéf v poli, kde fah konéil.
Pritom fahy Anky sii znatené plnou sipkou, fahy Borisa
bodkovanou.

Uloha 2.1. Tabulkovym spbésobom zapiite partiu hry
III(5,6;1): (5,6) 5 (4,5) 5 (2,5) 5 (24) 5 (2,2) 5
—(1,2) & (1,00 4 (0,0).

’
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Uloha 2.2. Na obrizku 3 je tabulkovym spésobom
zaznamenand partia hry ITI(5,6;1). Zapiste tito partiu
obydajne, ako sd pfsané napriklad partie z odseku 2.1.

2.3. Statégia hry III(5,6;1). Spbsob, ktorym budeme
bladat kritické pozicie, méZeme nazvat ,ra%*, lebo

druha
kopa
6 . - - . 6

5 o . . . . S =

L R 4 .

3 . . . . . 3

Obr. 2 Obr. 3

pdjdeme od konca. Cely postup je prehfadne zachyteny
na tabulkédch obrazku 4. Politka kritickych pozicif bude-
me oznadovaf kolieskom O , poli¢ka nekritickych pozicif
kriZikom x a neprebddané politka oznaéime bodkou @ .

Predovietkym vieme, %e politko (0,0) je kritické, lebo
v podmienkach NIM je pravidlo ,kto berie posledny
kamen, vyhrdva‘. Teda kaZdé poliko, z ktorého sa do
kritického politka (0,0) méZeme dostat jedinym fahom,
je nekritické. To si vietky politka dolného riadku,
krajného lavého stlpca a pole (1,1), spolu 12 poli.
Situdcia je zndzornend na obrazku 4a. Vsimnime si teraz
pole (2,1). Akymkolvek fahom sa z tohto pola dostaneme
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iba na pole oznadené x, teda na pole nekritické. Preto
pole (2,1) je kritické. Podobne i pole (1,2). Na tieto dve
polia teda nakreslime O a znadku x dokreslime do kaz-
dého pola, z ktorého sa jedinym fahom dostaneme do
(2,1) & (1,2). Takych poli je 15. Vznikld situdcia je
zobrazené na obrazku 4b. Neprebddanych ostalo uZ iba
12 poli. Z nich Iavé dolné — (3,3) — je zrejme kriticks,
pretoZe z neho sa dé tahat vyludne na nekritické polia.

[ ] Moo o o o X X x . A XX A o . X Xxxxnx
L] A e o o o o M oNX . X M XN .. XM XK OX
'y X e s o o e XX x . XX XX K. X X XN XO
3 X e o o o = L 3 B | . X X X0 X X X ¥ X OZxXX
2 M. e e ® O X XXX X o X XXX AOxx XX
1 L 30 Y X xXxOoxx X XXONXK X X OX XK
0 OoX xxXxx O X M X XX O X x x XX O X N XXX

012345 012345 012345 012345

Obr. 4a Obr. 4b Obr. 4c Obr. 44

Nakreslime teda do pola (3,3) znadku O, a do dalifch
Siestich pol, z ktorych sa do (3,3) moZno dostat jedinym
fahom, napfSeme znadku x . Zfskame situdciu z obriazku
4c. Koneéne vidime, Ze polia (5,4) a (4,5) st obe kritické
a ostdvajlce tri polia potom nekritické. Tak sme zfskali
vyslednd tabulku 4d, ktord pomenujeme tabulkou stra-
tégie hry NIMI I1(5,6;1).

Pomocou tabulky 4d Iahko vyhrdme (ak budeme hrat
zadinajiceho hréda) kazdd partiu. V prvom fahu zahra-
me bud na (5,4), alebo na (4,5). Potom v kaZdom dalSom
tahu zahrame tak, aby nas tah konéil v poli¢ku oznade-
nom kolieskom O, teda v kritickej pozicii.

— To je skvelé, potesila sa objavu Anka, a dodala —
teraz mam dojem, Ze takouto tabulkovou metédou bu-
dem vedief néjst stratégiu kazdej hry NIM.

——— , 17



— Viete &o, skiiste nam dat nejaké tlohy, aby sme si
tento novy objav preverili vlastnymi silami — poZiadal
Boris.

— Predo nie, siihlasi autor.

Uloha 2.3. Néjdite vitazny tah v hre I11(5,6;1) v po-
zicii a) (2,6), b) (5,5), ¢) (2,3).

Uloha 2.4. Nakreslite tabulku stratégie hry IT11(9,7;1)
a napiste prvy tah partie (samozrejme, %e ten vyhrava-
jacil).

Uloha 2.5. Anidka tvrdi, %e v partii hry I11(9,7;1) zvi-
tazi najpozdejSie za 10 fahov. Boris tvrdi, Ze vydrii
vzdorovat 10 fahov a prehrd najskér aZ jedendstym
fahom. Kto mé pravdu?

Uloha 2.6. Nakreslite tabulku stratégie hry IT1(5,6;2).

Uloha 2.7. Nakreslite tabulku stratégie hry I11(9,7;2).

Uloha 2.8. Kolko (minimélne) fahov potrebuje Anitka
k tomu, aby v hre III(9,7;2) porazila vzdorovitého
Borisa, ktory oddialuje svoj koniec, ako sa len d4. '

Uloha 2.9. Nakreslite tabulku stratégie hry
a) II1(3,3;3), b) II1(3,5;3), ¢) II1(6,5;3), d) III(9,9;3),
e) I11(14,14;3).

Uloha 2.10. Vypiste vietky vifazné fahy v hre
111(14,14;3) v pozicii a) (5,8), b) (5,6), ¢) (10,13), d)
(14,12).

Uloha 2.11. Nakreslite tabufku stratégie hry III(20,
20;4).

Uloha 2.12. Nakreslite tabulku stratégie hry III(20,
15; o0).

2.4. Stratégia velkych hier. Boris vyriesil vietky vilohy
a prisiel za Ankou predviest svoju mu#skd dokonalost.

Boris: Anitka, povedz si hociktord hru NIM a ja ju
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vyhrém aj proti poéitadu, ak mi oviem nedas zadat
v kritickej pozicii.

Anka: Tak ma skiis nabit v hre I11(611,612;2).

B: Momentik, chvilodku strpenia, len ¢o si vyrobim
tabulku stratégie.

A: Kolko hodin chce§ malovat na stvoréekovych
plachtéch obdl#nik 611 x 6127

o
n x 0 X
10 XA X O
9 o X x
8 P
7 ¥ xo
L] 0 x X
5 X 0 x
4 ¥ X0
3 o M x
2 Ix ox %lolx
1 {xxo Xlxlo
0 o x x ojx|x
01 2|3 45|67 8|910n
Obr. 5 Obr. 6

B: (sklamane) Ty si ale protiva!

A: Nemal si sa vystatovat!

B: Moment! Ja to predsa skisim! Boris po chvili
ukézal Anke obrazok 5.

B: Nepotrebujem velky obdl#nik. U% z tohoto vidim,
%e kolieska st rozmiestnené len pozdlZ diagonily. Vyro-
bim si takito tapetu (obrdzok 6) a Zeniem ju hore diago-
nélou, ako bada ovce hore grifiom!

6 A: No dobre, tak mi povedz prvy fah v partii ITI(611,
12;2)!
B: Strpenie, hned to bude.
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Boris po chvili poéftania vyrobil tento papierik:

diagondla (0,0), (3,3), (6,6), ... t.j. (3n, 3n) "

pod diagonélou (2,1), (5,4), (8,7), ... t.J. (3n + 2, 3n + 1)
nad diagondlou (1,2), (4,5), (7,8), ... t.J. (3n + 1, 3n + 2)
611 = 3.203 + 2, 612 = 3.204

B: Aha! U% to viem! Méj prvy fah je (611,612) —
— (611,610), teda beriem z druhej kopy dva kamene
a ty si v kritickej pozicii!

A: Dokaz!

B: Ved to mas tu pred nosom. Pozri 611 = 3.203 4}
+ 2,610 = 3.203 + 1.

A: Ano, to sthlasi. ,

B: PodIa tohoto riadku (Boris ukdzal na druhy riadok
listka, oznadeného na zadiatku ,,pod diagonédlou) dvo-
jica (611,610) sem patri, lebo je presne tohoto tvaru,
ak za 7 polozi§ 203. Teda je kriticka.

A: (uznanlivo) To sa ti podarilo!

B: A nielen to, teraz uZ lahko napfSem stratégiu pre
hociktord hru NIM typu III(a,b;2).

A: Ty pfs stratégiu a miia tieZ nieéo napadlo, len si to
potrebujem preverit.

Chvilu bolo ticho, obaja poéitali, pisali. Potom skoro
stidasne zvolali ,,hotovo‘* a vymenili si vysledky svojej
préce. Boris napisal stratégiu hry a Anka nagla elegantny
zapis mnoZiny kritickych pozicii. Autor obidve myslien-
ky trochu kozmeticky upravil aponika ich &itatelovi.

Stratégia hry 111(a,b;2). Som na fahu v pozicii (p.q),
priom p < ¢q. Vypoditam si najprv &slo ¢+ = zv(p : 3)
a potom idem do pozicie, ktord je opfsand v prislusnom
okienku tabulky
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1=20 | t=1 I t=2

p=g | prehrém |(p—Lp—1p—2,0—2

p+1l=gq prehrém
(p. p) ——(p—1)
pt+l<yg (Pp+1)

Symbolom zv(p : 3) oznadujeme zvysok pri delenf p : 3.
Mnofina kritickijch pozécit hry IIl(a,b;2). Oznadme
tito mnoZinu K. Potom

(pp)e Ko |p—q|<2azv[(p+9):3]1=0.

Podmienka zv[(p + ¢) : 3] = 0 hovori, %e &fslo p + ¢
sa d4 delit &islom 3 bez zvysku.

Uloha 2.13. Pre ka¥dd z nasledujicich pozicii hry
II1(a,b;2) zistite podla Ankinho kritéria, &i je kriticka.
Pre nekritické pozicie nijdite podla Borisovho navodu
vitazny tah: (35,35), (37, 35) (52 50), (111,121), (454, 545)
(759, 760) (760,759), (1984,1985).

Uloha 2.14. Néjdite stratégiu hry I11(611,612;1).

2.5. Funguje figel s tapetou pre kaXdy NIM-III? Figel
s tapetou, ktory tak béje&ne pomohl rozriesif hfadanie
stratégie NIM III(,*;2), by sa mohol vyskdSat aj
v inych pripadoch. Boris navrhol skisif NIM ITI(*,*;3).
Anka sdhlasila. Zadali kaZdy osobitne pre uvedeni hru
NIM kreslit tabulku stratégie. Pricu konéili — vysledky
si porovnali a boli rovnaké. Anka celi tabulku pekne
prekreslila a vznikol obrazok 7.

Po chvili tichého pozerania na obrdzok 7 Boris ukazal
na trojicu bodiek (jednoduché sipka) a povedal, Ze tdto
sa uZ neopakuje.
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Anka: MoZno sme urobili tabulku kriatku, moZno, Ze
k opakovaniu déjde aZ od 25 &i tridsiatky.

Boris: Nemyslim. Pozri sem! Porovnaj tieto dve
miesta (ukdzal na miesta oznadené dvojsipkou)! Tieto
gt rovnaké, tie sa budi opakovat.

A: M4S pravdu. Ked to takto vyznaéime (nakreslila
do obrizku 7 pér diar, takZe vznikol obridzok 8), vidime
veci jasne.

B: Znova sa tu periodicky opakuje ,,tapeta‘, ale tdto
nezadina na kraji. Najprv treba odstrihnat akisi ,,pred-
tapetu* — od (0,0) po (5,5) — a potom uZ ide zdkladnd
,tapeta‘ (6,6) — (13,13), ktord sa bude periodicky
opakovat.

A: Teda aj aritmeticky zapis mnoZiny vSetkych kritic-
kych pozicif méZeme u% teraz urobif Inhko. Nepodari sa
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mi najst sice tak elegantny zdpis, ako pri NIM ITI(x,*;2),
ale ani tento zdpis nebude velmi zly.

B: Vies &o, netreba vypisovat vietky kritické pozicie.
Ked napises napriklad (3,5), netreba pisat aj (5,3).

A: Dobre, budeme teda pisat iba tie kritické pozicie
(p,9), pre ktoré je p < q. Potom mnoZina K vietkych
kritickych pozicii (p,q); p < ¢ hry III(»,%;3) je dand
v tomto zozname:

(0’0)’ (1,2), (3v5)1 (4v4) —Z ,,predta,pety“

(6 + 8n, 7 + 8n), (8(n + 1), 8(n + 1)), (9 + 8n, 11 4 8n)
(10 + 8n, 13 + 8n), (12 + 8n, 12 + 8n)
— Z n-tého
opakovania
z4kl. , tapety**

]

23



B: Aj tento zipis je eSte pridlhy. Stadilo by to snad
pisat takto (ani tie ,,tapety’ nebudeme ui divat do
ivodzoviek):

(O!O), (1,2)1 (3$5)9 (414) predtapeta.

(6,7), (8,8), (9,11)
(10,13), (12,12)

},+ perioda 8 dalsie tapety

A: Dobre, méZ%eme to tak zapisat, ale nevieme, &o to
tvoje ,,+ perioda 8 znadf.

Uloha 2.15. Naértnite tabulku stratégie NIM ITI
(*,*;4) a Borisovym spdsobom zapifte mnoZinu viet-
kych kritickych pozicif hry.

Uloha 2.16. Na ziklade vysledkov tlohy 2.15 napiste
prvy fah hrada v hre a) ITI(87,101;4), b) I111(211,196;4),
c) ITI(321,322;4).

Uloha 2.17. Nadrtnite tabulku stratégie hry NIM
IIT (*,*;5) a Borisovym spdsobom zapiite mnoZinu vSet-
kych kritickych pozicif hry.

Anka s Borisom zvlidli este stratégiu daliich dvoch
hier NIM: III(*,*;6) a III(*,»;7). Bolo to ale dlhé poé&i-
tanie, preto ani Gitatela prfli§ nenttime do poslednych
dloh tohoto odseku. Ak si vSak &itatel verf, ak vie pe-
dantne a presne riesit, tak k vysledku urdite déjde.

Uloha 2.18. Nadrtnite tabulku stratégie pre NIM
III(*,;6).

oha 2.19. Nadrtnite tabulku stratégie pre NIM
ITI(*,%;7).
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2.6. Problém. Ulohy, ktoré sme naposledy riesili, boli
uZ dost zloZité, no neboli problémové. Vedeli sme, ako
na ne. Stadilo mat dostatoéne velky kus stvoréekového
papiera, trofku &as a trpezlivost. Zivot nie vidy byva
tak jednoduchy. Neraz nds postavi pred tak pomotand
situdciu, Ze nielen nevidime spésob jej rieSenia, ale
pravdu povediac, nevieme ani, ako sa do toho pustif.
Vtedy hovorime o problémovej situdcii. Takou je na-
priklad pre Borisa snaha udrZat svoje veci v poriadku.

Problémy maji v Zivote aj pozitivnu funkciu. Uéia
a nitia Gloveka rozmyslaf. Ak sa potom &loveku po
dlhom a namahavom usili nakoniec predsa podarf pro-
blémom Lkisok pohniif, zaleje tdspesného rieditela ne-
vyslovné vlna radosti a nadSenia. No a k v6li tomu sa
uz kaZdému oplati bojovat nerovny boj v problémami.

Stratégie hier III(%,*;1), ITI(*,#;2), TII(*,*;3),...
boli iba dlohy. Je pravda, %e &oraz dlhdie a naméhavej-
Sie, ale stdle iba 1lohy. Nadi priatelia poznali spésob,
ako na to: kreslili obrdzok tak dlho, pokial nedoslo ku
opakovaniu vzorky, nasli predtapetu a zékladni tapetu,
¢im boli hotovi. No celkom odli$na je situdcia s NIM
III(%,%;0). Ked Anka s Borisom nakreslili obrizok 9,
divali sa nafi chvilu bezradne. Prvy prehovoril Boris.

Boris: Dve veci st jasné: obrazok, rovnako ako vietky
predchédzajice, je simerny vzhladom na diagondlu, a %e
na rozdiel od vietkych predchddzajicich obrazkov nikdy
nenéjdeme ani opakovanie, ani predtapetu, ani zékladni
tapetu.

Anka: To je pravda, ale ja v tom nevidim Ziadnu chy-
bu. Co vlastne hladime? Hlad4me stratégiu hry NIM
IT1(a,b; o). Vieme, ako nakreslit tabulku kritickych po-
zfcif? Vieme. Preto vieme aj ndvod na vyhru. Pozndme
stratégiu! '
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B: Ciastoéne mé# pravdu. Ale predsa je len nada zna-
lost stratégie III(+,#;c0) slab&ia, ako bola napriklad
stratégia hry ITI(»,» 3) Tu sme vedeli pomerne rychlo
vypoditat, & je napriklad pozfcia (1711,2836) kritickd
alebo nekritickd. Toto pri NIM III(x,;c0) nevieme.
Nevieme ju poditaf, vieme ju iba kreslit, o vyZaduje
mnoho dasu. Pre tie isla, o som uviedol, by sme tabulku
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kreslili asi hodinu a boli by sme v pochybnosti, ¢i sme
niekde neurobili chybu.

A: Ak ti teda dobre rozumiem, Boris, chce§ ndjst
nejaky podtirsky vzorec, pomocou ktorého by si mohol
pre IubovoIni dvojicu prirodzenych é&fsel (a,b) uréit dve
veci pre NIM (%,%;00):

a) éi je to kritickd pozicia,

b) ak to nie je kritickd pozicia, aky je vifazny tah.

B: Presne to by som chcel!

A: Tak to podme hladat! Skisme najprv obriazok 9
prepisat do tabulky.

2.7. Tabul'ka &isel = prvi mySslienka. Podla Ankinho
navrhu zapisali obrézok &. 9 vo forme tabulky. Pretoze
tabulka je simernd podla diagondly, rozhodli sa pisat
iba siiradnice bodov nad diagonélou a bod (0,0). Tabulka
vyzerala takto
z 01 3 4 6 8 9 11 12 14 16 17 19 21

y 0 2 5 7 10 13 156 18 20 23 26 28 31 34
Tab. 1

Uloha 2.20. Divajte sa na tabulku a hladajte v nej
zdkonitosti.

Riegenie tejto itlohy nenajdete vzadu medzi rie§enia-
mi, ale v nasledujicom rozhovore.

Anka: V hornom riadku &fsla pribidaji po jednotke
¢i po dvojke. V spodnom riadku po dvoch &i po troch.

Boris: Ziadne &slo sa nevyskytne aj v hornom, aj
v dolnom riadku — okrem nuly.

A: Skutodne: 1 — hore, 2 — dole, 3 a 4 — hore,
5 — dole, 6 — hore, 7 — dole,"8 a 9 — hore. Vies, Ze
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X713

rozdiel oboch riadkov (,,dolny‘‘ — ,,horny
nost 0,1, 2,38, ...7
B: éo hovori§? Tomu nerozumiem.

) je postup-

Anka zadala Borisovi vysvetlovat svoju poslednit
myslienku. Zo zadiatku bolo vysvetlovanie trochu zmaé-
tené, no postupne sa vyjasiiovalo. Cim viac Anka vy-
svetlovala, tym zrejmejsie sa jej samej veci ukazovali.
Nakoniec zvolala: Hura, ved je to jednoduché! Pozri,
Boris, ja uZ viem tabulku 1 pokradovat bez toho, Ze by
som kreslila obrézok.

2.8. Nivod na vyrobu tabulky &isel. Najprv si k tabulke
dopifeme edte prvy riadok ,n; v flom idd prirodzené
n 0123 4 56 6 7 8 91011 12 13 14 15
z, 10134 6 8 911 12 14 16 17 19 21
Yn | 0257 10 13 15 18 20 23 26 28 31 34
Tab. 2

¢isla od nuly za radou 0, 1, 2, 3,... Teraz si viimnime,
%e pre kazdé n platf

(1) Yn = Tn + 0.
Skutodne

Yo =% + 0 (Y = 0,2y = 0),
hh=2 +1 (th =2,2 =1),
Yo =%, + 2 (yo = 6, z, = 3) atd.

Koneéne pouZijeme tvoju myslienku, Ze
(ii) Ka?dé vprirodzené ¢islo sa v riadku ,,z,“ alebo
v riadku ,,y,‘ vyskytne prdve raz.
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Zatial posledny stipec v tabulke je: n = 13, &, = 21,

= 34. Chcem najst z,,. Vyhladim najmensie pri-
rodzené &fslo, ktoré sa doteraz v riadkoch ,,z,“ a , .,
nevyskytlo. Je to éislo 22. Preto z,, = 22 a teda y,;, =
=, + 14 = 22 4 14 = 36.

Checem néjst z;;. Vyhladém najmensie prirodzené
dislo, ktoré sa doteraz v riadkoch ,,z, a ,,9,*° nevyskytlo.
Je to &fslo 24. Preto z,; = 24 a teda y,; = 2,5 + 16 =
= 24 4 15 = 39.

Uloha 2.21. Napfite tabulku kritickych pozfci{ NIM
ITI(#,*; ) a% do » = 33 (rieSenie je tu v texte).

Névod na negrafické vyhotovenie tabulky kritickych
pozicii je uZ istym pokrokom, no otézky a), b) z odseku
2.6 neriesi. To by vyZadovalo néjst predpis, ako priamo
ku &fslu n napfsat obidve stiradnice z, a y,. Ako dany
predpis ndjst? Bude treba zrejme velmi dékladne po-
prezerat tabulku, ku ktorej sme dosli.

n (0123 4 5 6 7 8 9101112131415161718
z, 10134 6 8 9111214161719 21 22 24 25 27 29
Y, |0257101315 18 20 23 26 28 31 34 36 39 41 44 47
n 19 20 21 22 23 24 25' 26 27 28 29 30 31 32 33
z, | 30 32 33 35 37 38 40 42 43 45 46 48 50 51 53
Y, | 49 B2 54 57 60 62 65 68 70 73 756 78 81 83 86

Tab. 3

2.9. Grafy = druhi myZlienka. Tabulka je kopa &fsel.
Tabulka nie je dost prehladnéd. Tabulku treba sprehlad-
nit — treba nakreslif nejaké grafy. Z nich sa snad nieéo
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vytaZi. Na obrazku &. 10 vidiet graf funkcie z,. Bodky
stipaji dost strmo nahor, no stile sa motaji okolo
akejsi priamky. Vedeli by sme td priamku nakreslit?
Vedeli by sme nakreslif aj iné vyznamnejsie grafy cha-
rakterizujice tabulku?

n

012345678 "

Obr. 10

Uloha 2.22. Nakreslite graf funkcie z, a pokiste sa
najst priamku, ktord ,,do najlepsSie aproximuje stipa-
nie grafu.

Uloha 2.23. Nakreslite graf funkcie %, = z,—n (bu-
de pomalsie stipat). Aj tu ndjdite aproximujicu priam-
ku.

Uloha 2.24. Nakreslite graf funkcie v, = y, — 2n.

Uloha 2.25, Nakreslite graf funkcie f, = —= .

Uloha 2.26. Nakreslite graf funkcie g, = Z" .

n

E Poriadne sa zamyslite nad vysledkami dloh. Pokiste
sa vypozorovaf z chovan{ funkeif 2,, %, v», fu 8 g, nejaké
zékonitosti. Ak uZ nebudete vediet ako dalej, preéitajte
si nasledujicu ilohu.
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Uloha 2.27. Z grafu funkcie f, vidiet, Ze hodnota f,
= 1,6 sa opakuje dost pravidelne: f, = Jro = Jrs = Jao
= fs = 1,8. Zistite, &i toto plati dalej, t. j. & f3o = f55 =

f « = 1,6 pre vietky prirodzené &sla k.
lj]oha 2,98, Podobne zistite, &i platf g5 = g0 = 15 =
= s = 1,625 pre vsetky prirodzené &isla k.
ﬁloha 2.29, Ked pozname hodnotu funkeie f,, vieme
vypotitat hodnotu funkecie g,? TieZz naopak, vieme vy-
poditat hodnotu funkcie f,, ak pozname hodnotu funkcie

gnt

Zistili sme, %e odhad s pravidelnym opakovanim neja-
kej hodnoty nevysiel, no pozndme vzfah medzi funkcia-
mi f, a g,. Ak pozndme jednu z nich, vieme vypoditat
druht. Skisme este oba grafy tychto funkecif nakreslit
na jediny papier. Zaujima nas, ako bude vyzerat ,,asymp-
totické chovanie sa funkeif*, t. j. ako budd vyzerat ich
grafy pre velké n. K tomu ovSem najprv potrebujeme
tie ,,velké n* vypoditat tabulkovym spésobom.

Uloha 2.30. Vypotitajte hodnoty funkeif f, a g, pre
n =171, 72, 73, ..., 100. Zostrojte na jednom obrizku
grafy oboch funkcii pre 71 < n < 100. Skiste na zdkla-
de tohto obridzku odhadnif, ako pdjdu grafy funkeif
Ja a g, dalej, pre n — oo.

2.10. Hranica = tretia myslienka. Porovnajme grafy
funkeif f, a ¢, na obrazkoch 12, 13 a 14 z kapitoly 6. Vi-
dime dve veci:

(iii) pre kaZdé n je f, < ¢a

(iv) obe funkcie ,,pulzuji‘‘ — dost rytmicky sa siidasne
priblizuji a oddaluji od istej hranice — ozna&me
ju k. Najtesnejsie sa ku hranici % pribliZili v hod-
note n = 89.
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Boris: Ak si obidva tieto dohady sprivne, tak hra-
nina hodnota A leZf medzi f;, a gg, t- j-

144

(V) foo = 89 = 1,6178775 < h < 1,6180656 =
L 233
- 144 = Jso -

Anka: To by sme mali &fslo 2 uréené s presnosfou..,
(a zadala poéitat): 1,6180556 — 1,6178775 = 0,000178,
Teda

(vi) h = 1,6179665 - 0,000089 .
B: Co mysli§, Anka, mohli by sme tto hranicu % este
dalej spresnif?

A: Myslim, %e mohli, ale napod&itali by sme sa. Nik
nevie, po kolkych krokoch sa obe funkcie f, a g, zase
k sebe tak velmi pribliZia. Neverim, Ze to bude prili§
skoro.

B: Mohli by sme skisif hladat tie najvidésie pribliZenia
hned od zadiatku. Sndd bude v tom nejakd zdkonitost.

A: Aké — najvilsie pribliZzenia? Ved to je jediné —
to mime, je to n = 89.

B: Nerozumies mi. Pozri, za¢neme od zadiatku, od
nuly, alebo od n = 1. Pre toto ¢&islo je f; =1, ¢, = 2,

. 5

tedag, —fi=1.Pren=2jegy—for=— — — = —
do ]e menej, ako bola 1. Dalej pre n = 3 jo g, —f; =

1
= T o e %o ]e viac, ako bola,%— Dalej pre
6

n=4jeg,—f = —-—4—=—6-,éojetoistéa.koper



n=2. Dalej pre n =5 je gﬁ—fs—T_F=E

¢o je hodne menej ako %

A: Aha! U% ti rozumiem. Chce8 ndjst v postupnosti
1, 2, 3,... tie &isla n, pre ktoré vyraz g, — f, bude menséf,
ako pre ktorikolvek z predchddzajicich hodnét.

B: Presne tak. Sktisme to najst. MoZno niedo objavime.

Uloha 2.31. Skiste to najst aj vy; urtite objavite velmi
véZnu vec! Ked priatelia uvideli vysledok svojej prace,
tabulku z riefenia dlohy 2.31, vedeli predpovedat, pre
ktoré najblizSie n (po » = 89) sa grafy f, a g, pribliZia
ete tesnejSie. A nielen to. Spekulantskou tivahou vy-
poditali prislusné f, a g, bez toho, %e by sa trapili vypiso-
vanfm dlhej tabulky. '

Uloha 2.32. Uréte najmensie prirodzené n > 89, pre
ktoré bude gn ——fn < m—

n &slo g, — f,. Ako hlavny vysledok tu bola mo¥né este
presnejsia hrani¢nd hodnota

(viii) h = 1,6180314 -+ 0,0000057 .

2.11. Limita = Etvrtd my#lienka. Vzorec (viii) ddva uZ
hraniént hodnotu 4 s velkou presnosfou, ale stéle neddva
tito hodnotu presne. Je moZné uréit hodnotu % presne?

. Vypoditajte pre toto

Anka: Uplne presne by sme k urtili vtedy, ak by sme
vedeli vypodéitat f, a g, pre n = co.

Boris: No, ako uréi§ niedo v nekoneénu? To sa predsa
neda.

A: Ja vBak verim, Ze také h existuje! Urdite existuje!
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B: V nekoneénom n by si podla (vii) mala g, — f, =
1 1

oty | ®© 0.
A: Je to troska odviZne, do tu poditas, ale myslim,
Ze v podstate spravne. Spravne! Vykrikla Anka a zadala

potitat, aZz vypoditala presni hodnotu A.

Uloha 2.33. Vypotitajte presnt hodnotu A.

2.12. Vzorec — piata a poslednd mySlienka. Vifazne
hladeli priatelia na pokorené &islo k. Teraz, ked boli veci
jasné, nezdalo sa ani to zdoldvanie tak vyderpavajiice.
Pocit vifazstva blaZil. Bolo treba u% len dopoéitat, ako
z &sla h urtit funkeie z, a y,. K tomu viedla tdto Gvaha
(6itatel sa méZe pokisif o samostatné rieSenie): PretoZe &

je limitnd hodnota pre -%"— , bude é&islo «, blizko &fsla % .n.

Zistime tato zdvislost tabulkou:

n 1 2 | 3 4 5 6 7
hn | 1,618 3,236 | 4,864 | 6,472 | 8,090 | 9,708 | 11,326
z, 1 3 4 6 8 9 11

Z tabulky vidiet, Ze &islo z, je najblizie niZsie celé &fslo
ku é&fslu h.n. V matematike midme na tito funkciu oso-

bitny symbol a pomenovanie.
Symbolika. Nech a je lubovoIné redlne &fslo. Potom

existuje prave jedno celé &islo b také, Ze
b=a <b+1.
Cislo b nazyvame celd dast &isla a a oznadujeme ho b =

= [a].
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Priklady. [1,7] = 1, [?] —3, [x]=3, [6]=6,

[—1,1] = —2, [|2]=—2, [J3—V2]=0atd
Vysledok pozorovania tabulky méZeme teraz zapfisat
vzorcom -
(x) z, = [h.n] pre vietky =.

Uloha 2.34. Nijdite reélne islo 7, pre ktoré platf y, =

= [r.n], pre vietky n.
"~ Uloha 2.35. Napiste stratégiu hry NIM III(a,b; o).

2.13. Stratégia hry NIM III (a, b; ). Najprv popiseme
stratégiu hry ako ndvod. Potom v dalSom odseku podé-
me dékazy tvrdenf, ktoré teraz vyslovime a pouZijeme.

Nech je teda dand pozicia (p,q), » = ¢. VSimneme si
¢isla p. Najprv zistime, & méZeme ¢islo p pisat v tvare
[nR], alebo v tvare [nh?], kde n € N. Plati:

Lema 1. Nech je dané prirodzené &islo p. Potom toto
tslo je mokné pisat prdve jednyym zo spbsobov

Lp= [nh],kdeneN[tj h<n—[p+l]]

IL. p = [nh?], kde n e N,[t.j.ﬁ<n=[1’+l])

Ka%di z moZnosti rozoberieme osobitne:
= [nh] rozliujeme 3 pripady
a) ¢ = [nh?] — pozicia (p,q) je kritickd, a preto hréé
na tahu nemd vyhrivajici fah,
b) ¢ > [nh?] — zahréme (p,q) — (p,[nh?]), -
¢) ¢ < [nh*] — zahrdme (p,g) > (p—1, ¢ —1), kde
t =p—[hg—p)]
IL p = [nh?*] — zahrdme (p,q) — (p, [nR]).



2.14. Dokazy tvrdenf z 2.13. Okrem lemy 1 treba do-
kazaf dalSie tvrdenia, pouZité'v odseku 2.13:

Lema 2. Ak je p=[nh] < q < [nh?], tak t =p—
—[g—2p)] > 0ag—1t = [(g—p)].

Lema 3. Ak je p = [nh] a ¢ = [nh?], tak 4tadna z po-

zteit (p —1t,9), (p.g —1t), (p—1t, q—1t) pre te N nie je
kritickd.

Dékaz lemy 1 sa skladd z dvoch &dasti:

A. Cislo p € N nie je mo¥né vyjadrif sidasne aj v tvare
[nh], aj v tvare [mh?], n, m € N. Toto dokdZeme sporom.
Nech teda p = [nkh] = [mh?], potom

nh—l<p<nh©n—l<£—<n,
h h
Bt —1 b2 L A
mh?—1<p < mhtesm——g < g <m,
. , 1 1
séitame a zoberieme do Wivahy rovnost > + 5= 1;

ziskame
n+tm—l<p<nt+m,

o je spor, lebo celé éisla n» + m —1 a n + m ida bez-
prostredne po sebe, a niet teda medzi nimi miesta pre
celé ¢&islo p.

B. Cislo p € N mozno vyjadrit bud v tvare [nh)], alebo
v tvare [mh?], n, me N. Aj toto dokiZeme sporom.
Predpokladéme, %e p nie je moZné vyjadrit ani v tvare
[zh], ani v tvare [mkh?], t. j. [RR] < P < [(n + 1) A]
a [mh?] < p < [(m + 1) A?].
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Podobne ako v predchddzajicom pripade je

nh<p<(n+l)h—1®n<%<n+1_%’
mit<p<(m+1)2—1oam<4s 5 <m+1—-712_’

séitame a ziskame
mi+n<p<nt+m4l,
o je spor. Dékaz lemy 1 je ukonéeny.

Dékaz lemy 2 sa sklada tieZ z 2 &asti:

A p—[Mg—p)] > 0. Podla predpokladu je ¢ <
< [#*n] < h[hn] = hp => g < W*p = (b + 1) p =>
=hg—p)<p= [h(q—p)] ,< p-

B.g—t=[rg—p)] t j. ¢—p+[Mg—p)]=

= Th(g — p)).

Posledné. rovnosﬁ je désledok rovnosti Ve N: n +

+ [kn] = [A*n], ktord je vlastne novou formou rovnosti
(i). O &isle b vieme, %Ze k%2 = h + 1. Potom [h*n] =
=[(h + 1) n] = [bn + n] = [In] + =.

Dékaz lemy 3 uZ vlastne vyplyva z predchidzajicich
dékazov. Je zrejmé, Ze ak (p,q;) a (p,g;) 84 obidve sii-
dasne kritické, tak nutne ¢, = ¢,. Z lemy 1 vyplyva
podobna vlastnost aj pre dvojice (p,,q) & (P..q). Ostava
nam este ukizat, %e ak (p,q) je kritickd pozicia a t > 0
prirodzené, tak (p —¢t, ¢ —1t) nie je kritickd pozicia.
Predpokladajme, Ze obidve dvojice st kritické. Potom
existuji n, me N také, %e p = [nh], ¢ = [nh] + n,
p—1t = [mh], ¢ —t = [mh] 4+ m. Rozdiel prvych dvoch
rovnosti je g — p = n a rozdiel druhych dvoch rovnosti
je ¢g— p = m, 8o znamend, e n =m, t. j. t =0, a to
je spor.
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3. kapitola

NARUC PLNA HIER NIM

V prvych dvoch kapitolich sme sa naudéili hrat tri druhy
NIM. Nielen hrat, ale aj vyhrdvat. Teraz roziirime nés
repertodr o dalsie tri hry NIM.

3.1. Pravidla NIM IV(n;k) si tie isté, ako pri NIM
I(n;k), iba s tym rozdielom, %e o vifazovi nerozhodne
posledny kamen, ale nie¢o iné. Vifazom partie sa stiva
ten hraé, ktory po tplnom rozobrati kopy mé nepérny
podet kamerniov. Aby sa tdto hra dala rozumne hraf,
mus{ byt » &islo neparne.

Priklad partie IV(7;2).7 4 6 5, 4 4, 2 5,1 4 0. Anis-
ka brala 3krit, a to 1 4+ 2 4+ 1 = 4 kamene. Teda vy-
hral Boris, lebo jemu ostal neparny podet kametiov.

Uloha 3.1. Bola by Anitka vyhrala, keby v trefom
tahu namiesto 4 4 2 brala iba 4 4, 3?

Uloha 3.2. Bol Borisov tah 6 5, 4 dobry?
Uloha 3.3. Najdite stratégiu hry IV(7;2).
Uloha 3.4. N4jdite stratégiu hry IV(9;2).

3.2, Stratégia NIM IV(11;2). Predpokladajme, zadala
nahlas uvaZovat Anka, %e by sme brali po jednom ka-
meni. To by si vyhral ty, lebo ty by si bral 5krit a ja
6krat. Preto ja musim aspon raz brat 2 kamene. Keby

som napriklad v prvom fahu zahrala hned 11 4 9.

38



— To by ti nepomohlo, dodal Boris. Ja by som zahral
9 2, 7 a vyhrém. Odkial to vidfs, %e vyhrd3? Opytala sa
Anka a Boris jej zadal vysvetlovat. To je predsa jedno-
duché. V prvych dvoch tahoch sme obaja vzali po 2 ka-
mene. Vznikla vlastne hra IV(7,2), v ktorej zadinas ty.
O tejto hre uZ vieme, Ze ja, ako druhy hrié — ju vy-
hrém. Nadobudnem nepirny podet kameriov. Ked
k tomu doloZim tie dva z méjho prvého fahu, stile bu-
dem mat nepir — teda budem vifaz. ~

— M43 pravdu, zamyslene povedala Anka a pokrado-
vala: Teda ja, ako zadinajici hrd&, musim vziaf najprv
iba 1 kamen a aZ v druhom mojom fahu brat dva, takto:

114105047,
— A myslis, Ze téraz uZ vyhras?

Uloha 3.5. Kto zvifazi v rozohratej partii?

Ked zhrnuli doterajsie poznatky, prehlasil Boris:

— Pozicia 11 je pre zadinajiceho hrdda prehrats.
Pozicia 11 sa prevedie do pozicie 7 bud tak, Ze obaja
zoberd parny podet kamenov a A bude na ﬁa.hu alebo
tak, Ze obaja budd mat nepirny podet kamefiov & na
fahu bude B.

— Zd4 sa, %e moZnost vifazstva sa bude pravidelne
striedat: V zadiatodnych pozicidch 7, 11, 15, atd. vifazi
hri& B a v zadiatoénych pozicidch 5, 9, 13, atd. vifazi
hrad A.

— To je tvoja domnienka, alebo to vie§ aj dokéazat?

— Zatial iba domnienka, no prizndm sa, %e nie je mi
ani jasné, ako by som ju v takej vieobecnosti dokazala.
Pletie sa tu viacero vecf — podet kameriov, ktoré ostali
na kope, poéet kamefiov, o mam v ruke ja, podet ka-
metiov, éo mas v ruke ty, a eSte jedna ddlezitd vec, kto
z nés je na fahu.
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— M4% pravdu, je toho mnoho. Ale dalo by sa to
zjednodusit. Stadf, ak poznidme ndvod pre hrida na
tahu. Poznéme dve veci: &slo m — t. j. podet kameiiov,
ktoré s este na kope, a to, & na mojej ruke je momen-
tdlne parny (p) alebo neparny (n) podet kameriov. Potre-
bujeme vedief jedini vec, &¢i v tejto pozicii vyhrdm,
alebo prehram.

— A ak vyhrdm, tak akym fahom, doloZila Anka.

— Vyborne, skiisime teda najst tieto udaje v tvare
tabulky. Pozri, takto. Boris zatal pisat tabulku 1 a zédro-
ven vysvetloval: Ak je na kope jeden kameri, ja mim
na ruke pir (p), tak zoberiem zvy$ny kamen a vyhram.
Ak ale mdm na ruke nepar (n), tak zobratim toho ka-
meria prehram, preto do tabulky pfSem x. Ak sid na
kope dva kamene a ja mim na ruke (p), tak beriem
1 kamen; ak mam na ruke (n), tak beriem 2 kamene
a vidy vyhram.

Na kope je kametiov 1 2 3 4 5
1 1 x X%
Na ruke mém P
n x 2 2 1
Tab. 1

— UZ mi je to jasné, povedala Anka a sama sa ujala
pisania tabulky.

Uloha 3.6. Dopliite tabulku 1 a# po stipec m = 10.

Ked sa Anka s Borisom zahladeli na tabulku, skoro
sudasne zvolali ,,uZ to mim*, a skutoéne to mali.

Uloha 3.7. Napiste stratégiu hry IV(n;2). Znamena to
udat predpis, podla ktorého na zéklade udajov: ,,m je
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Riedenie vlohy 3.6.

Na kope je kameiiov 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 ¢ 1 ¢ 1
Na ruke mém i X X x X
n X 2 2 1 x 2 2 1 x
Tab. 2

potet kamenov na kope a ja viem, & mam na ruke (p)
alebo (n)“, moZno jednoznatne rozhodnit, &i prehrdm
alebo vyhram. V pripade vifazstva viem aj, aky je méj
vitazny tah.

3.3. Stratégia NIM-a (n;3). Stratégiu hry IV(n;2) po-
zname. Je prirodzené skisit najst stratégiu hry IV(n;3).
Aj v tomto pripade je najrozumnejsie zadat prikladmi.

Uloha 3.8. N3jdite stratégiu hry a) IV(5;3), b) IV(7;3),
c) IV(9;3).

Uloha 3.9. Napiste pre NIM IV(x;3) tabulku podobni
tabulke 2 pre IV(n;2).

Uloha 3.10. Napiste stratégiu hry IV(n;3).

Stratégia hry NIM IV(n;3) vzdorovala menej, ako
stratégia NIM IV(n;2). Je to prirodzené, ved pri jej
riefeni sme uZ boli midrejsf o vedomosti ziskané hlada-
nim stratégie hry IV(n;2).

— Na rade je hra IV(n;4), povedala Anka.

— A potom hra IV(n;5), a potom hra IV(n;6), a po-
tom... mdme teda dost programu na dal§iu pafroénicu.
Mne sa to nechce robif, povedal rozhodne Boris. Bolo
by treba vymysliet nejaky univerzilny recept — straté-
giu pre kazdd hru IV(n;k).
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— Ja viem, Ze by bolo treba, no nezdd sa ti, Ze dva
konkrétne priklady st mdlo na objav univerzélneho
receptu?

— Snéd by stadilo na.]sﬁ nejaky élkovny sposob zépisu
stratégii. Nase tabulky si sice struéné, ale malo nazorné.

o . 11

" 5?%3
|:1-|:1 0=t ,,; o

Obr. 1

Nevidiet z nich, &o sa tam vlastne deje. Jedind vec je
z nich pekne vidiet — situdcie sa periodicky opakujui.
— A poznéd nejaky ndzornejsi spdésob zipisu partie?
— Nepozndm, sklamane priznal Boris.
-— Tak sa obraf na vestiareri, doporudila Anka.

3.4. Autor ako vestiarei. Vratme sa k NIM-u IV(11;2),
ktory sme uZ dobre rozohrali v odseku 3.2. Vieme, Ze
pozicia v kazdom okamZiku je uréend 4 tdajmi:

(1) ktory hra& je na fahu,

(2) kolko kameniov je na kope,

(3) kolko kametiov mé na ruke hrag, &o je na fahu,

(4) kolko kametiov mé na ruke jeho stper.

Pretoze tdaje (2), (3), (4) st zdvislé (sidet tychto troch
¢isel jo 11), stadi uréit dva z nich. Rozhodneme sa pre
tdaje (2) a (3). Pritom v 1idaji (3) nie je ani tak déleZity
podet kamenov, ale iba to, &i je toto é&fslo pdrne alebo
neparne. Preto poziciu budeme zapisovat napriklad
»{(8,P)%, o znamend: Na kope je 8 kameniov a hrié na
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fahu m4d na ruke parny podet kameiiov. Ak tento hréd
zoberie z kopy 2 kamene, vytvori pre sipera poziciu
(6,n). VSetky moZné pozicie a vietky moZné fahy
NIM-a IV (11;2) st prehladne zobrazené na obrizku 1.

— Boris, rozumies§ tomuto obrazku ?

—— Zd4 sa mi, Ze rozumiem, no nie som si celkom isty.
Ty, Anka?

— Doporudujem, aby ndm autor dal nejakid tdlohu na
preskidsanie, navrhla Anka.

Uloha 3.11. Zakreslite na obrizku partiu
1141088478645 53425140.
Uspe#né riesenie Anky a Borisa je vzadu v rieSeniach.

— Zda sa, e novy zdpis hier NIM IV ste pochopili.
Kazda partia sa dé zndzornif na obridzku 1 cestou vy-
chddzajicou z bodu (11,p) a idicou do niektorého z bo-
dov (0,p) &i (0,n). Cesta, to je séria na seba napojujicich
Sipok. Z kaZdého politka vychédzaji pridve dve sipky.
Jedna zobrazuje fah ,beriem 1 kamen‘, druhd fah
,,beriem 2 kamene*. A teraz... '

— A teraz pouZijeme novi formu zdpisu k tomu, aby
sme nasli stratégiu, pohotova zavigil autorovu myslien-
ku Boris.

— Néjst stratégiu znamend néjst kritické pozicie.
Najst tie pozicie, v ktorych hra¢ na fahu nemé dobrého
tahu. Nutne prehré, ak jeho siper vie, ako na to, pri-
pomenula Anka.

— Tak podme hladat!, povedal Boris a nadrtol &ast
obrizku 1.

. — Sem, na pole (0,p) dajme kriZik, lebo hrag, ktory
Jo v tejto pozicii na fahu, prehral, zadala Anka.
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— Preto méZeme silno vytiahnut tie 8ipky, ktoré
smeruji do pola (0,p). To sl vyhrivajice tahy, povedal
Boris, a obidve &ipky silno vytiahol. Potom vzal gumu
a vygumoval obidve 8ipky smerujtce do pola (0;n). Tieto
tahy st zlé, povedal, lebo st prehrévajtce.

— Ale potom z pola (1,») niet fahu, protestovala
Anka.

0 1 2 3 4 S 0 1 2 3 4 s

» D=0 O0-0 0-0 - B=0 O0-0 0-0

X K

- g-0Jo=0b-0 - 0 870-00-0

Obr. 2 Obr. 3

— Chces povedaf, Ze niet vyhravajiceho fahu, opravil
ju Boris.

— Ano. Teda situédcia (1,2) je prehrats, preto aj sem
patri kriZik. Anka dokreslila kriZik a vznikol obrdzok 3.
Priatelov tento spbésob hladania stratégie zaujal. Po
chvili mali z obrdzku 3 celkom novy obrizok. Vietky
kritické pozicie boli oznadené krizikom a vietky zlé tahy
boli vygumované. Ostali iba §ipky znazorhujice vitazné
tahy, teda konéiace v zakriZkovanych poliach.

Uloha 3.12. Nakreslite tento obrizok.

Uloha 3.13. Nakreslite obrizok, ktory je predlZenim
obrazku z rieSenia 1lohy 3.12 aZ na pripad NIM (19;2).
Vysvetlite, ako vyzerd podla neho ,,navod na vyhru“.

Uloha 3.14. Ako vyzera stvislost obrizku 17 z riede-
nia tlohy 3.13 s tabulkou 3 z rieSenia tlohy 3.7.
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— Obrézok 17 a tabulka 3 je vlastne to isté. D4 sa ta-
to skutoénost nejako vyuZif ku hladaniu univerzélnej
stratégie pre NIM IV?

3.5. Stratégia vietkych NIM IV. To, &o sme sa naudili
v odseku 3.4, vyuZijeme k nidjdeniu univerzilnej straté-
gie pre NIM IV(n;k). K tomuto cielu nam posliZia na-
sledujice tlohy.

Uloha 3.15. Nakreslite obrazok a tabulku stratégie
pre NIM IV(n;3).

Uloha 3.16. Nakreslite obrdzok a tabulku stratégie
pre NIM IV (n;4).

Uloha 3.17. Nakreslite obrdzok a tabulku stratégie
pre NIM 1V(n;5), IV(n;6), IV(n;7) a IV(n;8).

Teraz uZz mame dostatodné skisenosti na to, aby sme
nasli univerzalnu stratégiu pre vietky hry NIM IV(n;k).

Uloha 3.18. Napiste tabulku stratégie hry IV(n;k)
pre k = 2m, me N (t. j. k je &islo parne).

Uloha 3.19. Napfite tabulku stratégie hry IV(n;k) pre
k=2m-—1,me N (t. j. k je &islo neparne).

3.6. Pravidla NIM-a V(n;k) si tie isté ako pri hre NIM
I(n;k), s jednou dopliiujicou podmienkou: Hrdé na fahu
musi vziaf iny podet kamenov, ako vzal jeho siper
v predchidzajicom fahu. Pri tejto podmienke vsak
méZe vzniknut pozicia, v ktorej hra¢ na fahu vlastne
nemi tah: ... 5 5.4 4 % 2 4 1. Na kope u? ostal iba
jeden kamei, ale Boris, ktory je na fahu, ho neméze
vziaf, lebo v predchddzajicom fahu brala Anka jeden
kamen. Preto treba pravidld hry vlastne doplnit. Uro-
bime to prehldsenim: V hre NIM V(n;k) prehriva ten
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hrid, ktory uZ neméZe z kopy braf (na kope uZ nie je ani
jeden kamen, alebo tam jeden kameii ostal, ale pred-
chéddzajici fah sipera bol ,,beriem 1 kameii‘‘). Pravidléd
si jasné, pustime sa do hladenia stratégii. Za&neme
8 malymi k. Pre k¥ = 2 nemé zmysel hru V(n;k) analyzo-
vat, lebo prvym fahom hrida A4 je cely dalsi priebeh
uréeny jednoznatne. Preto zadnime s pripadom &k = 3.

Uloha 3.20. MéYe za¥fnajici hrad vyhrat hru V(9;3)?
Uloha 3.21. N4jdite kritické pozicie hry V(9;3).
Uloha 3.22. Néjdite kritické pozicie hry V(n;3).

Podobne ako v minulych hriach NIM, i tu by ndm asi
pomohlo, keby sme nadli spésob geometrického zobra-
zenia hry NIM V(n;k). Citatel sa moéZe pokisif o také
obrizky sim. Potom si svoje vysledky porovn4 s na8imi,
ktoré st uvedené v dalfom odseku.

3.7. Kreslime NIM V. Povedali sme si, Ze ka?dd pozicia
v NIM V(n;3) je dané dvojicou (podet kameriov, ktoré
sd efte na kope, a podet kamenov, ktoré v poslednom
tahu bral siper). Skisime tieto dve &fsla chdpat ako
dve siradnice v rovine. Potom kaZdy bod na obrdzku 4
znézoriiuje jednu moZnid poziciu hry V(9;3). Akousi
vynimkou je bod v stlpci 9, ktory znézortiuje za&inajicu
poziciu. Hraé A nie je obmedzeny Ziadnou podmienkou,
a mé preto vietky 3 volby brania.

Na obrézku 4 je pomocou piatich 8fpok zakreslend aj
jedna partia. Jej zapis vyzerd takto:

94856435 240.

V prvom tahu berie A jeden kames, teda hrs (9,.) 2
— (8,1). Pre hrdda B nastdvaji potom dve moZnosti
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(8,1) & (6,2), alebo (8,1) 2, (5,3); hra& B sa rozhodol
pre prvi z nich. Dalej hra& 4 volf medzi fahmi (6,2) 4
— (5,1) a (6,2) 4 (3,3); voli druht mo#nost, ...

— Viimnite si tiito vee, vykrikla Anka a naértla obra-

zok 5. Hrag, ktory mé fah z riadku 1, mé dve moZnosti:
bud o 2 doprava a 1 nahor, alebo o 3 doprava a 2 nahor.

S 8 7 6 S 4 3 2 1 0
3 - . . . . 2 . . . 3 . . .
/\ . \
. . . . . - «\ o . . . . - .-
‘ A /’/ B\/
. -/,.B . . . . \ . . b] . . . .

Obr. 4 Obr. &

3 . . . . 3 . . .

2 ( . 2 e\ .

1 . e o a 1 e « o
Obr. 6 Obr. 7

— Aké dve? Aké jedna? zvolal Boris. Co to tu pro-
Pagujes?

— Skis si to sim. Nakresli, aké mé4 moZnosti tahu
bréd, ktory zadina odtialto, z bodu drubhého riadku,
prikazovala Anka.

— Zabudla si mi udat stipec, neviem, kolko kametiov
je na kope, ohradzoval sa Boris.

— Na tom predsa nezédleZi, stadi, aby tam boli aspoi
tri. Nepotrebujes tento idaj vediet, a aj tak moZes presne
zakreslif obidva mo%né fahy hrida, ktory je na rade.

— Aba, pochopil Boris a nakreslil obrdzok 6. Bud
»beriem 1, a potom musim fst o 1 doprava a dole, alebo
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,,beriem 3%, a potom musfm fsf o 1 nahor a o 3 doprava.
Ostiva este pripad, ked zaé¢inam z riadku 3. Ten vyzerd
takto, povedal Boris a nakreslil obrazok 7.

3.8. HTadame stratégiu NIM V. Obrizkovy zipis hry V,
ktory sme sa naudili v odseku 3.7, vyuZijeme na hTadanie

s 4 3 2 1 0 7 6 5 4 3 2 1 o9
3 . . e el & _x 3 ¢ ¢ s X %A e e x
2 e . -%: 2 . . . x . . . x
1 . - . . 't " 1 o . x . . . x
Obr. 8a Obr. 8b
3 12 v 10 9% ¢ 7 & S5 4 3 2 1 0
3 . x X . . x X . . x . . x
2 x . . . x . . . x . . . x
1 x x e e+ X X e s x x . . x x
Obr. 8c

stratégie NIM V(n;3). Budeme postupne hladat kritické
pozicie metédou ,,0d konca*“. PretoZe pozicie (0,1), (0,2),
(0,3) a (1,1) st prehrané, ddme na tieto body kriZiky.
Potom nakreslime vietky fahy, ktoré kondia v tychto
kritickych pozicidch (obr. 8a). Odtialto je zrejmé, %e
pozicia (3,3) je kritickd, preto ju oznadime kriZikom.
Podobne oznaéime kriZikom body — pozicie (4,%okol-
vek) a (5,1), ktoré s tiez kritické (obr. 8b). Teraz na-
kreslime vietky fahy, kondiace v novych kritickych
poliach. Dostaneme obrizok 8c. Z neho pekne vidiet,
%e situdcia sa periodicky opakuje vZdy po 4 stlpcoch.
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— Tymto grafickym spbésobom sa uZ teraz da néjst
stratégia kazdej hry NIM V(n;k), vyhldsil Boris.
— Skisme to pre k¥ = 4, navrhla Anka.

Uloha 3.23. Néjdite kritické pozicie hry V(n;4).
Uloha 3.24. Tabulkovym spésobom zapiite stratégiu
hry V(zn; 4).

Pozor! Osobitne treba napfsat tabulku pre zadiatoény
tah a osobitne tabulku pre fah nezadiatodny.

Uloha 3.25. Nakreslite obrdzok a tabulku stratégie
hry V(=;5).

Uloha 8.26. Nakreslite obrdzok a tabulku stratégie
hry V(»;6).

— To nédm dalo riadne zabrat, no zvlddli sme to,
uznanlivo ohodnotil spoloénd pricu nadich priatelov
Boris. :

— Teraz by sme uZ vedeli ndjst stratégiu kaZdej hry
NIM V, no mém taky dojem, hovori Anitka, %e pre vié-
§ie k by to asi nebolo jednoduché. Co myslis, Boris,
vedeli by .sme i tu ndjst univerzdlny ndvod na vyhru
pre kazdou hru NIM?

— Zd4 sa to zamotané. Opytaj sa autora, povedal
Boris.

— Mite spravne podozrenie, povedal autor. Néjst
univerzalny model pre NIM V(n;k) je asi velmi fazkd
tloha. Prizndm sa vam, e som ju eSte nerozriesil. Viem
iba tolko, Ze rieSenie bude inak vyzeraf pre k péarne
(bude asi Iah&ie), a inak pre % nepérne.

— A budi periédy stéle narastat? Ved ked pozrieme
na tje, ¢o pozndme, vidime, %e to ide hodne rychlo:
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k=] 3 4] 5| 6
periéda = | 4 | 10| 13| 28

Bude to stéle tak rychlo stipat? pytala sa Anka.

— Ani to neviem. Ak som sa nesplietol, tak pre k =
=17,8,9, 10 a 11 bude prisluéna periéda 25, 27, 32, 55,
12.

— Skutotne? zadudoval sa Boris. Je pre k = 11
periéda iba 12% Je to dobre spoéitané?

— Skis to, Boris, prekontrolovat. A e&te niedo. Ak
by sa vdm dvom podarilo ndjst univerzilnu stratégiu hry
NIM V(n;k), aspoii pre parne k, poslite svoje rieSenie
do redakcie dasopisu Matematické rozhledy. Citatelov
to bude urdite zaujimat.

3.9. Pravidla hry NIM VI(ab,c). Tento NIM je troj-
kopovy. Na prvej kope je a kameriov, na druhej b ka-
menov a na tretej kope je ¢ kamefiov. Hra& na fahu
z ktorejkolvek kopy berie Iubovolny polet kametiov.
Vyhréava ten, kto berie posledny kameri.

Priklad partie VI(6,5,1). (6,5,1) =, (6,4,1) 5, (3,4,1) 4
- 3,21 5 (2,2,1) 4 (2,20 & 1,2,00 &4 (1,1,0) 5,
— (0,1,0) 5 (0,0,0).

Véimnite si, Ze od pozicie (2,2,0) bola hra VI(2,2,0)
rovnaké ako hra II(2,2;00). Ak niektoré z é&isel a, b, ¢ je
nula, napr. ¢ = 0, tak NIM VI(a,b,c) je vlastne NIM
II(a,b; ). V tejto hre uz pozndme kritické pozicie. Si
to vietky pozicie (n,n). Preto kaZidé pozicia (n,n,0),
alebo (n,0,n), alebo-(0,n,n) je kritickou poziciou hry VI.

Uloha 3.27. Mohol Boris namiesto fahu (3,2,1) 5
— (2,2,1) zahrat niedo lepsie?
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Uloha 3.28. Bol Borisov tah (6,4,1) 5 (3,4,1) dobry?
Uloha 3.29. Bol Anidkin fah (6,5,1) =% (6,4,1) dobry?

Dohovor o symbolike. Aby sme nemuseli zbyto¢ne vy-
pisovat vietky pripady liSiace sa, iba poradim, budeme
pouZivat termin ,,a ich (a jej) permutédcie’ v tomto
zmysle: Namiesto vety ,,pozicia (n,n,0), alebo (n,0,n),
alebo (0,n,n) je kriticka‘‘ napiSeme ,,pozicia (n,n,0) a jej
permutécie sa kritické.

Uloha 3.30. Najdite vSetky kritické pozicie hry NIM
VI(a,b,1).

Uloha 3.31. Najdite v8etky kritické pozicie NIM
VI(a,b,2).

oha 3.32. Néjdite vSetky kritické pozicie NIM
VI(a,b,3).

3.10. Trik na NIM-a VI. V§imli sme si, Ze pri hladan{
kritickych pozicii sa ako periédy objavuji &isla 2, 4, 8 —
teda mocniny dvojky. Na druhej strane vieme, Ze kazdé
prirodzené &islo moézZeme napisat ako stidet niektorych
z &sel 1, 2, 4, 8, 16, 32, ... pritom kaZdé z tychto &isel,
sa v sidte vyskytne najviac raz. Na,priklad

3=241 7T=4+2+4+1 1=8+4+2-+1
5=4+41 9=8+4+1 2=8+4
6=4+2 10=8 +2 3=8+4-+1

4= 84442

16= 84+4+241

17=16 4+ 1 atd.

Skiisme teraz zapisat niektoté z kritickych pozfeii NIM
VI pomocou takéhoto rozkladu.
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Uloha 3.33. Dobre si prezrite 6 kritickych pozicii za-
pisanych grafickym spésobom. Co je pre vietky tieto
pripady spolodné? -

Uloha 3.34. Vyuzite ‘poznatku tlohy 3.32 a néjdite
vietky z, pro ktoré je kritickd pozicia a) (72,11,x),
b)7(1983,713,2).

kritickd pozicia » (3 21 W 51) (761 (0682 (192 (10893
16
Jej zdpis 8 ole] ] 1sle ofe
pomocou 4 ole ole
umochovania 2 [e]e .o o Te] o] T+l [T ]e
dvolky 1] . Q0 . . ole ele
Obr. 9

Uloha 3.35. Napiste vifazny fah (ak existuje) hry
VI(a,b,c) v pozicii a) (34,33 35) b) (17,9,5); c) (35,49 17),
d) (34,51,17).
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4. kapitola

ROZPRAVKA
TAKMER GULIVEROVSKA

Musim sa priznaf, zadal svoju pochvalnii red autor, Ze
ma vaSe napady prekvapili. Nedakal som, Ze sa takou
vervou a dévtipom pustite do fazkej hry NIM VI. Zasli-
Zite si odmenu. UvaZoval som, &o vam daf. Cukriky som
zamietol k vdli zubarom, kolotod kvéli bruchabsélu a po
dlhom uvaZovani som predsa len nasiel rieSenie — roz-
pravku. Cheete si ju vypodut?

Boris: Chceme — som samé ucho.

Anka: Bude tam aj princezné? )

Autor: Rozprédvka, ktori sa dozviete je neobyéajnd —
je to matematickd. Odohrava sa v $udnej krajine, vlast-
ne v dvoch krajinich, v Bilande a Trilande. Davajte
dobry pozor. Ved tie dudé, ktoré Bilandania a Trilanda-
nia povymyslali, moZno vyborne zuZitkovat aj u nés.
Potitacie stroje, komunikadny systém druZic a mnohé
iné zdzraky dneska by sa sotva dali vymysliet bez toho,
¢o bolo objavené v krajine Biland a Triland. Ba dokonca
viac. Objavy, o ktorych sa v rozprivke dozviete, vim
pomézu riesit napriklad NIM VI so §tyrmi, piatimi, pat-
desiatpiatimi,... ké6pkami.

Anka: Tak uZ rozpravajte.

¥ Autor: Kde bolo — tam bolo, bol raz jeden Vladko
Hrésko, ktory sa vybral do sveta hladaf sluzbu. ISiel
deii, dva a na treti podveder prisiel do krajiny, kde rastli
vysodizné stromy s obrovskymi listami. Boli to tak
velké listy, Ze sa do jediného listu zabalil ako do deky
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a na druhy sa vyvalil ako na valandu. Zaspal. LenZe...

Boris: Boli to misozravé listy a zbastili ho.

Autor: Ci si len krviZiznivy Boris. Ni¢ také. Listy
boli celkom mierumilovné. Prijemne Vladka hriali
a Hraskovi sa snivali krdsne snitky. Len%e to netrvalo
dlho. Ked bol mesiac na najvysSom bode svojej nodnej
piute, zadul silny vietor, ¢iernym oblakom zatemnil
hviezdnu oblohu a hrozny tajfin roztoéil véetko, éo mu
prislo do cesty. Vyvracal stromy, stthal strechy z chaldp
a uchmatol aj listy s Vladkom. Vladko citil, ako by ho
obrovsks sila nadvihla, pod samé nebo zdvihla, pokolo-
todovala, a potom mikutko, priam neZne, ako na péa-
perovom padiku spustila dolu — na zem. Hragko vy-
skodil. Briezdilo sa. Z jednej strany more, z druhej
vysoké kopce a nedaleko prenikali svetld Iudskych
obydli. Bol v Bilande.

Anka: V Bilande? To je nejaky stat?

Autor: Skoro ma§ pravdu.

Biland je rozpridvkova krajina, kde %iji ,,rozumné‘
bytosti. Ich spoésob Zivota sa v podstate nelifi od nagho;
jediné, v ¢om si celkom ini, je spésob ich penazZnej sd-
stavy. Zékladnou jednotkou platidiel v tejto krajine je
jeden a-gros§ (ako u nds 10 halierov). Za dva a-grose je
mo%né vymenif jeden b-gros. Jeden c-gro§ mé hodnotu
dvoch b-grofov. Jeden d-gros je moZné vymenit za dva
c-grose, atd.

Po svojom stastnom stroskotani sa Vladko vypravil
do mesta. V bruchu mu u% poriadne skvréalo. Potreboval
%o najskor zohnat zamestnanie. Dlho nerozmyslal a sme-
lo vosiel do velkej budovy, ktora upitala jeho pozornost
peknym, krasopisne napisanym ndpisom ,,Brior‘‘. Velmi
sa nikat nemusel. Prave bolo treba poméhat vykladat
z objemného nékladného auta rannt doddvku tovaru.
Sikovné potinanie Vladka si viimol aj hlavny skladnfk.
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Za dobrd pracu vyplatil Vladkovi na dlafi cely e-gros
a poniikol mu trvalé zamestnanie.

Boris: Kolko je to e-gros? Je to viac ako 20 kortin?

Autor: No, skis si to sém vypoditat. Predstav si,
Boris, %e si hladny ako vlk, vo vrecku mda§ e-gros
a v bufete &ftas tieto ceny:

RoZok = jeden a-gros

Pohir mlieka = jeden b-gros

ObloZeny chlebfk = jeden b-grod -+ jeden a-gros
Jedna zmrzlina = jeden c-gros

Anka: Té zmrzlina je drahd.

Boris: Prosim fa, kto bude rafajkovat zmrzlinu? Ja
by som si dal dva pohdre mlieka a péf chlebfkov.

Anka: To by ti nevystadilo.

Boris: Vystadilo.

Anka: No schvilne. Pif obloZenych chlebikov je pif
b-grofov + pif a-grodov. Teda sedem b-groSov a jeden
a-gros. To je tri c-grose, jeden b-gros, jeden a-gros. Teda
jeden d-gro§, jeden c-gro§, jeden b-gro8 a jeden a-gros.

Boris: Tak vidis, Ze vystadilo.

Anka: No ty si chcel este dva pohdre mlieka. To si
dva b-grose, &iZze jeden c-gro8. Dokopy za mlieko a chle-
bitky by si teda zaplatil jeden e-gros, jeden b-gros a je-
den a-gros. Tolko nemds.

Boris: Nevadi, dal by som si teda dva pohédre mlieka
a len &tyri chlebi¢ky.

Autor: Vidim, deti, e vam to bilandské poéitanie ide
tak dobre ako Vladkovi. Hadam aj lepsie, lebo Vladko
kupoval opatrnejsie. Nevedel, &¢i mu peniaze budi staédif,
tak si najprv kipil len jedno mlieko a dva chlebidky.
Ked platil, tak si v8imol, Ze pokladnik m4 pokladniéku
8 deviatimi priehradkami, pridom kaZd4 je oznadend
pismenom od najnizSej hodnoty ,,a* po najvyssiu hod-
notu ,,i‘. Hraskovi sa tak pokladnitka zapatila, Ze si
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sdm urobil podobni. Namiesto skutoénych petiazi pre-
sival v priehradkdch kamienky. Vymyslal si rézne tlohy,
aby sa naudil bilandsky poéitat. Napr. pridelil si tolko
penazi, ako je nakreslené na obr. 1, a dal si vilohu: Roz-
menif vietky g-groSe a i-grofe na f-grose. Riefenie je
nakreslené na obr. &. 2. (K pévodnym dvom f-groSom
pribudlo Sest f-grofov vymenou troch e-groSov a osem
Jf-groSov vymenou jedného i-grosa.)

i h g t ] d c b a
. L]
L
. o .
Obr. 1
i h 9 t e d c b [

Obr. 2
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Anka: To je pekné. To je také poéditadlo ako pre
kojencov.

Boris: Netreba ni¢ pfsaf, len kamienky prehadzovaf.
Dajte ndm nejaki taku ilohu.

Anka: Radsej hned dve.

Autor: Tak zaokrthlime to na Styri.

Uloha 4.1. Kolko ziska pokladnik c-grosov, ked vy-
meni vietky a-groSe a b-grose za c-grose?

Uloha 4.2. Kolko ziska pokladnik d-grofov, ked vy-
men{ vietky a-grofe, b-groe a c-grofe ze d-grose?

Uloha 4.3. Kupujiici Bilandéan platf v obchode za
ndkup sumu 25 a-grofov. Plati jednym f-groSom. Ako
mu mi pokladnfk vydaf, aby pouZil o najmenej minef?
- Uloha 4.4. V Bilande méte zaplatit sumu 50 a-grosov
tak, aby ste pouZili éo moZno najmens{ podet minci. Ako
to urobite?

Netrvalo dlho a vSetky &tyri dlohy boli vyrieSené.
Autor pokradoval v rozprévke:

Bilandania st zvliStne bytosti. Navzdjom s neuveri-
telne zdvorili. Dokonca aj pri platenf. Keby ste mali
zaplatif sumu jeden c-gros, bolo by velmi nezdvorilé
platif to nie jednym peniazom, ale dvoma b-grosami,
¢i dokonca Styrmi a-grofami. V ka’dom obchodnom
dome, na kaZdej stanici, v ka?dej restauracii najdete
velké automaty na menenie peniazf. Skér, ako mate
nejakd sumu platif, musite si v automate zadovazit
prisluiné peniaze tak, aby ste pri vyplate zo Ziadnej
hodnoty nedavali viac ako jednu mincu... Napriklad
sumu &trndst a-grofov platia jednym b-grosom, jednym
c-grofom a jednym d-grofom. Tieto sumy zvlistnym
spésobom zapisuji. PouZfvaji k tomu dve znaéky:
‘O (koliesko) a I (palidku).
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Napriklad nafe é&islo 45 piSu Bilandania pomocou
vydsie uvedenej pokladnit¢ky a spésobom ,koliesko-pa-
licgkovym takto:

i h g f e d o b a »pokladnid-
kovy*
i | e b zdpis

I0IIOI nkoliesko-pali¢kovy** zdpis

Alebo &fslo 80 zapisuji:

i " h g f e d e b a »pok ladnié-
kovy
[ ] [ ] Zé;PiE“ -

IOIO0OO0O0 nkoliesko-palitkovy‘* zdpis

Vedeli by ste zapisat &islo 121 ,,pokladnidkovym*
a ,,koliesko-palitkovym* zdpisom?
Anka s Borisom nasli rieSenie velmi rychlo:

i h g f e d c b a »npokladnid-
ko
[ ] [ ] [ ] [ ] zé;z“

IITI 0 o1 s koliesko-palidkovy‘* zdpis

Zépis , koliesko-pali¢kovy* je strudnejsf, a preto v Bi-
lande poutfvanejif. Koliesko oznaguje prézdni priehrad-
ku pokladnitky a palitka priehradku, v ktorej je jeden
peniaz. Je rozhodujice presne poznat hodnotu ka%?dého
kolieska &i palitky. Takto zapfsané &islo &itame sprava
dolava. Znak, ktory je na ,,najpravejSej‘ strane, ozna-
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duje stav priehradky a-groSov, znak pred nfm stav prie-
hradky b-grosov, atd.

Anka: Jasné, dajte ném zasa zopédr iloh!

Autor: Velmi rdd. Prosim:

Uloha 4.5. Zapfste ,koliesko-palitkovym* zdpisom
dsla 18, 136, 1527, 12748,

Uloha 4.6. Stitajte &isla IolTo, ToIoo.

Uloha 4.7. Odditajte od &sla ITool &fslo Iol.

Ani tieto tlohy nerobili Anke a Borisovi faZkosti.
I ked zapis ,,koliesko-pali¢kovy* bol ndroénejsi ako z4-
pis ,,pokladniékovy*, zorientovali sa na&i mladi priatelia
v bilandskom finan&nictve velmi dobre. Ba, éo viac. Ked
autor chcel pokradovaf v rozprédvke, prerusil ho Boris
netrpezlivou prosbou.

Boris: Tie rozpravky nemusite tak zoSiroka. Hlavne
tie priklady nas zaujimajd.

Anka: Len to ndm povedzte, & sa Vladko Hrisko
v Bilande oZenil.

Autor: AkoZe? Samozrejme, %e sa oZenil. S tou naj-

krajsou...
Boris: ...najpévabnejSou, najmidrejSou, najporiad-
nejiou bilandskou Aniékou.

Anka: Nech nie je protivny. Vie, e neznéSam, ked
ma volaji Ani¢ka.

Autor: Ved to on nie o tebe Anka, on to o tej biland-
skej. No ale aby sme pokro¢ili dalej, povedzme si, o sa
dialo po svadbe. NovomanZelia sa vritili do vlasti.
Hrésko musel svoju nevestu predstavif rodidom, pri tej
prileZitosti rozpovedal vietky svoje prihody a sktse-
nosti. Siroké pribuzenstvo s velkym napitim potivalo
nezvydajné prihody, ba dokonca sa nasiel aj novindr,
ktorého bilandské pisanie do tej miery zaujalo, Ze
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napisal dlhy é&lanok, v ktorom navrhoval zanechat né§
sposob pisania éfsel a pristipif na bilandsky. Tak vznikla
polemika, ktora zapriéinila hojné prekladanie bilandskej
literatiiry (najmé poétirskej) do slovenédiny. Pri prekla-
doch z bilandstiny do slovendiny vznikla v tladiarni
fazkost, lebo nebolo dosf koliesok a pali¢iek. Sadzadi
navrhli tladit namiesto koliesok nuly a namiesto palitiek
jedniéky. Bol to vyborny ndpad, no nebezpeény. Sleduj-
me pozorne tento bilandsky text: Futbalové muZstvo
Inter Biland zvifazilo nad muZstvom Slovan Biland
najtesnej§fm rozdielom 10 : 1¢. Citatelovi neobozndme-
nému s bilandskym spdsobom zipisu &isiel by sa tento
text javil nezmyselny. My, znalci bilandstiny, vieme,
Ze vysledok v origindli bol I0 : I, t. j. po slovensky 2 : 1.
Uvedena ukaZka donitila prekladatelsky zviz dokladne
premyslief symboliku zapisu éisla. Po mnohych disku-
siach a 1tivahach nasli tento jednoduchy a Géinny spésob:

101y je &islo ,,pat‘’ zapisané v bilandstine,
101y je ¢&islo ,,sto jeden‘* zapisané v slovenédine.

Noze Boris, Anka, vedeli by ste vyrie§it tieto dlohy?

Uloha 4.8. Zviz prekladatelov preloZil z bilandstiny
do slovendiny tieto éisla: 111, 1100, 1111151, 1010011y,
Néjdite aj vy slovensky preklad tychto é&isel.

oha 4.9, PreloZte zo slovendiny do bilandstiny tieto
disla: 11110y, 10105, 214y, 15795.

Anka: No my sme sa nedozvedeli, ako sa Vladko za
Ibil. Ci mal nejakého stipera, ¢ mu zbratovali.

Autor: No to sa uz tak daleko vracat nebudeme. Ale
vies§ ¢o, porozpravam ti o ich svadobnej ceste. Na t sa
vybrali aZz potom, ked uz Vladko predstavil svoju Ze-
nusku v Novej Bani. Na svadobni cestu sa mladoman-
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Zelia vybrali z Novej Bane cez Zarnovicu a% do krajiny
zvanej Triland. Odtialto totiZ pochddzali Ankini rodidia.

Boris: Ja sa stavim, Ze se tam inak poéita.

Autor: Trafil si do &ierneho. Veru tak. V Bilande sa
podita na dve znadky ,koliesko a pali¢ku*, v Trilande
na tri , koliesko, palitka, kriZik‘‘. Zakladnou jednotkou
platidiel v Trilande je jeden a-grosek. Za tri a-grosky je
moZné vymenit jeden b-grosek. Jeden c-groek m4 hod-
notu troch b-groskov, atd. Tak ako v Bilande, aj v Tri-
lande maji svoje zvyklosti. Platia tak, Ze z kaZdého
druhu penazf sa pouZiva najviac dvoch minci. Napriklad
sumu 22y a-groskov platia jednym a-groskom, jednym
b-groskom a dvomi ¢-groskami. Ako sme uZ spomenuli,
k zdpisu tejto sumy (a kaZdého iného &isla) pouZivaji
tri znatky: O (koliesko), I (palitku) a + (krizik). Ko-
liesko znamend prdzdne miesto, palitka jeden peniaz
a kriZzik dva peniaze. Teda sumu 22x a-groskov zapisuji
takto:

+1I

Prvé palitka sprava znamenéd jeden a-grofek, druhd
palitka sprava znamené jeden b-groSek a kriZik znamena
dva c-grosky. \

Skisime napriklad trilandskym spésobom zapisat
&islo 42y,

K zdpisu ¢isla ndm pomédzu trilandské platidld. 42
a-groskov sa sklada zo Ziadneho a-groska, z dvoch b-gros-
kov, z jedného c-groska a z jedného d-grotka. Teda
z4pis je tento:

II+0

Pri preklade trilandskych textov do slovendiny sa
velké fazkosti nevyskytli, lebo sadzadi u¥ mali skiise-
nosti s bilandskym textom. Namiesto koliesok tlatdili
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nuly, namiesto palitiek jednitky a namiesto kriZikov
dvojky. V pravom dolnom rohu &sla napisali rimsku
trojku, ktord znamend, Ze zépis &sla je trilandsky. Teda
¢islo 42y zapisujeme v trilandstine takto:

112011y

Boris: Tak si zasa prosfme nejaké trilandské dlohy.
(Pozre na hodinky). Pre pénajina, za desaf mindt mi
zadina klavir. Musfim fréaf. Anka mi to dorozpréva.

Anka: Ja sama nechcem. Radfej budeme pokradovat
zajtra. Dobre, tak zajtra.

Autor: Aj tak toho bolo uZz nadnes mnoho. Tak ahoj,
Boris, a pozdrav s. profesora od klavira. P4, Anka.

Deti odisli, ale autorova mysel neutichla. Jeho hrdi-
novia Vladko s Anitkou blidili po Trilande, poiitali,
prepisovali z trilandstiny do bilandétiny, &i do sloven-
¢iny. A tak autor vzal pero, papier, a prihovéarajic sa
v mysli svojim mladym priatelom, pokradoval v roz-
pravani. Zadal dvoma vilohami.

Uloha 4.10. PreloZte z trilandstiny do slovenéiny tieto
disla: 1115y, 121gy, 12015y & 10201121,

Uloha 4.11. PreloZte zo slovendiny do trilandstiny
tieto &fsla: 2325, 7961x.

Spolo¢nou vlastnosfou bilandského a trilandského
zépisu &isel je, Ze td istd znatka vyjadruje rozliéné hod-
noty v zavislosti od svojej polohy (pozicie). Je samo-
zrejme nepodstatné, Ze prekladatelia bilandskych a tri-
landskych textov do slovendiny pouZivajii miesto kolies-
ka nulu, miesto pali¢ky jednitku a miesto kriZika dvojku.
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Urobme analyzu &isla 111;; zapisaného v biland&tine,
Citame sprava dolava: Jednitka na prvom mieste zna-
mend jednidku aj v slovendine. Jednitka na drubom
mieste znamend v slovenédine jednu dvojku, teda dvoj-
nésobok jednitky. Jednitka na trefom mieste znamend
dvojnisobok dvojky, teda stvorku. Preklad do sloven-
diny je uZ jasny:

Ml =4+2+1=1.2941.21 41,20 =174

Urobme teraz analyzu é&fsla 111y zapisaného v tri-
landstine. TieZ &itame sprava dolava: Jednidka na prvom
mieste znamena jedni¢ku aj v slovenéine. Jedni¢ka na
druhom mieste znamend v slovenéine trojku, teda troj-
nisobok jedni¢ky. Jednitka na trefom mieste znamend
v sloventine trojndsobok trojky, teda deviatku. Zazna-
menajme struéne preklad uvaZovaného &fsla do sloven-
¢iny:

1Myg=9+3+1=1.3341.31 +1.3%° = 13%.
Poznamenajme este, Ze
111x =1.102 4+ 1.10! 4- 1.10°,

Zhitime nafe Gvahy do tohto tvrdenia: Zna&ka v bi-
landstine postavend vlavo vyjadruje dvakrit vadsiu
hodnotu ako t4 isté znadka stojaca vpravo. Znatka
v trilanditine postavend vlavo vyjadruje trikrat vidsiu
hodnotu ako t4 istd znadka stojaca vpravo. Znadlka
v slovendine postavend vlavo vyjadruje desafkrat vidsiu
hodnotu ako té istd znadka stojaca vpravo. Vidime, Ze
v bilandétine, v triland&tine & v slovendine vyjadruje t4
isté &fslica rozli¢né hodnoty v zdvislosti od svojej polohy
— pozicie. Z uvedeného dévodu menujeme tieto sistavy
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pozitné.*) Sistava pouifvand v Bilande je dvojkova,
v Trilande trojkova a v Ceskoslovensku desiatkova.

Uloha 4.12, Zapfste &islo 1236x v ststave dvojkovej
a trojkovej. -

Uloha 4.13. Zapiste &sla 11011y, 12120, v ststave
desiatkovej.

Uloha 4.14. Zapiste &fslo 122210y v sistave dvojkovej.

Nakoniec poznamendvame, Ze moéZeme vybudovat
podobné &fselné ststavy, ako je desiatkové, trojkova,
resp. dvojkovd. Ich zdkladom méze byt TubovoIné pri-
rodzené &islo g = 2. Takito éfselni sistavu nazyvame
g-dickou. LubovoIné &islo = je moZné v g-dickej sistave
vyjadrit v tomto zépise:

r = z,,x,,_l oo zszlezo, z_lx_z P

Je to tzv. g-dicky rozvoj. V tomto zdpise sa nejednd
o nasobenie medzi z,, Tny, ..., Ty, Ty, T, ... Je to len

*) Poziénd sustavu vymysleli Babylonéania. PouZivali Sest-
desiatkovi sdstavu (znadka postavend vlavo vyjadrovala Sest-
desiatkrét vaésiu hodnotu ako té istd znedka postavend vpra-
vo). Této im umoziiovala zapisat aj ,,velké‘‘ &isla a zdsadne
ovplyvnila droveii techniky, polnohospodédrstva a astronomie.
Babylonské risa bol vynikajuci Stétny Gtvar. Vznikol 2000 r.
pr. n. 1. na vizem{ terajdieho Iraku zjednotenim dvoch nérodov,
Sumerov a Akkadov. Trvala 15 storodi. Babylonsky spésob
zapisovania &isel nebol dplny. Nepouzivali nulu a nevedeli si
predstavit, Ze é&isel je ,,nekonedne‘‘ mnoho. Nulu sa naudili
pouzivat aZ Indovia. Jeden z najsldvnejsich gréckych mate-
matikov Archimedes zostavil éfselmi sistavu, ktord naznado-
vala, Ze &isel jo nekoneéne mnoho, a dovolovala kaZdé &islo
pomenovat. Indovia zaviedli spésob zapisovania é&isel, ktory
v podstate pouZivame aj my. Cislice zavedené Indmi menuje-
me preto arabskymi, lebo ich Arabi doniesli do Eurépy.
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postupnost &fslic s tzv. rddovou diarkou medzi znakmi
To,Z_y. Ak z_, =x_, = ... = 0, potom je &fslo z celé.

Lubovolné éislo z, vyjadrené v g-dickej stistave, mé-
Zeme v desiatkovej sistave ndjst takto:

T =T+ Tyt . g g L.

Priklad. Zapisme é&islo 450yr, vyjadrené v destkovej
sustave, v sustave desiatkove).

Riedenie. Urobme analyzu &isla 450y;: Citame sprava
dolava: Nula na prvom mieste znamend nulu aj v desiat-
kovej sistave. Pifka na druhom mieste znamend 5 Ses-
tiek (5 prvych mocnin Sestky). Stvorka na trefom mieste
znamen4 §tyri druhé mocniny Sestky. Preklad do desiat-
kovej sistavy vyzerd teda takto:

450y; = 4.62 4-5.61 + 0.6° = 144 4 30 = 1745 .

Uloha 4.15. Zapiste &islo 231y, vyjadrené v &tvorko-
vej stistave, v ststave desiatkovej.

Venujme teraz viac pozornosti dvojkovej stdstave,
ktoré v sivislosti s prudkym rozvojom vypodtovej tech-
niky sa pouZiva Soraz tastejie. I ked je vyjadrenie &fsla
v dvojkovej sustave velmi dlhé, vyhodu mé v tom, Ze
na jeho zapfsanie potrebujeme len dva symboly. Ak
zvolime na zéklad velké &islo, tak zdznam &isla je kratsf,
no potrebujeme mnoho zdkladnych symbolov. Nepova-
#ujeme za potrebné zvldit komentovaf td skuto&nost,
%e slice 0, 1 maji v dvojkovej ststave iny zmysel ako
v sistave desiatkovej.

Uvedme teraz podrobny postup prevodu &fisel vy-
jadrenych v desiatkovej sistave do dvojkovej ststavy
a naopak:
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a) K prevodu éfsla 27x do dvojkovej ststavy pouZije-
me (z predchddzajiiceho textu vam je to uZ uréite zndme)
postupnost mocnin so zékladom 2, teda 2° = 1, 2! = 2,
28 =4, 23 = 8 a 2¢ = 16. Platf: 16 < 27 < 32. Vydelte
&islom 16 &islo 27:

27:16 =1
11
Zvysok je 11. Tento delime &¢fslom 8: .
11: 8=1
3
Zvysok je 3. Ten delime &fslom 4:
3: 4=0
3
Zvysok je 3. Ten delime &fslom 2:
3: 2=1
1

Zvysok je 1. Ten delime &fslom 1:
1: 1=1
Schéma vypodtu mé tvar:

Delenec ] Ciastodny
(Zvyok) Delitel podiel
27 16 1
11 8 1
3 4 0
3 2 1
1 1 1

66



Z delenia vyplyva:
275 = 1.26 4+ 1.2% 4+ 0,28 + 1.21 +1.2° = 11011y.
b) Prevedme é&islo 1010;; do desiatkove)j stistavy:
1010;; = 1.2% + 0.22 4 1.2 4 0.2° = 104 .

Zakladné operacie s &fslami v dvojkovej stistave robi-
me presne tak isto ako v sistave desiatkovej. Citatelovi
navrhujeme tento postup: Ak by mal spoéitat, odpodi-
tat, vyndsobif alebo vydelit nejaké dve ¢isla vyjadrené
v dvojkovej sistave, prevedie ich do ststavy desiatko-
vej, urobf poZadovani operiaciu a vysledok prevedie
znovu do dvojkovej ststavy. Podobne pracuje aj podi-
tat: Udaje prevedie z desiatkovej do dvojkovej stistavy,
v nej tGlohu vyriesi a vysledok prevedie znovu do desiat-
kovej ststavy.

Proces spoéitovania, odpoéitovania, ndsobenia a de-
lenia je moZné podobnym spésobom zmechanizovat ako
v desiatkovej sustave.

Priklad. S(%tajme élsla IOIOII a 11111.

Riedenie. Cisla vyjadrené v dvojkovej sistave pod-
piSeme pod sebe tak, aby rovnaké mocniny dvojky boli
pod sebou. Zaginame stitovat po stipcoch sprava dolava
tymto spésobom: Stdet &isel stojacich v tom istom stipci
delime dvoma. ZvySok delenia podpiSeme pod dany
stlpec a vysledok delenia pripo&itame k si&tu nasledu-
jiceho stlpca. Teda

1010y
111,

10001,
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Uloha 4.17. S&ftajte &sla 11111;; a 10101y,
Uloha 4.18. Odéitajte od &isla 10011 &slo 1001 .
Uloha 4.19. Vynasobte &isla 11001, 1111y,
Uloha 4.20. Delte &islo 10011010;; &islom 10110y.

Vritme sa teraz ku hre VI(a,b,c). Pri hladan{ jej stra-
tégie sme zistili, Ze pozicie (n,n,0), (0,n,n) a (n,0,n) sid
kritické a Ze pri ich hladanf sa ako periédy vyskytuji
mocniny dvojky. Tto skutoénost mé tzky sivis s dvoj-
kovou ststavou, ako to ilustruje nasledujici priklad.

Priklad partie VI(9,14,15):
(9,14,15) 3 (9,14,7) 2 (9,9,7) 5 (9,9,0) 3 (9,5,0) 5
— (5,5,0) Z (2,6,0) 4 (2,2,0) 5 (2,1,0) 4 (1,1,0) &
— (0,1,0) % (0,0,0). Teda Anidka vyhrala.
Vyjadrime &fsla 9, 14 a 15 v dvojkove]j sistave:
9y = 1.284 0.28 4 0.2! 4 1.29,
143 = 1.28 41,20 4 1.21 4 0.2°,
16g = 1.2% +1.28 4 1.2t +1.20,
Teda 9x = 100111, 14x = 1110[1, 15x = 11111[. Z&piﬁme

teraz znaky vyjadrujice éisla 9x, 14x, 16x v dvojkovej
stistave do stipcov zdola nahor:

14| 15

O O M ©

— -
ik
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PrepiSeme priebeh hry tymto spésobom:

9]14]15 914] 7 9|87
1 N FYICY BN e FY RN
oj1l1| 5 [of1|1| > [ofloj1]| S
0|11 0|11 olo]|1
1]1]1 1{1)o0 1[1]o0
9|90 950 5/56]0
!
lrfrjo] g |rlrfo| , (1] 4
S5 lofofo|l > |ojolol > |ojojo| >
o|lo]|o 0|10 110
1/1]o0 1{o]o 0lojo
25| 0 2[2]o0 2/1]o0
s |0l 1o} , [o|ofof o {ofl1]o] ,
S (1]ofof S |1f1|of| > {1]of0o| >
o|1]o olojo ofojo
ojojo 0ojo]o olojo
1[1]o0 o[1]o0 ofo|o
L |11 5 |o]1]of , [o]o]o
S jolo|o| > |o|ofo| 5 |o|o]o
olo]|o olo]o ofofo
olo]|o olo]o olo]o

Vidime, Ze v kaZdom riadku kritickych situdcif je
pérny podet jednidiek, alebo Ziadne jedni¢ky. Anitke sa
podarilo Borisa doviest do pozicie (n,n,0), teda vyhrala.

Dvojkovi ststavu je moZné vyuZit na jednoduché
rieSenie stratégie hry NIM VI, -hrané s lubovoInym po-
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&tom képok — aj tiito hru NIM budeme oznadovat sym-
bolom VI. Stratégiu najlepdie pochopime na priklade.

Priklad partie NIM VI(3,6,4,11,10).

Najprv ka?dé z uvedenych &fsel prepiSeme v dvojko-
vej ststave: 3g = 11y, 6x = 110y, 55 = 101y, 1lg =
= 1011y, 10gx = 1010g. Tieto ¢&isla prehladne zapiSeme
pod seba do tabulky.

X I
3 1 1
6 1 1 o
6 1 0 1
11¢{1 o0 1 1
10/]1 0 1 O

Teraz zistime, & v niektorom stlpci je nepdrny podet
symbolov ,,1‘. Keby bolo viade ,,pir, tak sme v kri-
tickej pozicii a neméfeme vyhrat. V naSom pripade
je jeden stipec (posledny), v ktorom je ,,nepar*. Berieme
tak, aby vznikol viade ,,par* 1.; berieme 1 kameni bud
z kopy 3, alebo z kopy 5, alebo z kopy 11. Napriklad
zoberieme z kopy 11. Vznikla pozicia (3,6,5,10,10).
Stper tah4d napr. na (3x 6x, 5x, 10x, 3x).

Opitovne urobime tabulkovy rozpis pomocou dvoj-
kovej ststavy:

X II
3 1 1
6 1 1 O
5 1 0 1
0|1 o0 1 O
3 1 1
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Tentoraz je ,,nepar‘ vo dvoch stipcoch. Berieme tak,
aby opit bol viade ,,pir*. Teda z kopy, na ktorej je 10x
kameriov, berieme 7. Vznikne pozicia (3x, 6x, 6x, 3x, 3x)-
Rovnakym sp6sobom pokradujeme dalej. Vidy zoberie-
me tak, aby pozicia po naSom fahu mala v kazdom stlpei
pirny podet jednotiek. Partia méZe byt dohratd napr.
takto (zdpis iba v desiatkovej sistave):

(3,6,6,3,3) 35 (3,4,6,3,3) 13 (3,4,5,1,3) 23 (3,0,5,1,3) &
—(3,0,1,1,3) 25 (2,0,1,1,3) 13 (2,0,1,1,2) 5 (2,0,1,0,2) 33
—5(2,0,0,0,2) 23 (2,0,0,0,1) *3(1,0,0,0,1) 23 (0,0,0,0,1) 2%
— (0,0,0,0,0).
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5. kapitola

MATICOVE HRY

Bola pekna majovd sobota. Za mestom uskutolnili 8ko-
laci velky branny pretek. Jeho pravidld boli nasledovné:

b5.1. Pravidla branného preteku. Bojuji proti sebe vidy
2 dvojélenné hliadky: dievéenskd a chlaplenské. Diev-
denska hliadka Startuje z miesta A4, chlapenské z miesta
B (pozri priloZend mapku). Kazdé hliadka mé prejst
cez vietky Styri kontrolné stanovistia a, b, ¢, d tak, Ze
cez ka%dé prejde najviac raz a z vyznadenej cesty nevy-
bodf. Na kaidom kontrolnom stanovisti je rovnaky
»sklad® maskit: ten sa stane korisfou hliadky, ktord
k nemu dorazi prva.

Z obrazku vidiet, Ze dievlatd st trochu zvyhodnené,
lebo st bliZsie k lesu. Snahou kaZdej hliadky je zmocnit
sa ¢o najvédSieho mnoZstva sladkosti.

Z uvedenych pravidiel vyplyva, Ze chlap&enské hliad-

2 km

Start $tart
dievéat chlapcov

’
A & ki '8 ") -]
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ka — hliadka B — mé 8tyri moZnosti, ako obehnif
vietky stanovistia:

trasal. B—b—c—d—a
trasaII. B—b—a—d—c¢
trasa III. B—c¢c—d —a —b
trasa IV. B—c¢c—b—a—d

Dievdenska hliadka — hliadka A — mé tieZ §tyri moz-
nosti:

trasal. 4—a—b—c—d
trasa 2. A—a—d—c—5b
trasa 3. 4—d—a—b—c¢
trasa4. A—d—c—b—a

5.2. Ako sa pretekalo? V prvom kole nastipili proti
sebe hliadky Anky a Borisa. Dievéatd si zvolili trasu 1,
chlapci trasu ITI. Teda hliadka A ziskala maskrty zo
stanovisk a, b, hliadka B zo stanovisk ¢, d.

Po preteku se obe hliadky zidli na starte 4. Dievkam
sa uZ podarilo zlikvidovaf vietky ukoristené sladkosti.
Chlapei neboli tak rychli. Boris provokaéne mliaskal
a pochvaloval si dokolddu.

A: Boris, nemliaskaj tak a ponikni damy!

B: Damy nemali byt tak paZravé! Po chvili dodal: Je
skutolne znamenité td Sokolidda.

A: Aj tak som ti ti &okolddu vyhrala vlastne ja.
Kebyze poslichnem Alenu, ktoréd navrhovala vybrat sa
najprv do d, potom do a, tak by ste boli ziskali len
sklad c.

B: Vidim, Ze teraz si uz velmi midra. Mala si byt pred
pretekom. Mimochodom, aj ja uZ teraz viem, Ze aj pre
nas bola lepéia cesta.
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A: To si len ty myslis!

B: O %o sa stavis?

A: O tie tvoje cukriky.

B: Nedbdm, ak vyhras, cukriky si tvoje. Ak prehras,
tak mi aZ do konca 8kolského roku pifes domdce tlohy
z rustiny.

A: Dobre, povedz svoju trasu!

B: Co si myxslis, e som spadol z jahody? Prezradim ti
svoju stratégiu a ty budes papei. KaZdy z nas pekne
napiSe svoju trasu a potom sa uvidf, komu by pripadli
3 skladistia maskft.

Platf, povedala Anka, a zamyslenému Borisovi odlo-
mila kus ¢okolady. Na listodek napfsala &fslo 3 v nadeji,
%e Boris bude tvrdohlavy, ostane pri pévodnej trase III
a ona vyhra stivku. Zmylila sa. Boris nebol tvrdohlavy,
zakfudkoval a zvolil trasu II. Anka se rozdertila a zvolala:

— Predo zdkon schvalnosti musf byt namiereny vidy
proti ndm, midrym?

Vie§ Anitka, poznamendva autor, optimizmus este
nemus{ znamenat midrost. Treba aj trosku ostraZitosti.
V nédeji na holuba na streche vystavila si sa nebezpe-
denstvu, e ti ulet{ vrabec z hrsti.

Uloha b6.1. Ktoré trasy mé%e volif Anka, aby zo
4 skladov urdite ziskala aspofi 2?

Uloha 5.2. Ktoré trasy méze volit Boris, aby zo 4 skle -
dov urdite ziskal aspon 2?

Uloha 5.3. Vysetrite vietky mo#né pripady pre trasy
dievéat a chlapcov!

5.3. Rozbor hry. Prehladne ho urobime pomocou ta-
buliek. Z nich vidiet, ktorych skladov sa zmocni hliadka
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A, resp. hliadka B, pri réznych kombindcidch tras, po
ktorych budi hliadky beZat. Predpokladime, Ze hliadky
beZia zhruba rovnako rychle.

hliadka A sa zmocni hliadka B sa zmocni
skladov skladov
I II III IV I II III 1V
1| a ac ab abd 1| bed bd ed ¢
2| ad adc addb ad 2| be b [ be
3| ad d abd ad 3| b abe ¢ be
4| d de db d 4 | abc ab ac abc
tab. la tab. 1b

Citanie v tabulkdch. Ak A voli trasu 3 a B voli trasu IT,
tak hliadka A ziska iba sklad d. Ndjdeme to v okienku
v 3. riadku a II. stlpci tab. la.

Vzhladom na to, Ze skladov, ktorych sa nezmocnf
chlapdenskd hliadka, sa zmocni dievéenské hliadka, da
sa tabulka 1b Iahko vyrobif z tabulky la. Dievéenska
hliadka mé4 mo#nost volif si 1., 2., 3. alebo 4. trasu.
Zvolenie niektorej trasy nazveme wyberom stratégie.
Chlapéenskd hliadka méZe volif tiez jednu zo Styroch
stratégif 1, 2, 3, 4 (nebudeme rozliSovaf arabské a rimske
¢islice). Ani jedna z hliadok nevie, ktord stratégiu si
zvolila druha hliadka. Ak si 4 vybral i-td stratégiu,
B j-tt stratégiu, tak ozname

a;;podet skladov, ktoré ziska hliadka A,
b;; podet skladov, ktoré ziska hliadka B.

Zrejme plati a;; 4 b; = 4. Usporiadame ¢&isla a;; do
tabulky M ,, tvaru 4 x 4 tak, Ze ¢&islo ay za,piée;ne do
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i-t6ho riadku a j-tého stipca. Podobne usporiadame do
tabulky My &isla b,;. Tieto tabulky budeme volat vy-
platné matice hrdéa A resp. hrdéa B:

1 2 2 3 3 2 21
{2 3 3 2 {211 2
M‘_(2132) M"“(zalz)

1 2 21 3 2 2 3

Uvahy, ktoré robil itatel pri rieenf dloh 5.1—5.3,
teraz upresnime. Predvedieme metédu, ktord mé pekné
meno: minimax. Dopliime maticu M, takto:

min.

|

Do stlpca ,,min‘ sme zapfsali najmensf (minimalny)
prvok daného riadku. Aky je vyznam tychto &fsel?
Hovoria o tom, kolko skladov ziska minimélne hraé A4,
ak zvoli stratégiu prisluSného riadku. Napr. ak hraé 4
voli 3. stratégiu, tak vyhrd aspoii jeden sklad. O tito
vyhru ho hria¢ B nijako neméZe pripravif. Nijdeme
teraz maximum 4 &fsel stlpca ,,min“. Je to &slo 2, &o sa
nadobida v 2. riadku. To znadi, ak si hra¢ A zvoli
2. stratégiu, tak vyhrd aspon 2 sklady — védsiu vyhru
mu nemozno zarudif. Ak si 4 vyberie ind stratégiu,
jeho ,,zarudend‘ vyhra je mensia.

Do riadku ,,max‘‘ sme zapisali najvidsi (maximélny)
prvok daného stlpca. Ostrazity hra® B si zase viima
prave tieto 4 &sla. Ak si vyberie totiZz 1. stratégiu, tak
A zfska najviac 2 sklady, ak si vyberie 2. stratégiu,

DD k= DD D
QB =W
QW N W
W = N W

D =t

max.
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ziska A najviac 3 sklady, atd. Hraé B sa sna%f maxima-
lizovat svoj zarudeny zisk, t. j. minimalizovat maximdlny
mozny zisk hri¢a 4. Uvedené 4 &isla oznaduji maximal-
ny mo?ny zisk hrafa A pri vybere jednotlivych stratégif
hri¢om B. Minimum z tychto 4 &isel je 2: nadobida sa
v 1. stipci. Teda ak B si vyberie 1. stratégiu, tak hra& 4
ziska najviac 2 sklady, pri vybere inej stratégie hra¢om B
maximélny moZny zisk hrada A4 je vadsi — 3 sklady.
Zdver. Ak A si vyberie 2. stratégiu, tak A vyhré aspoii
2 sklady. Ak B si vyberie 1. stratégiu, tak 4 vyhré naj-
viac 2 sklady. Vidime teda, Ze ,,niet sa o ¢o hadat‘.

5.4. Hra na samohlisky. V tabulke 2 je uvedenych
6 piafpismenovych slov.

1. 2.
1. | &vrt | Elena
2. | Batha | ulica
8. | start | krava

Tab. 2

Hrajui dvaja hradi. Sidasne, nezdvisle na sebe, povedia:
hrid A &fslo jedného z troch riadkov, hra¢ B poradové
&slo jedného z dvoch stlpcov. Tym je uréené jedno zo
fiestich slov tabulky. Hréé A zaplati za kaidd spolu-
hlisku, ktord je v uréenom slove, hragovi B 1 Kés. Hra¢
B zasa zaplat{ hrddéovi 4 1 Ké&s za kazdd samohlasku
uréeného slova.

Uloha 5.4. Napiste vyplatni maticu hrida 4 aj hrd-
ta B.

Uloha 5.5. Podobne ako v odseku 5.3 urdite metédou
minimax stratégiu hrdda 4 aj hria B.
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Uloha 5.6. Rieste tlohu 5.4 a 5.5 v pripade, Ze zéklad-
na tabulka pitpfsmenovych slov vyzerd takto:

a) maslo  rieka b) vagén  siaha
tromf Aziou Viera slama
spast trend | blesk somar

b.b. Zovieobecnenie. V§imnime si spolodné rysy pred-
chidzajicich hier. Véetky tieto hry boli pre dvoch hra-
tov 4, B. Hréé A mal istti mnoZinu stratégii (moZnostf),
ktoré boli oéislované prirodzenymi &fslami 1, 2,..., m.
Podobne hrié B mal isti mnoZinu stratégii, odislujeme
ich 1, 2,..., ». Symbolom a;; oznadime ,,zisk‘ hrida A,
ak hraé A volil stratégiu ¢, hra& B stratégiu j. Cisel a;; je
teda m X n a usporiadame ich do vyplatnej matice M,
hrada A s m riadkami a n stipcami. Rovnako vytvorime
sla b; a vyplatnd maticu Mz hrada B. Dalsia délezitd
vlastnost tu preberanych maticovych hier je nezdvislost
volieb stratégii: Ziaden hri¢ nepozna, ktort stratégiu
volil stiper. Koneéne nase hry boli anlagonistické, t. j.
spliiovali podmienku a;; + b; = konét. (v brannom pre-
teku konstanta bola rovné 4, v hre na samohlasky je
to 0).

Hladanie stratégie sme robili metédou ,,minimaxu‘.
V pripade, %e pre maticu M, plati rovnost

max(min a;;) = min(max a;;)*),
i i i i
hovorime, %e hra mé sedlovy bod. V tomto pripade
najdenie optimélnych stratégif nerobi fazkosti.
*) Vyznam symbolu max (min ay;) je nasledovny: Pre ka#dé ¢
; i
néjdeme najmensie z étfsel a4y, Giyy Gigy - - .. Takto dostaneme

pre kazdé ¢ jedno &islo. Teraz z takto zfskanych é&isel vyberie-
me najvidésie. Podobne chépeme symbol min (max ayj).
: i i
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5.6. Najvalsi z najmensSich. Priklad. V triede si rozsa-
dent Ziaci do 6 stlpcov po & radoch (laviciach). Nech si
tito 30 &aci (kvélt jednoduchosti vyberu) rézne vysoki.
Teraz v katdom rade vyberiem najvys$ieho %iaka. Takto
dostanem ,,5 vysokych %iakov'‘. Z tyjchto 5 Ziakov vyberiem
najniticho. Nech je to Ziak F. Spravme edte iny vijber.
Vyberme z ka¥dého stipca najnitsicho %iaka. Takto dosta-
neme 6 Ziakov. Teraz z tyjchto 6 ,,nizkych’’ Ziakov vyberieme
najvyddieho — oznaéme ho G. Ktory z tychio Ziakov je
vydst, F & G

Riedenie. F je najniZsi z najvyssich, G je najvyssi
z najniZsich. UkdZeme, %e kaZdy z 5 vysokych Ziakov je
aspoii tak vysoky ako lubovoIny zo 6 ,,nizkych‘ Ziakov.
Sledujme tvahy na obr. 2. '

<
~
@

1
e
-
NE NN
(NN

2,
N

o
=
]

[}

Naozaj, ,,vysoky‘ Ziak 1. lavice je iste asponi tak vysoky
ako nizky %iak 4. stlpca, lebo vysoky Ziak je aspon tak
vysoky ako Ziak C a ten je aspoii tak vysoky ako ,,nizky*
%iak 4. stlpca. Rovnako vysokf st len v pripade, %e sa
jedné o toho istého Ziaka. Tato argumenticia sa lahko
zovieobecni. KedZe F je jeden z ,,vysokych* a G jeden
z ,,nizkych®, tak F je aspoi tak vysoky jako G. Rovnost
nastane len v pripade, Ze sa jednd o toho istého Ziaka.

Tymto spésobom by sa aj dokdzalo, Ze v Tubovolnej
matici M, plati:

max(min a;) =< min (max a;;)
i g 7 i
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Dalej, ak uvedené dve &isla sa rovnaji, tak existuje
usporiadané dvojice indexov k, I tak, Ze

max(min a;) = min a;; = a,; = max a;,
i 7 i i

t. j. existuje taky prvok matice M ,, ktory bol vybraty
stidasne ako najmensf vo svojom riadku a najvadsi vo
svojom stipci. (V pripade, ¥e v nejakom riadku je viac
rovnakych najmensich prvkov, tak vyberdme vietky
obdobne pre stipce.) Tito dvojicu indexov k, I zodpove-
dajtcu vyberu k-tej, resp. l-tej stratégie, nazveme sedlo-
vym bodom matice M ,.

Vrafme sa teraz k ndSmu prikladu ,,Branny pretek®.
Hra mé sedlovy bod — je to dvojica stratégii (2,1). Ak
jeden z hradov sa odchyli — vyberie si int stratégiu, tak
méZe na tom len stratit. Naozaj, ak hrd¢ 4 si miesto
2. stratégie vyberie 1. alebo 4. stratégiu a B vytrva pri
1. stratégii, tak A ziskal len jeden sklad. Pri vybere
3. stratégie ziska A 2 sklady, teda tieZ nezarobf, ale vy-
stavuje sa zbyto&nému riziku, %e B si vyberie 2. straté-
giu. Ak hri& B si miesto 1. stratégie vyberie int a hrdé¢ 4
zotrvé pri 2. stratégii, tak B tieZ méZe len stratit.

Této istd situdcia je pri vietkych antagonistickych
maticovych hrich, kde matica M, mé sedlovy bod.
Met6da ,,minimax‘‘ je pouZiteInd len pre tie maticové
hry, ktoré si antagonistické.

5.7. Boris uzmieruje Anifku. Boris sa rozhodol, Ze
uzmieri Ani¢ku. Vymyslel teda maticovi hru ,,Uzmie-
renie*. Boris vysvetluje pravidld:

— Obaja napfeme na papier nezivisle na sebe pri-
rodzené é&fslo mensie ako 4. Potom tieto ¢&fsla s&itame,
a ty, Ani¢ka, dostane§ odo mila tolko tulipdnov, kolko
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je stdet tychto &isel. (Boris si v duchu spodéital, Ze ho
uzmierenie bude staf 4 tulipany.)

— Je to zaujimav4 hra. Mali by sme ju hravat &astej-
gie.

Boris si napfsal éfslo 1, Anitka 3 — vidief, Ze obaja st
priame povahy. Galantny Boris by asi napfsal ¢fslo 3.

Uloha 5.7. Napf$te maticu M, uvedenej hry! Najdite
sedlovy bod tejto matice! Zistite, ¢i Anika a Boris hrali
optimalne.

Matica M, mé jednu zvldstnost — vietky prvky jej

tretieho riadku
M,=¢2 3 4
[3 4 5 ]

4 5 6

sd vidlie neZ zodpovedajice prvky 1. i 2. riadku. Treti
riadok dominuje nad 1. i 2. riadkom. Teda bez ohladu
na to, ktori stratégiu si vyberie hrd¢ B, pre hrida 4 je
vidy vyhodnejsia 3. stratégia ako 1. alebo 2. stratégia.
Teda Anidkina volba je jednoznaéna -— vyberd 3. stra-
tégiu. Podobne je na tom Boris. Druhy aj treti stipec
dominuji nad 1. stipcom matice M,. Kaidy prvok
2. i 3-ho stlpca je viésf ako zodpovedajtci prvok 1. stlp-
ca. Borisovou snahou je minimalizovaf vyhru Anitky,
preto vybers ,,najmensf stipec. Teda bez ohladu na to,
¢o vymysli Anka, pre Borisa je vidy vyhodnejsie na-
pisat &fslo 1.

Budeme hovorit, %e k-ty riadok (stipec) dominuje nad
l-tym riadkom (stipcom), ak pre vietky j plati a,; > a;;
(ag > az). :

Budeme hovorit, %e k-ty riadok (stlpec) slabo dominuje
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nad l-tym riadkom (stlpcom), ak pre vietky j plati
@ = ay; (B = ).

Stratégiu hrada 4, nad ktorou nejaka ina slabo domi-
nuje, si netreba véimat: pre hrada A4 je nevyhodni.
Podobne stratégia hrada B, ktord slabo dominuje nad
nejakou inou jeho stratégiou, méze byt tieZ vynechans
— je pre hrada B nevyhodné. Teraz viak pustme k slovu
znovu Borisa.

5.8. Hra ,,NeprestreI‘.

B: RieSenie nafej poslednej hry bolo naozaj jednodu-
ché. Poviem ti, Anka, zloZitejsiu hru s podobnym zada-
nim. Obaja napifeme nezdvisle na sebe prirodzené &fslo
mensie ako 1000. Vyhriva ten, kto napisal viésie &islo,
pokial toto nie je viac ako dvakrat vidsie ako &islo pro-
tivnika. V pripade, Ze viésie &islo je viac ako dvakrat
vitdie nez mendie éislo, tak vyhriva ten, kto napisal
mensie &islo. Ak obaja napifeme rovnaké é&fslo, je ne-
rozhodne. KaZdid partiu hrajme o korunu!

A: Poidkaj Boris, ak ja napifem 15 a ty 34, tak kto
vyhr4 ?

B: Ty, lebo ja som prestrelil. Moje &fslo je vidsie ako
2 x 15.

A: A ak ja napiSem 15 a ty 30?

B: Tak vyhrdm ja. Lebo 30 je viac ako 15, ale nie viac
ako 2 x 15.

A: A ty chces v tejto hre vyhrat? Snidd vies &ftat
moje myslienky ?

B: Uvidi8! Zahrajme sa!

Deti odohrali 5 partif, ktoré st zapisané v tejto ta-
bulke.
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Cislo partie | 1 2 3 4 5

Cislo Anigky 238 10 1 1 4
Gislo Borisa 4 2 4 2 1
Vitaz Boris Boris | Anka | Boris Boris

B: Vidim, Ze sa ti nedari. Vies ¢o? Ty méZe§ pisaf
vietky &fsla a ja len &fsla 1, 2, 4.

Anidka sa zamysli, piSe, podita.

A: To mi vlastne Ziadnu vyhodu neddvas. Lebo pozri
sa! Moja vyplatnd matica vyzerd takto:

0 —1 1 1 1 1
1 0-—1

—1 1 0—1-—1-—1

—1 1 1

—1 —1 1 1 0—~—~1-—1-—1—1-—1

—1 —1 1 1 1 0—1—1-—1-—1

-1 —1 —1 1 11 0—1—1-—1
—1 —1 —1 1 1 1 1 0—1—1
-1 —-1—1-—-1 1 1 1 1 0-—-1
—1 —1 —1 —1 1 1 1 1 1 0

B: To je tych 1000?

A: Nie, to je iba prvych desatf &isel, ale pre 1000 to
bude ,,rovnaké‘. KaZda z tychto tvojich Siestich stra-
tégif (Ani¢ka ukézala 6 poslednych stlpcov oznadenych
svorkou) slabo dominuje nad tvojou 1. stratégiou. Preto
ich vSetky moZno vynechat. Pri matici 1000 x 1000 by
sme vymechali poslednych 996 stipcov.

B: Spravne. Ak totiZ miesto lubovoIného &fsla vidsie-
ho ako 4 napifem é&fslo 1, tak neméZem na tom stratit.
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TotiZz jednotka prehrava len proti dvojke a remizuje
s jednotkou, zatial 8o kaZdé &fslo vaésie neZ 4 prehriva
8 jednotkou aj dvojkou a navyse este s nejakymi dalsfmi.

A: Ak sa teraz obmedzime na prvé 4 prirodzené &sla
— ako sme videli, pfsat védésie nema zmysel — tak vidi-
me, Ze tvoja 3. stratégia slabo dominuje nad tvojou
Stvrtou, teda jej volba nemd pre teba vyznam.

B: Mas pravdu. Naviac, pretoZze hra je symetricks,
plati obdobné vec pre teba. Nemd vyznam, aby si na-
pisala niektoré z &fsel 3, 5, 6, 7,..., 1000. Ostali ndm
teda iba éisla 1, 2, 4.

A: TakZe pévodnd matica M, sa zredukovala takto:

l.s. 2.8. 4.s.
1. s. 0o —1 1
2. 8. [ 1 0o —1 ]
4. 8. —1 1 0

oznadme tito maticu M,

Uloha 5.8. Aké &fsla je vyhodné pisat v Borisovej hre,
ak mierne zmenime pravidl4 — obaja hraéi moéZu na-
pisat TubovoIné prirodzené &islo.

Uloha 5.9. Zmetime pravidld Borisovej hry nasledov-
ne: obaja hradi nezavisle na sebe napf§u prirodzené &fslo.
Ak obaja napisali rovnaké ¢islo, je nerozhodne. Ak na-
pisali rézne &isla, tak vadsie &islo vyhrdva len v pripade,
Je je 0 1 alebo o 2 vidsie ako mensie &¢fslo. Ktoré &sla
je vyhodné pisat teraz?

Uloha 5.10. UkéZte, %e matica M, nem4 sedlovy bod!

A: Zial, nada matica nemé sedlovy bod. Nage predoslé
met6dy nezaberi. Ale aj tak, &fsla 1, 2, 4 sa mi zdaji
tplne rovnocenné — ka#dé z nich raz prehréva, raz vy-
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hriva, raz remizuje. Tak predpokladdm, Z%e je tplne
jedno, ktoré napiSem. Trebdrs budem stéle pisat jed-
notku.

B: Niedo pravdy mas. Aviak, ak ty budes pisat stile
jednotku, tak ja budem stile pisat dvojku a korunky
sa budd hromadit u miia.

A: Tak ja budem pisat Stvorky!

B: Ked zistim, %e ty piSes stile dtvorky, zaénem pisat
samé jednotky a znovu len budem vyhrivat.

A: Si protivny, stdle by si cheel len vyhrdvat. A &o
urobis, ked budem é&isla striedat, ha?

B: Veru, treba ich striedat. A ak neveris, Ze vie§ ¢éitat
cudzie myslienky, tak striedat ndhodne.

A: Napfem to &fslo, o ma prive v ten moment na-
padne! :

B: Nie som si isty, & takd ,,ndhodnost” bude sku-
todne ndhodné.

A: A aké ,,ndhodnost je podla teba skutoéne né-
hodné?

B: Takd, do ktorej nezasahuje tvoja véla. Dés do
klobika 3 guldédky — &erveni, modri a Zltd. Jednu
z nich potom z klobika vytiahne§. Ak bude &erven4,
napfiSes &islo 1, ak modré 2, ak Zlt4, napies Stvorku.

Na tomto mieste narusf diskusiu autor dvoma otéz-
kami:

L Ak4 bude priemernad vyhra &i prehra Anitky pri
tomto spbésobe vyberu pfsaného &isla.

2. Predo volit taky ndhodovy mechanizmus, pri kto-
rom viethy 3 ,,rozumné‘‘ stratégie — napisanie 1, 2, 4
st rovnako pravdepodobné.

Tu odpovieme na prvi otizku, odpoved na druhi
odloZzime do kapitoly siestej. Predpokladajme, Ze Boris
napide niektoré z &isel 1, 2, 4 a Anidka nezévisle na tom
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tahd gul6ku z klobtika. Hned vidno, Ze méa rovnakd
Sancu vyhrat i prehrat korunu, takZe priemernd hodnota
jej vyhry je 0. Ak Boris napfSe niektoré z &isel 3, 5, 6, 7, 8,
tak Ankina Sanca vyhratf je dvakrat taka ako Borisova
(totiz kaZdé z Borisovych ¢&isel prehriva voéi dvom
dislam z mnoZiny 1, 2, 4 a len vodi jednému vyhrava.
Ak Boris napise ¢islo vidsie ako 8, tak Anitka zarudene
vyhré).

Zdver. Ak Boris bude hrat rozumne, tak Anitka pri
tomto spésobe hry zostane ,,na svojom‘, indé¢ bude jej
Sanca vyhratf vidsia ako Borisova.

V daldej kapitole si ukdZeme, v akom pomere miesat
,»0isté stratégie’, aby sme v hre, ktore) matica nema
sedlovy bod, obstéli ¢o najlepsie.



6. kapitola

VYPOCET ZMIESANYCH
STRATEGI]

6.1. Historicky ivod. New Odova bola jednym z tych
malebnych mesteéiek leZiacich na upéti Skalistych hér,
ktoré zlatymi pfsmenami pisali dobrodruint kapitolu
novovekej histérie, kapitolu zvani Divoky Zipad.
Komuze vdadi New Odovi za svoju slavu? Predovset-
kym dvom ostrym chlapcom: 8erifovi Joe Badovi (vyska
187, viha s koltami 84 kg, o&i modré, kadencia strelby
131 rdn za minitu) a vyvrhelovi spolo&nosti, lupidovi
a zabijékovi Billy Weekendovi, ktorého priezvisko od-
razalo zédkladni zvritenost Billyho povahy — pracoval
vyluéne v nedelu a celych 6 pracovnych dni oddycho-
val.

Dnesné nedela nebola pre Billyho tdspesnd. Namiesto
vreca zlata nasiel v Mikiho banke &erifa a jeho pomoc-
nfka Jimmyho Dunéa so Styrmi vrchovato nabitymi
tridsafosmi¢kami, pripravenymi v kaZdom okam#iku
prehovorif re¢ou olova. Preto teraz smutny a bezkolty
sed{ v Serifovej miestnosti a skiiSa sa ostrovtipom svojho
rozumu vysekaf zo 8lamastiky.

Viete &o, Serif, dim vam navrh — pustite ma! zah4jil
Billy. Pustite ma a tych 5000 dolirov, éo by ste od
Stédtu za moju hlavu ziskali, vdm vyplatim sdm, dodal
lupi¢ a rozviedol, nebudete tratif ani cent a naviac ne-
budete ani musiet pfsat hlésenie o zadr¥an{ lupita. Serif
chvilu tipenlivo uvaZoval a potom povedal ,,Sedi vee*.
Po tomto konstruktivnom nédvrhu Serif dostal 5 tisfco-
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viek a lupi¢ slobodu. Jediny, komu sa to nepééilo, bol
pomocnik Jimmy Dundo. .

Ja vam, $éfe, nerozumiem! Co to bol za ndpad pastat
Weekenda! Ved sim dobre viete, Ze budiicu nedelu ho
tu mame opaéf.

Somér si ty, somar! otcovsky ohodnotil svojho po-
mocnika Serif a pokradoval. — Ved o to prave ide. Billy
Weekend pride a s nim dalsich pit tisicoviek do nasej
pokladnice. '

Ho, ho! a ako viete, do ktorej banky péjde? My bude-
me strichnuf u Mikiho, a on vyrabuje Dorseta.

Pozri, Jimmy, skiis prekonaf moZnosti svojho mozgu
a pochopif tito avahu.

6.2. Uvaha Serifa Joe Badu. V meste méme dve banky.
V Mikiho banke je stdle 5000 dolirov a u Dorseta 2000
dolrov. Na straZenie tychto bink mame 3 varianty:

1. varianta — obaja budeme straZit Mikiho banku,

2. varianta — obaja budeme straZit banku Dorseta,

3. varianta — rozdelime sa a kaZdy z nés stréZi jednu

banku.
Ak Billy prepadne banku, ktori striZime dvaja, ako
dnes, zarobime na tiom 5000. Ak Billy prepadne nestra-
Zend banku, zarobi bud pit, alebo dva tisic. V pripade,
%e budeme striZif kaZdy jednu banku (3. varianta),
Billy upldchne, ale bez koristi.

Weekend je sprdvny protivnik. S nim élovek vie, na
¢om je. Je presny ako hodinky, vidy v nedelu sa zjavi
v niektorej z naSich biank. O tom, v ktorej, rozhodne
pomocou doldrovej mince. Je teda 50%,n4 pravdepodob-
nost, %e navitivi Mikiho a 50%né pravdepodobnost, Ze
sa zjavi u Dorseta. My chceme Billyho oZobraédit. Preto
3. variantu budeme pouZivaf zriedkavo — dajme tomu
len v mesiaei, v ktorom je 5 nediel, ti piatu nedelu.
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Inak stéle budeme volit 1. alebo 2. variantu. Budeme
sa medzi nimi rozhodovaf tiez hadzanfm dolérovej
mince.

Jimmy Dunéo pochopil genidlny zémer svojho &éfa:
rovnaké dolérové mince budi rovnako padat a Billy
bude bez Sancf. Pousiloval sa §éfa oboznédmit s touto
svojou jasnozrivosfou.

Bili prepadiic
Mikiho- doeotda.
o [ @ mamty | Gt b
. Mikiho | o Alkre 0 Albr
Allod”mu— M “' M ’
oo | g5 plor muﬁ—a
Obr. 1

Po tejto pozndmke sa Serif sicitne pozrel na svojho
podriadeného a pevne si zaumienil nepremeskat prvi
prilezitost k vyslaniu Jimmyho na doskolovaci kurz.
S povzdychom pokradoval vo vysvetlovani, u¥ viac
menej iba pre seba.

Vezmime pre jednoduchost mesiac, v ktorom si
4 nedele. Priemerne to bude vychddzat tak, Ze dvakrat
budeme strézif u Mikiho, dvakrit u Dorseta a aj Bily
po dva razy navstivi kazdi z bank.

Vidiac stistredend pozornost v Jimmyho oéiach, urobil
Serif eSte jeden pokus prebudif driemajicu inteligenciu
svojho podriadeného. Nézorne, podla Komenského, na-
kreslil obrdzok (origindl obrazku sa zachoval a predkla-
déme ho &itatelom). :

89



A ktory z tychto styroch pripadov bude najéastejsi,
§éfe? opytal sa Dundo.

Vidim, Ze sa ti mozog roztvara, pochvalne povedal
Serif a skdsenou rukou vybral z kniZnice ttlu kniZku,
do ktorej chvilu sistredene hladel. Potom rozhodne
povedal: V priemere kaZd4 zo Styroch mozZnosti sa bude
vyskytovat rovnako &asto. Tomu sa d4 verif — a na
potvrdenie svojho presvedlenia energicky poloZil na
policajtsky stél knizku B. Riedana O pravdepodobnosti
(SMM — zv. 37).

Ak teda tomu §éfe rozumiem, tak &o mesiac 3000 do-
larov &istého pribudne do nasej pokladnice. Billy sice
vyrabuje z bank 7000, ale na ttito dosku tu poloZi 10 000.

Vidim, Ze ti to pili, skutoéne nés priemerny zarobok
by sa mal pohybovat okolo tych 3000 mesadne. Ak to aj
obdas nevyjde, tak v roénom priemere by to tych 36 000
hodif malo.

6.3. Serif Spekuluje. Zivot ukizal, Ze Serifovo stddium
teérie pravdepodobnosti nebolo zbyto¥né. Uspechy
podnietili chuf do hlbsfch teoretickych analyz, ktoré
vyustili do myslienky: Ked budem d&astejiie straZit
Mikiho banku ako Dorsetovu, zvysim tym solventnost
svojho podniku. Serifove &pekulicie prekontroluje dita-
tel v nasledujicich tlohach.

Uloha 6.1. Namiesto hidzania mince rozhodoval Serif
o straZzenf bink pomocou balika maridSovych kariet.
V nedelu rdno vytiahol 1 kartu. Ked to bola sedma, isli
straZit k Dorsetovi, v ostatnych pripadoch k Mikimu.
Vypoditajte, kolko zarobfi Serif priemerne za mesiac
(4 tyzdne), ak Billy stdle pouZiva rozhodovanie pomocou
doléru.

Uloha 6.2. Billy postrehol zmenu stratégie Serifa

90



a zmenil svoju stratégiu — tiez pouZil balitku kariet:
ak v nedelu rdno vytiahol eso, idiel k Mikimu, ak vy-
tiahol ini kartu, ifiel k Dorsetovi. Vypoéitajte priemer-
ny mesgény obrat obchodu serif — Billy.

Uloha 6.3. Odvetna Billyho stratégia Serifa znechutila
a zasiala do jeho mysle podozrenie, éi pomocnik Dunéo
nepaktuje tajne s Billym. Preto sa rozhodol okamZite
zmenif stratégiu a straZit dvakrit tak &asto Mikiho ako
Dorseta. Nahodny vyber robil pomocou hracej kocky.
Zistite priemerny mesany zarobok Serifa v pripade, Ze
Billy rabuje banky Mikiho a Dorseta v pomere:
a)l:1,b)1:2,¢)2:3,d)a:b.

Uloha 6.4. Predchidzajlicu tlohu, pripad d), rieste
v tom pripade, ked Serif bude straZzift banku Mikiho
a Dorseta v pomere a) 3 :2, b) 5 : 3.

Problém. Z predchidzajiicich vysledkov sme videli,
ako Serif hladal &o najlepsiu svoju stratégiu straZenia
bank. Za svoj najvidsi dspech povaZoval stratégiu uve-
dend v ilohe 6.4 a pri tejto mal zarudeny priemerny
mesadny zisk aspoi 3200 dolarov. Na tito skutofnost
by nemalo vplyv ani to, keby pomoenik Dunéo prezradil
Billymu pomer, v ktorom strdZia jednotlivé banky.
Jedna otdzka zostala nevyjasnena. Existuje pomer
striZenia bank Mikiho a Dorseta, pri ktorom zarudeny
priemerny mesaény zisk bude vidsi ako 3200 dolarov?

6.4. Lineirne programovanie kontra Billy. Posledny
problém by sa Serifovi sotva podarilo vyriesit bez vy-
datnej pomoci serZanta Jimmyho Dunéa, tspeSného
terstvého absolventa kurzu linedrneho programovania.
Hla, aké midrosti doniesol Jimmy zo Skolenia. Najprv
kiisok ,,8istej tedrie.

Nech je dané linedrna funkcia f(z,y) = az + by + ¢
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dvoch premennych z a y a usporiadané dvojice (z,, ¥,) =
=4, (To, Yg) = A, -+ ., (Tn, Yn) = 4, redlnych &isel.
Oznaéme K najmensiu konvexnd mnozinu, ktord obsa-
huje body 4,, 4,, ..., 4,. K volame konvexny obal
mnozZiny = {4,, 4,,..., Az}

, 1,

y

Obr. 2
Tvrdime, Ze
m&xf(z, y) = ma.xf(a:, ?/),
(z,)eK (z,v)eo
podobne

min f(z, y) = min f(z, y) .

(z,V)EK zved
Stad{ si totiZ uvedomit, Ze grafmi funkecif az + by 4- ¢ =
= p, kde a, b, ¢ sa vopred dané konétanty & p parameter,
je sustava navzijom rovnobeZnych priamok (pozri obr. 3)
D<P<P<Py<Ps<Pg<---) priéom ,,usporia-
danie tychto prm,mok v rovine je podla parametra p‘“.
Ked nés zaujima ma,x f (=, y) alebo mm f (z, y), tak stadi

(z, NeK
najst bod mnoimy K ktory leii na, ,,na,]kra.]ne]se]
priamke spominanej sistavy priamok. Takyto bod je
zarudene vrcholom mnohouholnika K, & sme chceli
ukézat.
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A teraz aplikicia na nas pripad. Matica hry

min
5000 —2000 —2000
M,= [—5000 5000] —5000
0 0 0
max 5000 5000

y tin.y} Py P, P

AT

tix.yl=p P3

Obr. 3

Vyskisame, & hra ma sedlovy bod. Minimum ,,maxfm*
je 5000, maximum ,,minim‘ je 0, tak hra nem4 sedlovy
bod. V tomto pripade obe strany budi striedat jednotli-
vé ,disté" stratégie — budi volif zmiesané stratégie.
Otazka je, ako dasto m4 Serif — hra¢ 4 — pouZif svoju
1. stratégiu, 2. stratégiu, 3. stratégiu, inymi slovami,
udaf usporiadani trojicu nezapornych redlnych &isel
(1, Po> 7s), kde p; znadi pravdepodobnost volby i-tej
stratégie, tak aby zarudena stredna hodnota jeho vyhry
bola &0 najvddsia. Pod zarudenou strednou hodnotou
rozumieme minimdlnu hodnotu strednej hodnoty vyhry,
pri¢om minimum uvaZujeme cez vietky stratégie Billy-
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ho — hrdda B. Billy musi tieZ striedat svoje stratégie
a stoji pred tou istou otdzkou — ma najst usporiadanmi
dvojicu nezdpornych reilnych é&fsel ¢, a ¢, tak, aby
¢ + ¢ = 1 (¢; znaédi pravdepodobnost volby i-tej stra-
tégie) a aby maximilna moZnéd strednd hodnota vyhry
hrid¢a A bola &0 najmensia. (Maximum sa tu berie cez
vietky moZné stratégie hréda A4.) ‘

Ked si hra¢ A zvoli zmiefand stratégiu (p,, p,, Ps)
a hrad B stratégiu 1, tak strednd hodnota vyhry hrada 4
je 5000p, — 5000p, + Ops;.

Ak si v tych istych podmienkach zvoli hré¢ B straté-
giu 2, potom strednd hodnota vyhry hriada A4 je
~2000p, + 5000p, + Op,.

Stojime pred nasledujicou otdzkou: nijst usporiada-
ni trojicu (p,, ps, ps) nezdpornych redlnych é&isel, pre
ktord p, + p, + p; = 1, tak aby &fslo

m=min{5000p,—5000p,-}- 0p;, —2000p, + 5000p, -+ 0p,}

bolo &o najvilsie. Ak dosadime 1 — p, — p, za p;, mé-
Zeme tlohu preformulovat takto: Néjst usporiadant
dvojicu redlnych &fsel z mnoZiny X tak, aby é&islo m

)
10.1)

s
2% 70 P

m-:ﬂ\}>¢\\) G m =-zoou>5 000p,
BN AN\

11,0} P

Obr. 4
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bolo &o najvidsie, kde X = {(p, ps) € R2|p, + p, = 1,
P =0, p, = 0}.

Toto je uZ uloha linedrneho programovania. Tazkost
spodiva len v tom, %e my by sme si mali v§imat éisla,
ktoré je minimom funkénych hodnét dvoch lineérnych
funkeii. Preto si najprv rozdelime rovinu na dve pol-
roviny — v jednej z nich bude platit 5000p, — 5000p, <
< —2000p, + 5000p,, v druhej 5000p, — 5000p, <
=< —2000p, + 5000p, (pozri obr. 4).

Rovnica 5000p, — 5000p, = —2000p, + 5000p, je
ekvivalentnd s rovnicou p, = 7/10p,

Mnozina X je graficky trOJuholnik s vrcholmi (0, 0),
(0,1), (1,0). Trojuholnik X je rozdeleny priamkou p, =
= 7/10p, na dva mensie trojuholnfky (stotoZfiujeme
usporiadané dvojice redlnych é&isel s ich obrazmi v ro-
vine).

V trojuholnfku X, s vreholmi (0,0), (10), (17 %]
plati

m = —2000p, + 5000p, ,

v trojuholnfku X, s vrcholmi (0,0), (0,1), [1(7) , 177]

zasa plati
m = 5000p, — 5000p, .
Treba teda vybrat vidsie z &isel

max (—2000p, + 5000p,)
(P, PIEX,

max (5000p, — 5000p,) .
(D1, D) E Xy

Teda podla Jimmyho vykladu staéi preskimat vrcholy
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trojuholnikov X, a X, — robfme to v nasledujicej
tabulke:

: 10
O 0 1 37
7
ps O 1 0 A
m 0 —5000 -—2000 1510700

Vidfme, %e najviddia stredns hodnota ,,zaruéenej* vy-
hry hrada A je 15000/17 = 882,4 dolarov. Dosiahne ju
vtedy, ked 1. stratégiu si zvolf s pravdepodobnosfou
10/17, druh s pravdepodobnosfou 7/17 a tretiu s pravde-
podobnosfou 0.

Véimnime si teraz hrada B. Nech s pravdepodobnosfou
¢y, Tesp. ¢ si voli 1. resp. 2. stratégiu. Strednd hodnota
vyhry hriéa A zévis{ teraz od toho, akd stratégiu si
zvolf hra¢ A.

Ak A si zvolf 1. stratégiu, tak strednd hodnota jeho
vyhry je:

5000¢, — 2000g, = 7000g, — 2000 (vzhladom k ¢, +

+4gs=1).

Ak A si zvolil 2. stratégiu, tak strednd hodnota jeho
vyhry je

—5000g, + 5000g, = —10000g, -+ 5000,
napokon pri 3. stratégii je strednd hodnota vyhry 0.
B si bude volit ¢, tak, aby &slo M

M = max {7000g, — 2000, —10000g, + 5000, 0}

bolo ¢o najmensie.
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Lahko nahliadneme, e pre ¢, € <O, T77_> je
M = —10000g, + 5000

a pre ¢, € <_1777— , 1> plati

M = 7000, — 2000.

Preto ak chceme minimalizovat M, tak si stadi
vEimnit body ¢, =0, ¢, =1 a g = /17 (Jimmyho
kurz!). Dostdvame tabulku:

@ O 717 1
M 5000 1510700 5000

Zdver. Hrdd B si mé volit 1. stratégiu s pravdepodob-
nosfou 7/17, 2. stratégiu s pravdepodobnosfou 10/17.
Pri tomto vybere maximdlna mo¥néd strednd hodnota
vyhry hrida A je 15000/17 dolarov.

Pozndmka. Vidime, Ze ak A si zvolf zmieSani stratégiu

10 7

17’ 17°
15000/17 dolarov. Naopak, ak B si zvolf zmieSani stra-
tégiu (7/17, 10/17), tak A bude vyhrévaf (priemerne)
najviac 15000/17 doldrov. Toto nie je ndhoda, ale ddsle-
dok vety J. von Neumanna o maticovych hrich, podla
ktorej vidy existuje dvojica zmieSanych stratégif s vlast-
nostou sedlového bodu. D4 sa tie%z dokézat, Ze naSou
metédou vypoditand dvojica stratégii je vidy sedlovym
bodom.

Uloha 6.5. Co sa stane, ak Zerif sa bude pridriiavat

0], tak A bude vyhrivaf priemerne aspoii
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. (10 7
stratégie [ﬁ »I7

[ 7 10] 2
17°17)°

Uloha 6.6. Co sa stane, ak Billy sa bude pridriiavat
stratégie (—177, %] a Serif bude pouZfvat stratégiu

(P, Do Ps), kde p; > 01
Uloha 6.7. Rieste predchddzajicu tlohu za predpo-
kladu, Ze v 1. banke je 10 000, v 2. banke 20 000 dolérov!

6.56. Hodnota hry. Priklad. Ani¢ka a Boris hraji nasle-
dovnit hru: Boris 8t dd do hrsti 1, 2 alebo 3 gulbééky. Aniéka
md za vlohu uhddnut, kolko guliéick md Boris v hrsti. Ak
uhddne, gulitly st jej, ak nie, tak guliélky zostdvaji Borisovi.
Hra sa 33krdt opakuje. Kolko guliiek si md vopred pijtat
Boris od Anidky za moZnost hddania, aby hra bola spra-
vodlivd? (Hru povafujeme za spravodlivii, ak je rovnakd
Janca vyhrat ako prehrat. Ak by Boris nepytal od Anitky
nié za moZnost hddania, mohla by vyhrat tba Aniéka.)

Riedenie. Jo intuitivne jasné, %e pre Borisa je ,ne-
bezpeéné‘ davat do hrsti 3 gulitky, lebo v pripade, Ze
Anitka uhddne, stojf to Borisa vela — 3 gulitky. (LenZe
ak by si Boris nikdy nevzal do ruky 3 gulidky, Anitke
by sa lepéie héddalo.)

Napiime si maticu hry:

1 00
u,=fo 2 o]
0 0 3

Borisova j-t4 stratégia je dat do hrsti j guliiek, Aniski-
na i-t4 stratégia je hidaf, e Boris maé v ruke prive
1 gulitiek. Matica nemd sedlovy bod. Postupujeme ako

0] a Billy sa odchyli od stratégie
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v predoSlom pripade. Nech Anidka si zvolf zmiefand
stratégiu {p,, Py, Ps = 1 — p;, — p,). Minimélna stredna
hodnota Anidkinej vyhry je

m = min {p,, 2p,, 3 — 3p, — 3p,} .

Aniéka sa snazf volif &fsla p,, p, tak, aby &islo m bolo &o
najviddie. Daldie ivahy sledujeme na obr. 5.

\Q(O.H

Py=2py -
2py= 3-3p,-3p,

|o
Jw

Caf )

-

1

o

.1.

\ 1,0 [
Py *3-3p-3p,

o

Obr. 6

Bod (p,, p,) treba volif z trojuholnika 7' s vrcholmi
(0,0), (1,0), (0,1). Tento trojuholnik je rozdeleny tromi
polpriamkami, vychddzajicimi z bodu C, na tri malé
trojuholniky.

6 3

V trojuholnfku 7, s vrcholmi (0, 0), [_iT , ﬁ] , (0,1)

m = pl H
. . 6 3
v trojuholnfku 7', s vrcholmi (0, 0), (ﬁ' R F] , (1, 0)
m = 2?2 H
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v trojuholnfku 7', s vrcholmi (1, 0), [% ) —13T] » {0, 1)

m = 3p; = 3(1 —p— ps) .
Anitka volf svoju zmieSand stratégiu tak, aby é&islo m

bolo &o najviésie. Za tym ddelom vypoéitame hodnotu
m vo vrcholoch trojuholnikov 7', T,, Ty;
3
1)

vrchol (0,0) (1,0) (0, 1) (

11°
6

Cislo m je maximalne, ked p, = T61— , Py = 1—31 a py =

= % .V tomto pripade m = Ll t. j. Ani¢ka bude

1°
v priemere vyhravat od Borisa 1—61 gulédky (je zauji-

mavé, Ze nezdvisle od toho, kolko gulidiek si ddva do
hrsti Boris).

Spravme podobny vypodet pre Borisa. Ak si Boris
zvoli zmieSand stratégiu (g, ¢s, ¢;), tak maximélna
mozné strednd hodnota vyhry Anidky je:

M = max {g;, 2¢;, 3¢ = 3 — 3¢ — 3¢} .

Dalsie tivahy sledujme pomocou obrazku 6.

Boris sa sna?f volit usporiadani dvojicu ¢, ¢, z troj-
uholnika 7' (a dopoéditat g,) tak, aby éislo M bolo é&o
najmensie. Rozdelime trojuholnik 7' na 3 §tvoruholniky.
V &tvoruholniku S, plati M = q,, v &tvoruholniku S,
plati M = 2¢,, v Stvoruholnfku §; plati M = 3¢, =
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= 3 — 3¢, — 3¢,. Presne tak ako predtym stadé{ vypodi-
tat hodnotu M vo vrcholoch §tvoruholnfkov:

vrchol(0,0)( ](01)[ O](l 0)[11 131)[2,%]
M 3 1,2 2 07 1 0,64 0,66

92

{0.1)

T 6 B
Cislo M je najmenie, kedg =47 =37 &= 17"

Vtedy M = 0,54.

Zdwer. Pre Anitku je najvyhodnejsie, ked bude hédaf,
%e Boris dal do ruky 1, 2 alebo 3 guli¢ky v pomere 6 : 3 :
: 2. Vtedy bude jej strednd hodnota vyhry aspoii 0,64
gulid¢ky na jedno hddanie. Pre Borisa bude najvyhodnej-
8ie ddvat do hrsti 1, 2 alebo 3 gulit¢ky tieZ v pomere
6 : 3 : 2. Vtedy bude Boris prehrivat priemerne najviac

0,54 gulitky na jedno hidanie. Teda hra bude spravodli-

vé, ak Anitka dé Borisovi za 33 hadan{i vopred 33. 1—61 =

= 18 gulidiek.
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Hodnota hry je rozhranie, ak by Boris pytal viac za
hidanie, dlhodobe by vyhriaval Boris, ak menij, tak
bude vyhrdvat Ani¢ka. Hodnota nasej hry je 0,64 guli-
diek. Na prvy pohlad by sa zdalo, %e za moZnost hddania
by sa oplatilo zaplatit viac!

Pozndmka. Keby Boris déval do hrsti 1, 2 a 3 gulitky
s rovnakou pravdepodobnostou a Anitka hovorila 1, 2
a 3 tieZ rovnako dasto (mé vSak aj lepsf spdsob hédania
— pozri tilohu 6.8), tak by za 33 hidanf uhadla asi 11krét
a v priemere by zarobila po 2 gulitky, t. j. 22 gulitiek.
Teda Borisova stratégia prind8a zisk 4 gulitky na 33 hé-
dani.

Uloha 6.8. Akt stratégiu hédania si m4 volit Anitka,
ked Boris diva do ruky 1, 2 a 3 gulitky s rovnakou
pravdepodobnostou? Kolko gulitiek vyhrd priemerne
na jednu hru, ak bude optimélne hddat?

6.6. Novi metéda vypolftu zmie¥anych stratégii. Mets-
da vypodétu zmieSanych stratégii uvedend v odsekoch
6.4 a 6.5 je vhodn4 len v pripade, Ze mdme k dispozicii
najviac 3 &isté stratégie. Teraz ukéZeme jednu rychlu
met6édu, ktord v niektorych Specidlnych pripadoch po-
mdZe néjst optimdlnu zmieSanid stratégiu nezdvisle na
tom, z kolkych &istych stratégif vyberdme.

Priklad. Zmesime pravidld predchddzajicej hry: Boris
mob%e dat do klobika 1, 2, 3, ..., n gulééok (n je vopred
zadané &islo ). Anicka md uhddnut, kolko guliciek je v klo-
biku. Ak uhddne, guliky si jej, ak nie, zostans Borisovs.
Treba vypolital hodnotu hry.

Riedente. Nech si Anitka voli zmieSand stratégiu (p;,
Pay -+, Pu)s (p: je pravdepodobnost, Ze Anitka povie:

102



v klobiku je 4 gulidiek). Jej zarudend strednd hodnota
vyhry je potom
m = min {p,, 2py, 3py, ..., NPa}.
Anidka sa sna?f volif usporiadani n-ticu nezdpornych
n
&sel (py, Py, ..., Ps) 8 vlastnostou X p; =1 tak, aby

=1
dislo m bolo &o najvidsie. Volme é&fsla p,, p, . . ., p, tak,
aby )
Py =2ps=3py= ... =0Py. (1)

Ip =1 (2)

i=n
Ak by sme volili p, =1, p, =%, Py =%, censy Pn=
= —71;- , tak by sme sfce splnili podmienku (1), ale nie (2).
Stadi viak ticto sla predelit dislom s, = 1 + - +

+ —;- + ...+ —11&— a dostaneme &sla, ktoré splitajd
podmienku (1) i (2).

Teda volime
_i _ 1 _ 1 _ 1
Pl—sn. Pa—28": ?a—&n,---.Pu—m”-

Uloha 6.9. Overte, 76 T p; = 1.
1=

1
Tvrdime, Ze &slo m je najvidsie prive pre tfito uspo-
riadand n-ticu redlnych &isel:

(1 1 1]
(pvpa"--vpn)—[';n" 'ﬂ:’---’ ns, .

103



, . . . 1 .
Pre tiito usporiadani n-ticu m = - Naozaj, ak (ry, 75,

..., Ts) je iné usporiadand n-tica s"vla,stnosf,ou (2), po-
tom pre aspofi jedno éfslo 1 e {1, 2, ..., n} plati

fséii

n

(nembie byt pre vietky i : r > 1; ]
n

Pre toto ¢ je i, = 8L, teda m = min {r;, 2r,, 37, ...,

n

1 <1
nra} < - ¢o sme cheeli ukazaf.

n

Uloha 6.10. Nijdite optimélnu zmiefant stratégiu
Borisa v tejto hre!

Nasledujtica tabulka uddva hodnotu hry pre rézne n:

n 2 3 4 153 6
hodnota hry 0,667 0,645 0,480 0,438 0,408
7 10 30 50

n
hodnota hry 0,386 0,341 0,250 0,222

D4 sa ukazaf, Ye pri dostatodne velkom = je s, vidsie
ako Iubovomné vopred zadané &fslo (presnejéie lim s,. =
= o), teda hodnota hry, &o ]e — pre rastice n klesé

k 0 (pozri napr. J. Jarntk: Poslougmost@ a fady, str. 74.
SMM zv. 43). Plati tento odhad:

1 1 1

l1+Inn — s, Inn

kde In n je logaritmus é&isla » pri zdklade e = 2,718....
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Pozmetime pravidld predchddzajicej hry takto: Ak
Anitka uhddne, kolko gulidiek dal Boris do klobiku, tak
dostane od Borisa k* gulidiek, kde k je ,,uhddnuty*
potet gulidiek v klobtiku (ak neuhéddne, samozrejme ne-
dostane od Borisa nid).

Uloha 6.11. Néjdite teraz optimélne stratégie Borisa
a Ani¢ky!

Uloha 6.12. Vypoditajte hodnotu hry v zévislosti na n.
Ukézte, Ze pre ka¥dé n je vadsia neZ 0,5 (pozri SMM,
zv. 43, str. 73).
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1.1.

1.2,

1.8,

1.4.
105.

1.6.

1.9.

106

RIESENIA

Mohla zvitazit tahom & .i 4. Po tomto fahu musel

Boris zahrat 4 5+, kde » jo jedno z ¥sel 3, 2 alebo 1.

Anitka vyhré potom tahom # 4 0.

Mal hrat 7.3 4 & po AniSkinom tahu ¢ % « by zvitazil
B

tahom » 5 0.

Borisov fah 92 8 bol najlepsf mo%ny. Po Aniskinom

tahu 84 ¢ zahré Boris #+ 5 4 a vyhrd (pozri predoilé
dve tlohy). Ka%dy iny fah by viedol ku Borisovej pre-
hre; napriklad 9_’;7 (pozri tlohu 1.2.) alebo 9£>G.f>
42440,

Sd to pozfcie: 0, 4, 8, 12, 16, 20, 24 a 28.

Budem tahat tak, %e svojim fahom skondfm vidy na
disle, ktoré je delitelné 4. Teda 19834 198075 44
107684410728 ... A128.488.4458.4
_ 0. Vzdy dvojica tahov + B . 4 zmenf podet kametiov
0 4. Preto za 495 sa z poétu 1980 dostaneme na 0. Teda
partia bude mat presne 486 tahov.

Nemohol. Po Iubovolnom fahu Borisa 6 _B) » zahrd
Anidka » 4. 0, lebo » je najviac 6. Teda pozicia 6 je pre
Borisa prehraté.

Mohol. Mal hrat l3£> 12. Potom po 12‘_4>¢ nasleduje

+26a po 6 L pride vitazny fah % 0. Boris zvitaz.



1.8. St to: 18,12, 6a 0.

1.9.

1.10.

1.11.

1.12,

1.18.

1.14.
1.15.

Treba hrat tak, aby som svojim fahom kontil na &sle
delitelnom 6. Teds 1084 % 10805 « 4 1974 5 ¢« 4

106854 ... 4128 .468.40.

Boris mal hrat (1,2) 2 (1,1) a bol by zvitazil, lebo Anka
mus{ ,,dorazit* jednu kopu & Boris potom zoberie
posledny kameti a vyhré.

Vyhré sdper, ako ukazuje tento rozbor:

(2,2) 5 (2,005 (0,0), (2.2) £ (0,2) 5 (0,0),2,2) 4 2.1 3
- (1,1) 5(1,0) 5 (0,0).

Spésob mojej hry je zndzorneny na rozvetvenom dia-
grame

—-)(2,3)\(2 2) dalej .
. j ako v riedenf
—(3,2)~ tlohy 1.11.

_ —>(103)\
(3,4) - (3,3) _)(3'1)/(1,1)

(3,0
_(0,3) /(0,0) vyhral som

Teda: méj prvy tah je (3,4) — (3,3). Stper mé 6 moz-
nyoh odpovedi. Potom ja zahrdm tak, aby na oboch

‘kopéch ostal rovnaky podet kametov.

Hré& A zvitaz{ v pripadoch a), c), e). V druhej a Stvrtej
hre, pripady b), d), zvitaz{ hrdd B. Prvy fah hrdla A

v nepdrnych hréch je: a) 35430, o) 3564 32, o)
(12,15) 4 (12,12).

V oboch pripadoch a), b) je to 8 x 6 = 48 pozfeii.
MnoZina kritickych pozicii mé 12 prvkov: (0,0), (1,1),
(2.2), (3,3), (4,4), (5:8), (4,0), (51), (8,2), (7.3), (0,4),

(1,5). Je to mnoZina prive vietkych dvo,]{e (a,b), pre
ktoré &slo |a — b| je deliteIné 4.
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2.1. RieSenie je na obr. 1

2.2. (5,6) 4 (3,6) 3 (3,2) 4 (2.1) 3 (0,1) 5 (0,0).
2.8. a) (2,6) > (2,1).

b) (5,6) —> (5,4) alebo (5,6) — (4,5).

o) (2,3) — (2,1) alebo (2,3) — (1,2).

2.4. RieSenie je na obr. 2. Prvy fah bol (9,7) — (8,7).

5 o & smm-dd

F S ) - . L] L] L
1 7 [ ]
3. . : L] - L] 6 ®
1 5 ®
2 . :——-! » . . 4 [ ]
1 3 [ ]
1 e é . . . . 2 [ ]
‘ 1 [ ]
[ — . - » . o (e
o 1 2 3 4 5 012345617889
Obr. 1 Obr. 2

2.5. Boris mé pravdu. V nasledujiicej partii st vietky fahy

Anitky povinné — iné moZnosti hry nemd, ak nechce
prehrat.

0045873 1,145 66 3 (4,64 (45 3 4,94
-»33321L3)40122 0,15 0.
Partia trvala 11 tahov.

2.6. Je to obr. 4d z kapitoly 2, lebo v tabulke stratégie
hier III (5,6;1) a III (5,6;2) niet rozdielu.

-2,7. Je to obr. 2, lebo v tabulke stratégie hier III (9,7;1)
a III (9,7;2) niet rozdielu.

2.8. Minimélne 11 tahov — situécia ako v tlohe 2,5.
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2.9.

2.10.

2.11.

Na obr. 3 je odpoved na ,,najrozsiahlejd{’“ pripad e).
Odpovede na a)—d) zfskame tym, Ze z obr. 3 ,,vyre-
feme'* v lavom dolnom rohu prislusny obdl#nik. Na-
znadend st:a) .... b)---- ¢) d)

R

o
[]

R
[]

CeNWrUOuDwD
o

012345678 910112131

Obr. 3

a) (5,6) — (5,3).

b) (6,6) — (5,3) alebo (4,4) alebo (3,5).
¢) (10,13) pole je kritické.

d) (14,12) — (11,9) alebo (12,12).

Rieéeriie»je na obr. 4.

Pozndmka. V dalSom texte budeme é&asto uvddzat tabulky
stratégie v ispornejiom baleni. Nebudeme kreslit celi tabulku,
ale iba ti &dast, v ktorej sd kritické pozicie. Je to &ast okolo
diagondly. Aj odislovanie poli potom urobime ne diagonédle
tak, ako je uvedend na tomto obrézku.

2.12.
2.18.

Riefenie je na obr. 5.
Pozicia (35,35) nie je kriticks, lebo nespiia druhv pod-
mienku zv[(p + q) : 3] = 0. Je totiZ zv[(36 4 35) : 3] =
=2zv(70:3) =1 0.

J
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Obr. b
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Pozicia (37,35) sice splita druht podmienku (je zv{(37 +
+38) : 3] = 0), ale nesplita prvii podmienku |p — gq| <
< 2, lebo |37 — 35| = 2. Podobne pozfoia (52,50) ne-
spliia prvi podmienku, pozicia (111,121) nesplita ani
jednu podmienku, pozicia (454,5645) nespliia prva pod-
mienku, pozicia (759,760) a (760,759) nesplfiaji druhd
podmienku. Jediné posledné pozicia (1984,1985) je kri-
tické, lebo spita obe podmienky. Je |1984 — 19856 < 2
aj zv(3969 : 3) = 0.

Teraz ideme hladat podla Borisovho ndvodu vifazny
tah. Pre pozfciu (35,35) je ¢ = 2, lebo zv (35:3) = 2.
Podla prvého riadku & posledného stipca Borisovej
tabulky je vitazny fah (35,35) — (33,33). Dvojicu (37,35)
nemoéZeme Borisovou tabulkou spracovaf, lebo nie je
P < q. Preto namiesto tejto dvojice vezmeme dvojicu
(86,37). Podla tretieho riadku i treticho stipea jo vitazny
tah (35,37) — (35,34). Teda po prehoden{ bude rieSenie
nadej situdcie (37,35) — (34,35). Podobne i dalej...

®
o K
L ] %
T (=4} ol e 0-\°
O Fa
BORE
2% O
o & <&
L
)
LIES beb
> e
‘o Q‘
[ A + o
[ )
o
- [
) ® -
L1EY &
O oY
® K
Q
Obr. 6
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2.14.

2.15.

2.16.

112

Hoci je strategickd tabulke hier III(611,612;2) a III
(611,612;1) rovnakd, bude samotnd stratégia trosku
iné. V hre ITI(611,612;1) nemoZno totiZ uskutoénif fah
(p,p) — (p — 2,p — 2), ktory je uvedeny v Borisovej
tabulke v prvom riadku a trefom stipei. V hre III (611,
612;1) treba sem miesto (p — 2,p — 2) napisat (p,p — 1),
&m sa v podstate ndvod zjednodudi: Ak (p,q) nie je
kritickd, p < ¢ a zv(p : 3) = 7, tak vifazny tah je:
(p.9) — (p,p) aki =0,

(p0) ~(pp+1) aki=1,

(p,q) > (pp—1) aki=2.

Riefenie je na obr. 6. MnoZina vietkych kritickyoh po-
zicif (p,g), p < ¢q jo dand tabulkou:

(0,0), (1,2), (3,86), (4,7), (6,6) — predtapeta,
(8,9), (10,12), (11,11) + periéda 5 — dalsie tapety.
e) (87,101) —(87,85).

b) (211,196) — (196,196).

LI la ]

a5 *

CORRS

T (w, #,5) 0 >
[ ]
3
S o ..
[ ,‘o‘h
o] 6“°~\
00 oQQ'-\
DEEQ e
® Q
o |o
» [
NEON
o1 <&
b\
skromnd NO -&"\:‘3"\
predtapeta —- E AN
Obr. 7



o) (321,322) — (320,322),
(321,322) — (321,321),

(321,322) — (318,319).
V tomto pripade st dokonca 3 dobré tahy.

0 [
o
s o)
. / P|®
10 .8 (] ‘ﬂ'@ 5
( IH°)
/ i (J
o 4
.1""5 @
Z
SHC 7/
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/ ®
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s|®] o
.r—m“‘
S
Q(
Obr. 8 ,
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2.17. Riefenio jo na obr. 7

(0,0) — predtapeta,
(1,2), (3,5) . _ .
(4.7), (6.6) + peridda 7 daliie tapety.
2.18. RieSenie je na obr. 8.
2.19. RieSenie je na obr. 9.
e 1
0
[) o
0
I 7) o ®
e ®
®
hele \oo‘::
z ® ‘C‘;t?q‘
®
®
T @
s O
& O
& o [
L )
s 0
0
[ e
/] 2] @
QL z
/ RO
® [
D) ®
o /7
D A Eod
8 v > e A‘Q&OQ
w ® N
S e 7
or
®
On ’
Obr. 9
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2.22. Graf funkoie z, 'je na obr. 10. Aproximujica priamka
" . je nahradend celym uhlom. R

2.28. Graf funkoie %, je na obr. 11. Aproximujtica priamka
jeo nahradend celym uhlom.

2.24. Graf funkoie v, je ten isty ako graf funkecie u,, lebo
=Yy —2n=(z,+n)—2n=z,—n =u,

»

w

<~k

O NWrPrAOIBPOO NG
~|

~

44

v/2

O~ NWwrhe Y OO “NWwrNENB O

v

P4

4
1

012346678 910M1213%15%61718192021 "

Obr. 10
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Obr. 11

2.25. Graf funkeie f, = % je na obr."12. Hodnoty fankoie f,
st dané v tabulke (zaokrthlené na tisfoiny).

n 1| 2| 38 [4]6|6] 7 | 8] 9 |10
fa 1 | 1,561,333/ 1,5| 1,6 1,5 1,671| 1,6 | 1,656| 1,8

n 1m | 12 | 13 | 14 | 15| 16 | 17 | 18
f» | 1,646 1,583 1,616| 1,671 | 1,6 | 1,562| 1,588 1,611

n 19 | 20| 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26
f» | 1679| 1,6 (1,671 1,601 1,600 1,583 1,6 | 1,615
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1)
16

1 i i - i L

012 34567 8 9101 12131 15161718 1920212223 2 2526

n

Obr. 12

2,26, Graf funkcie g, = % je na obr. 13. Hodnoty funkecie st
n
dané (s presnostou 1072) v tabulke.

012345678 910N1212%15%17181920212223262528 "

Obr. 13
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n |1] 2 | 3] 4| 5 6 7 8 9 | 10
9. | 2|1,867[1,75/1,667|1,625|1,867| 1,638| 1,667 1,643| 1,625

n 11 12 13 14 15 16 17 18 | 18
g, | 1,647| 1,632 1,619| 1,636/ 1,625| 1,640 1,630/1,621| 1,633

n 20 21 22 23 24|25|26
g, | 1,625 1,636| 1,629| 1,621| 1,632 1,625| 1,619

2.27. fu, = 1,6 platf pre k. =1,2,... 11, pre k = 12 je ale
97 .. 106
1,816. fy, = - = 1,616 > 1,8. Dalej je fos = -5 =
113
= 1,615, f-,o = —70— = 1,614 atd.

2.28. gy, = 1,625 platf pre £ =1,2,...,11, pre k = 12 je

157 170
ale g = o = 1,619. Dalej jo go = Jog = 1,819,

183 1,619 atd
gro0 = s = .

2.29. Hodnoty f, 8 ¢, si navzdjom viazané rovnosfou g, =
1 1
W _mtr 0l odtiarf, = —1 .
Ty Ly fn In— 1
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611

2.80.

70

71

72

73

74

75

78

77

78

78

80

81

82

83

84

85

86

87

113

114

118

118

119

121

122

124

126

127

129

131

132

134

135

137

139

140

183

185

188

101

193

196

198

201

204

206

209

212

214

217

219

222

225

227

18..7,

143

058

111

164

081

133

053

104

154

076

125

173

088

145

071

118

163

092

h 1,8.. A

195

207

186

218

198

230

210

190

220

202

183

212

194

922

204

187

214

80

91

94

95

97

28

100

101

102

103

104

105

108

142

144

145

147

148

150

152

153

155

156

158

160

161

163

185

166

168

169

230

233

235

240

243

240

248

251

253

256

259

261

264

267

269

272

274

171
277

136

180

111

154

087

129

170

105

146

082

122

162

100

139

176

117

154

035

132

197

181

207

190

216

200

184

209

194

218

203

187

211

176

182

206

100

213

199

Tab. 1



O odhadoch a hypotézach, ktoré z obrdzkov vyvodili

Anka s Borisom, sa pie dalej v texte — v odseku 2.10.
a 2.11,

9 .
162 /\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\

161 §

160

70 75 80 85 90 95 100 . 108
Obr. 14
2.81. Grafy funkcii f, a g, st na obr. 14. Hladané hodnoty sd
dané tabulkou
n 1 2 5 13 34 89
z, 3 21 55 144
Yn 216 13 34 89 233
1 1 1 1 1
w—h 15| 20 | 273 | 1870 |12816
Tab. 2

2.82. Ked pozorne prezrieme hornt tabulku, objavime v nej

dve zdkonitosti: riadok y, sa 8 posunutim opakuje
v riadku n a platf

1
n.z,

Predpokladajme, %e tieto vlastnosti nie st néhodné

(vu) gn — fn =
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2.38.

2.84.

a ostand v platnosti aj nadalej. Potom dalSie ,,kritické*
n bude y,y = 233. Potrebujeme teda pre n = 233 urdit
Tasy & Yass. Oznadme z, = z & podla (i) je potom yy,, =
= z 4 233. Po dosaden{ do (vii) bude

fos = x + 233 z 1
s = Jam = — 233 2.233 '
odtial 233.2 + 54289 — 20 = 1,

a preto @ = 377, ysss = ¢ + 233 = 610.
Vysledok:

377
n = 283, @ = 377, Y = 810, fy = — - =
= 1,6180257 ,

=819 e180371 f 1 __ !
=3 T ' 9T = 3377333 T Brsal
Anke zadala s rovmicou, ktord ziskal Boris: g, = f,.
Odtial 2% = ™ teda X" _ " kize 14 2 —

z, n . n z,

= % . Této rovnost teda platf ,,pre n = oo,
z, . 1
Preto " = h pre n = co*‘. Po dosaden{ je 1 +T = h,

1 -
ateda h*—h —1 =0, h,’,=:|:TV6.

Zéporny koreid zrejme nevyhovuje, preto

1 5
(ix) b= _"'_21/_ = 1,6180339 .

56+3
Hladané é&fslo je r = A® =V—2+ . Skutolne, z (i)

a (x) vyplyvae
Yo =T + n=[h.n] +n =[(h + 1).n] = [h*n].

‘
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8.1.

8.2.

8.4.

8.5.

122

Ano. V pripade fahu 3 £> 2 odpovie Anidkn 2ﬁ> 1.

V pripade fahu 3 2, odpovie 1 2o0. Vidy ziska esdte
jeden kamefi, ktory s predoslymi dvoma dd dokopy 3 —
nepédrne &islo.

Nebol. Ako sme videli v rieSen{ tlohy 3.1., mohla Ani¢ka

po tomto tahu zvifazit. Sprévny tah bol 6 f, 6. Po tom-
to tahu zvitazi Boris takto:

142342814
\Z
4/ “34129
746254532140
Boris mé vidy tri kamene.

Za¥{najtici hrés A prehré. Ak v prvom fahu hré 7 4 6,
tak vitaznd stratégia druhého hréla B je v rieSeni Glohy
3.2. Ak v prvom ftahu berie 4 dva kamene, tak B berie
najprv 2 kamene a pri dalSom bran{ 1 kamefi, alebo
najprv 1 kamei a pri daliom branf 2 kemene. V pod-
state B ani nemusf prili§ uvaZovat a vyhrs,

Zadfnajici hrdé A vyhrd. V prvom fahu zoberie 2 ka-
mene, tym prevedie hru IV(9;2) na hru IV(7;2), v ktorej
zad{na hrdé B. Podla tlohy 3.3 vieme, %#e v tejto hre
za¥{najtci hréé prehré.

Zvitazi Boris:

e
inesgzitiaianzt
11510595756535150

Riedenie jo v texte.



8.7.

8.8.

Posledny riadok sa periodicky opakuje. Z toho mo%no
vyvodit tento ndvod: Z &sla m (polet kametiov, ktoré
ostali eite na kope) uréim najprv &slo ¢ = zv(m : 4),
tj. zvysok pri deleni m : 4. Pre toto &slo ¢ mdZu nastaf
4 pripady zachytené v prehladnej tabulke 3.

t 0 1 2
P X & 1 X
n 1 x 2 2

Tab. 3

Teda, ak 2 = 0 alebo + = 3 a ja mém na ruke pér, tak
prehrém. Rovnako prehrém, ak mém na ruke nepér
a ¢ ='1. V ostatnych pripadoch vyhrdém, ak beriem
podla tabulky.

a) Zaéinajboi hréd prehrd, ako vidiet z tohoto rozboru:
743150
65330
\g2149

b) Za¥inajtci hrad zvitaz{ tahom 7. 5, ktorym pre-
vedie hru na pripad a).

¢) Za&inajtci hré zvitazi touto stratégiou:
27754
048645
N5 44
Teraz mé hréé 4 na ruke pérny polet kamefiov; dalej
pokratuje
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57350 57451350
442__4)1})0 alebo 5_<>3_f>0
Vi4o Ved12%0
8.9.
podet kamerfiov
na kope 112(3| 4 7,8|9](10f 11{ 12
narukemémp | 11| 3|3 x[2}|2]| % 113]|3
n| x| 212 x1|1|3|3|x[2)2]x

Tab. 4

8.10, Podobne ako v pripade IV(n; 2) aj tu vidfme periodické
opakovanie prvych 8 stipcov. Preto stratégia hry IV
(n;3) je dand tymto predpisom: Situécia, v ktorej mém
tehat, je charakterizovand dvomi tddajmi: &fslom m, &o
je potet kameifiov na kope, & informéciou, & na ruke
mém pérny (p) alebo nepédrny (n) podet kameiiov. Nech
efte ¢ = zv(m : 8), potom v danej situdcii tahédm tak,
ako urdf tabulka.

i o] 1| 2| 8| 4

p x | 1 1| 3| 38| x 2

n 3 X 2 2 X 1 1 3
Tab. &

Aj v tomto pripade symbol ,, x‘ znadf, e v danej
situdeii hrd¢ na tahu prehrdva.

8.11. Partia je na obr. 15 zakreslend silnymi 3pkami. Plné
st fahy hrdda A, prerusované st tahy hriéa B.

8.12, RieSenie je na obr. 16.
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8.18. RieSenie je na obr. 17.

Stratégia: Ak si v poli oznafenom kriZikom, tak nemézes
vyhrat. Ak si v poli, ktoré nie je oznagené kriZikom, tak
tahaj tak, ako ukazuje Sfpka vychddzajica z tohto pola.
V niektorych pozicidch més dokonca dve moZnosti vitaz-
ného fahu.

] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 il

NN T NN
» 0=t oY gt o-d p-d p-b

\ ,
\ s
n O= -] OO0 O-0 0O-0
D\EI/D .~ - D\/ ~—
Obr. 15

0 1 2 3 4 5 ‘6 7 L 9 » 1"

Y N Vi N
nEl—-ElD'.El -0 0 &80 0 @&

anDDEI\EI/DDEI

Obr. 16
0 1 3 4 6 7 8 9 10 1 12 17 % 15/1‘\%7 18 19
P E1°El \E!— E] \/D EI\IB—D/D =
L DDDXD/ DDEIDDE]EI
~—" ~——
Obr. 17
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8.14, Tabulka 3 je vlastne iba algebraickym zdpisom situdcie,
ktord je zndzornend na obr. 17. Napriklad kriZik x
v okienku (0,p) tabulky 3 reprezentuje kriZiky v poliach
(0,p), (4,p), (8,p), (12,p) & (16,p) z obr. 17. Podobne
&slo 2 v okienku (2,n) z tabulky 3 reprezentuje Spky
vychddzejice z polf (2,n), (6,n), (10,n) a (14,n).

8.15. RieSenie pre k = 3 joe na obr. 18.

0 1 2 3 4 5 [} 7 8 9 10 1 12

13 % 15
7 O\ N
NI
R

oo0oE-000 -«
S’ N—

Obr. 18 7
t = zv(n:8)
i 0 1 2 3 4 5 6
P X 1 1 3 3 X 2
n 3 X 2 2 X 1 1 3
Tab. 6

Na obr. 18 je ordmovand dast, ktord sa periodicky opa-
kuje. Algebraicky zdpis tejto 8asti je potom dany tab. 6.
Podobne i v dali{ch rieSeniach.
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8.16. Riefenie pre k = 4 je na obr. 19,

T =2zv(n:6)

T 0 1- 2. 3 4

p| X 1v2 1 3v4
n 1 X 2v3 2 4 4

w
X
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1= 2zv(n :12)

i [of1]2 7]8)9]10 11
p | x|1|1[{3]|3(5 x| 2]2]|4]|4
n 6l x| 2]|2|4(4| x|1|1)813(|5
Tab. 8
Riefenie pre k¥ = 6 je na obr. 21.
[} 1 2 3 4 S 6 7 8 9 10 n 12 I N 15

1 = zv(n : 8)

t 0 1 2 3 4 ]

1v2 1 Jvd 3 5v6
1 X 2v3 2 4vb 4 6 ;]

N
o
X

Tab. 9
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RieSenie pre k¥ = 7 je na obr. 22.

0 1 2 8 9 10 N1 ©” ©W % 15 1B 17

3 & 5 6 7
P 000o0000o ooooOom®a
O 000000 0000000

Obr. 22
1 = zv(n : 16)
t (0] 112]|3[4865|6|7|8|9]10]11|12] 13| 14(15
p| x|1]1]|3[3]|5|6|7|7|x(212|4/4/6]|6
n X{22|4/4|6({6|x]111]|3(3|86]56]|17

Tab. 10
Riefenie pre & = 8 je na obr. 23,

0 1 2 3 & 5 ¢ 7 8 9 W N

12 B % 15 18 17 18 19

Obr. 23
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t = zv(n : 10)

i (ol 1] 2| 38|als|e6]7]s8]o9

P x|[1v2] 1 |3v4| 3 |Bv6| & |7v8 X
n (1) x |2v3| 2 [4v5| 4 |6v7| 6 | 8|8

Tab. 11
818. k= 2m < =zv(n:(k+ 2))

¢|(0] 1 2 3 4 5 |....] &1 E | k+1

p| x|1v2| 1 |3v4| 3 [56v6|....|(k—1) vk b—1| X

n|l| x |2v3| 2 [4v8| 4 |....| E—2 k k
Tab. 12

819. k=2m —1 ¢ =zv(n:4m)

¢ 0| 1]2345|..| B |k+1{k+2k+3| ..| 2k |2k+1

p{x|1[1 335 ..|] % k X 2 |..lk—1| k—1
n x| 2 2| 4| 4 ../k—1] x 1 1 |..1k—2| &
Tab. 13

8.20. Ano, zadinajici hréé vyhré, ako ukazuje tento rozbor:

B A
3544150

N 4
95>8< 2oy
240
643
B e d
§1io

8.21. Poziciu treba opfsat pomocou dvoch vdajov: (1) kolko
ostdva na kope kametiov e (2) kolko kameiiov bral stiper
v predchddzajicom fahu. Teda napriklad dvojica (5,1)
znadf ,,na kope je 5 kamefiov a predchddzajioi tah si-
pera bol 6 — 5. Pri takejto symbolike st v V(9;3)
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kritické tieto pozicie: (8,1), (5,1), (4,1), (4,2), (4,3), (3,3),
(L1), (0,1), (0,2), (0,3).

8.22. S4d to vietky pozicie (4m,l), (4m,2), (4m,3), (4m + 1,1),
(4m — 1,3). Pre zadinajiceho hrdda niet obmedzenia na
podet brani, pre neho si kritické iba pozicie (4m,.).
NIM V(n;4)

8.28. Na obr. 24 st kritické pozicie zndzornené [kriZikmi.
Periéda mé dlzku 10.

20 15 09876543210

& X e s 0o oX X ©* oo X0 o000 XX oo ox
3 A o o o 08X o X o0 ¥ o oo eX o X o oX
2 X e o o« X ¢ o o s X o o ¢+ X o 0 e X
1 Me v eox » « e« XN = o A« + v XX
_—

perioda
Obr. 24

8.24. NIM V(n;4) 4 = zv(n : 10)

i 9 8 7 6 64| 3 2 1 0

4 2 3 2 |1v3| x| x| 3 [1v2]| 1 X

3 | 2v4| 4 2 1 x| 4] x|1v2| 1 X

2 4 |3vd| x | 1v3| x| 4 3 1 1 x

1 [ 2v4| 3v4] 2 3 x| 4| 3 2 X | x
Tab. 14

(Pre nezaciatoény fah.)

Stratégia zadiatodného fahu je jednoduché, na to netreba
pisat tabulku. Ak je v zadiatoénej pozicii na kope n =
= bm (m € N) kametov, tak hrd¢ 4 prehrd. V opaénom
pripade hré¢ A v zadiatofnom fahu zoberie z kopy tolko
kamefiov, aby na kope ostalo &fslo delitelné é&fslom 5.
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8.25. NIM V(n;5). Riefenio je na obr. 25. Periéda mé ditku
13, stipce od ,,0° po ,,8% tvoria predpenédu (podobnt
predtapete z hier IIT).

t = zv(n :13)
n=9
2 20 -] 09876543210
s s o X e X X x . x » x
& e X » # o o o o x u x n
k] e o x N x X e v e e N x x
2 * M e s s e e . " Moo o« o s s u
1 [ I X S X e x x
peridda predperiéda
Obr. 25
+(12/11l10] 9@ 8,7|6|{5| 4 3 2 1]0
65| x| 4 5 |1v2v3| 1 | x| 3| x| 4 | 3(1v2v4} 1| x
45| x[3vB|1v2v3] 1 | x (3|8 65 | 3] 1v2 | 1| x
3|64 5| 1v2 | 1| x| x| 5|4vh| x{1v2v4] 1 | X
2|165|4|3v5] 1v3 | 1 ) x| 3| 5[4v56| 3| 1v4 | 1| x
1(5]|4|3vb 2v3 | x| x| 3| 5|4v5| 3| 2v4 | x| X
Tab. 15
(pre nezadiatodny fah, pritom ne kope je viac ako 8 ka-
meiiov; ak je na kope menej ako 9 kametiov, pouZijeme
predperiédu z obr, 25).
Zatiatodny tah urduje tabulka (tdto plati pre vietky n).
i 12]11j10|/ 9| 8| 7| 6|56}4(3|2(1

beriem | 6| 4 3| 2| 1| xi3|5|4|3}]2]|1|x

Tab. 15a
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8.26.

_—-Nwruoe

NIM V(n;6). RieSenie je na obr. 26. Periéda mé dfzku 28.
30 25 20 L) M98 76543210
pe:iédu
Obr. 26

Tabulku, ktorou je dand stratégia hry, zapiSeme strud-
nejdie.

1

27 | 26 | 25 |24|23| 22 (21|20 19 |18| 17 | 16 |15]14

beriemn| 3v6| 5v6] 2v4| 3| 2| 1v3| x| 6| 5v6| 4| 2v4| 1v2| 1§ X

1

1312111 |10(9; 8 (7| 6 |5|4|3| 2 [1]|O

beriem| . 51 4] 2v4| 3v5| 2 | 1v4| x| 3v6| 6| 4{3[1v2| 1| x

Tab. 16.

Tabulku treba &ftat takto: ak je na kope 28k + i (k € N)
kametiov, tak hrd4& na fahu berie tolko, kolko je urend
v tabulke 16 pod é&fslom . Ak je tu kriZik, tak hrdé
je v kritickej pozfcii. Ak je tu jediné &fslo rovné podtu
kametiov, ktoré bral v poslednom tahu stper, tak hréd
na tahu je opdt v kritickej pozfcii. V opaénych pripa-
doch mé hréé na fahu vyhrévajtci fah a ten je dany
branim tolkych kametov, kolko hovor{ &fslo (&i jedno
z &fsel) pod ,,¢*“. Tabulka 16 sa vzfahuje na nezadiatod-
ny tah. Pre zadiatodny fah plat{ toto: ber tolko, aby
po tvojom tahu ostalo na kope &fslo deliteIné 7. Ak m4s
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8.27,

8.28.

8.29.

8.30.
8.31.

8.82.

8.34.

8.85.

134

v zatiatodnej pozicii na kope &fslo typu 7m, m € N, tak
prehraa.

Nemohol. Pozicia (3,2,1) je kritickd, pretoZe ak B zahrda
akokolvek, vidy méZe A potom zahrat tak, Ze vytvorf
kritickd poziciu (n,n,0) alebo (0,n,n).

Borisov fah bol zly. Sprévny tah bol (6,4,1) 2 (6,4,1).
Pozicia (5,4,1) jo kritické. Nech z nej A zahré akokolvek,
vidy méZe tahat do Lritickej pozicie (3,2,1) alebo do
kritickej pozicie ,,dve kopy rovnaké, tretia prdzdna‘.

Keby bol na prvy Ankin {ah odpovedal Boris podla 3.27,
bola by Anka prehrala. Mala hrat (6,5,1) f) (4,5,1).

St to pozicie (2m 4+ 1,2m,1) a (n,n,0) a ich permutdcie.

Okrem pozicif uvedenych v 3.30 st to pozicie (4m 1 2,
4m,2), (4m + 3,4m + 1,2) a ich permutécie.

Okrem pozicif uvedenych v 3.31 st to pozicie (8m -+ 3,
8m,3), (8m + 2,8m + 1,3), (8m + 7,8m + 4,3), (8m +
+ 6,8m + 5,3) a ich permutdcie. ’

V kaZdom riadku kaZ?dého pripadu je pérny podet bo-
diek: bud Ziadna alebo dve.

Plati 72 =64+ 8, 11 =8+ 4 4+ 1. Teda z = 64 +
+ 4+ 1=269

b) Plati

1983 = 1024 + 512 -+ 266 + 128 + 32 + 16 4 8 +
+44+ 241, '
713 = 512 + 128 4 64 + 8 + 1.

Tedaz = 1024 4 2566 + 64 + 32 + 16 + 4 + 2 =

= 1398.

a) Riefienie je na obr. 27. V riadku ,,32* su tri bodky.
Odtialto treba jednu bodku odstrénit. To znadf, Ze z jed-



4.1,
4.2,
4.8.

4.4.

4.5.

4.6.
4.7,
4.8,
4.9.

4.10.
4.11.
4.12.

nej kopy (hociktorej) zoberieme 32 kamefiov. Vznikne
pozicia (2,33,35) alebo (34,1,35), alebo (34,33,3).

b) Existuje jediny vitazny fah (17,9,5) — (12,9,5).

¢) Existuje jediny vitazny tah (35,49,17) — (32,49,17).
d) Niet vitazného tahu, pozicia je kritické.

U DB

- w
-t e®N

Obr. 27

Pokladnik ziska dva c-groSe.
Pokladnik zfska tri d-grose.

Pokladnik kupujicemu Bilandéanovi vydé jeden a-gros,
jeden b-grosd a jeden c-gros.

Zaplatime jednym f-groSom, jednym e-groﬁom a jednym
b-grosom.

I00I0, 10001000, IoIOIOII,
IIOOOIIIO OI0IO.

IoIolo.
IOIOO.
7x» 125, 31y, 834.

10101101100110;;, 111111001055, 11010110,
11000101011y,

135, 165, 465, 905y.
221215y, 1012201114,
1001101010077, 1200210yy;.
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4.18. 27y, 1504.
4.14. 111100000;;.
4.15. 45y.

4.16, 220y.

4.17. 110100y
4,18. 1010y;.
4.19. 101110111y
4.20, 1115

5.1. 2. trasu.

5.2. I. trasu.
5.8. Pozri dalsf text.
5.4. —5 1 5 —1
= [ 1] My - [l _1]
—3 —1 3 1
vyplatnd matica hrdda 4 vyplatnéd matica hréda B
min
8.5. —5 1y —b
M,=|—1 1] —1
—3—1) —3
max —1 1
A si vyberie 2. riadok, B 1. stipee, A prehré 1 Kéa.
5.6. a) min
—1 n —1 1 —1
My=]1-3 3] —3 MB=[3 —-]
—3 — —3 3 3
max —1 3

A si vyberie 1. riadok, B 1. stipee.
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8.7.
5.8.
5.9,
5.10.

6.1.

6.2,
6.8.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

b) min

—1 Iy —1 1 —1
MA=[ 1 —l] —1 M3=[—1 l]
—3 -—1) —3 3 1

max 1 1

Neexistuje dvojica &istych stratégii, pri ktorych by hré¢
4 i B ,,vytrvali®. Citaj dalsf text.

Uloha vyrieSend v dalfom texte.

Znovu 1, 2, 4.

1,2, 3, 4,5.

Minimum max{m je 1, maximum min{m —1.

5250 doldrov.

—2062,5 doléru. Billy zarobf 2082,5 doldru.
a) 4000 doldrov,

b) 3111,1 doléru,

c) 3466,6 doléru,

8a + b
d)— .4 .
) 3a - 35 000 doldrov
5a + 4b
a)L .4000.
ba + b6b
10a + 6b
b)—;— .500.
a+b
Nié&, zdrobok Serifa sa nezmeni.

15 000

Zérobok Serifa bude (1 — p,) 2a tyiden.

Berif musf volif 3. variantu strdZenia bénk.
Billy musf vykrédat 1. banku s pravdepodobnostou p,
kde 1/3 = p < 4/5.
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6.8. Anitka mé vidy hddat, Ze Boris md v ruke 3 gulidky.
Takto vyhréd priemerne 1 guliku na jednu hru.

1 1 1 1 1 1
6.9, — -+ +.0.4 =—(l+—+...+—]=1
2 n

s, 2s, ns, 8,
6.10. Boris méd ddvat do klobika ¢ guli¢iek s pravdepodob-
, teda ,,podobne‘‘ ako Anitka.

nostou

n

1 1 1
6.11. Oznaéme ¢, =1 4+ — 4+ —+ ... + —.
4 9 n?

Potom Boris i Anika maji volif zmieSami stratégiu

( )= 1 1 1 1
D1y P25 <+ +s Pg) = t"’4tﬂp9tn,..-,n—.tn' .

6.12. Hodnotahr‘yje—tl—.
n
PARED DL PR B U SR, S
4 9 n? 1.2 2.3
R P
n—1)n
poslednych vyrazov sa dokdZe indukeiou podla n).

1
< 2. (rovnost pred-

Teda — >
(<] — —_—
.~ 2

n
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