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VoD

Nedflnou souddsti Fedeni matematickych tloh, v jejichZ
zadéni se vyskytuji parametry, je diskuse dlohy. Pod-
stata diskuse ilohy je v tom, %e vymezime obor pravdi-
vosti pislusnych vyrokdi. S tim se setkdvdme u iloh
z ruznych obort matematiky. V planimetrii jde pfede-
vifm o konstrukénf dlohy zadané obecnd, tedy s para-
metry, kde rozhodujeme, mé-li tloha viibec FeSeni,
kolik feSeni m4 a jaké jsou vlastnosti existujicich feSen.
Jde-li o tlohy dikazové, zpravidla od diskuse upoustf-
me, protoZe se na prvni pohled zdi, e po proveden{
dikazu uZ nenf o ¢em diskutovat. Chei v této prici uka-
zat, Ze naopak tivahy, které navdZeme na provedeny dii-
kaz, mohou byt nékdy velmi zajimavé a nikoliv bez-
delné.
Za piiklad poslouzf tato znimé Gloha:

Je dan trojihelnik ABC a kruZnice jemu opsani.
Dokaite, Ze body soumérné sdruené s priseéikem
vysek AABC podle jeho stran le#f na kruZnici opsané.

Na ptipojeném obrézku jsou body soumérné sdruZené
8 prusedikem vysek AABC podle jeho stran oznadeny
po fadé A,, B,, C,. Vlastni dikaz idlohy zde providét
nebudeme, jeStd se pozdéji k nému vratime. Zatim pouze
naznadéime okruh idvah, které mohou po provedeni di-
kazu nédsledovat:

Existujf mezi trojdhelnfky AABC a AA,B,C, nebo



mezi jejich prvky ndjaké pozoruhodné metrické & polo-
hové vztahy a jaké?

Jak se zméni tyto vztahy, ptjde-li misto prisedfku
vjéel;znapi‘ikla.d o stfed kruZznice AABC opsané & ve-
psané?

Co kdyZ pujde o libovolny bod leZfcf uvnitf nebo vné
trojihelniku 4 BC?

Obr. 1

Z takovych a podobnych dvah vznikla price, kterou
tu pfedklédém. Sleduji hned dva ofle. Pfedné choi pouké-
zat na nékteré vztahy, kteréd se mi zdaji byt natolik
zajimavé, Ze stoji za pozornost. Za druhé nabfzfm pif-
lezitost k vydatnému vyoviku v pfesném rysovan{ tém,
kdoZ o to projevi zdjem. Tomuto druhému ofli slouzi
cvidenf uvedend za kaZdou kapitolou.

Tim je soudasnd din i dvojf moZny piistup &tenafe
k této praci a ovSem i rozsah nezbytnych znalosti nut-
nych k iispéSnému teoretickému &i praktickému vyuZitf.
V prvnim piipadé vystad{ stenat dobke se znalostf plani-
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metrie na trovni stfedn{ 8koly. Jedinou vyjimkou, i kdyz
podstatnou, je prvnf kapitola, ktera pfedpoklada znalost
nejzakladndjsfch pojmd z projektivni geometrie. Jde
tu o vétu Desarguesovu o trojihelnfcich, o harmonické
dtvefice bodi a p¥imek, o vlastnosti sdruZenych péli
a polar vzhledem ke kruZnici. Postadujici poudenf o téch-
to pojmech a vztazich poddvé ,,Dodatek’’ za textem
préce.

Pijde-li ¢tendfi jenom o ziskdni ndmétd vhodnych
k vydatnému vycviku v pfesném rysovini, mie prvn{
kapitolu i dodatek pfijmout jako dané axiéma a zamé-
tit pozornost pfevainé na kapitolu druhou a thetf.
V tom pi{padd vystadf pki studiu se znalostmi plani-
metrie na drovni zikladn{ skoly.

K vnéjsf strance textu chci jeitd pfipomenout dvé
timysIné odchylky od bé#né uZivané & doporudené sym-
boliky. Rovnost dvou 1hli zapisuji viude prosté

XABC = XKLM nebo <BAC = a,
misto doporudeného zpusobu
| X4BC| = | KLM|.

To proto, Ze se takové rovnosti vyskytujf v textu velmi
tasto a pfes jednoduchost zipisu nemuZe njkde dojit
k omylu. Neméné &asto se vy textu mluvi o bindrn{ relaci
p nebo q, které na rozdil od doporudenych norem zapi-
suji malym znakem. Divod k tomu pozna &tenaf zahy
sdm, protoZe binarni relace takto oznadfené jsou vidy
vazany na existenci danych bodi — v této souvislosti
pojmenovanych pély — které je ovSem nutno psat vel-
kymi znaky. Tak vznika spojeni ,relace p podle P*
nebo ,relace q podle @ a také relace,, p podle S* a po-
dobné.



Z obdobnych diivodd pou¥fvém v textu piivodnich
termin® ,,kru¥nice trojihelniku uvnitt a vné vepsani*
mfsto , kruZnice vepsand a pFipsand'‘, jak doporuduje
nové norma (Nazvy a znadky &kolské matematiky —
SPN 1977).



KAPITOLA 1

A. YYMEZENI ZAKLADNICH
POJMU A VZTAHU g

Ptedmétem naSich tivah budou dtvary v dvojrozmérném
prostoru pfedstavovaném rovinou m,. Tuto rovinu bu-
deme n3gdile poklidat za zdkladni mnoZinu bodd. V ni
zvolme kruZnici, nejlépe jednotkovou, & = (O; 1). Tim
jsme zakladn{ mnoZinu boda rozloZili na t¥i navzijem
disjunktni podmnoZiny K, K’ a K", kde K je mnoZina
viech bodl na zvolené kruznici, K’ mnozZina viech bodit
naleZejfcfch do vnitinf oblasti & K” mnoZina viech bodu
naleZejicfch do vnéjs{ oblasti kruZnice k.

Uvaime nynf, Ze kterékoliv tf¥i libovolné zvolené
a navzijem rizné prvky mnozZiny K, napiiklad body
X, Y a Z, jsou vrcholy trojtihelniku, protoZe Zidné tfi
navzéjem rizné body na kruZnici nelez{ v pfimce.
Oznaéme mnoZinu vech takto vytvofenych trojiheln-
ka M;. :

V mno#iné My, kterd mé ziejmé nekoneénd mnoho
prvki, definujme bindrnf relaci p C (M, x M) takto:

Definice 1. Dvojice navzajem riznych trojihelnikd
AABC a AA,B,C, je prvkem relace p podle pélu P, kdyz
o jejich vrcholech plati soudasné:

1.{4,B,C} C KA{A,, B, C,} C K;

2. pHimky AA4,, BB,, CC, prochizeji tymZ bodem

PeK'.

Umluva. Vztah uvedeny v definici 1 budeme zapisovat
takto:
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AABC p NA,B,C, podle P, nebo
[AA-BC) AAIBICI] ep pOdle Pv

pfitemz doloZku ,,podle P vynechime, nebude-li ne-
bezpedi omylu. Je totiZ mozné, Ze p¥islusny pdl nebude
oznaden P, ale napifklad S. Potom pijde o relaci p
podle 8.

Z definice ptimo vyplyvaji nékteré vlastnosti relace p:
1. Relace p je symetrickd, nebof podmfinky uvedené
v definici jsou splnény, i kdyZ zameénime oznaden{
vrchold 4, B, C za A,. By, C, a naopak. (1.1)
2. Relace p je zobrazenim v mnozind My, nebotf dvojici
bodid A £ B odpovida dvojice 4, £ B,, takZe je také
AABC # ANA\B,C,. (1.2)
3. Toto zobrazeni je stfedové kolineace se stfedem P,
nebof trojahelniky 4 BC a A4,B,C, le#i tak, Ze pfimky
spojujici sobé odpovidajicf vrcholy prochdzejf tymz
bodem, tj. stfedem kolineace P. (1.3)

Privé jsme v podstaté citovali vétu dobfe znidmou
z projektivni geometrie jako vétu Desarguesovu o troj-
thelnfcich. Formulace véty Desarguesovy i dukaz jeji
pravdivosti jsou uvedeny v Dodatku. Tam jsou z obr.
D 8 zfejmé i vlastnosti stfedové kolineace, v nfZ odpo-
vida trojihelnfku 4 BC trojihelnik KLM.

Pfipomerime si, %e stfedové kolineace je dana stfedem,
osou kolineace a dvojici sob8 odpovidajicich bodi, které
le¥{ na p¥{mce jdoucf stfedem kolineace. Déle vime, Ze
dvojice piimek sobé odpovidajicich se protinajf na ose
kolineace. Je-li ddn trojihelnik 4BC, stfed kolineace,
osa kolineace a bod K odpovidajicf bodu A, snadno
sestrojime zbyvajici dva vrcholy AKLM.

Napiiklad: ptimky AC a KM se protinajf na ose koli-



neace » v bodé H a piimka SM prochiz{ bodem C.
P#fmka BC se s pfimkou LM protne v bodd @ rovnéz na
ose kolineace atd.

Vedle vlastnost{ vyplyvajicich ze stfedové kolineace
mé relace p jestd dalsf duleZitou vlastnost, jak hned
dokéZeme.

Yéta 1. Je-li dvojice trojihelniks AABC a AA,B,C,
v relacs p podle P, potom bod P je stfedem kolineace
a osou kolineace je poldra bodu P vzhledem ke spoletné
kruZnici témio trojuhelnikam opsané.

Obr. 2

Dikaz (obr. 2). Podle vzpomenuté véty Desarguesovy
o trojihelnfcich (1.3), prochézeji-li pfimky 44, BB,

9



a CC, tymZ bodem P, lezf body 4, = (BC ( B,C,),
B, = (AC N A,C,) a C, = (AB (N A,B,) na téie ptim-
ce, kterd je osou stfedové kolineace.

UvaZovana dvojice trojihelnikii ma vsak jesté navic
spolednou kruZnici opsanou k a to znamena, Ze pf{fmka
p = A,B, = B,C, je nejenom osou kolineace, ale také
polarou bodu P vzhledem ke kruZnici k. Toto posledn{
tvrzenf vlastnd nenf tfeba zvlast dokazovat. Jeho prav-
divost vyplyvd ze samotné konstrukce poliry bez
pouZiti teden vedenych z pdlu k uvafované kruZnici.
Spriavnost konstrukce je dokdzana v Dodatku. Zde je
uzitedné si jesté viimnout toho, Ze na obr. 2 se na polife

protinaji jesté daldf t¥i dvojice piimek, a to: [4B,;, Eﬁ],
< <~

[ﬁ,, Bla)], [6'21, OIZ], coZ je v dobrém souladu s difve
uvedenym tvrzenim.

Z toho vieho vyplyv4, Ze relace p podle P je zvldStni

pfipad stfedové kolineace podle stfedu P, kde vzor
a obraz maji spoleénou kruzZnici opsanou. Tato zvla&t-

C

B,I:A / B=A,

C

)
Obr. 3
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nost spodfvd pravé v tom, Ze sobd odpovidajici dvojice
bodd lezi na této kruZnici, co% obecné o stfedové koli-
neaci neplati. Je proto zcela na mifsté, e naddle nebudeme
mluvit o stfedové kolineaci, ale o relaci p podle P.

Za zmfinku jisté stoji jesté pFipad vyobrazeny na
obr. 3.

Zde pdl P je vnitinf bod strany 4 B trojihelnfku A BC,
takie je A = B, A B = A,. 1 v tomto pfipads jsou splné-
ny podminky uvedené v definici 1, a proto i zde miiZeme
Hei, %e trojihelniky AABC a AA,B,C, jsou v relaci p
podle P.

Na kartézském soudinu (M, X My) miZeme dile
utvotit relaci obdobnou relaci p podle P s tim rozdflem,
ze pFisluSnym pélem bude bod @Q leZicf ve vnéjsf oblasti
kruznice k uvaZovanému trojihelniku opsané, tedy
QeK'.

Deflnice 2. Dvojice navzdjem riznych trojthelnfki
ABC a A,B,C, je prvkem relace q podle pélu @ leZicfho
vnd kruZnice témto trojihelnfkiim opsané, kdyz o jejich
vroholech plat{ soudasné:

1.{4, B, C} C KA {4,, B,, C,} C K; pfidemZ mnoti-
ny {4, B, C} a {4,, B,, C,} majf nanejvys dva spoleéné
prvky.

2. Pfimky AA,, BB, a CC, prochézeji tymZ bodem
QeK".

Umluva. Vztah uvedeny v definici 2 budeme symbo-
licky vyjadfovat takto:

AABC q AA,B,C, podle @, nebo
[AABC, N4,B,C,] eq podle Q.

Dolozku ,,podle @ i zde vynechéme, nebude-li ne-
bezpedf omylu, jako v pfipadd relace p podle P.

1



Vlastnosti relace g, které vyplyvajf pfimo z definice 2,
jsou zcela analogické vlastnostem relace p uvedenym
v (1.1), (1.2) a (1.8), takZe je nemusime znovu zdivodiio-
vat. Podle toho je i relace q symetrickd, jde o zobrazeni
v M, a to o stfedovou kolineaci se sttedem Q. Plat{i véta
obdobna v&té 1.

Véta 2. Je-li dvojice trojihelnika NABC a AA,B,C,
v relaci q podle Q, potom bod Q je stiedem kolineace a osou
kolineace je poldra bodu Q vzhledem ke spoleéné krufnici
témio trojuhelnikam opsané.

Obr. 4

Diikaz (obr. 4). PH{mky AA4,, BB, a CC, majf spoleény
bod @, a proto se podle véty Desarguesovy protfnaji
na jedné piimce odpovidajici si strany A ABC a
A A,B,C,. Tato ptimka pak, protoze body A4, B, C,
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A,, B,, C, leZi na téZe kruZnioi, je polirou bodu @ vzhle-

dem ke kruZnici k. Také zde se na uvedené polafe proti-
“——> €«> ——> «——>

najf dvojice pHmek [AB, 4,B,], [BC, B,C,), [C4, 0,4,]
e = & “«—> > —

a oviem i dvojice [AB,, A,B), [BC,, B0, [(4,, C,4].

Je tedy relace q podle Q rovnéZ zvldstni pipad stie-
dové kolineace, kde vzor a obraz majf spolednou kru-
nici opsanou. Je ovSem tfeba mit stile na paméti, e
slotkami obou uvaZovanych relac{ jsou trojihelniky,
nikoliv jejich prvky. Na rozdfl od relace p ma relace q

Obr. 5

jednu zvliStnost, coi koneén& prozrazuje u% odlidné
formulace podmink 1 v definici 2. PHpady, kdy mno#i-
ny {4, B, C} a {4,, B,, C3} maji jeden nebo dva prvky
spoledné, nastanou tehdy, jestlize pél @ leZf na nékteré
z teden vedenych ke kruZnici k¥ v jednom nebo dvou
vrcholech AABC, jak ukazujf obr. 5—17.

Na obr. 5 leZ{ pél @ na tednd sestrojené ke kruZnici &
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opsané AABC v jeho vroholu A4, takie je A, = A. Na
obr. 8 je pél @ priseéfkem tefen vedenych ke kruZnici
opsané AEFG v jeho vrcholech E a F, takZe je £ = E,
& soudasnd F = F,. Na obr. 7 je pél @ priisedfkem tedny

Obr. 7
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vedené ke krunici opsané AABC v jeho vrcholu C
s prodlou%enim jeho strany AB za bod B, takfe je C' =
=0(,, A = B, a B = A4,. Viechny tyto tfi zvlastni pii-
pady jsou v souladu s definicf 2 privé tak jako zcela
zvl4stnf p¥ipad zobrazeny na obr. 8.

M=M, Q

Obr. 8

Zde je pdl @ nevlastni bod roviny m,, tak¥e stfedovi

kolineace pfechézf v afinitu, nebot pHmky ﬁ, I MM N
jsou tednami kruZnice opsané AKLM, ktery je pravo-
thly a body L a M jsou krajni body jeho pfepony.

Z toho, co jsme zatfm uvedli o vlastnostech relacf
P a q, je zfejmé, Ze tvar trojtihelnfkdt v uvaZovanych
dvojicich je zavisly na poloze péli P nebo Q. Nasgkyté se
proto otézka, je-li moZno tuto polohu urdit konstruktiv-
né tak, aby uva¥ované dvojice trojihelniki mély pie-
dem dané vlastnosti. Pfedpoklédejme, Ze to moZné je.
Pak oviem musf platit tato véta: ‘
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Véta 8. Je-li ddn jeden z dvojice trojuhelntka NABC p
P ANAB,C, nebo NABC q AA,B,C,, potom druhy troj-
whelnik je uréen prdv€ dvéma navzdjem nezdvislyma proky,
priéemZ pély P a Q dané polohou maji hodnotu dvou tako-
vyjch prokia.

Dikaz. Véta obsahuje dvé tvrzeni:

a) Obecnd plati, Ze trojtihelnik je uréen tfemi navza-
jem nezivislymi prvky. AvSak dvojice trojihelnfku,
které jsou v relaci p nebo q, majf vidy jeden prvek spo-
ledny, totiZ velikost poloméru spoleéné opsané kruZnice.
Proto je druhy trojihelnfk urden pravé dvéma dalSfmi
najr“zit:jem nezavislymi prvky, jakmile prvnf trojihelnfk
je .

b) Pravdivost druhého tvrzenf vyplyva z definic 1 a 2.
Dané pély P nebo @ uréujf spolu s vrcholy daného troj-
thelnfku jednoznaéné pfimky AP, BP, CP, poptipadé
A,P, B,P, C,P, nebo AQ, BQ, CQ, p¥padné 4,Q, B,Q,
C,Q, a tim jsou rovnéZ jednoznaénd urdeny polohy bodi
4, B, C, poptipadd 4,, B,, C, nebo A4,, B, C, na kruz-
nici &,

Vénujme nyn{ pozornost velikostem vnit¥nich whld
uvaZovanych dvojic trojihelnfkidi. Lze predvidat, Ze
existuje takové podmnoZina mnoZiny My, jejiZ prvky
jsou v relaci p nebo q s danym trojahelnfkem a pfitom
maji jeden uhel shodny, tj. pfedem dané velikosti. Dvé
véty (véta 4 a 5), jejichZ pravdivost dokdZeme, nejenom
potvrzuji existenci takovych podmnoZin, ale udédvaji
soudasné névod, jak lze sestrojit mnoZinu vdech p¥-
sluSnych pdla P nebo Q.

Véta 4. Md-li AABC vnitini uhly dangch velikosti «, f,
y, @ mnokina trojihelntkd, které jsou 8 nim v relaci p, vnitf-
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ni vhel < A,CB, dané velikosti y’, potom mnoinou véech
prislusnijch polic P je oblouk kruZnice mezi body A a B
takovy, Ze obvodovy ihel piislusny k tomuto oblouku
(XAPB = ¢) md velikost:

a)p =y 4y, jeli y + 9 < 180° a oblouk AB le}

v poloroviné ABC,
b)¢p_360° y+ ), 7elzy+y >180°aoblouk

AB le#i v poloroviné opaéné k ABC (ABC ABC *).

Obr. 9

Dakaz. aj Predpoklddejme nejdifve, Ze pél P lezf v po-
—
loroviné ABC, a to bud uvnit¥ AABC nebo vné (obr. 9).
V obou piipadech vyplyva z vlastnostf obvodovych
dhla:
LB AP = 4B A4, = 4B,C, 4, =y, (14)
JAB,P = SAB,B = SACB = y. (1.5)
Uhly 4B,AP a < AB,P jsou vnitinf dhly AAB,P,
jehoZ vnéjsi thel p¥i vrcholu P je <APB. Je tedy veli-

17



kost <xAPB rovna soudtu velikost{ dhld <xB,4AP
a XAB,P, takie podle (1.4) a (1.5) je XAPB =1y + ',
coz také znamena

y + 9" < 180°. (1.6)
LeZi-li bod P na strand 4B AABC, je oviem
y + y' = 180°. (1.7)

Podle pfedpokladu majf dhly ¢ a 9’ dané velikosti,
takZe jejich soudet je staly, a probiha-li bod C oblouk
— —>
AB kruZnice AABC opsané v poloroviné ABC, pro-
bih4 pél P oblouk kruZnice mezi body A a B takovy, Ze
pfislusny obvodovy tihel <xAPB m4i velikost ¢ =y +

+ ¢’, rovné% v polorovind ABC. Body tohoto oblouku
bez krajnich bodt 4 a B jsou prvky hledané mnoZiny
viech pFislusnych péli P.

Je-li pél P vnitini bod tGsedky 4B (viz obr. 3), potom
je podle (1.7) y 4 9" = 180° a oblouk AB prechézf
v tisetku AB.

18



b) Umfstime-Ii pél P vné A4 BC, napt¥iklad do poloro-

viny ABC*, padnou do této poloroviny i vechny t¥i
vrcholy AA,B,C,, a to tak, Ze (obr. 10)

JAC,B < ¥A4,0,B, = ¥'. (1.8)

Proto¥e je soudasné <AC,B = 180° — XACB =
= 180° — y, dostaneme po dosazeni do (1.8)

180° — y < 9', neboli y + y' > 180°.
V tétivovych &tyidhelnicich 44,C,B, a ACBB, je
{AIA‘BI = {PABI = :I.SO° - {AIOI‘BI =

= 180° — ¢/,
XAB,B = XAB,P = 180° — SACB =
= 180° —y. (1.9)

Uhly <PAB, a XAB,P jsou vnitinf thly APAB,,
jehoZ vnéjsf Ghel pti vrcholu P ma velikost

XAPB = 4PAB, + <AB,P
a po dosazen{ podle (1.9)
JSAPB = (180° — ¢') + (180° — )
a po Gpravé:
XAPB = ¢ = 360°—(y + 7').

Také zde je podle ptedpokladu soudet y 4 o' stily,
takZe prvky hledané mnoZiny viech péli P dané vlast-
nosti tvoi'i oblouk kruznice mezi body 4 a B tekovy, Ze
piislusny obvodovy tihel ma velikost ¢ = 360° — (y 4

')
Velikosti thld XBPC = a + o’ a XCPA =8+ §
se pak v tomto pfipadé #{di disti a) dukazu.
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Dokazali jsme pravdivost obou tvrzeni véty 4 pro
dvojici dhli velikosti y, y’. Cyklickymi zaménami dojde-
me k obdobnym tvrzenim pro dvojice « a a’, § & §'.

Véta 6. Md-li AABC vnitint ihly velikosti a,‘ B, v
a mnofina vdech trojihelntki, které jsou s nim v relaci q,
vnitint dhel <X A,C,B, dané velikosti y’', potom mnoZinou
vdech poli Q je oblouk krunice mezi body A a B takovy, %e
obvodovyj ihel pFislusnyg k tomuto oblouku (X AQB = ¢)
md velikost:

e = |y — y'|, pFiemé oblouk AQB le%i
—
a) v poloroving ABC, kdyzy —y' =0, .
—>
b) v poloroviné ABC*, kdyz y — y" < 0.
Dikaz provedeme zvlast pro polorovinu ABC a zvlast
—_
pro ABC*.

V poloroviné 4 BC musime rozliSovat ¢tyFi razné polo-
hy pélu @, z nichZ t¥i jsou zobrazeny na obr. 11, 12 a 13,

B Obr. 11
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Te&na ¢ vedend ke kruznici opsané AABC v bodé B
—
rozdéluje ABC na dvé &isti. Na obr. 11 leZf pdl Q v pri-
niku polorovin ABC N iZ, na obr. 12 na teénd ¢ a na
—_) 9
obr. 13 v priniku ABC () tA*.

21



Ve viech tfech pfipadech je

JAA,B = SACB =y (1.10)
(jde o obvodové 1hly) a také
X4,BQ = XxA4,0,B, =9'. (1.11)

Tvrzenf (1.11) oviem musime dokazat.

V prvnim p#padd jsou dhly XA4,BQ a <X A4,C.B,
obvodové tihly ptslusné k oblouku A,B,,

v druhém piipadd je < 4,BQ tdsekovy ihel pisludny
k oblouku 4,B,, takie je <xA4,BQ = xA4,0B,,

ve tfetim piipadé pak je uhel <xA4,BQ vedlejsi
k < A,BB,a ten mé velikost 180° —y’, nebof je proti-
lehly k XA,C,B, v tétivovém ¢&tyfihelniku 4,BB,C,.

Ve viech t¥ech pripadech je <AA4,B vnéjsi Ghel troj-
dhelnfku 4,BQ pti vrcholu 4,. Oznadime-li <4,9B =
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= g, potom je ¢ = SAA,B— ¥A4,BQ a podle (1.10)
& (1.11) konedénd

e =9y—9', neboli y =9' + ¢, (1.12)
coZ znamena, Ze je vétsi nez y’.
B=B,

——-
—
-
—
—
—
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Lezi-li pél @ na prodlouZeni strany AB za bod B, je
y =y, neboli y — ' = 0.
—
V poloroviné opaéné k A BC jsou mo#né tii rizné polo-
hy pélu @ zobrazené na obr. 14, 15 a 16.
— —
Na obr. 14 je @ e (ABC* (tA*), na obr. 15 @ €¢, na
— —
obr. 16 je @ € (ABC* NtA). Ve viech tfech piipadech

jev AAB,Q
X4B,Q =y, (1.13)
IB,AQ = 180° — . (1.14)
V prvnim pfipadé je xAB,Q = <AB,B = SACB=
=y (obvodové thly), soudasné <XB,AQ = 180° — 4/,
protoze je ve {&tyfihelniku A4B,C,4, protilehly
k &xB,C,A4,,
v druhém phpade je <AB,Q tsekovy thel piisluiny
k obIouku AB, takie je XAB,Q = JACB = v, sou-
tasné L B,AQ = 9’ jako v piipadé prvnim,
ve tietim pitipadé konetné je <AB,Q vedlejsi
k < AB,B a ten ma velikost 180° — 9, nebof je protilehly
k XACB v tétivovém &tyfuhelniku ACBB, a obdobné
XB,AQ je vedlejsi k <xA,AB, = XA,C,B, =y'.
Oznaéime-li v AAB,Q <AQB, = &, bude ve viech
tiech pi{padech
e = 180° —[<XB,AQ + <AB,Q]
a podle (1.13) a (1.14)
e = 180° — (180° — 9’ 4+ y) = y’ — y, neboli.
Y =v+e, (1.15)
coZ znamend, %e y’ je vétdf nei y.
Tim je dokazano i tvrzenf b) véty 5 a podle (1.12)
a (1.15) je
e=y—9|.
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I zde oviem musime vzit v dvahu cyklické zamény,

podle nich? je ¥BQC = |a — «'| & XCQA = |8 —f'|.

Priavé dokizané véty 4 a 5 maji pro nase daldi dvahy
zakladnf vyznam, a proto uspofadiame jejich obsah do
tabulek:

L . . .| Odkaz na
Velikosti Ghla: Poloha pélu P: obr. 17:
—_—
y + p’ < 180° PeABC L1I
lr—d
y + 9’ > 180° P e ABC* IIL, IV
y+v = 180° PecAB \
tab. 1
_ Craa , . Odkaz na
Velikosti thlua: Poloha pélu @: obr. 17:
—
y > Qe ABC I, III
y <y Qe ABC* I, IV
«—>
y =y QeAB VI
tab. 2

Rimské &fslice v tabulkich odkazuji na obr. 17, kde
jsou zobrazeny polohy obloukil zobrazujicich mnoziny

viech pdla P nebo @ pro ruzné vztahy mezi velikostmi
ahla y a y'.
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Plati i véty obracené k vétdm 4 a 5. Jejich dikazy
jsou zafazeny do cvidenf na konci kapitoly.

K vlastnimu provadéni konstrukef je tfeba pfipome-
nout jesté toto:

Pti sestrojovani kruhovych oblouki podle vét 4 a 5
je vidy nutno peélivé uvéZit, ve které poloroviné bude
pifslusny oblouk leZet. K tomu slouZi uvedené tabulky

26



a cyklické zamény z nich vyplyvajici. Konstrukei si pak
zpravidla usnadnime tim, Ze vyuZijeme vlastnosti use-
kovych uhla. Chceme-li napiiklad sestrojit mnoZinu
viech pola P k dané dvojici dhld y a ', je vyhodné
sestrojit v nékterém krajnim bodé tseéky 4B tednu ke
kruZnici AABC opsané (obr. 18).

Tato tedna tvoii s isetkou AB tvsekovy uhel velikosti
y, nadez graficky pfi¢teme thel velikosti y’. Kolmice
na rameno souétu y + y’ vedens piislusnym krajnfm

Obr. 19

bodem tselky AB uréuje spolu s osou tsedky AR stied
hledaného oblouku. Mame-li sestrojit mnoZinu vsech
péla P s odpovidajicim obvodovym dthlem velikosti
360° — (y + ¢), bude postup obdobny jako v piededlém
pHpadé (obr. 19), avSak volime opadénou polorovinu
a v ni sestrojime thel velikosti (y + 97).

Zcela obdobné budeme postupovat p¥i konstrukefch
mnoZin véech péla Q. Zde se viak miiZe stat, Ze pfesnost
konstrukce bude ohroZena, zvlasté kdyZ rozdil y — '
bude mit p¥fli§ malou absolutni hodnotu. V tom pifpadé
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bude nutno pouzit zndmych konstrukei na omezené na-
kresné, konstrukef pfimek spojujicich dva velmi blizko
sebe lezici body na kruzZnici a podobné. Dal§f moZnosti
takovych pomocnych konstrukef ndm poskytnou i dva-
hy zafazené do druhé &asti prvnf kapitoly.

Ukézali jsme jiZz (véta 3), Ze k uréeni dvojice trojihel-
nfka z relaci p nebo q, je-li jeden z trojuhelnika dan,
postadi dva dalsf navzijem nezdvislé prvky. Mohou to
tedy byt napiiklad vedle velikosti poloméru spoleéné
opsané kruZnice velikosti dvou vnitfnich dhla, pokud
oviem splﬁuii nutnou podminku

a4+ B < 180°A o’ + B < 180°.

Podle vét 4 a 5 miiZeme predpokladat Ze takto zadané
tilohy budou mit vidy pravé jedno ¥efeni, protoze pii-
slusné pély miizeme vidy urdit jako priseéiky dvou kru-
hovych obloukii s obvodovymi thly velikosti (a + a’)
a (8 + B’). Logickou cestou dojdeme k zdvéru, Ze takto
uréenym bodem bude prochézet i t¥eti oblouk geometric-
kého mfsta s obvodovym tihlem velikosti (y + y’). Sprav-
nost této ivahy nynf dokdzeme:

Vé&ta 6. Necht dvojice trojihelnika [ AABC, AA B C,]
€ p maji vnitini 1ihly velikosti po fadé «, B, y @ o, ﬂ Y,
potom kruhové oblouky BPC, APC a APB uréujici polohu
polu P wvzhledem k wvelikostem uhle (ax + &), (B + B'),
(y + 9'), maji vedle vrchola NABC prdvé jeden dalsi
spoleény bod, totiZ pdl P.

Dikaz provedeme sporem.
a) Predpoklidejme, Ze pél P je vnitini bod AABC a Ze

oblouky BPC, APC a APB neprochizeji jednim bodem
(okr. 20).
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Protoze tyto oblouky podle véty 4 prochazeji vidy po
dvou tymZ vrcholem AABC, mohou mit praveé jesté je-
den dalsi spoleény bod. Oznadme tyto dalsf priseéiky
Py, Py, Py

Obr. 20

Podle predpokladu majf oblouky AP,P,B, BP,P,C’
O'PsPlA vlastnosti hledanych mnoZin podle véty 4. To
znamena, Zze < AP,B ma velikost (y + y'), <AP,C ve-
likost (B + f). Vypottem zjistime, ¢ <<CP,B ma ve-
likost

360° — (y +y)—(F+ 8) =180°— (B +») +
4+ 180°— (' +9')=a + «'.

Avsak tuto velikost maji dhly BPC, pokud podle
pfedpokladu pél P, leZf na oblouku CPB. Mimo né %4dny
jiny bod roviny. N4§ pfedpoklad byl tedy nespravny
a vSechny tfi oblouky prochézejf jedinym bodem.

Zcela obdobny vysledek dostaneme pro pél P lezicf

vné AABC, ovSem uvnitf kruZnice AABC opsané
(obr. 21).
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Jistd neni nutné znovu opakovat cely myslenkovy
pochod, stadf, uvedeme-li zavéredny vypodet:

XBP,A = $AP,C 4+ XBP.C = (a + f) +
+ («' 4+ B),

neboli

(180° — y) + (180° — y') = 360° — (y + »').

C

Obr. 21

Také zde prochézeji viechny t¥i oblouky jedinym
bodem.

Diive ne% odvodime obdobnou vétu pro pdl @, doka-
Zeme platnost uZitedné pomocné véty.

V&ta 7. Necht dvojice trojihelnika [ AABC, AA,ByC,)
eq md vnitint 1hly velikosti po fadé «, B, y a &', f', ¥/,
a soutasné jeden vnitini dhel AABC je vét§i nef jemu od-
povidajict vnitint dhel NA,B,C,, potom aspoti jeden, nej-
vyde viak dva dalst vnitind whly NABC jsou mendi neZ jim
odpovidajict whly NA,B,C,.

30



Ditkaz. a) Piedevsim je vylouden p¥pad, kdy viechny
tfi dhly AABC jsou vétsf neZ vnitfni dhly AA4,B,C,
V tom piipadé by platilo soudasnd:

a>a,f>py>y

a po seéteni téchto nerovnic
at+fty>a+§+y

neboli 180° > 180°.
b) Pfedpoklidejme, Ze plati

a>a ANf>f,

odtud plyne a 4 f > a' + f’, coZ miZeme psit také
takto:
180° — y > 180° — 9, takie

— 4y > —y',neboliy < y".

¢) Zaménfme-li v predchizejicim textu znaménka
,,vété"‘ za ,,mensi‘ a naopa.k dostaneme potvrzeni
“platnosti druhé &isti tvrzenf, e mohou dva Wdhly byt
mensf a to — v souladu s Vysled.kem prvni &asti dika-
zu — nejvyse dva.

Zde je na misté pfipomenout tabulku 2 uvedenou za
vétou 5. UZijeme-li véty 7, snadno provedeme cyklické
zémény k tabulce 2 a tim uréime spolehlivé polohu pélu
@ vzhledem k velikostem vnitinich dhla trojdhelnika
AABC a AA,B,C, z relace q.

Vita 8. Necht’ dvojice trojihelntka [ NABC,
AAzBaO’,] eq md vnitint whly velikosti st _po fadé a, By

a o, B, v'; potom kruhové oblouky BQC, AQC a AQB
urcuyic( polohu Pllu Q vzhledem k velikostem wihli o — o),

31



B— B, ly — y'| maji vedle vrcholis \NABC prdvé jeden
dal$it spoleény bod, totiz pol Q.

Ditkaz provedeme opét sporem.

Obr. 22

a) Predpokladejme nejdfive (obr. 22), Ze pél Q lezf

v priniku ABC* () <ACB. V tom ptipadsé je podle vét
5a7

Y >y = J4QB =y'—v,
o' <a = IBQC =ax—a,
p<B = 54QC =p—p.

Pifsludné oblouky takto uréené necht se protfnaj{
v bodech @, =# @, # Q,. Podle véty 5 pak plat{

SAQC =B —p A <BQ,C = a —a'.
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Soudet téchto dvou thld mé velikost

YA4QB = (a —a') + (f— ) = (« + B) —
— (o' + ) = (180° —y) — (180° — ') =
=y —v. -
Podle tohoto vysledku leZf pél @ na oblouku 49,Q,B,

tak?e pfedpoklad @, # @, =£ @, je nesprivny a viechny
t¥i oblouky prochdzejf tymZ bodem @.

b) Umistime-li pél @ do dhlu vrcholového k XBAC,
potom bude (obr. 23)

Y >y = JAQB =y’ —y,
f<p => x4QC =p—¢#,
a >a = ¥BQC = o’ — a.
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Oblouky takto ur&ené se protnou v bodech @, = @,
# Q. Dalsi ivahy pak jsou shodné s divahami z prvn{
¢asti dikazu se stejnym zivérem, Ze viechny t¥i oblouky
prochazeji tymZ bodem, tj. plem Q. Zde se na prvni
pohled zd4, %e dikaz jesté nenf dplny, protoZe jsme ne-

vzali v dvahu polohy pélu @ v polorovind ABC. To vSak
neni nutné, protoZe cyklickymi zdménami bychom
dodli ke stejnym z4avérim pro poloroviny ACB* a BCA*,
¢imZ je celd rovina aZ na vnitfek AABC vyderpina.
P61 Q ovéem podle definice 2 v této &asti roviny leZet
nemiiZe.

Véty 6 a 8 majf jeden zajimavy disledek. Uvazime-li
totiZ, Ze relace p a q, jak jsme diive ukézali, jsou sy-
metrické, mizeme v dikazech vét 6 a 8 zaménit ozna-
denf vrcholi trojihelnfka z uvaZovanych dvojic [ AABC,
AAB,Clepa [AABC, NA,B,C,]eq. Potom pélem
P prochizeji dalsi t¥i oblouky, a to A,PB;, B,PC,
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a C,PA,, s phisluSnymi obvodovymi thly velikostf
(v +7) B + 8)a (a + a) (obr. 24).

Obdobné pak pdlem ¢ prochazeji rovnéZ tii dalsi
oblouky 4,QB,, B,QC, a C,QA, s psluinymi obvodovy-
mi dhly velikost{ Jy — 9|, |B—F'| a |« — &'| (obr. 25).

Vyéet vlastnosti relacf p a q uzavieme dikazem dalsi
véty, ktera se tyka polohy vrcholi uvaZovanych dvojic
trojihelnfkd na spoleéné kruznici opsans.

Obr. 25

Véta 9. Méjme dvojice trojuhelnikt [ AABC,
NAB,C,\]ep podle P a [ANABC, AA,B,C,]eq podle
Q takové, Ze ani pdl P ani pol Q nelezt na nékieré strané
AABC nebo na jejém prodlouZeni, potom o vzddlenostech
vrcholi uwvaZovanych trojuhelntks plati:
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AB, BC, CA,

AB, BC, CA, _ _ _ 3
CB, 4C, B4, ~

CB, AC, B4, — L.

1,

Dakaz. a) Na obr. 26 je v trojthelnfcich AAB,P
a ABA,P

<XAPB, = XBPA, (lihly vrcholové)
XAB,P = {BA,P (Ghly obvodové),

a proto AAB,P ~ ABA,P, takZe je

AB, AP
B4, ~ BP (1.16)
Obdobné je ABC,P ~ ACB,P a také
BC, BP

0B, ~ CP (1.17)



a koneénd ACA,P ~ AAC,P, takie
c4, oOP
AC, ~ AP

Vynésobime-li nyni rovnosti (1.16), (1.17) a (1.18),
dostaneme:

4B, BC, CA, AP BP CP
BA, CB, AC; BP CP 4P’
Na pravé strané se vykrati velikosti Gsedek AP, BP,

CP, takZe vyraz na levé strané se rovné 1. Po tpravé pak
odtud dostaneme dokazovany vztah:

AB, BC, 04, _
CB, 4C, B4, =

b) Na obr. 27 je v trojthelnfcich AAB,Q a ABAQ
XA4QB, = ¥BQ4,,

(1.18)

1.

Obr. 27
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nebot jsou totozné,
<ABQ = ¥BALQ,
protoze
' <J4B,Q = <AB,B = 180°— JXAA,;B
(dhel protilehly ve &tytiuhelnfku tétivovém AB,BA,).
ProtoZe ithel <AA4,B je vedlejsf k <<BA,Q, je
<A4B,Q = XBA4,Q.

Trojihelnitky AAB,Q a ABA,Q maji tedy dva uhly
shodnych velikosti, takie je AAB,Q@ ~ ABA,Q.
Z podobnosti trojihelnikd pak plyne

%§§=h%%- (1.19)
Obdobné je ABC,Q ~ ACB,Q, odkud

g_g: _ % (1.20)
a konetné i ACA,Q ~ ANAC,Q a odtud

Z‘é: = j—g. (1.21)

Vynésobenim (1.19), (1.20) a (1.21) a po obdobnych
dpravach jako v pFedeslé ¢asti diitkazu dostdvame:

AB, BC, C4,

CB, AC, BA

Podle pfedpokladu nelezi p6l P na Zadné strané

AABC. V tom pfipadé by bylo napiiklad 4 = B, A
AB = A,, takie AB, = B4, = 0 a do dokazovaného

=1.
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vztahu se dostavd neurdity vyraz % a vyraz pozbyva
smyslu. Obdoba platf i pro pél Q.

Dosud poznané vlastnosti relaci p a ¢ nés jiZ dosta-
tedné vyzbrojuji k Feden{ iloh. Zde nékolik ptikladi:

Piiklad 1. Je ddin AABC s vnitinimi dhly velikost{
a = 100°, # = 30°. Urdete polohu péla P a @ tak, aby
AA,B,C, a ANAyByC, 7z relaci p a q byly trojihelnfky
rovnostranné.

a.)ORozbor. Podle zadani je y = 180° — (100° + 30°) =
= 50°,
o =f =y = 60°
Dale plati:
a 4+ ' = 100° - 60° = 160°,
B+ B = 30°L 60°= 90°
y+ 9 = 50°+ 60° = 110°

Véechny tfi soudty jsou mensf nez 180°, a proto pél P
je vnitini bod AABC.

a—a’ = 100° — 60° = 40° = Qe BCA,

B—f = 60°—30°=30° = QeACB*,
——>

y—9y = 60°—50°=10° = QeABC*.

—> -

Podle toho lezi pdl @ v priniku BCA (y ACB*
(Y ABC*.

b) Konsirukce. Nejdfive sestrojime AABC: Na krui-

nici k¥ = (0; 4) zvolime bod 4, v ném sestrojime teénu
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ke kruZnici % a tsekové thly velikostf § = 30°ay = 50°.
Ramena tsekovych hlt uréf na kruznici £ body B a C.
Potom sestrojime pi{sludné oblouky zobrazujicf mnoziny
hledanych péli. Volime oblouk APC, protoZe k nému
piisluiny obvodovy iihel mé velikost g 4 g = 90°,
talze stfecibblouku je stfedem tsedky AC.

Obr. 28

_Podle rozboru je vyhodnéjsi zvolit jako druhy oblouk
APB s pfisludnym obvodovym thlem velikostiy + ' =
= 110°, Konstrukce je provedena na obr. 28.

V druhé &4sti dlohy (obr. 29) obdobnym postupem
uréime polohu pélu @ jako prisetiku oblouki BQC
s obvodovym thlem velikosti « — a’ = 40° a oblouku
CQA s obvodovym thlem velikosti 8 — g = 30°. Tyto
oblouky jsou vyhodnéjsf, protoZe rozdfl y' —y = 10° je
piili§ maly. V obou p¥ipadech opét uZijeme ke konstrukei
piislusnych dsekovych thla.
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c) Dikaz vyplyva z uZitych vét a popisu konstrukce.

d) Diskuse. V8echny tfi trojihelniky (AABC,
AA4,B,C, i AA,B,C;) jsou urdeny velikostmi dvou
vnitinich Ghli a poloméru kruZnice opsané, tedy jedno-
znadénd. Obé ¢4sti tlohy proto maji po jednom fefend.

Obr. 29

Piiklad 2, K danému rovnostrannému trojithelnfku
ABC vepsanému do kruZnice o poloméru r = 4,5 cm
sestrojte trojihelnfky AA,B,C; z relace p a AA4,B,C,
z relace q takové, aby byly pravoiihlé s jednim ostrym
uhlem velikosti 60°.

a) Rozbor. Podle podminek tlohy mtZe o velikostech
vnitfnich dhld hledanych trojihelnfki platit:
o = 90°, " = 60°, B = 90° ' = 60°,
o =90°% " = 60°, » =90° § = 60°,
g =90° a’ =60° ¢ =90° « = 60°
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Obé &asti ulohy proto budou mit po Sesti FeSenich,
celkem dvandct Feseni. Zde provedeme pouze dvé z nich.

Zvolme naptiklad «’ = 90°, ' = 60° = y’ = 30°.

b) Konstrukce (obr. 30).

Je-li B’ = 60°, je ' = B, takZe oblouk 4PC bude pro-
chazet stfedem opsané kruZnice, nebot < APC = 2.

.XABC. ProtoZe déle je y 4+ 9’ = 90°, je oblouk APB

obloukem Thaletovy kruZnice nad priumérem 4B. Tfm
se konstrukce pélu P znadnd zjednodusi. Déle pak
postupujeme podle definice 1.

Obr. 30

Zvolime-li stejné podminky i pro sestrojeni druhé
¢asti ulohy (obr. 31), dostaneme:

a’'—a=230°8—p =0°%y—y =30°
takZe podle véty 5 padne pél @ na piimku AC. Bude
proto 4, = C a soudasné C, = 4.
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P¥iklad 3. Je dén A ABC vepsany do kruZnice o polo-
méru r = 4,2 s vnitfnimi dhly <BAC = a = 105°
a XABC = B = 50°. Sestrojte trojihelniky AA4,B,C,
a AA,B,C, z relaci p a q takové, Ze

a) A4,B,C, >~ ANBCA,
b) AA,B,Cy == NABC.

Rozbor (obr. 32). a) V prvnim p¥padé je pfedeviim
y = 180° — (a + ) = 25°. Dale musf pFi plemisténi
platit:

C, =49y =a=105°
A, =B =a =8 = 50°
B =C=>p8 =y= 25
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Mime tedy:

a+ta =a+ f =155°
B+B =f+y= 15
y+9y =y + a=130°

Vsechny t¥#i soudty jsou mensi nei 180°, takZe pdl P
je podle véty 4 vnitini bod AABC. Konstrukce se pro-
vede jako v piedeslych ilohach.

b) Ve druhém piipadé je «a = o', f = ', y = ¥'. Zde
dostavdme zajimavy vysledek, protoZe

a—a' =0 = pdl @ leZi na pfimce BC,

p—p =0 = podl @ lezi na pfimce AC,

y —y' =0 = pdl @ leif na pFimce AB.
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Protoze p¥imky AB, BC, AC mimo vrcholy AABC
jiz Zadné dalsf spoledné body nemajf, zddlo by se, Ze
tiloha nem4 Fedeni. Avéak podminku XAQB = ¥BQC =
= JCQA = 0° spliiujf tFi nevlastnf body roviny, takZe
je (obr. 33)

cQ, | 4Q, = BQ,; B, | AQ: = CQy;
AQ, ” BQy = 0Q,.

Obr. 33

Piiklad 4. Je ddn pravodhly AABC s preponou
AB = 8 cm a dhlem < CAB = 60°. Sestrojte A4 ,B,C, p
P AABC, jehoZ strana A,B; m4 velikost 7 cm a polomér
kruZnice vepsané ¢ = 1,7 cm.

Rozbor. Proto¥e AABC je pravoihly, mé polomér
kruZnice opsané obéma trojihelnfkim velikost poloviny
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pfepony, tj. 4 cm. AA,B,C, je urden tfemi navzijem
nezavislymi prvky, tj. velikostmi poloméri kruZnice
opsané a vepsané a strany A,B,. Pfi konstrukeci budeme
postupovat tak, Ze nejdiive sestrojime zvlist AABC
a zvla3t AA,B,C,, nadei uzitim véty 4 ,,vloifme** troj-
thelntk 4,B,C, do kruZnice opsané AABC.

Obr. 34

Konstrukes AA,B,C, FeSime jako samostatnou tilohu.
Pfedpoklidejme, 7o existuje AA'B'C' ~ AA4,B,C, (obr.
35).

Na kruznici opsané polomérem r = 4 cm kolem stiedu
O’ umistime tétivu 4A'B’ = 7 cm. Oznadme M st¥ed
mensfho oblouku A’B’. Bude-li vrohol ¢’ hledaného
trojithelnfku probfhat vétdi oblouk A’B’, bude stied &’
kruZnice vepsané trojihelnfku A’B’C’ probfhat oblouk
g: kruZnice opsané kolem bodu M polomérem velikosti
MA' = MB’. S dikazem sprivnosti této konstrukce
se setkdame aZ ve druhé kapitole. Soudasné leif bod S’ na
rovnobézce g, se stranou A’'B’ vedené ve vzdilenosti

46



¢ = 1,7 em. V naSem piipadé ma tato pomocni kon-
strukce dvé FeSenf.

Nyni jiz zndme velikosti viech t¥{ souéti « 4 a,
B8+ B, v+ 9, tak¥e miZeme uZitim véty 4 pfemistit
AA'B'C?" do kruZnice opsané AABC (viz obr. 34).

Obr. 36

Piiklad 6. K danému trojihelnfku ABC [4AB =8,
BC = 4, CA = 6] sestrojte AA,B,C, z dvojice [ AABC,
AAB,C,] ep podle P takovy, Ze:

a)AB,:CB, =3:4,CA,:BA;, =4:7 a pél P je
vnitinf bod AABC.

b) A4B;:CB, =u6, BC,:AC, =6:7 a pél P
lez{ v poloroviné ABC*.

Redent. V obou p¥ipadech nejd¥ve zjistime velikosti
poméri, které v tilohadch nejsou zadany. PouZijeme véty 9.

) B, VB4, ~ & tT 1?95 =45,"
by ABL.BO 9 6 _, 5 04
CB, 40,1716 71 9= 37 = B4,

47



Je vyhodné provést tyto vypodty jesté pfed vlastnim
provedenim konstrukce, protoZe lze vypoéteného poméru
dasto pouzit k zajistén{ vét&f pfesnosti. V daném piipadé
je strana BC = 4 nejmens{ a to, jak uvidime déle, pii-
sob{ pfi konstrukei uréité potiZe.

Zde vyuzijeme v obou pFpadech znamého vztahu, Ze
osa thlu v trojihelnfku délf stranu trojihelniku na dvé
dasti, jejichZ velikosti jsou v poméru velikostf pFilehlych
stran. V daném pi¥ipadé a) napiklad méme sestrojit troj-
uhelnfk 4B,C, jehoZ strany maji velikosti v poméru
3 : 4 (obr. 36).

Obr. 36

Rozdélime proto tsetku AC v udaném poméru a délicf
bod oznaéfime B,. Osa strany AC nechf protne opsanou
kruznici v bod® [B] leffeim na vét§im oblouku ABC.
Piimka [B]B, pak protne mensi oblouk kruZnice mezi
body A a C vhledaném bod$ B,. Ze tomu tak skuteénd
je, snadno dokazeme, nebof jsou-li oblouky A[B] a C[B]
shodné, jsou shodné i k nim p¥islusné obvodové ihly
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XAB,[B] a XCB\[B]. Stejnym zplisobem sestrojime
i dalsf bod, zde nejlépe bod C,, tak?e pfimky BB,
a CC, se protnou v hledaném bods P.

V ptipadé b) postupujeme obdobnd s tim rozdilem, %e

oba body [B] a [C] leZi na oblouku ABC (obr. 87).

Je tieba jesté pfipomenout, Ze pfedchézejici dvé vilohy
4 — >
maji vice feSenf, & to v polorovinidch ABE’)*, CAB*,

—_—
BCA*. Nenf-li vSak dany trojtihelnfk tupoidhly, jako je
tomu v nafem piipad$ b), jsou konstrukce tak obtiZné,
%e nelze zarudit jejich pFesnost, a nemaji tedy prakticky
vyznam.

Priklad 6. Jsou dény tfi dsedky velikosti a, b, c.
Usesku ¢ rozddlte na dvé &sti, jejichz velikosti jsou
v poméru a? : b2,
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Rozbor. Ke konstrukci uZijeme véty 9. Bude-li totiZ
AB, = BC, =aACB, = AC, = b, bude podle véty 9
AB, BC, C4, a a CA,
CB, AC, B4, b b B4,

a? CAd,
takZe B4, ~ !
CA, b2
a odtud B—Al =5

Konstrukei provedeme podle obr. 38:

Narysujeme libovolnou kruznici % a na nf zvolime bod
B. 0d bodu B naneseme po fadé tétivy BC, = a, C,4 =
= b, AB, = a, B,C = b. Pfimky BB, a CC, se protnou
v bod8 P. Potom pifmka AP uréf na kruznici k bod 4,
a podle véty 9 platf

BA, :,CA, = a? : b2,

Obr. 38 iy
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nate? danou tsedku velikosti ¢ rozdélime v poméru
BA, : CA,.

Pozndmka. Jsou-li dané dsedky a, b piili§ veliké, je
mozno je zmensit ve vhodném libovolné zvoleném po-
méru,

PFiklad 7. Do kruZnice k = (O; 30) vepifte AABC
[AB = 45; <xABC = 120°]. Na polopfimce OA4 urlete
bod M (OM = 80). Bodem M vedte p¥imku m | OA4.
Do kruZnice k pak vepite AA,B,C, tak, aby se dvojice

<> <« <> <« «> <«
pfimek (4B, A,B,), (BC, B,C,) a (CA, C,4,) protinaly
po dvou na p¥imce m.

Rozbor. ProtoZe pifmka m nema s kruZnici &k Zadny
spoleény bod, budou podle véty 1 piimky 44,, BB,
a CC, prochéizet bodem le#fcim uvnitt kruZnice k a pHm-
ka m bude polérou tohoto bodu. Na obr. 39 je to bod P.
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Konstruke: bodu P provedeme tak, Ze nejdfive vede-
me stiedem O kruzZnice & kolmici na pf¥imku m, tj. pHm-
ku OM. Bod M je sdruieny pdl k hledanému pélu P.
Ten pak sestrojime napiklad pomoci teény vedené z bo-
du M ke kruZnici &, jejiz dotykovy bod leZf na kolmici
vedené p6lem P na piimku OM. Potom ném polopifmky

—_s —> —>
AP, BP a CP urd{ na kruinici & hledané vrcholy
AAB,C,.

Takto zadana dloha mé vZdy jedno Feden{, pokud p¥im-
ka m nenf te¢nou kruZnice k. To platf i v tom pfipads, Ze
pfimka m protne kruZnici k. O tom nas presvédéi feseni
dalsf dlohy.

Ptiklad 8. Do kruZnice k = (O; 40) vepiste AABC
[AB = 73; BC = 57]. Na poloptimce OB urdete bod M

m Obr. 40
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(OM = 15) a vedte jim piimku m | OB. Potom vepiste

do kruZnice k trojihelnik A4,B,C, tak, aby se dvojice
> > > —=> > <«

piimek (4B, A,B,), (BC, B,C,) a (CA, C,4,) protinaly

po dvou na pfimce m.

Rozbor. Jde o obdobu ilohy z pfikladu 7 s tim rozdflem,
Ze dany bod M je sdruZenym pélem pélu @ lezfciho ve
vnéjsf oblasti kru¥nice k.

Bod @ sestrojime v tomto pfipadé tak, Ze v priseéi-
cich piH{mky m s kruZnicf ¥ vedeme teény k této kruznici
a ty se protnou v hledaném bodé Q. Potom pHmky QA4,
QB a QC uréf na kru#nici k vrcholy hledaného AA,B,C,.

Také takto zadana dloha mé pravé jedno feseni, pokud
p¥imka m nen{ teénou kruzZnice k.

Na zavér je t¥eba jesté pfipomenout toto:

Podle vysledku ptikladu 4 zfejmé miZeme k danému
trojihelniku umistit do kruZnice jemu opsané trojihel-
nik podobny k libovolné zvolenému trojihelniku tak,
aby spolu s danym vytvotili dvojici z relace p nebo q.

Ve cvidenich, ktera ndsleduji, jsou uvedeny jesté nékte-
ré dalii dlohy jiného typu, ne% je ukdzéno v pfikladech.
Vzhledem k shora uvedené pFipomince je zde volba
a moznost riznych kombinacf nevyderpatelna.

Cvideni

1. Do kruZnice k = (O; 3) vepidte AABC [a = BC = 5,5;
¢ = AB = 4]. Sestrojte AA,B,C, z relace AABCp
p AA,B,C, podle P[AP = 2,5; BP = 2].

2. Do kruZnice o poloméru r = 32 mm vepiste rovnoramenny
AEFG@, jehoi zékladna EF mé velikost 40 mm. Sestrojte
AEF,G,q AEFG podle pélu @, jelli FQ = 40 mm,
GQ = 75 mm.
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7

8.

9.

10.

11

b4

Je dén AABC [AB = 6; BC = 3,6; XABC = 60°]. Se-
strojte AA.B,C, z relace g podle pélu @, ktery lezi na
prodlouZeni strany 4B za bod B tak, Ze BQ = 2.
Trojihelnik RUT mé velikosti stran v poméru RU : UT :
:TR = 4:5: 6. Urdete polohu pélu @ tak, aby platilo
ARUT =~ AURT, A ARUT q AR,U,T, podle Q.
Jedén AABC [AB = 5;r = 3; v, = 4), kde r je velikost
poloméru kruZnice opsané a v, velikost vysky pkisludné
ke strand A B. Bod O, (pfipadns C,) puli oblouk AB kruz-
nice AABC opsané a vzdédlenost péld P (pifpadnd @) od

piimky 4B mé velikost d = % v,. Sestrojte AA,B,C,

z relace p podle P (ptipadnd A4,B,C,zrelace q podle Q).
Do kruZnice o poloméru r = 3 cm vepiste pravidelny psti-
tihelnik. Dva jeho sousedni vrcholy oznaéte 4, B a zby-
vajici t¥i vrcholy C,, 4,, B, v libovolném potadi (pijde-li
o relaci q, zménte indexy na A4,, B,). Utvoite viechny
dvojice [AABC, AA,B,C,]J€p, pipadné [AABC,
AALB,C,] tak, aby viechny moZné obmény v pofadi
vrcholi C, 4,, B, nebo C, 4,, B, byly vyserpany. Zapiste
viechna vyslednd pofadf Sesti bodii na opsané kruZnici.
Nelezi-li p6! P nebo @ na #4dné strand A ABC ani na je-
jich prodlouZeni, nele%{ ani na 24dné strand A A,B,C, nebo
AAB,C, z relaci p nebo q ani na jejich prodlouZeni.
DokaZte!

Trojihelnik EFG je dédn velikostmi stran, a to: EF =
= 7c¢m, FG = 6 cm, GE = 6 cm. Pél P leii na strand EF
tak, o EP : FP = 3 : 2. Sestrojte dvojici AE,F,G, p
P AEFQ@ podle P, aniZ narysujete kruZnici A EFG opsa-
nou.

Zékladna rovnoramenného A ABC mé velikost AB = 3cm
a jeho ramena AC = BO = 5 cm. Na prodlouZen{ strany
AB za bod B le%i p6l @ tak, e AQ : BQ = 7 : 5. Sestrojte
dvojici [ A4,B,C,, AABC]€ q podle @, aniZ narysujete
kruznici A ABC opsanou.

Trojihelnfky AABC p AA,B,0, podle P mohou byt na-
vzd)em shodné nebo neshodné, avéak nemohou byt podob-
né s pomérem podobnosti riznym od 1. Oduvodnéte!
Upravte text tlohy 10 takto: Existuje dvojice [ AABC,
AA,B,C,]€p podle P takovd, e AABC ~ AA,B,C,.
UkaZte na rozdily v textu a uvaZte, je-li takto upraveny
vyrok pravdivy.



12.

18.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20

21.

Rovnoramenny AK,L,M, se zdkladnou K,L, = 4 cm je
v relaci q podle pé6lu @ lezictho na pfimce K,L, s AKLM
rovné%: rovnoramennym se zékladnou KL. Sestrojte
vrcholy M a M,.

Trojthelntky AABC a AA,B,C, majf spoleénou kruZniei
opsanou k = (0; 3,5), pfitemz je AB = 5, <XABC = 76°,
A,B, = 7 a velikost vysky piisluiné ke strand A4,B, je
v, = 2,6. Umistéte tyto trojihelniky do kruZnice % tak,

aby pfimky ;1_11),, (ﬁl a 63, prochdzely tymZ bodem
uvnitt spoleéné kruznice opsané.

Ulohu 13 fedte tak, aby spoledny bod p¥fmek H,, Eﬁ,

a8 ((Rg, byl vné kruZnice opsané. Indexy se oviem zméni!

K danému trojthelniku RT'U vepsanému do kruinice k =
= (0; 3,8), jehoz vnitini dhly maj{ velikosti XTRU =
= 120°, XUTR = 45°, sestrojte rovnostranny trojihelnik
a) AR,T,U, z relace p podle P,

b) AR,T,U, z relace q podle Q.

Je dén rovnostranny AA4BC. Sestrojte pravodhly rovno-
ramenny AA,B,C, z relace g podle Q.

Je dén AABC s vnitinimi dhly XABC = § = 40°a
JXAOB = y = 60° vepsany do kruinice k = (0; 3,5).
Narysujte dvojici [ AA,B,C,, AABC]€p podle P tak,
aby bylo <A4,C,B, = a, <A4,B,0, = y. Jaky je vztah
mezi témito trojihelniky ? Zapiste!

Vysetfete mnoZinu viech pélu P urdujicich dvojice troj-
thelnika [ AABC, AA,B,C,]€p podle P takové, Ze vnit¥-
nf dhly AABC majf velikosti &« = 40° & § = 65° & jim
odpovidajici vniténi dhly AA4,B,C, velikosti a’ = 60°,
8 < 90°,

Vy#etfete mnozinu viech p6la @ urdujicich dvojice troj-
vhelnfki [ AKLM, AK,L,M,lcq podle @, vite-li, Ze
KL =6,5; LM =4 a <KLM = 110° a soulasnd je
I K,L,M, = 70°a K,L, = 6,5.

Sestrojte dvojici [ AUHF, AU,H,F,]€p podle P vepsa-
nou do kruinice o poloméru r = 4 cm, jsou-li velikosti
vnitinich ihla SUHF =120°, SUFH = 26°, 4U,H,F =
= 100°, < F,U,H, = 25°.

K trojihelniku KMZ s vnitinimi thly velikost{ X KZM =
= 30°, SZKM = 40° sestrojte AK,M,Z, s vnitinim
tdhlem < K,M,Z, = 130° z relace p podle pélu P, ktery
pilf polomér spoledné kruznice opsané.
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22.

24,

25.

26.

27,

28.

29,

80.

81.
82.
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Trojihelntk ABC je dén velikostmi stran: AB = 5 cm,
BC = 3 cm, CA = 7 cm. Sestrojte viechny rovnoramenné
AA,B,C, nebo AA,B,C, z relaci p nebo g podle péla P
nebo @ leZicich na pfimce AB.

Opakujte tlohu 22, aviak slova ,,podle péli lezfcich na
piimce 4B* naehradte slovy ,,takové, e 4,B, = AB nebo
A,B, = AB".

Jedén AK,L,M, vepsany do kruZnice o polomérur = 3,5,
jeho? streny maji velikosti K,L, = 4 a LM, = 3. Nary-
sujte AKLM, ktery je s denym trojihelnikem v relaci
p podle F a je pravoihly s odvésnami, jejichZ velikosti
jsou v poméru 3 : 4.

Do kruznice o poloméru r = 4 em vepiste dvojici [ AABC,
AA,B,C,]€q podle @ tak, aby bylo 4,B, = BO = 6,8
cm, B,0y = 1/2 AC = 2,6 cm.

Narysujte dvojici [ AK,L,M,, AKLM]€p podle P, kde
r=3, SKLM = 60°, <LMK = 45° a soudasnd je
K.\L, | KL, L,\M, || LM.

Sestrojte dvojici [ AEFG, AE.F,G,]€p podle P nebo
[AEFQ, AE,F.G,)€q podle Q, vite-li, 26 EF = 48 mm,
JXEFQ@ = 4E,F,G, nebo JE,F,Gy = 60°, JGEF =
= 45° a E,G, | EF nebo E,G, | EF.

K danému AA4ABC, kde AB =4,5; < ABC = 110°, BC = 6,
sestrojte AA,B,C, zrelace p podle P pravoihlys pieponou
B,C, nebo AA,B,0, rovnd% pravoihly s pfeponou B,C,.
K danému trojihelnfkua HJK [HJ =17, JK = 6, KH =
= 5,5] narysujte AH,J,K, z relace p podle P, kde H,J, =
= 51K = 6 8 AH,J,K, z relace q podle Q, kde H,J, =
Je dé.n AA,B C, z relace p podle P [4,B, = 4,6; <4,B,C,
= 60°a polomér opsané kruZnice r = 3] Na sujte ph-
sludny AABO tak, aby bylo AB = 5,6 A AB | A,B,.
Dokazte pravdivost vét obrdcenych k vétdm 4 a 5.

Jsou dédny velikosti nékterych vnitinich dhld dvojice
[AABC, AA,B,0,]€p podle P. Uréete polohu pélu P:
a) a = 40°, 8 = 60°, &' = 60°, B’ = 70°;

b) a = 30° f = 70°, a' = 150°, f' = 20°;

c)a = 80° a' = 110°.

Jsou dény velikosti nékterych vnitfnich dhld dvojice
[ AABC, AA,B,0,]. Urédete polohu pélu Q:

a) a = 80° f = 60°, &' = 50°, B’ = 40°;

b) a = 70° f = 40°, a' = 90°, §' = 60°.



84.

85.
8e.

Je dén AKLM [KL = 6cm, LM = 7cm, <KLLM =
= 60°] & ptimka p 1 KL, jeji2 vzddlenost od vrcholu L
je 4,6 cm. Opiste kruznici AKLM a doni vepiste AK'L'M’
tak, aby se dvojice stran KL a K'L', LM a L'M', MK
a M'K’ protnuly na dané pfimce p.

Do dané kruZnice vepiste pravouhly trojihelnik, jehoZ
odvéeny maji velikosti v poméru 3 : 5!

Vrcholy trojthelnikii 'ABC a A,B,C, leii na spoleéné
kruZnici opsané tak, 2e AB,:CB, = 3:4, CA,: BA, =
= 4 : 7. Urdete pomér BC, : AC,!
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B. SLOZENE RELACE

V prvn{ &isti této kapitoly jsme poznali zikladni vlast-
nosti relaci p a q. Protoze v dvojicich

[A4BC, hAB\Clepa [AABC, AA,B,C,]eq

jsou prvni slozky shodné, miizeme relace p a q sloZit,
a to ve dvou pofadich:

AA,B,C, p NABC q NA,B,C,
nebo

NA.B,C; 9 NABC p NA\B,C,.

Tyto sloZené relace mezi AA,B,C, a AA,B,C, pak
miZeme psat zjednodusensé:

A4,B,C,p O q NA,B,C,,
AA.B,C: q 0 p NA,B,C,
nebo také
[A4,B,C), AA4.ByC;]ep Oq,
[A4,B,C,, AA,B,Ci]eq OPp.
Vime dile, Ze tvar jednotlivych sloZek v relacich p
& q zavisi na poloze péla P a . MiiZzeme proto v mnoZiné
M; utvofit nekoneénd mnoho sloZenych relaci p 0 q
nebo q O p tim, Ze budeme polohy péli P a @ rizné
kombinovat. Tu se pak naskytd otdzka, existuje-li ta-

kové dvojice pdli P a ¢, aby uvaZzované sloZené relace
byly shodnosti

AA,B\C, & NA,B,C,, NA,B,Cy = NA,B,C,.
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Pokud takové dvojice péli P a @ existujf, budou relace
P Oq a q O p zobrazenim v M;. ProtoZe prvky mno-
Ziny My, jsou vSechny trojuhelnifky vepsané do dané
kruZnice k, lze pfedpokladat, Ze uvaZovanym zobraze-
nim bude identita, otadeni nebo stfedova & osovd sou-
meérnost.

UkaZeme, %e v Gvahu pfipadd priavé osovd soumér-
nost.

Véta 10. Je-li danj AABC pront slofkou v relacich
[A4BC, NAB,C\lepa [AABC,
A4,B,Ch] eq,

potom trojuhelniky NABC a N\A,B,C, jsou téhot smyslu
a trojuhelniky NABC a AA,B,C, opainého smyslu.

Diskaz. Véta obsahuje dvé tvrzeni.

a) Na obr, 9 lezf pél P uvnitf AABC, z &ehoZ plyne,
e poloptimka A4, = AP oddsluje body B a C, polo-
pfimka BB, = BP body A a C, poloptimka CC, body
A a B, Le#f tedy vrcholy AABC a AA,B,C, na kruZnici
k v potadf 4 C, B A, C B,, takZe trojihelniky AABC
a AA,B,C, jsou téhoZz smyslu. (1.22)

: —_—
Na obr. 10 lezi pél P v poloroviné 4BC*, takze polo-
-—
pHmka 00, = CP oddéluje body 4 a B, B, a 4,, A a 4,,
B, a B, odkud plyne toto potadi: A C B 4, C, B,, ne-
boli AABC a AA,B,C, jsou opét téhoZ smyslu. (1.23)

Podle (1.22) a (1.23) jsou trojihelniky [AABC,
AA,B,C,l1ep vidy téhoZ smyslu, nebof cyklické za-
mény vedou k stejnym zivérdm.

b) Na obr. 41 vlevo le#i p6l @ uvnité XACB, takZe

polop¥imka O—C)’, = C’—é oddéluje body 4 a B. Proto po-
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—> —> —> —>
loptimky QA = QA, a @B = @B, lezi v opaénych polo-

rovinich QC4 a QCB. Jsou proto mozZnd pravé &tyti
riznd pofadf vrcholi AABC a AA,B,C, na kruinici k:

CA,AC,BB,, CAA,C,B,B, CA,AC,B,B, CAA,C,BB,.
Ve viech étyiech piipadech jsou AABC a AA,B,C,

smyslu opaéného. (1.24)
C A,
B
BJ
2
A?. B?.
A
I' / -
AN IICZ/ "l/’/’ C?.
N 1/ /’#’
AN/ “Q
RQ -
/i Obr. 41

Na obr. 41 vpravo lezf pél @ uvnitt dhlu vrcholového
— —
'k XBAC. Zde poloptimka QA4, = @4 oddéluje body
—> — —>
B a C, takse poloptimky QB, = QB a QC, = QC let

—>
v opaénych polorovindch QAB a 0447‘) Qdtud pak plyne
jediné mo#né potadf vrcholl na kruZnici k: A B, B A, C
C,, neboli AABC a AA,B,C, jsou opatného smyslu
jako v pfipadé (1.24). (1.25)
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Tim je pravdivost véty 10 dokizana. Jaky vSak je
vyznam této véty?! Je-li AABC téhoZz smyslu jako
AA,B,C, a opatného smyslu ne? AA,B,C,, musf byt
trojihelniky AA4,B,C, a AA4,B,C, smyslu opa&ného.
Potom ovSem sloZena relace AA4,B,C, p 0 q AA,B,C,
v My nemizZe byt ani identitou, ani otdfenim nebo stfe-
dovou soumérnosti. Zbyvd proto privé soumérnost
080V,

Nynf uZ jde jenom o to, existuje-li vitbec takova dvo-
jice péla P a @, aby bylo A4,B,C, == AA,B,C,.

Véta 11. Méjme dvojici trojuhelntka NA,B.C, p O q
AA,B,C, takovou, Ze je soutasné NAB,C; =2 NAB,C,;
potom prisludné pdly P a Q jsou sdrutené pdly vzhledem ke
spoleéné krunici témio trojuhelnikam opsané a piimka
PQ je osou soumérnosts uvaZované dvojice trojihelniks.

Dakaz si zjednodusime tim, Ze nejd¥{ve dokdZeme plat-
nost véty obracené.

Na obr. 42 jsou body P a § sdruZené pély vzhledem ke
kruZnici k. Pfimka AP protind kruZnici k¥ v bodd 4,,

ptmka AQ v bods A4,. Dile je p 1 PQ poléra bodu P
vzhledem ke kru’nici & a A, prusedik pimky AA,
s polarou p.

Z vlastnostf sdruzenych péli P a @ plyne
PA, 4,4,
P4 " 4,4

To znamend, e vsetka A4, ]e body P a 4, delena
harmonicky a také polop#mky QA QA " QP a QAo tvoif

(A4, P A,) =—1, neboli = —1.
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harmonickou &tvefinu. Souéasne je-; XPQA, pravy, z &e-
hoZ plyne, Ze polopfimky QP a QA,, jsou osami vedle]-
sich @hld, z nich? jeden je xAQA4,. Polopfimky QA

a QA1 jsou proto soumérné sdruzeny podle osy P
a protoZe osa PQ prochézf stfedem kruznice k, jsou podle
nf soumérné sdruZeny i body 4, a 4,. (1.26)

Obr. 42 .iP

Zobrazime-li takto i zbyvajici dva vrcholy B a C
libovolného AABC, budou podle (1.26) podle osy PQ
soumérné sdruzeny i dvojice vrchold [B;, B,] a [C,, C,)].
Tim jsme dokazali, Ze existuje aspon jedna dvojice pélu
P a Q, kterd spliiuje vétu 11. Zbyva proto dokazat, Ze
vedle dv0]1ce sdruZenych-péli P a @ Zidné jind takové
dvojice jiz neexistuje. Ze tomu tak skute&ns je, to plyne
z vét 6 a 8, protoZe dvojicemi @hl [a, «'], {8, f'] & [y, ¥']
je urden pré,vé jeden pél P a jeden pdl .
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Ptimym dusledkem véty 11 je véta dalsi:

Vita 12, Je-li v mnoZing My ddna trojice trojihelntku
ANA,B,C, p NABC q AA,B,C, takovd, Ze je soudasné
AAB,C, = NAA4,B,C,, potom existuje v mnoziné My také
NA’B'C’, o némZ plati

AA.B,C,p ANA'B'C' q NAB,C, A
A ANA'B'C’ ~ NABC.

Obr. 43

Dikaz (obr. 43). Podle véty 11 jsou polopfimky Q_A)
—9
a QA, soumérnd sdruieny podle osy ﬁa Protina-li

polopfimka Q—Zl kruZnici k& (soumérnou podle téZe osy)
v bodé A4’, jsou i body 4 a A’ soum&rné sdruZeny podle

osy % Na obr. 43 jsou vrcholy B, C, B’, ¢’ pro pfe-
hlednost opét vynechiny. Zfejmé se vSak i na né vzta-
huje véta 11, takZe také dvojice trojuhelnikit AABC
a AA'B'C’ je soumérné sdruzena podle téZe osy. V této
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soumsérnosti je bod P samodruZny, takZe jim prochazeji

——> > > > > <>
dvojice pfimek 4,4’ a AA , B,B’ a BB, C,C’ a C,C.
Rovné% bod @ je samodruzny s obdobnymi dusledky
jako u bodu P.

Véty 11 a 12, protoie jejich pravdivost vyplyvd
z vlastnostf sdruzenych péld, maji nékolik bezprostied-
nich disledkd, jichz lze s vyhodou vyuzit p¥i konstruk-
cich i FeSeni nékterych tloh. Uvedme aspoi ty nejdile-
Zit8j8f:

1. Osa soumérnosti PQ dvojic [ A4,B,C,, AA,B,C,] €
epoqi [AABC, NA'B'C']ep0O q prochizi stfedem
spole¢né kruZnice opsané uvaZované &tvefici trojihel-
nfkd.

2.V prvni &asti této kapitoly jsme se setkavali se
situacemi, kdy bylo obtiZné sestrojit ob]ouky mnozin
viech péla @, kdyz néktery z rozdili |a — a'|, |6 — f'|
nebo |y — y’| byl pfili§ maly, takZe pdl @ padl daleko
mimo ndkresnu. V tom pfipadé je snazs{ sestro] it nejdiive
sdruzeny pdl P uzitim soudtd « 4 a', -+ f' nebo
y + ' & potom teprve AA,B,C, uZitim osové soumér-
nosti.

3. Jiné usnadnén{ konstrukef poskytuji zndmé vztahy
mezi sdruZenymi pély:

a) Plati OP.0Q = r?, kde OP a OQ jsou vzdalenosti
sdruzenych péli od st¥edu kruZnice opsané a r velikost
jejiho poloméru. To plyne z Euklidovy véty o odvésné
(viz obr. 44).

Sestrojime-li k dané kruZnici k a pélu @ sdruZeny pél

P uzitim teden, je XQTO pravy a v pravouhlém

AQTO plati

OP.0Q = OT? = r2. (1.27)
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b) Mocnost pélu P ke kruZnici & je p, = AP.A,P =

= PT? = v kde v znadi velikost poloviny tétivy kruz-
nice %k vedené kolmo na piimku PQ v bodé P (obr.
45). V pravoihlém AOPT je podle Pythagorovy véty

gy = v2 =r2— OP2 (1.28)

Obr. 44

Obr. 45
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¢) Mocnost pélu @ ke kruZnici k je QA4.QA, = QT? = ¢2,
kde ¢ je velikost tedny vedené z pélu @ ke kruznici %
(obr. 46).
V pravoihlém AOQT je

he =2 = 00— 12 (1.29)
A

Obr. 46

d) Podle (1.28) a (1.29) pak je
B — uy = 2 — vt = PQe. (1.30)
e) PA . m_l' =Q4A :Q_Al.
Tento vztah plyne z AAA4,Q (obr. 42), kde <P—Q) je

osou JAQA;, a proto jeho strany AQ a A,Q maji
velikosti v poméru

AP : AP (1.31)

f) Vezmeme-li v Gvahu jesté véty 1 a 2, vidime podle
obr. 47,
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e v trojihelnfofch AABC, AA'B'C’, AA.B,C,

a AA,B,C, se protinaji odpovidajfci si strany na

ttech pfimkach, a to:

—na piimce PQ dvojice z AABC a AA'B(C,
AA,B,C, a NA,B,C,, _

— na polafe p pélu Pz NABC a AA,B,Cy, NA'B'C’
a AA4B,C,,

Obr. 47 f
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— na polafe q p6lu Q z AABC a AA,B,C,, NA'B'C’
a NA,B,C,.

Z mnoha dal§ich sloZenych relaci, které lze v mno#iné
M, utvotit, stoji za zminku je§té jedna, jejichZ vlast-
nost{ vyuzijeme v dalsich kapitolich.

Yéta 13. Je-Ii dvojice [AABC, AA,B,C,]ep, nebo
dvojice [ AABC, NA,B,C,] € q, potom existuje v mnofiné
My takovy AABC, jeho vrchol A je soumdrné sdrufen
8 vrcholem A podle osy usetky B,C, nebo 3202, vrchol B
8 vrcholem B podle osy uselly A,C, nebo A,Cy a vrchol C
8 vrcholem C podle osy tiselky A,B nebo A,B,, pfiem#
pHimlky A, A4, B,B a C,C, nebo A,4, B,B a C,C prochdzejt
tym& bodem.

Dikaz. Zde musime nejdiive dokézat, Ze plat{ véta
obricena k vété 9. Predpokladejme proto, Ze o dvou
trojihelnicich AABC a AA,B,C, se spoleénou kruZnicf
opsanou platf podle véty 9

AB, BC, CA4, _
CB, AC, B4, ~

a soudasnd piimky 44,, BB, a CC, neprochazeji tymZ
bodem (obr. 48). (1.32)

Necht pfimky A A, a BB, se protnou v néjakém bodé
P’. Potom polopfimka CP’ protne kruZnici £ v bod®
C; # C,. Podle véty 9 pak plati:

AB, BC; C4, _
CB, 4C; B4, ~




a podle pfedpokladu (1.32) také
4B, BC, C4, AB, BC, CA, _ 1
CB, AC, BA, CB, AC; BA,
neboli C, = C, a také P = P’, coZ je v rozporu s pred-
pokladem (1.32), takZe plati véta obricend k vé&té 9, a to

v celém rozsahu, protoze v druhém tvrzenf vdty 9 jde
o pouhou zéménu indexi.

3

Obr. 48 Obr. 49

Diéle je na obr. 49 zobrazena trojice trojihelnfki
AABC, NAB,C, a AABC podle véty 13. Z konstrukce
vyplyvi, ze

AB, = AC,, BC, = BA,,CA, = CB,;
CB, = CA,, AC, = AB,, BA, = BC,.
Dosadime-li podle (1.33) do vyrazu
4B, BC, CA, _
CB, AC, BA,

(1.33)

1
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dostaneme
AC, B4, CB, _
CA, 4B, BC,

a po upravé
4B, BC, C4,

coz podle obricenf véty 9 znamend, Ze primky AAI,
BB1 a CC, prochézejf tymz bodem P, nebo p¥imky A A4,,
BB, a CC, bodem Q. Pfitom nevyludujeme mo¥nost, e
bod P le#f vné krusnice AABC opsané, nebo naopak
bod @ uvnitf. Podrobnéji o tom pojednéme a¥ ve ttetf
kapitole. ’
Zde zatim omezime své tivahy na pfipad, kdy pdl P
lezf uvnitf AABC, takZe vSechny tfi trojihelnfky, tj.
AABC, AA,B,C, a AABC, jsou téhoZ smyslu, protoZe
dvojice vrcholii [4, 4], [B, B] a [C, C] le#f pfi kon-
strukei podle véty 13 na tychZ obloucich opsané kruz-
nice omezenych vrcholy AA,B,C,. V disledku toho lez{

i pél P uvnitt AABC.
V tomto omezenf budeme vztah mezi AA4,B,C,

a AABC zapisovat takto:
AABC, p AABC podle P, nebo

[AA.B,C;, AABC]ep podle P
a také
AA,B,C, p NABC podle P, nebo

[AA4,B,C,, ANABC]ep podle P.
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V relacich (AABCp AA,B,C)) a (AA4,B,Cip A
AABC) je opét jedna slozka spoleéna, a proto je miZe-
me sloZit dvéma zpusoby:

AABC p ANAB.C,p ANABC = NABCp o p NABC
podle P,

AABC p AAB.C,p NABC = AABCp o p NABC
podle P.

Druhy zapis slo¥ens relace prozrazuje, Ze jde o symet-
rickou relaci, nebot véta 13 plati, i kdyZz zaménime

oznadeni vrchold AABC za 4, B, C. Vztah mezi veli-
kostmi wnitfnich dhld uvaZované trojice trojtihelniki
pak vyjadiuje véta 14.

Véta 14. Md-li irojice trojihelniki, ze sloZené relace
AABC p NA,B,C,p ANABC podle P
vnilini 4hly po Fad¥ velikosti «, B, v; o', B/, ¥'; &, B, ¥
a pFsludny pdl je vnitfni bod AABC, potom o velikostech
téchto dhlt plati:
& = 180° — (« + '), f = 180°— (8 + B,
y = 180°—(y +¥').
Dikaz. Na obr. 49 je
& = YBAC = YA,AB 4+ XA, AC. (1.34)
Podle véty 13 je
A,B = C,B= XA,AB = ¥C,B,B = JC,B,P,
4,0 = B,C = %4,4C = &B,C,C = ¥B,C,P.
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Dosadime-li tyto hodnoty do (1.34), bude

& = <BAC = <C,B,P + <B,C,P = 180° —
— <B,PC,
a podle véty 4
a = 180° — (a + ).

Zbyvajici dvé tvrzeni véty 14 vyplyvaji z cyklickych
zameén.

Pravé dokazana véta 14 mé dva piimé dusledky:
Lata +a&=180° B+ +5=180°, y+y +
+ 7 = 180°. (1.35)
2. Vnitén{ dhly v AABC maji velikosti (viz obr. 49):

XCPB, = ¥BPC, =& = 180° — (a + a'),
JAPC, = ¥CPA, =B = 180°— (8 + ),
XAPB, = XBPA, =y = 180° —(y + ¥'),
nebof napiiklad X CPB, je vedlej§ik <BPC = « + o,
takie
JCPB; = 180° — (a + a') = &. (1.36)

MozZnosti vytvafeni daldich sloZenych relaci nejsou
dvéma typy uvedenymi v této kapitole jesté zdaleka
vyéerpany. ProtoZe viak pro nasledujicf ivahy s témito

dvéma typy dobfe vystadime, uzavieme kapitolu néko-
lika ptiklady a cvienimi.

Pfiklad 1. VySetfete mnoZinu vSech vngjsich péla

@, jestlize s nimi sdruZeny p6l P probfha poliru pélu @
vzhledem ke kruZnici & opsané danému AABC.

72



Redent. Podle zadini sestrojime libovolnou kruZnici
k = (0; r) a piimku % jdoucf stfedem O kruZnice k
(obr. 50). Na té &dsti pf{mky %, kterd je uvnitf kruZnice
k, zvolime bod P # 0. Necht bod P je jednim z dvojice
sdruZenych péli P a Q! Vnéjsi pél @ dostaneme tak,
#e v bod$é P narysujeme poléru ¢ | OP. Jeji praseéiky

Obr. 50

8 kruZnicf k oznadfime T, a T, a v nich sestrojime teény
ke kruZnici k. Prisedfk t&chto teden lezi na piimce A
a je vnéj§im pélem . Popsanou konstrukei nynf zopa-
kujeme pro bod P, £ P zvoleny na piimce g uvnitf
kruZnice k. Bodem P, vedeme kolmici na pi{mku OP,
a ta protne kruZnici ¥ v bodé T,;. Teéna kruZnice k
v bod& T, se protne s pfimkou OP, v bodé @, vné kruz-
nice k.
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Trojihelniky AOT,Q a AOTyQ, jsou podle konstruk-
ce pravouhlé. Plati proto podle véty Euklidovy:

OP.0Q = OT? = 1,

OP,.0Q, = OT} = r*,
takze
OP.0Q = OP,.0Q, a také OP : OP, =

=09, : 0Q. (1.87)

Trojihelniky AOPP; a AOQ,Q majf jesté spoleény
dhel X POP, = <@,00Q, takZe podle (1.37) a véty sus
o podobnosti trojihelnikii jsou podobné. Protoze
AOPP1 je pravoﬁhly, je také A0Q,Q pravouhly s pra-
vym thlem p#i vrcholu Q.

Dospéli jsme k zavéru:

Hledanou mnoZinou vech péli @ je oblouk Thaletovy

kruZnice sestrojené nad primérem 0@, pfitem? oblouk
T,0T, nenf &astf této mnoZiny.

Piiklad 2. Je din rovnostranny AKLM. Sestrojte
étvetici trojihelniki podle véty 12 z relac{ p a g podle
sdruzenych péli P a @ tak, aby wvnéjsi pdl @ lezel na
pfimce rovnobéZné se stranou KL daného trojihelnfku
a ptimky KK, a LL, byly navzijem kolmé!

a) Rozbor (obr. 51). Protoze AKLM z hledané &tve-
fice je dan, jde o to, abychom spravné uréili podle pod-
minek tdlohy polohu aspoii jednoho z dvojice sdruZenych
poli. Vime, %e oba pdly leZi na p¥imce k| KL jdouct
sttedem kruZnjce AKLM opsané. P¥imky KK, a LL,
prochézeji pélem P. ProtoZe maji byt navzéjem kolmé,
bude < KPL = 90°. Zfejmé tedy lezi pél P na Thaletové

kruZnici opsané nad primérem KL a tloha bude mit
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nanejvy§ dve feSenf. Jakmile zndme polohu pélu P, je
hledana &tvefice trojihelnfkd jednoznaéné urdena a mi-
Zeme ji sestrojit (obr. 51 vlevo).

b) Konstrukce (obr. 51 vpravo). Podle zadani sestro-
jime kruZnici k a vepiSeme do ni rovnostranny trojihel-

M

Obr. 51

nik KLM. Jejim stfedem O vedeme pfimku 4 || KL a nad

primérem KL opiSeme oblouk Thaletovy kruZnice.
Jeho prusediky s pfimkou % oznaéime P a P’. Piislusné
vnéjsi pély @ a Q' ani sestrojovat nemusime; vyuZijeme
soumérnosti hledanych ttvard podle osy 4. Predeviim
narysujeme AK'L'M’' soumérnd sdruZeny s AKLM
podle osy k. VSechny ostatni vrcholy hledanych troj-
dhelnfka AK,L,M, a AK,L,M, uréime pomoci pdli
PaP.
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¢) Dakaz. Konstrukce je provedena podle véty 12
a podle definic 1 a 2. Tim je jeji spravnost prokizana.

d) Diskuse. Jiz v rozboru jsme naznadili, Ze iloha miZe
mit nanejvys dvé FeSeni, protoZe piimka % a oblouk
Thaletovy kruZnice nad primérem KL mohou mit na-
nejvys dva spoleéné body. Oznaéme velikost tsetky
KL = a. Potom polomér Thaletovy kruZnice mé veli-

kost % Vzdalenost pimky % od stfedu dsetky KL je
rovna tfetind vysky rovnostranného trojihelnfku, tj.
%-%.V§= %.1,73 ... = 0,29 g, co je méné nez —;’—.
Thaletova kruZnice proto protne pfimku % privé ve
dvou bodech, takZe iloha ma dvé a jenom dvé Fefeni.

Obé dvé ¢&tvefice trojihelnikd ovSem maji dvojici
AKLM a AK'L'M' spoleénou.

Priklad 3. Je din AABC [r = 4cm; y = 60°; v, =
= 5 cm; AC > BC]. Sestrojte dvojici AN4,B,C,p O q
q AA,B,C, podle sdruZenych péli P a @, jejichZ vzda-
lenost PQ = 6cm a pél P je na ose XBAC uvnitt
<XBOC tak, aby dany trojtihelnik byl stfednf sloZkou
slozené relace POgq.

Redent. Tuto tlohu vyfelime nejdfive algebraicky.
Podle (1.27) je OP.0Q = r* a také 0Q = OP | PQ.
Po dosazeni do prvnfho vyrazu dostdvime kvadratic-
kou rovnici: OP.(OP + PQ) = r* a po tlipravé: OP? +
+ OP.PQ — 12 = 0.
Tato rovnice ma dva kofeny
op,, - —Po VzPQ’ + 4

z nichZ vyhovuje prévé ten, ktery je kladny.
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Pi{slusné pomocnd konstrukee je provedena na obr. 52
vlevo, kde APQM je pravoihly s pravym thlem pfi
vrcholu @ a kde QM = 2r = 8 cm, PQ = 6 cm. Diéle
je PQ' = PQ a podle Pythagorovy véty

PM =|PQ* + 4*.

Obr. 52

—1 373

Protote Q'M = PM —PQ, je MN =

— PQ) = OP.
Nyni provedeme vlastni konstrukei (obr. 52 vpravo):
OpiSeme-li kolem stfedu O kruZnici polomérem OP,
protne osu <<BAC ve dvou bodech P, a P,, z nichZ pod-
mfnkdm dlohy vyhovuje privé bod P,, protoZe leZf
uvnitf dhlu BOC. Dalsi postup konstrukce je nasnadé.

Piiklad 4. Je ddn AABC [a =6, r = 5, f = 60°].
Sestrojte AA4,B,C, z relace AABC p AA,B,C, podle

7 (PM—
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pélu P, jehoZ mocnost ke kruinici AABC opsané mé
hodnotu 16, a to tak, aby <xA4,B,C; mél velikost g’ =
= 30°.

a) Rozbor. Predevsim vidime, Ze velikost strany AC je
dana velikost{ poloméru r a p#fsluSného obvodového
ihlu 4ABC. MnoZinou vsech péli P bude oblouk krui-
nice takovy, ze XAPC = § + p’ = 90°.

Dale je podle (1.28) 72 = 16 + OP2. Dosadime-li podle
zaddnf r = 5, dostaneme velikost vzdalenosti pélu P
od stfedu kruZnice opsané OP = 3 (obr. 53).

b) Konstrukce. Sestrojime nejdifve kruZnici opsanou,
tétivu BC a x4 BC. Nad tétivou AC jako nad primérem
opiSeme oblouk Thaletovy kruZnice a kolem stfedu O
kruznici polomérem OP = 3.
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Oblouky, které jsou mnoZinami viech péla P danych
vlastnosti, se protly ve dvou bodech a to jsou hledané
poly. Dalsf postup urduje definice 1.

c) Dikaz vyplyva z rozboru a popisu konstrukce.

d) Diskuse. Podet feSeni jsme mohli stanovit jesté
pfed provedenim konstrukce vypodtem. Protoze jde
o prisebiky dvou kruZnic, musi o jejich polomérech
a stfedné platit:

rntrac= Irl—"'zl-

V daném piipads je r, = 3, r, = 4,3; ¢ = 2,5. Tyto
hodnoty spliiuji nerovnosti v uvedeném vztahu, takze
tdloha ma pravé dvé Fesent.

Piiklad 6. Do kruZnice & = (O; 3) vepiste rovnostran-
ny AABC. Sestrojte dvojici [ AA4,B,C, ¢ AABC] podle
pélu @, ktery lezf na pfimce rovnobéZné se stranou AB
daného trojihelniku a plati-li o vzdélenosti pélu P
sdruZeného s danym pélem @ od stiedu opsané kruZnice

OP — —z-r. Konstrukei viak provedte, aniZ narysujete
pol P.
a) Rozbor (obr. 54). Podle zadani délf bod P primér

Obr, 54
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g s .. PM 3 . .
kruZnice ¥ v poméru PN =T kde MN je pri-

mér rovnobéiny se stranou AB a bod P oddéluje body
M, O. Podle véty o sdruZenych pélech délf pély P a @

primér MN harmonicky, a proto oM _ 3

QN ~ 7’
Tuto podminku spliiuje bod @, o kterém plati
QM — % r=45.

b) Konsirukce. Vyplyva z rozboru.
©) Ditkaz. Jeli OP = =1, jo PM = 3 APy =
7

=—r

b
Potom —%— = —%, protoZe bod P oddéluje body
MaN.
Dile méme %%—=—3—AE_V=2r=>(ﬂV_= 2r 4
+ QM. Dosadime-li tuto hodnotu do g —, bude
QM 3 — 3
o4 Qi — 7 2 odtud QM = 5.

d) Diskuse. Ze zadani OP — % r nevyplyvé, lexi-li bod
P na Gseéce OM nebo ON. To znamend, Ze tloha ma
. wpyw s vy . PN 38 .
jetd jedno feseni, kde N Jsou tedy dvé
FeSeni shodna.
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Pi{klad 6. Zvolte libovolny tupotihly AABC s tupym
uhlem p¥i vrcholu C a opiste mu kruZnici k. Potom nary-
sujte AA4,B,C, z relace AABC p AA,B,C, podle pélu
P, ktery leZf v poloroviné ABC* a AABC z relace
AA,B,C, p AABC podle véty 13. Piimky A,4, BB
a C,C se protinajf v bodé P, ktery lez{ vné kruZnice k.
Zduvodnéte, pro¢ tomu tak je!

Redent (obr. 55). Piimky uvedené v zadani prochazeji
bodem P podle véty 13. To nemusfme znovu zdvodiio-
vat. Podstata vlohy tedy spodiva v tom, e médme doké-
zat, e jde o bod leZici ve vnéj§{ oblasti kruZnice £,
neboli Ze podle véty 10 jsou trojihelniky AA,B,C,
a AABC opadného smyslu.

Z konstrukce vyplyva: A4 || B,C; A BB | 4,C,.

Majf proto lichobéiniky AAC,B, a BBC,A, spoleény
vrchol O, tak¥e p¥mky C,C a C,C oddéluji body 4 a B
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i body A, a B,. Pfi konstrukci podle véty 13 nutné
padne bod 4 do poloroviny CC,A* a bod B do polorovi-

ny CC,B¥*, Tim se pofadi vrchold AABC oproti poradi
vrcholi AABC zméni, takle tyto trojihelniky jsou
opatného smyslu. ProtoZe trojihelnfky AABC a A
AA,B,C, jsou téhoZz smyslu, budou i trojihelniky

AA,B,C; a NABC smyslu opaéného a to jsme privé
potiebovali dokdzat.

Piiklad 7. Je dan tétivovy pétidhelnik A_ACLBF vepsa-
ny do kruZnice k = (0; 4 cm) takovy, Ze A4 = 3 cm,
AC, =2cm, ;B =4,5cm a BB = 4 cm. Na kruZnici
k urcete body 4,, C, C a B, tak, aby platilo

AABC p ANA,B,C, p NABC podle P.

Refeni (obr. 56). Podle véty 13 bude A,C, || BB
a B,C, | AA. Pfimky AA, a BB, se protnou v bodé P,
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p¥imky 44, a BB, v bod$ P, Potom p¥mka C\P protne
kruznici k v bod8 C a pfimka C,P v bodé C.

Pfiklad 8. Do kruZnice k = (0; 4 cm) vepiste AABC
s vnittnimi hly velikosti « = 57°, # = 69° a AABC
s vnit¥nfmi thly velikosti & = 36°, § = 78°, a to tak, aby
tyto trojihelniky byly v relaci AABC p 0 p AABC.

Rozbor. SloZens relace AABC p 0 p AABC vznikla
z relaci AABC p AA,B,C, a ANA,B,C, p NABC podle
véty 13. Musime proto nejd¥ive urdit velikosti vnit¥nich
uhld spoleéné slozky AA,B,C, v hledané sloZené relaci.
UtZijeme pii tom véty 14, podle které je:
& = 180° — (a + «') a po dosazen{
36° = 180° — (57° + «a’),
takie a' = 87°,
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B = 180° — (B + B') a po dosazenf
78° = 180° — (69° + §'),

takze g’ = 33°.

A

Konstrukce. Zname-li velikosti vnitinich Ghlua
A,B,C,, sestrojime dvojici AABC p AA,B,C, uiitim

véty 4 a potom i trojihelnik ABC uzitim véty 13.

8

Konstrukece je provedena na obr. 57.

Cvileni

. Jo déna kruZnice k = (0; 34 mm), jeji tétiva A,B, =

= 45mm a pél Q [@B, | A,B, A QB, = 50 mm]. Vite-li,

Ze usetka A,B, je stranou AA4,B,C, ze sloZené relace

AA,B,C,p NABC q NA,B,Cy, kde AA,B,C, =~

o= AA,B,C,, narysujte:

a) pfisludny pél P a strany 4B, 4,B,,

b) umistéte vrchol C tak, alz& bylo O, = C, a vrchol C
leZel na mens&fm oblouku AB kruZnice opsané.

Usetka KL = 5,6 cm je stranou AKLM vepsaného do

kruznice k = (0; 3,6) na ni% lez{ bod M, [KM, = 6], ktery

je vrcholem AK,L M, zrelace AKLM p AK,L,M,. Déls

je dén pél @ [KQ = 10, LQ = 5]. Narysujte trojici troj-

tGhelnfkd AK,L,M,p AKLM q AK,L,M, podle sdruZe-

nych pélu P a Q.

Narysujte dvojici AEFG, AE,F,G,[EF = 4,2; SGEF =

= 42°; XGFE = 100°; < E,G,F, = <G,E,F, = 40°].

Nadvod. ProtoZe p6l Q padne daleko mimo nékresnu, se-

strojte nejdiive AE,F,G, podle sdruZeného pélu P.]

4. Le2i-li p6l @ na prodlouZeni strany AB trojahelniku 4ABC

za bod B, potom p#imka obsahujiei stranu 4,B, trojihel-
niku A4,B,C, ze sloZené relace AA,B,C,p 0 q AA,B,C,
podle sdrufenych péla P, @ prochézi pélem Q. Dokaite!

6. Necht vsloZenérelaci AK,L,M,p AKLM q AK,L,M, jo

AK, LM, >~ AK,L,M, a pfisludny pél P leZi na strand
AB. Potom strana A4,B, prochdzi pélem P. DokaZte!

6. Pravouhly AEFG s pravym thlem pfi vrcholu F je ve-
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7.

8

9.

10.

11.

12

18

14

15.
16.

19,

Zoné gély P a Q leii na pfimee k jdoucl stfedem O tak, Ze

h = 3, OP = 1. Narysujte dvojici AE,F,G,poq
AEF,G, podle danych pdld, aniz sestrojite pél Q.

O dvojici trojuhelniki AK,L,M, [K,L, = 8; L\M, = 6;
MK, = 5,5]a AK,L;M,vime, %e maji spole¢nou kruZnici
opsanou, vrchol K, pili mensi oblouk L, M, & jsou nepfimo
shodné (AK,L,M, =~ AK,L,M,). Umistéte tyto trojihel-
niky tak, aby byly v relaci p o g podle pélu, jehoZ vzdéle-
nost od vreholu K, jed = 5,2.

Je dén AOAQ, kde O je stred kruZnice opsané AABC,
bod A jeho vrchol a bod @ vnéjsi pél. Sestrojte sdruZeny
vnit¥ni pél a provedte diskusi!

V trojuhelniku ROP je R vrchol ARUZ, O stfed kruZnice
ARUZ opsané a P vnitin{ p6l. Sestrojte sdruzeny vndjsi
pdl @ a provedte diskusi!

Vrchol 4 daného A APQ je vrcholem AABC a vrcholy P
a @ sdruZenymi pély z relace AA,B,C,p 0 q AA.B,C,.
Sestrojte body A4, a A, a provedte diskusi.

Je dén AALM. Sestrojte AABC tak, aby pfimka LM
byla osou jeho strany BC a body L, M leZely na pfimkéch
CA a CB. Provedte diskusil

Vrcholy AE,E.E jsou vrcholy trojihelnfki AE,F,G, ~
o~ AE,F,G; ze sloZené relace p O q. Sestrojte pifsludné
pély P a Q a provedte diskusi!

Nargsujte AEF,G, [EF, = 3; F,Gy = 3,6; YEF,G, =
= 100°] a kruZnici jemu opsanou. Necht E je vrchol
AEFG, F, vrchol AE.F,G, a Gy vrchol AE,F,G, ze slo-
Zené relace p 0 q podle sdrufenych péli P a @. Urdete
polohu péli P a @ tak, aby AEFG byl pravothly rovno-
ramenny a X FE,G.F, mél velikost 130°. Pfedem stanovte
potet Fedeni a potom nékteré narysujte.

Vyketfete mnozinu viech vnitinich péla P, jestliZe s nim
sdruzeny pél Q vzhledem k dané kruZnici probfhd pfimku
¢ kolmou na pfimku P@Q jdouci bodem Q.

Do kruZnice £ = (0; 5) umistéte tétivu 44, = 9. Na této
tétivé urdete pél P takovy, aby bylo AP.A4,P = 18.

Do kruZnice k = (0; 4,6) umfistéte tétivu KK, = 7. Na
piimce K K, uréete pél Q tak, aby bylo Q4.QA, = 25.

V dané kruznici & = (O; 32 mm) leZi vnitin{ pél P ve vzd4-
lenosti OP = 20 mm od stfedu kruZnice. Uréete polohu
sdruzeného pélu Q.
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18.
19.

20

21.

22,

28.

24.

25.

26.
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V. danékruZnicik=(0; 42 mm) uréete polohu pélu Ptak, aby
k nému sdrufeny vné;jsi pél byl od stftedu O vzddlen 73 mm.
Narysujte &tyfuhelnik KLQP, kde KI. = 4 je strana
AKLM, LQ = 8, XKLQ = 135°, XLQP = 25° a body
P, Q jsou sdruiené pély vzhledem ke kruznici opsané
AKLM.

Potom urdete polohu bodu M tak, aby trojuhelniky
AK,L,M,, AK,L;M, ze sloZenérelace p O q podle danych
péla P a @ byly pravoihlé s pfeponami K,M, = K,M,.
Je déna piimka & a na ni body P a Q [PQ = 8]. Vrchol 4,
[PA, = 2,7; QA , = 6,6] pati{ trojihelniku z relace
AABC p AA,B,C, podle P, kde AABC je rovnostranny.
Sestrojte AABC, AA,B,C, a AAB,C, tak, aby body P
a @ tvofily dvojici sdruZenych p6ld vzhledem ke kruznici
opsané AABO.

Na dané pfimce h lezi body P a @ [PQ = 7 cm]. Déle je
dén bod K = K,, ktery je spoleénym vrcholem trojihel-
nikt z dvojice AKLM q AK,L,M, podle @ a PK =
= 2,8 cm. Sestrojte trojici AK,L,M,p AKLM q

q AK,L;M, tak, aby body P, @ tvofily dvojici sdruzenych
péla a soudasnd bylo K,L, = L,M, = 4 cm.

Vrcholy trojihelniki AA,B,C, =~ AA,B,C, ze sloZené
relace p O q podle edruzenych pé6li P a @ leZi na spoleéné
kruznici opsané tak, %e tvofi vrcholy pravidelného &esti-
dhelniku. PFitom nenf Zddny vrchol Sestithelniku vyne-
chdn. Pfislusny AABC md velikosti stran v pomsdru
4 : 5 : 6. Stanovte nejdfive potet Fesenf a potom nékteré
narysujte!

Jodén AEFG [EF = 8,56; FQ = 6,4; GE = 5,2]. V sloze-
né relaci AE,F,G,p AEFGq AE,F,G, je AE,F.,G,
rovnostranny a AE,F,G, pravoihly rovnoramenny s pra-
vym dhlem pii vrcholu E,. Sestrojte!

Narysujte trojici AK,L,M,p AKLM q AK,L,M, podle
P a Q tak, aby viechny tii trojihelniky byly pravouhlé
rovnoramenné s pravymi Ghly pfi vrcholech K, L,, M,.
Na kruZnici & = (0O; 4) zvolte body A4, 4, C, C, B, B
v tomto pofadi a potom sestrojte trojici AABO p
P AA\B,C,p ANABC. _ .
Na kruznici k& = (0; 4,6) zvolte body A4, B, 4, B, C, C
v uvedeném pofadf a potom sestrojte trojici AABC p
P AAB,0, p AABOC.



27, Je-li a" = 37°48’12", § = 79°32'56", = 103°14'42*, y =
= 12°46'27", udejte velikosti zbyvajicfch vnitfnich ahla
z trojice AABCp AA,B,C,p AABC.

28, Jsou dény velikosti dhli a = 66°24/, f' = 108°32', § =
= 49°43'. Zvolte jestd velikost dhlu a’ tak, aby trojice

(a, B, ¥); (&', B, ¥'); (8, B, 7) byly vnitinimi dhly z relace

AABCp AA,B,C,p AABC. MaZeme tuto velikost a'

volit libovolnd ?
29. Vysetfete mnozinu v8ech péld @ sdrufenych s pélem P,
ktery probihd oblouk nad dsedkou 4B s obvodovym
tdhlem <APB = y + 9, jsou-li y a 9’ velikosti vnitinich
1ihla trojdhelnika z relace AABC p AA,B,C, podle P.
Opekujte dlohu 29 pro mnozinu pélu P sdruZenych s pé-
lem @, ktery probihd oblouk nad \ise¢kou AB s p¥isluSnym
obvodovym tdhlem JAQB =y — .
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KAPITOLA 2

ZVYLASTNI POLOHY POLU P A Q

A. STREDY KRUZNIC UVYNITR A VNE
VEPSANYCH*)

V prvni kapitole jsme ukazali, Ze pélem v relacich p nebo
q miZe byt libovolny bod vnitini &i vnéjs{ oblasti kruz-
nice opsané AABC. A tu se naskyta otdzka, objevi-li se
néjaké nové vztahy, jestliZe pélem bude ndktery ze
zvlastnich bodia AA4BC, napiiklad stfed kruznice vepsa-
né, prisedik vysek, téZisté apod.

Obritime nejdfive pozornost ke stfedim kruZnic
uvnitf a vné vepsanych, které budeme nadilc znalit
obvyklymi znaky S, S,, S, & S,.

Zvlastni poloha stfedu kruinice AABC vepsané S
vede pfimo k vyslovenf prvni véty:

Viéta 15. Je-li dvojice [ AABC, NA,B,C,]ep podle S,
kde S je stfed krutnice NABC uvnitf vepsané, potom
vrcholy AA,B,C, pali oblouky krusnice opsané NABC
leZict mezi jeho vrcholy.

Ditkaz. Je-li pél 8 sttedem kruZnice AABC uvnitf
vepsané, potom lezi na osich dhla <ACB, XBAC
a <XCAB (obr. 58).

Shodujf se proto nejenom hly ¢ ACC, = <X BCC,, ale

i pHsluiné oblouky AC, = BC,. Z cykhckych zimén
vychézejf i dalsf rovnosti: B4, = G4, a (B, = AB,.
*) viz pfipominky v tdvodul
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Piimym disledkem pak je i dali véta:

Véta 16. Je-lt dvojice [ ANABC, NA,B,C,]ep podle 8,
potom osy stran N\ABC prochdzeji vrcholy NA,B,C,.

Dikaz. Oznadme O stfed kruZnice trojihelnfkim
NABC a NA,B,C, opsané (obr. 59).

Obr. 58 Obr. 59

Je/s\t]iie se podle véty 15 sobé rovnajf oblouky AC, =
= BC,, potom se rovnaji i piislu§né st¥edové iihly
AOC, = XBOC,, takZe ptimka OC, je osou tisetky 4B,
nebot AAOB je rovnoramenny.

Z cyklickych zémén plyne dile:

Pimka OB, je osou usetky AC a pfimka OA4, osou
usedky BC.

Vétu 16 bychom mohli zfejmé vyslovit i takto:
Je-li NABC p AAB,C, podle S, potom osy uhli
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a osy stran AABC se protinajl ma kruZnici opsané ve
vrcholech NA,B,C,.

Toho vyuZijeme pii konstrukeich, nebot:

a) Mame-li sestrojenu kruZnici trojihelnfku opsanou,
snadno sestrojime osy jeho vmitfnich dhld, protoZe kol-
mice vedené stfedem kruZnice opsané na strany troj-
dhelniku urdujf na kruZnici opsané body, jimiZ proché-
zejf osy jeho vnitinich dhld.

b) Mdame-]i naopak st¥ed kruZnice trojihelniku uvnit¥
vepsané, miZeme sestrojit vrcholy AA4,B,C, z relace p
podle 8, aniZ sestrojfme kruZnici trojihelnfku opsanou.
Stadf sestrojit osy stran a vyhledat jejich prisetiky
s osami vnitfnich dhla.

Véta 17. Maji-li vnitini dhly trojihelntkd [ AABC,
AAB,C,] ep podle S velikosti po fadé«, B, y a &', 8, ¥,
potom plati:

a

, 1 —ape_ %

Vo —a0°_ B
f=tatn=90o—L,
i

2

1
v =5 (a+ ) =00°—

Dikaz. Z vlastnosti obvodovych uhli vyplyva (obr. 58):
1

KO0, 4, = 4044, = &,

1
{001.31 = {CBBI = _2—ﬂ’

pridemz je
X0C 4, + ¥CC,B, = ¥A,C\B, =/,
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neboli

1 1 1
YV =gat5B=75(«th).
Soudasné je (« 4+ f) = 180° — vy, takie
1 .1 ° _qg0°_ Y
?(a+ﬁ)—?(180 —y) =90°——5-

Zbyvajici dvé tvrzenf jsou opét zdleZitosti cyklickych
z&mén,

Bezprostiednim dusledkem véty 17 je:

Véta 18. Jsou-li «, B, v’ velikosti vnitrnich dhli troj-
dhelntku A,B,C, z relace p podle S, potom jsou viechny
tyto t¥i dhly ostré.

Dikaz je nasnad$, protoZe podle véty 17 je

v °o_ _i r_ o__ _g_ r o_ _ _y_
a’ =90 2A;’3—90 g Ay =90 5
a to jsou vesmés ostré thly.
VYita 19. Je-Ir dvojice [ AABC, AA,B,C,]ep podle S,
potom vrcholy NA,B,C, jsou po fadé stfedy kruznic opsa-
nyjch trojuhelntkim ABSC, ACSA a NASB.

Dikaz. Na obr. 60 je v ASC,B vnitini thel <0,SB
vnéjsim dhlem ACSB, kde

$80B = %C,0B = L A %8B0 = ¥B,BC = £,
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takie
1
08B = 4SCB 4+ <8SBC = 5 y+ 8). (2.1
Déle je
XSBC, = <SBA + <C,BA, (2.2)
pridemz

$SBA = o BA 4C,BA = XC,0A = 5 y.  (23)

- C1
Obr. 60
Dosadime-li podle (2.3) do (2.2), bude XSBC, = —;—

(y + B) a podle (2.1) a (2.3) pak <C, 8B = XC,BS, co%
znamend, ze ABSC, je rovnoramenny s rameny C,S
a OB a podle véty 15 také C,B = C,A.

Dokazali jsme, e OB = C,8 = C,4, takie body B,
8, A leif na kruZnici opsané kolem st¥edu C, polomérem
C,8. Cyklickymi zéménami dojdeme i k dalsfm dvéma
tvrzenim:
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body C, 8, B leif na kruZnici opsané kolem stfedu A,
polomérem 4,8,

body C, 8, A lezi na kruZnici opsané kolem stiedu B,
polomérem B,S.

Vita 20. Je-It dvojice [ AABC, NA,B,C,]ep podke S,
potom jsou vrcholy NABC soumérné sdrufeny se stiedem
S krutnice NABC vepsané podle stran AA,B,C,, a to
vrchol A podle strany B,C,, vrchol B podle strany A,C,
a vrchol C podle strany A.B,.

Dgkaz (obr. 60). Jde o piimy disledek véty 19, podle

které je
. CS=CAABS =BA.

Podle toho jsou trojihelniky AASC, a AASB, rovno-
ramenné a soumérné podle osy B,C,. Toté% plati o troj-
uhelnicich ABSC, a ABSA,, ANCSA4, a ACSB,, kde
v prvnim p¥padé je osou soumérnosti p{mka 4,C,, ve
druhém pfimka A4 ,B,. -

.....

ze jde o vztah zdkladn{ dilezitosti, vyjadfime ho samo-
statnou vétou.

Véta 21. Je-lIf dvojice [ANABC, ANA,B,C,]ep podle S,
polom osy AA,, BB, a CC, vnitinich whle A\ ABC obsahu-
7t vysky AA,B,C, prisiudné po fadé ke strandm B,C,,
A,C, a A\B,, takze pol S je priselikem vijdek NA,B,C,.

Dikaz byl jiz proveden, protoZe jsou-li piimky 4,B,,
B,C, a C,4, po fadé osami tiseéek CS, A8 a BS, jsou na
né kolmé, takze:

C,C=0CS | ABLAB,B=BS | A,C,AA,A =
= AS J___ Blol.
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To znamena, %e pHmky C,C, B,B a A,A skute¥nd
obsahuji vysky AA4,B,C, a pdl S je jejich prusedik.

K zajimavému vysledku dospéjeme, utvorime-li k re-
laci [ AABC, AA,B,C\]ep podle S relaci [ A4,B,C,,
AABC]ep podle § (viz vétu 13). Tato nova relace je
stfedovou soumérnost{ podle stfedu O kruZnice AABC
opsané. PHsludny dikez je proveden v piikladech na
konci této #asti druhé ka.p1toly

Obr. 61

Obratme nyni svou pozornost ke stfedim kruZnic
AABC vnd vepsanych. Zde je tieba si uvédomit, Ze
st¥edy kruznic libovolnému trojihelnfku vné vepsanych
lezi vidy vné jeho kruZnice opsané. Pijde tedy v téchto
piipadech vidy o relaci g podle S,, nebo 8, & S,. Tento
obecné platny vztah dokédZeme, aniZz bychom vyslovovali
zvlastnf vétu, a to sporem.

Predpoklidejme proto, Ze uvaZovany stied, napiiklad

P
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8, le2f na kruZnici opsané nebo uvnitf. V prvnim pii-
padé bude v tétivovém &tytdhelniku ABS,C (obr. 61)
platit <BS,C = 180° — «, v drubém piipadé < BS,C >
> 180° — &, neboli

<BS,C = 180° — a. (2.4)

ProtoZe stfed kruZnice trojihelniku vné vepsané lezi
na osich vnéjsich uhli, v nasem p¥ipadé pfi vrcholech B
a C, bude

1
FSOB = 5 (x4 A A ¥8.BC = 5 (« + 1),

kde a je velikost vnit¥nfho dhlu pfi vrcholu 4, § pii
vrcholu B a y pfi vrcholu C.
V ABS,C potom plati:

LBS,C = 180° — (XS.CB + ¥S.BC) =
1 1
= 180" —| Gx + B) + 5 (x + y)] = 90°— o,
takZd
2. ¥BS,C = 180° — «. (2.5)

Vidime hned, Ze nemtiiZe soudasné platit (2.4) i (2.5),
protoZe by potom bylo 2. <BS,C = <BS,C, a proto
predpoklad (2.4) je nespravny. NemuZe tedy stied S,
a v disledku cyklickych zdmén ani stfedy S, a §, leZet
na kruZnici opsané nebo dokonce uvnit# této kruzZnice.

Tim jsme dokdzali, Ze relace podle péla S,, S, a S. maji
vlastnosti relaci q podle @ zavedené definici 2. Soudasné
musime vzit v dvahu, Ze stfed kruZnice trojihelniku vné
vepsané je prisedikem osy jednoho vmitinfho ihlu
a 08 dvou vnéjéfch uhla. Pijde-li proto napiiklad o relaci
q podle S,, musime vrcholy pffslu§ného trojihelnfku
znadit 4,, B, a C,, protoZe vrchol 4, le#f spolu se stfedem
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8§ kruzZnice uvnitt vepsané na p¥imce A4S, takZe dvojice
[AABC, NA,B,C\]ep podle S a [AABC, NA,B,C,] e
€q podle §; maji jeden vrchol spoleény, tj. vrchol A,.
Je proto logické, Ze tomuto vrcholu ponechame index 1.

Pro relaci p podle S jsme odvodili véty 15 az 21.
Ovéfme nyni, plati-li obdobné véty i pro relace q podle
8., Sy a 8!

Véta 22. Mé&jme dvojici [ AABC, NA,B,C,]eq podle
S,. Potom vrcholy AA,B,C, pilt oblouky kruZnice opsané
NABC mezi jeho vrcholy.

Dikaz (obr. 62). Polopiimky CC, a CS. jsou osy
vedlej§ich dhld, takie CC, | CS,, neboli <C,C8, =
= 90°. Protoze <<C,CC, je vedlejsiihel k XxC,C8,, je jeho
velikost rovnéz 90° a podle Thaletovy véty piimka C,C,
prochazi stfedem O kruZnice A ABC opsané. Podle vty
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16 je piimka 0C, = OC, osou strany AB AABC, a proto
oblouky AC, a BC, 's jsou shodné. Obdobné je i AB, =

= CB, a BA, = CA,, takie i pfimka BB, prochézf
sttedem O.

Privé dokazaného vztahu vyuZijeme s vyhodou pfi
konstrukcich tam, kde bude snaz$i misto AA,B,C,
sestrojit AA,B,C, nebo naopak. Pfipomelfime u? jenom,
Ze véta 22 je obdobou véty 15 a jeji disledky obdobou
véty 16, coZ znamena, %e osy stran AABC prochizeji
vrcholy AA,B,C, Rozdily mezi AA,B,C, a AA,B,C,
z relaci p a q podle § a S, nebo S, & S, se projevi,
budeme-li hledat véty analogické k vétam 17 a 18.

Nejdifve dokiZeme platnost véty obdobné vétd 17.

Véta 23. Md-li dvojice [ AABC, AA,B,C,]eq podle
8, velikosts vnitrnich whli po fadé a, B, y a ', ', y’, potom
o téchio velikostech plati:

a’ = 90° + 2,5’:%,,/:%.

Dikaz (obr. 62). Piedevéim uvaZme, %e <<4,B,C, =
= JXA4,B,0, — 90°, protoze <C,B,C, je obvodovy
thel nad pramérem C,C, podle disledku véty 21. V téti-
vovém &étyfdhelniku 4,B,C, B, pak je <A4,B,C, = 180° —

— XC,B,A,. Vime, %e <C,B,4, mé velikost 90° — %,
takfe <4,B,C, = 180° — [900 _%]_ 90° — %
Obdobné dostaneme velikost <xA4,C,B, = l a ko-

netnd i %C,4,B, = 180° —[g + %] = 90"+ 5
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Cyklickymi zdménami dojdeme k velikostem wvniti-
nich dhli v A4,B,C, z relace q podle S;, kde

al=_rﬂ —90°+§_’7 _77_

a v AA,B,C, z relace q podle S,, kde

I_i r__ﬁ_ r__ ° l.
o =g F =gy =904

Tim je véta 23 dokdzéna a zaroveil poznavame, jak se
1isf od véty 17, coZ se projevi v jejich disledcich:

Vita 24, Je-li ANABC spoleénd pront sloZka v relacich
q podle Si, 8, a 8., potom druhé slotky, tj. trojihelniky
ANAB,Cy, NA,B\C; a AAByC, jsou troyuhelmky tupo-
whlé s tupym dhlem pFi vrcholu, jehof index je 1.

Ditkaz je opét nasnadé, nebof dhly
r__ o _ﬁ_ ’__ ° ﬁ_ ° _)_’___
ol =90°+ -, ' =90°+ 5-,90° + 5 =

jsou vesmes tupé, takZe vSechny ostatni dhly jsou
ostré.

Nyn{ snadno rozsffime platnost véty 19 na trojihel-
niky z relaci q podle S,, S, a §.,.

Véta 25. Je-li dvojice [ANABC, ANAB,C,]ep podle S,
potom vrcholy AA,B,C, 1s0u po fad¥ stiedy krufnic opsa-
nyjch Syrihelntkam BSCS,, CSAS, a ASBS., kde S,, S,
a 8, jsou stredy krufnic A\ ABC vné vepsanyjch.
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Dakaz (obr. 63). Musime dokdzat, e napfiklad stfed
8, leZi na kruZnici jdouof body B, C a 8. Poloptimky BS
a BS, jsou osy vedlej§ich ihlt <xABC a <CBU, kde U
je bod na prodlouZen{ tsedky AB za bod B. ASBS, je
proto pravoihly s pfeponou 88, Pimka SS, pfi tom
obsahuje bod A4,, ktery je podle véty 19 stfedem krui-
nice opsané ABSC. Nutné je i stfedem piepony SS,
& bod 8, leZ{ rovné% na kruznici opsané ABSC. Ve dalsf
opdt plyne z cyklickyoh zdmé&n.

Disledkem véty 25 je dileZity vztah mezi trojihelni-
ky AA4,B,C, z relace p podle 8 a AA,B,C, 7z relace q
podle 8,, pokud majf spolenou prvn{ slozku AABC.

Véta 26. Je-li dvojice [AABC, NA,B,C,]1ep podle S
a stfedy krutnic AABC vné vepsangjch S,, S, a S,, potom
trojihelniky NAA,B,C; a AS.S,S, jsou podobné s pomé-
rem podobnosti k = 2 a jejich strany jsou rovnobéiné
(4,8, || 885, B,C, || 8,8, & Ci4, || 8:8.)-



5 Diikaz (obr. 64). Jde o piimy disledek v&ty 25, nebot:
e-li

S84, = A,8,, potom 8S, = 2.84,,
8C, = C,S., potom 88, = 2.8C;,

S,  Obr. 64

coz znamend, %e trojihelnfky A4,SC, a AS,SS, jsou
stejnolehlé podle st¥edu stejnolehlosti S a poméru stejno-
lehlosti » = 2. Odtud potom plyne rovnobéznost jejich
stran. Obdobné plati AA,SC, ~ AS.S8S,, AB,SC,~
~ AS,SS. pfi stejném pomeéru stejnolehlosti ¥ = 2.

Viéta 27. Je-lt NABC pront slotkou a NA,B,C, druhou
slotkou v relaci p podle S a soutasné trojihelntky N\A,ByC,,
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AB,CyA, a NC,A,B, drubymi slofkamsi v relacich q podle
polé S,, Sy a 8,, potom spoleénd kruinice opsand témio
trojuhelnikim je Feuerbachovou krusnici trojihelniku
Ss8uS,.

Ditkaz (obr. 64). Vime, %e Feuerbachova kruznice, ji-
nak také zvani kruZnice deviti bodi, obsahuje paty
vysek, st¥edy stran a st¥edy tsekd vySek mezi vrcholem
a pruseéfkem vysek.

Podle véty 21 je stied S prusedikem vySek AA,B,C,.
Z toho plyne, Ze pfimka obsahujic{ body 4, S, 4, a S, je
kolmé na pi{mku B,C,, a protoZe tato pi"imka, je podle
véty 26 rovnobéind s pHmkou 8,S, je AS, | 8,8,
a usetka AS, je vySkou trojihelniku S,8,8, p¥slusnou .
ke strand S,8.. Dalsi dvé vysky pak jsou analogicky
useéky BS, a C8,. Tim je dikaz véty 27 proveden, proto-
%e stadilo dokdzat, %e kruZnice opsand AABC prochézi
patami vysek AS;S,8;, a proto je jeho Feuerbachovou
kruZnici. Zbyvajicich Sest bodii na této kruinici lze
snadno identifikovat:

Podle véty 25 je SA4, = 4,8,, SB, = B8, a 8C, =
= C,8,. Jinymi slovy: Vrcholy AA4,B,C, jsou po fadé
sttedy isedek SS,, SS, a SS..

Jsou tedy body 4,, B, a C, po fadé stiedy tseki vy-
sek AS,S,8. mezi priseéikem vysek S a jeho vrcholy.

Déle vime podle véty 22, Ze pHmky 4,4, B,B,
a C,C, prochazeji sttedem kruZnice AABC opsané.
Proto jsou AA4,B,C,, AA,B,C, soumérné sdruZeny
podle tohoto stiedu, takZe podle véty 26 plati:

A2B2 ” SbSa A -B202 ” Sch A 02A2 “ SaSc.

Jsou proto setky 4,B,, B,C, a C,A4, sttednimi pficka-
mi AS,S,8., neboli body 4,, B, a C, st¥edy jeho stran.
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UkaZeme jestd, Ze plati véty obdobné vétim 20 a 21.

Véta 28. Je-li dvojice [ ANABC, NA,ByC;] €q podle S,,
potom primky A,8., B,Sa a Cy8, obsahuji vysky trojihel-
nikw A,B,C,, piilemZ pdl S, je priseltkem téchio vijdek.

Dikaz (obr. 64), Protoze pfimka C,C, prochizi stie-
dem O kruZnice AABC opsané, je <xC,A4,C; = 90°,

neboli
Cid, 1 A,C,. (2.6)

Podle véty 26 je soudasnd A,C, | S,S,, takie podle
(2.6) je také C,4, | S,S.. Je proto v AA,B,C,; vyska
prisluna ke strané C,A, &isti pfimky S,S.. Obdobné
také vyska piislusnd ke strand B,d4, je d&asti piimky
848S,, pfidemz priusedik p¥imek S,S, a 8,5, tj. pol S,, je
prusedikem vysek AA,B,C,.

Véta 28 je tedy obdobou véty 21.

Yéta 29. Je-li dvojice [ NABC, NA,B,C,) €q podle S,
potom vrcholy NABC jsou soumérné sdrufeny s polem S,
podle stran AA,B,C,, a to: Vrchol A podle strany B,C,,
vrchol B podle strany A,C, a vrchol C podle strany A,B,.

Ditkaz (obr. 64). Jde o piimy disledek piedeslé véty.
Je-li totiz C,4; | S,B = 8,8, a soudasné podle véty 25
A,B = A,8,, potom jsou body S, a B soumérné sdruzeny
podle piimky C,4,. Déle vime, Ze tise¢ka S, 4 je vyskou
A8:SyS, prislusnou ke strand S,S, a tsedka B,C, je
stfednf pfidkou téhoz trojihelniku (viz véta 27). Je tedy
také pfimka B,(, osou soumérnosti bodi 4 a S,.

Z¥ejmé véta 29 je obdobou véty 20.

Existuji jestd nékteré dalsf vztahy, kterych lze s vy-
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hodou vyuZit pti konstrukcich. N&které z nich uvedeme
v nésledujfcich piikladech, jimiZz tuto &ist kapitoly
uzavieme.

Priklad 1. Rozhodnéte, zda je pravdivé toto tvrzeni:
Existuje aspon jedna trojice trojuhelniki AABC,
AA,B,C, a AAB,C, takovyeh, %e o nich plati [ AABC,
NA,B,C,] ep podle S a soudasné [ AABC, AA,B,C.l €
e q podle S;, ptitem?Z

AA4,B,C, = AA,B,C,.

Eedeni. Takové trojthelniky neexistuji, nebof podle
véty 18 je AA,B,C, ostroihly a podle véty 24 AA4,B,C,
tupouhly. Proto nemuze byt AA,B,C, =~ AA,B,C,.

Piiklad 2. Je dina kruZnice k = (O; 3,6 cm) a na nf
body A, B, B, takové, 7e AB = 4 cm, <BAB, = 90°.
Uréete na kruznici k body C, 4, a C,, aby trojihelniky
NABC a AA,B,C, byly v relaci p podle 8.

Rozbor. Predpokladejme, Zc existuje aspoii jedno Fe-
Seni. Potom je stied mensiho oblouku AB jiZ vrcholem
C, hledaného AA,B,C, a pél S je priseéik pfimky BB,
s kruZnici opsanou kolem bodu C; polomérem C,A.

MizZeme v8ak usuzovat také takto: Dany bod B, je
sttedem oblouku AC, takie B,A = B,C. Tim je urden
AABC a dalsi postup je nasnadé.

Konstrukce je provedena na obr. 65 prvnim zpisobem.
Méme-li stfed 8, potom primky AS a C,8 protinaji
kruznici k v bodech A, aC.

Dikaz spravnosti vyplyva. z pravdivosti pouZitych
vét.
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Diskuse. Protoze pfimka BB, a kruZnice opsand kolem
bodu C, polomérem (', 4 maji jeden bod spoleény, tj. bod
B, mohou mit pravé jeden dalsi spoledny bod, takie
tloha ma nejvyse jedno feSeni. Nutna podminka oviem

—>
je, aby bod B, leZel v polorovind ABC, tj. na vétsim
oblouku AB tak, ze AB, < BB,. Tato podminka je zde
splnéna, a proto dloha ma pravé jedno reseni.

Piiklad 3. Zvolte body A, B, S, tak, aby neleZely
v pfimce. Necht body 4 a B jsou vrcholy AABC a bod
8, stfedem kruZnice AABC vné vepsané proti vrcholu
A. Sestro]te dvojici [AABC, AA\B 02]eq podle S,,
aniz narysujete kruznici A ABC opsanou!

Redent. Kruinice vnd vepsana se dotyks piHmky AB.
MiZeme ji proto sestrojit, protoZe mame jejf stfed S,.
Primky BC a AC pak jsou rovnéZ te$nami téZe kruznice
vné vepsané a jejich praseéik je vrchol C AABC. Podle
véty 22 je vrchol A, hledaného A A,B,C, prasedik pf{m-
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ky A8, s osou strany BC, vrchol B, prisedik pfimky
BS, s osou strany AC a vrchol C, priusedik pHimky CS,
8 osou strany AB trojihelniku ABC.

Diskuse. Uloha bude mit ¥edenf pravé tehdy, kdyz
pata kolmice vedené bodem S, na pfimku AB padne na
prodlouZen{ tGsetky AB za bod B. Kdyby padla dovniti
usetky AB, lezel by stfed S, proti vrecholu C, coZ neni

mozné. Kdyby padla dokonce na prodlouZeni tsedky
AB za bod A, leZel by bod S, proti vrcholu B, coZ rovnéz
nenf moZné. Dalsi postup konstrukce ui je zavisly je-
nom na existenci teden ke kruinici vepsané vedenych
body 4 a B. ProtoZe pfimka 4B je tednou této kruZnice
a ani jeden z bodi 4 nebo B nenf bodem dotyku, existuji

<
pravé dvé dalsf tedny, a to AC a B(_i, protoze tetna AB
je spoleéna. Jde uZ jenom o to, nejsou-li nékteré z uve-
denych teden navzijem rovnobéziné, a to byt nemohou,
protoZe by pak dotykovy bod musel leZet mezi body
A a B. Bude-li tedy splnéna shora uvedend podminka
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o poloze bodu 8, vzhledem k tseéce AB, bude mit tato
tloha vZdy pravé jedno YeSeni.

Piiklad 4. Je dén AS.SuS, = [SaSy = 10, 8,8, =9,
8,8, = 7). Sestrojte AABC tak, aby body S,, Sy & S,
byly stfedy kruznic trojihelniku ABC vné vepsanych.

Redent. Utzijeme véty 27. Sestrojime Feuerbachovu
kruZnici v trojihelniku AS,S,S,. To se d4 provést dvé-
ma zpisoby. Nejjednodussi konstrukce spoéfva v tom,
Ze narysujeme vysky tohoto trojuhelnfku, jejichZ paty
jsou vrcholy hledaného A ABC. Tato konstrukee je pro-
vedena na obr. 67,

MuzZeme ovSem volit i zdlouhavéjsi postup. Vyhleda-
me stfedy stran a potom Feuerbachova kruznice jimi
prochazi a protne strany AS,S,S, v hledanych vrcholech
AABC.

ProtoZze v kazdém trojihelniku lze sestrojit pravé
jednu Feuerbachovu kruZnici, mé tato dloha pravé jedno
feSenf.

Obr. 67
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Pfiklad 5. K danému trojihelniku ABC sestrojte
AA,B,C, z relace [AABC, AA4,B,C\lep podle S
a AABC z relace [A4,B,C,, AABG’] ep podle 8. Do-
ka¥te, %e pél S je stfedem kruinice AABC opsané
a relace p je stfedovou soumérnosti.

Reseni. Popsané konstrukee je provedena na obr. 68.
Podle véty 14 maji vnitfnf dhly AABC velikosti

& = 180° — (a 4 a'), f = 180° — (8 + ),
y = 180° — (y + y'). (2.7)

Dale je podle véty 17 o’ =90° — 2 , B = 90° — 5
y = 90° —?. Dosadime-li tyto hodnoty do (2.7), do-
staneme po tpraveé:

=900 — 2, f=00"— ;=9o°—%-
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Jsou tedy vnitinf dhly trojihelnika A4 ,B,C, a AABC
shodné, a protoZe jde o trojihelniky vepsané do téze
kruZnice, jsou tyto trojihelniky shodné. Soudasné pak
podle véty 13 prochazeji p¥{imky 4,4, B,B a C,C tymiz
bodem, takZe jde o stfedovou soumeérnost se stfedem
S§S=0.

Piiklad 6. Je dina dvojice [AABC, AA,B,C,lep
p podle S a stfedy kruinic A ABC vné vepsanych S,
Se, S..

Dokaite, Ze

AA,B,Cy ~ ASSyS, ~ AS.BC ~ AAS,C ~ AABS,.

Redent. Prvnf &8st tvrzeni dokazovat nemusime, vy-
plyvé z véty 26.

Podle véty 27 jsou vrcholy AABC patami vysek
v AS8.S,S.. Jsou proto trojuhelniky AS.AS, a AS,CS,
podobné, protoZe oba jsou pravodhlé a maji jeden dalsi
dhel, totiz <8,8,8,, spoledny. Velikosti jejich stran
jsou tedy 4mé&rné a plati:

8.8, : 8,4 = 8,8, : 8,C,
neboli
S,,Sb . SbSc = SbA. : SbO. (28)

Také trojihelniky AS,S.S, a AAS,C maji spoleény
X8,8,8.. Podle (2.8) jsou jejich strany co do velikosti
umérné, takze podle véty sus o podobnosti trojihelnikia
je AS.SS8, ~ AAS,C.

Cyklickymi zéménami dojdeme k dal$im dvéma vzta-
hiim:

ASS8s ~ ABS. 4 a AS:S,8, ~ ACS.B.
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Priklad 7. Mé-li AABC vnittn{ Ghly velikostf « >
> f > y, potom vrcholy trojihelnikd AA4,B,C,,
NAB,C,, NA,B,C, z relaci q podle S,, S, a 8, lez{ na
spoledné kruZnici opsané tak, Ze platf:

bod 4, oddéluje body S;, 4,

bod B, oddéluje body 8,, B,

bod C, oddéluje body S, C.

Dokazte a vypiSte viechny obmény pro razné vza-
jemné velikosti vnitinich dhld A4BC.

Redent. Dokéteme kaZdé ze tii tvrzeni zv]ast.

a) Bod A, oddéluje body S, 4:

Predeviim vime, Ze tedna kruimce AABO’ opsané
sestrojend v bodd A tvoki se stranou AB dhel velikosti Yy
(asekovy thel). Podle vysledku pffkladu 6 je

ASAC ~ ABAC,
a také

1
*8,4C = ¥B,4,C, = 0} B+ (2.9)
podle véty 17.

Podle pi'edpokladu jef>ytedyi f+8>9y+8,
neboli

B> 5+ (2.10)

Méame proto podle (2.9) a (2.10) 8 > XS,AC a pi'fmka
8,4 protne kruznici opsanou AABC mezi body 4 a 8S,.
(2.11)

b) Bod B, oddéluje body S,, B:
Tetna v bodé B tvori se stranou BC Tdsekovy iihel

velikosti «. Soudasnd je <xS,BC = <4,B,C, = %

(« + ).
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Podle ptedpokladu je « > ¢ a odtud « > % (x4 9),

neboli <S,BC < a a bod B, padne mezi body S,, B.
(2.12)

¢) Bod C, oddéluje body S,, C:
Také tedna kruZnice opsané AABC vedend v bod$ C
tvofi se stranou AC thel velikosti § a <XS,CA =

1
= 4B,Ci4, = ?(ﬂ + a).

Podle pfedpokladu je a > f a odtud 1 (« + B) =
2

= J8,04 < B, tak¥e piimka S,C protne kruZnici
opsanou AABC a% za bodem C, éili C; oddéluje body
S,aC. (2.13)

Shrneme-li (2.11), (2.12) a (2.13), je diukaz dplny.
Pozadované obmény zapiSeme do tabulky:

, .| Tvrzeni o pofadi bodi na pHmkéch
Piedpoklad: 3.4, 8,B, 8,0

a>f>y | SiBB | 8.0,0 | 84,4
a>y>f | 8.CC | SeBeB | 8.4,4
B>a>y | S$d:4 | SCC | S.B,B

ﬂ > y > x Sbo’o SbAg.A SchB (Obl‘. 64)

y>a>f | S, 4,4 | AB,B | 8.0,C

y>8>a | SBB | S.4,4 | 80,0
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Piklad 8. Je déna dvojice [AABC, AA.BC,\lep
P podle 8. AniZz narysujete stfedy kruZnic AABC vné
vepsanych, sestrojte trojihelniky AA,B,C,, AA4,B,C,
a AA,B,C, z relaci q podle S,, S, a S, a potom dokaZte,
7e

a) tétivovy Sestithelnik A,C,B,4,0,B, ms ka*dé
dvé protéjsi strany rovnobéiné,

b) trojihelniky AA4,B,C, a AA,B,C, jsou v relaci
P podle § = O, kde O je stted kruznice AABC opsané.

Redeni (obr. 64). P¥i konstrukei uZijeme poznatku, e
piimky 4,4,, BB, a C,C, prochazeji sttedem O (viz
napt, dikaz véty 22). Odtud také vyplyva, Ze tytihel-
nfky A4,C,4,C,, C,B,C,B, a B,A,B,A, jsou obdélniky,
takze je

A,C, || A.C1 A CyB, || C,B; A BiA, || BoA,.

Tim je diukaz a) proveden,

Druhy dikaz vyplyva z véty 26, nebot, jsou-li dsetky
A,B, a 8,8; rovnobéiné, jsou rovnobéiné i tuselky
A,B, a C,C, protoze tsedka C,C je &asti Gselky S,S,. To
viak znamend, ¥e ¢tyfihelnik A,C0,B a obdobné i &tyi-
dhelniky B, 4,4C, a C,B,BA4, jsou lichobéZniky vepsané
do kruZnice, a proto rovnoramenné. Z toho plyne

Alo = OZ'BI A 'B].A2 == Aol A 0132 = ‘B‘Al'

To znamend, %e podle véty 13 jsou trojihelniky
AA,B,C, a NA,B,C, v relaci p podle § = 0.

Cvilenf
1. Sestrojte libovolny trojuhelnik a opiSte mu kruZnici.

Potom bez pouziti kruzitka sestrojte vrcholy trojuhelniku
z relace p podle 8.
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K libovolné zvolenému trojihelniku EFG sestrojte troj-
thelnik E,F,G, z relace p podle S, aniZ narysujete kru%-
nici AEFG opsanou.

. Velikosti vnitinich dhld daného A ABC jsou v pomé&ru

x:f:iy=06:6:T.

a) Uréete velikosti téchto 1hlu a velikosti vnitfnich dhla
AA,B,\C, z relace p podle S.

b) Jaky je pomér velikosti vnitfnich Whld AA4,B,C,?

c) Udejte obecny vzorec pro pfimé stanoveni pomséru veli-
kosti vnitFnich uhli druhé sloZky z relace p podle S.
Velikosti vnitinich dhli druhé slozky z relace p podle S
jsou ve stejném poméru jako velikosti vnéjdich whlu

prvni slozky. Dokazte!l

. Velikosti vnitfnich dhld v AA4,B,C, z relace p podle S

jsou a’' = 57°48', B’ = 78°36'. Urtete velikosti vnitinich
uhld AABC.

Odvodte vzorec pro vypolet velikostf dhla <<ASB,
X BSC a ¥CSA v trojihelniku ABC se stfedem § kruz-
nice uvnitf vepsané, jsou-li velikosti vnitinfch dhld A4ABC
po tadé «, 8, 7.

Vysledku dlohy 6 uZijte pfi FeSenf této ilohy: Sestrojte
AEFQ [EF = 7; SEGQF = 40°; p = 2), kde g je velikost
poloméru krufnice uvnitf vepsané.

Sestrojte trojihelnflk, je-li ddna velikost polom&ru kruZnice
opsané r = 3,5, velikost polom&ru kruinice uvnitf vepsa-
né o = 1,6 a velikost jednoho vnitfnfho dhlu & = 70°.

Je déna_kruinice k = (0; 36), na ni vrchol A AABC
a vrchol 4, AA,B,C, z relace [ AABC, AA,B,C,]€p
podle 8. Sestrojte oba trojﬁ.hel.nﬂ{lg, vite-li, e AB = 42.
Do kruZnice k= (0; 28) vepiste dvojii [AKLM,
AK,L,M,1ep podle S, vite-li, ¢ KL = 42, L,M, = 30.
Joe dén AAB.0, [AB, = 3; A0, = 4; XB,AC, = 120°].
Narysujte [ AABC, AA,B,C,]€p podle S. ‘
Do kruzinice opsané danému AEPF@ vepiste AKLM tak,
aby bylo KE | LM, LF | KM a MG | LK.

Je dén AABC a kruZnice jemu opsand. Bez pouZitf kru-
2itka sestrojte stfed kruZnice vné vepsané proti vrecholu 4.
K danému A ABC sestrojte druhou slotku A A4,B,0, z rela-
ce q podle Sp, ani? narysujete bod Sp.

Velikosti vnitinich dhla AA;B,0, z relace AABC q
q AA,B,O, podle S, jsou v_poméru 2:3:13. Urlete
velikosti vnitfnich Ghld@ A ABC a jejich pomdr.



16.

17

18.

19.

20

21

22,

23.

Je-li prvni slozkou v relacich q podle S,, Sp a S, trojihel-
nfk rovnoramenny, potomn pravd jedna ze t¥i druhych
sloZzek je op&t rovnoramenny trojihelnik. DokaZte a uved-
te, ktery.
Zvolte libovolny trojubelnik ABA, a na jeho strand A4,
urdete bod S takovy, aby tsetka AB byla stranou prvni
slozky AABC a bod A, vrcholem druhé slozky A A,B,C,
z relace p podle S. Provedte diskusi vzhledem k velikosti
stran zvoleného trojahelniku.
Zvolte libovolny trojuhelnik EFG a opidte mu kruZniei.
K sestrojeni stfedi kruZnice uvnitf vepsané a vné vepsané
proti vrcholu E staéi narysovat jedinou pfimku a jedinou
kruZnici. Provedte! '
Narysujte ostroihly trojuhelnik HJK a sestrojte priiseéfk
jeho vysek. Potom narysujte kruZnice:
k, = (H; HV), ky = (J; JV) a ky; = (K; KV). Tyto kruz-
nice se po dvou protinaji na kruZnici opsané AHJK.
Oduavodnéte!
Narysujte riznostranny tétivovy &étyfuhelnik ABCD, je-
hoZ vnitfni Ghly pfi vrecholech 4 a C jsou pravé. Stred
kruZnice opsané oznadte M. Ukaite, Ze body 4, B, C, D
a M je jednoznaénd urdena dvojice [ AACE, AA,C,E,]
a dvojice [ AACE, AA,C,M] z relaci p podle B a q podle
D, kde B a D jsou stfedy kruZnic uvniti a vné vepsanych.
Narysujte a oduvodnéte!
Sestrojte ostrowhly riznostranny trojthelnik EFG a pri-
seéik jeho vysek oznadte V. Paty vySek jsou po iadé E,,
F,, G,. Trojihelniku E F,G, opiite kruznici. Tato kruz-
nice mé se stranami AEFG jestd daldi t¥i spoleéné body,
a to stfedy stran. Narysujte a oduvodnéte!
Opakujte tlohu 21 pro riznostranny tupoihly trojtihel-
nik!
Zndme-li AB = 7 velikost strany AABC a velikost ihlu
20° = < AS,B, kde S, je stfed kruinice vné vepsané
AABC proti vrcholu A4, potom muZeme fedit tyto ulohy:
a) Uréit velikosti thld y a ' v dvojici [ AABC, AA,B,C,]
€p podle S.
b) Narysovat mnozinu vSech stfedu S;.
¢) Vypoéitat velikosti vBech dalsich ihld v trojihelnicich
z relac{ p podle S a g podle S, je-li zndma je&td velikost
dalstho 1hlu, naptiklad & = 80°.
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Jak se zmédni FeSeni wdlohy 23, bude-li misto daného
tiblu < A48,B znédma velikost XAS.B = 20°?
Trojtuhelnik A,B,C, z relace AABC q AA,B,C, podle Sp
m4 velikosti vnitfnich dhlt v poméru 2 : 9 : 4. Vypoéitejte
velikosti vnitfnich dhla dvojice [ AABC, AA,B,C,]&
€p podle S.

Zvolte tii body A, B, a C,, které neleii v pfimce..Jaké
musi byt vzdjemnd poloha téchto t¥i bodi, aby jednoznag-
né uréovaly AABC, AA,B,C, z relace p podle S, jakoZ
i trojahelniky z relaci g podle S,, Sy a S, ?

Jeddn AC,S:S,[C1Ss = 7; 84Sy = 10; C,Sp = 9]. Sestroj-
te ptislusny A ABC, vite-li, 2e C, je vrchol AA,B,C, z re-
lace p podle § a body S,, Sp stiedy kruinic AABC vné
vepsanych.

Je dén AABC [AB = 17,2; BC = 6,7, <CBA = 70°)
z trojice AABCp AA,B,C,p AABC podle S. Narysujte
tuto trojici!

Na dané kruznici k = (O; 3,8) zvolte tfi navzdjem ruzné
body A,-B,, C a sestrojte trojici trojihelniki AABC p
P AA,B,C,p AABC podle S!

Sestrojte AABC z relace AABCP o p AABC podle S,
je-li ddn A A4,B,C, s tupym thlem pti vreholu A4,.
Vy&etiete mnoZinu viech péli @ sdruzenych s pély S, kdyz
vrchol C daného trojihelniku ABC probihé kruZnici tomu-
to trojihelniku opsanou. Patfi do této mnoZiny stfed S,
kruZnice vné vepsané ?



B. PRUSECIK VYSEK

Tuto &¢ast druhé kapitoly vénujeme dvojicim trojihel-
niki z relaci p nebo g utvofenym podle prisediku vysek
daného AABC, ktery budeme nadéle znadit vidy zna-
kem V.

Musfme ovSem pies toto jednotné znadeni rozliSovat
mezi trojihelnfky ostrodhlymi a tupoidhlymi, nebot
u ostrodhlych ptjde vidy o relaci p podle V, u tupo-
uhlych o relaci q podle V. Trojihelniky pravothlé zde
neptipadaji v ivahu, protoZe podle definic 1 a 2 nemo-
hou pély P ani Q leZet na kruZnici trojihelniku opsané.

Pro zkoumani vlastnosti relaci p nebo q podle V ma
zakladni vyznam véta, jejiz platnost ted dokdZeme:

Vita 30. Je-li ANABC pront slofkou a AA,B,C, nebo
AA,B,C, druhou slotkou v relact p nebo q podle V, je pol
V stiedem krufnice
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a) uvnitf vepsané ANA,B\C,, kdy: NARC je ostroihly,
b) vné vepsané AA,B,C,, kdyt NABC je tupoihly.

Diikaz provedeme pro kazdy typ trojihelniku zvlast.

a) Necht tedy AABC je ostroahly (obr. 69).

Piedevéim je CC, | AB A BB, | AC, a proto
XAA,C, = <ACC, = 90° — a, XAA,B, = <ABB, =
= 90° — a, takie <xAA,B, = XA44,0,, ¢l

pfimka A A, je osou thlu B,A4,C,. (2.14)
Z cyklickych zamén pak plyne:

pfimka BB, je osou <x4,B,C,, (2.15)
pfimka CC, je osou x4,C,B,. (2.16)

Pél V, kterym ptimky AA,, BB, a CC, prochazeji,
je podle (2.14), (2.15) a (2.16) stfedem kruZnice uvnitf
vepsané AA,B,C,, takZe je [AA,B,C;, NABClep
podle S.
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b) Necht A ABC je tupouihly s tupym uhlem p#i vrcho-
Iu 4 (obr. 70).

Oznadéme O stied kruinice A 4BC opsané a pruseéiky
piimek BO a CO s touto kruZnici po fadd B, a C,; déle
pak paty vySek AABC na stranich 4B a AC po ¥adé

a B,
oProt(é)ie ptimky BB, a CC, prochazeji stfedem O, je
¢tyFahelnik BCB,C,; obdélnik, a proto
XC,CB = <B,BC. (2.17)
Podle Thaletovy véty jsou trojihelniky AB,B,B
a AC,C,C pravoudhlé, takie je
BB, | BV-ACB, | BV = B,B, | CB,,
C,C, 1 CVABC, 1 CV = C,C,| BC,. (2.18)
Podle (2.18) jsou &tyFdhelniky B,B,AC a C,C,AB
lichob&?niky, a protoZe jsou vepsiny do kruZnice, jsou
rovnoramenné; odtud dostdvame piimo:

AC, = BC, = CB, = AB, = JAA,B, =

= JAA,C,, (2.19)
a také '

XA4A,B, = ¥BCC, A ¥AA,C, = <CBC,.

Soudasné je A4, | BC, tedy podle (2.19) také
A,B, | CC,a A4,C, | BB, (2.20)
Pi'imky BB, a CC, prochéieji stfedem O, a proto podle
(2.20) jsou body B, a C, sttedy obloukd 4,0, a A4,B,,
neboli: polopfimky B,B, a C,C, jsou osami vnitinich

“dhlu AA4,B,C,.

ProtoZe je soudasné B,B, | BV a C,C, 1 CV, jsou

pfimky BV a CV osami vnéjsich dhld AA44B,C,.
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Dokézali jsme, Ze [ A4,B,C,;, AABC]eq podle S, ="

Vyznam pravé dokazané véty 30 spodivd v tom, Ze
vlastnosti relace p podle V nebo q podle ¥V muZeme
zkoumat na zakladé jiz znamych vlastnost{ relace p
nebo g podle 8, S,, S, &i S,. Toho déle vyuZijeme.

Vita 31. Je-li dvojice [ANABC, NA,B,C,]ep podle V
nebo dvojice [ ANABC, NAA,B,C,]leq podle V, potom
vrcholy A ABC pali oblouky krutnice NABC opsané mezi
vrcholy NA,B,C, nebo NABC,.

Dukaz. UZijeme-li véty 30 a podle ni zaménime
indexy u vrchold trojthelnikd podle vét 15 a 22, dosta-
neme pfimo tvrzen{ obsaZena ve vété 31.

Tato véta pak ma zajimavy duisledek:

Utvofme k danému AABC trojthelnik A4,B,C, z rela-
co p podle V a k nému AABC z relace p podle V. Snadno
zjistime, Ze sloZend relace p O p podle V je identitou,
nebot V = 7. i

Pohledme naptiklad na obr. 69. Podle vét 13 a 31 je
CiA =B AANCA=PBA, takie 4 =A a obdobnd
iB=BaC(C =0, neboli AABC = ANABC.

Véta 32. Je-li dvojice [AABC, NA,B,C,]ep podle V
nebo dvojice [ AABC, NA,B,C,]eq podle V, potom osy

stran trojihelniks AAB,C, nebo NA,B,C, prochdzejt
vrcholy AABC.

Ditkaz. Také zde stadi provést ziménu indext ve vété
16, popfipadé 22.
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Véta 33. Je-li dvojice ostrodhlyjch trojihelniktc N\ABC
a ANA,B,C, vrelaci p podle V, plati o veltkostech vnitinich
whld a, B, v, NDABC a &, B', ' AA,B,C,:

a' = 180° — 2a, ' = 180° — 28, »' = 180° — 2p.
Dikaz. Jestlize podle véty 30 je AABC v relaci p
podle § s AA4,B,C,, potom podle véty 17 je

1

a = 90° — % 8 po upravé a’ = 180° — 2aq«,
f = 90°— %— a po tipravé ' = 180° — 28,
yl

y = 90°—Tapo ipravé y’ = 180° — 2y,

Vita 34, Je-li tupoihly NABC pront slofkou v relacs
P podle V s dhly veltkostt « > 90°, B, y a NA,B,C, dru-
hou sloZkou v této relaci s vnitinims whly velikosis «', ' a y’,
potom plati:

a' = 2a—180° B = 28, ¥y = 2y.

Diikaz. UZijeme opdt vét 30 a 23, podle kterych je:

r

a = 90° + ; a po ipravé a' = 2a — 180°,
g =2 o poipravsp = 28,

a po lipravé y" = 2y.

2
_v
Y="Tg

Vita 35. Je-li A ABC prong slofkou a NA,B,C, nebo
AA,B,C, drukou slofkou v relacs p nebo q podle V, potom
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vrcholy A ABC jsou po fadé stiedy kruZnic opsanych troj-
dhelntkam AB,VC,, AC,VA, a AA,VB,, popripadé
ABVC,, ANC,VAza NA,VB,.

Dikaz. Pravdivost tvrzeni vyplyva opét z véty 30,
jestlize podle nf upravime texty vét 19 a 25.

Véta 36. Jsou-li dvojice [AABC, AA.B,C\] nebo
[AABC, AA,B,C,) z relaci p nebo q podle V, potom
vrcholy trojidhelniki AA,B,C, nebo AA,B,C, jsou sou-
mérné sdruieny s polem V podle stran ANABC a to:

vrchol A, (A4,) podle strany BC,

vrchol B, (B,) podle strany AC,

vrchol C, (C,) podle strany AB.

Ditkaz. Také zde stali obménit uZitim véty 30 texty
vét 20 a 29. Pro naje Givahy m4 oviem tato véta zvldStni
vyznam. Dokazali jsme pravdivost tvrzeni véty, ktera
byla v Gvodu pfipomenuta jako piiklad dikazové ilohy,
na niZ lze navézat obsidhlou diskusi. Dospéli jsme v této
diskusi k zavéru druhé &asti druhé kapitoly, kterou opét
uzavieme nékolika piiklady a dalSimi ‘lohami.

‘Piiklad 1. Sestrojte AABC =z dvojice [AABC,
AA,B,C,]ep podle 8, kde AA,B,C, je rovnoramenny
trojihelnik vepsany do kruZnice o poloméru velikosti
32 mm s jednim vnitfnim dhlem velikosti 30°. Trojthel-
nfk 4,B,C, viak nerysujte!

Rozbor. Hledany trojihelnik je podle véty 30 v relaci
p podle ¥V s danym AA,B,C,. ProtoZe pedle zadéni nelze
zjistit, je-li AA,B,C, ostrothly nebo tupoihly, jsou tyto
dvé moznosti, pokud jde o velikost jeho vnitfnich uhla:

a) 30°, 30°, 120°.

b) 30°, 75°, 75°.
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V prvnim ptipadé budou velikosti vnitfnich vhia
v AABC podle véty 34:

2.30° = 60°, 2.30° = 60°,2.120°— 180° = 60°, takze
hledany trojihelnik je rovnostranny.

V druhém piipadé jsou velikosti vnitinich Whld
180° — 2.30° = 120°, 180° — 2.75° = 30° a tieti dhel
oviem rovnéz 30°.

Vidime hned, %e podminkiam tlohy vyhovuje jenom
piipad druhy, protoZe v prvnim pkipadé piislusny troj-
dhelnfk je rovnostranny, takie A4,B,C; by musel byt
rovnéZ rovnostranny. K oznadeni vrcholi jsme pti FeSeni
této tlohy neptihlédli.

Pfiklad 2. Je ddin AKLM [KL =4 em; LM = 2,5
cm; <SKLM = 135°]. Sestrojte AKszM2 z relace
AKLM q AK,L,M, podle V, aniZ narysujete kruznici
obdma trojihelnfkim opsanou. Konstrukei umistéte
tak, aby priseéik vysek AKLM padl mimo nakresnu!

Rozbor. Predpoklidejme, Ze hledany trojuhelnik exis-
tuje. Potom podle véty 36 je vrchol M, soumérné sdru-
Zeny podle piimky KL a vrchol K, soumérné sdruzeny
podle piimky LM s priseéikem vysek V. ProtoZe viak
podle zadéni lezi prisedik vysSek mimo nidkresnu, se-
strojfme nejd¥ive paty vySek M, na strané KL a K, na
strand LM, jako% i vyS8ku na stranu KM véetné jejtho
prodlouZeni za vrchol L. Pieneseme-li nynf <MLV =
= IM,LM, do poloroviny KLM a thel XKLV =
= JK LK, do poloroviny MLK (obr. 71), protnou
ramena takto pfemisténych uhla piimky MM, a KK,
po fadé v bodech M, a K, Pokud bude nep¥istupny
i bod L,, miZeme narysovat snadno aspon &asti stran
ML, a K,L, Stadi si uvédomit, e podle véty 34 je
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K ML, =2. XKML a také <M,K,L, = 2. XMKL.
Konstrukce je provedena na obr. 71 a jeji popis je
obsazen v rozboru.
Diskuse. Ulohy tohoto typu maji vidy pravé jedno
feSeni, protoZe uréeni pélu V je jednoznaéné.

. .'.' l
N\
\\ \_ \. ! /'/=
Obr.71 0 N ;o

Ptiklad 3. Do kruZnice o poloméru velikosti 3,5 em
vepiste dvojice [ AABC, AA,B,C,]ep podle V tak, aby
platilo: AB = B,C, = 5,5 cm.

Rozbor a popis. konstrukce. Zname-li velikost poloméru
kruZnice opsané a velikost jedné strany trojihelnfku,
mufeme graficky zjistit velikost protilehlého dhlu.
V naSem piipadé to bude y = a'. Podle véty 17 pak plati

a = 90° — % Tento thel snadno sestrojime (obr. 72).
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Kolem bodu 4 opiSeme oblouk polomérem AB =
= B,C, = 5,5 cm. Tento oblouk protne kruZnici opsa-
nou v bodé M, takie < MBA = y. Uhel vedlejsf k <
XMBA mé velikost 180° — y. Rozpilime jej a bodem A4
vedeme rovnobdzku s jeho osou. Rovnobézka protne
kruZnioi opsanou v bodsé C.

1 Obr. 72

Z konstrukce vyplyva, Ze thel <CAB mi velikost
90° — % Potom uZ obvyklym zplsobem sestrojime
AA,B\C,.

Diskuse. Uhel 90°——)2i je ostry, takZe naposledy
sestrojend rovnobézka protne kruznici opsanou v bodé

jediném. Uloha m4 pravé jedno feseni.

Piiklad 4. Je dén AKLM [KL =10cm; LM =
=5cm; MK = 6 cm]. AniZ provedete piislusné kon-
strukce, zjistéte, zda existuje k danému trojiihelniku
K,L,M, z relace p nebo AK,L,M, z relace q podle V
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a jaké je pofadf vrcholii téchto trojihelniki na piimkach
VK, VL a VM.
EReseni. Nejdtive zjistujeme, o KL > LM? + MK?,
nebof 10% > 52 + 62
Podle toho je dany trojihelnik tupouhly s tupym
dhlem pti vrcholu M. Existuje proto AK,L,M, z relace
q podle V.,
Uzitim kosinové véty zjistime pfiblizné velikosti
vnitfnich Ghla AKLM a to:
XLMK = 113° = ay <XKLM = 27° = 8,
IMKL = 40° =y.
Potom maji podle véty 34 vnitini dhly AK,L,M,
velikosti
SK, =y =2 =80°, <L, = f = 2B = 54°,
XM, = o’ = 2a — 180° = 46°.
Je proto 9’ > g’ > &’ a podle tabulky u piikladu 7
v prvni &asti této kapitoly je potadi bodi
e
na poloptimce VK: VK,K,
. -
na polopfimee VL: VL,L,
na polopfimee VM: VMM g

Ptiklad 5. M&jme dvojici [ AABC, NA,B,C,] e p po-
dle V takovou, Ze velikosti vnitinfch dhld AABC tvoii
aritmetickou posloupnost s diferenci d. Potom vnitin{
uhly AA,B,C, tvo¥i aritmetickou posloupnost s diferen-
cf 2d.

Dokazte a provedte diskusi vzhledem k parametru d!

Bedent. Podle zadénf jsou velikosti vnit¥nfch dhla
AABC potadé «, a« + d, « + 2d.
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Z véty 33 pak plyne: Rozdil:
a' = (180° — 2a)

p = 180° — 2(a + d) = (180° — 2a) — 2d 2d
y = 180° — 2(a + 2d) = (180° — 2a) — 4d 2d

Velikosti vnitfnich dhlda A4,B,C, skutefné tvoii
aritmetickou posloupnost s diferenci |2d|.

Sedteme-li velikosti vnit¥nich uhlid A ABC, dostaneme
rovnici

3a + 3d = 180° a odtud « = 60° — d, g = 60°, y =
= 60° 4 d.

Dosadime-li tyto hodnoty podle véty 33, dostaneme:
a' = 60° 4 2d, f’ = 60°, ' = 60° — 2d.

Piedpokladejme, Ze je d > 0. Potom thel velikosti
60° — 2d je nejmensf thel & nutné je

60°—2d >0 = d > 30°.

Piiklad 6. Je din AA4,B,C,[4,B, = 3cm, B,C, =
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= 4 em, XA4,B,C, = 120°]. Sestrojte trojihelnfk 4BC

z relace
[AABC, NA,B\C;leq podle S,.

Rozbor. Podle véty 30 je [ AA,B,C,, AABC]eq podle
V,kde V =8,

Konstrukce (obr. 73). Sestrojime priasedik vysek
AA,B,C, a kruZnici jemu opsanou k. Potom pimka
VA, protne kruZnici k v bodé A4, pfimka VB, v bodé B
a pfimka VC, v bodé C.

Diskuse. ProtoZe AAﬁl je tupoilhly, mi dloha
pravé jedno feSeni.

Piiklad 7. K danému trojihelntku K,L,M, [K,L, =
=7, LM, = 6; MK, = 5] sestrojte AKLM z relace
[AKLM, AK,L,M,]ep podle V.

EBedent (obr. 74). UZijeme opst véty 30, podle niZ je

[AA,B,C,, AABClep podle S,kde S = V.
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Zde sestrojime nejdifve stfed kruZnice vepsané
AA,B\C,, potom kruZnici jemu opsanou a na nf nim
pHimky A,S, B,S a C,S urdf body 4, B a C hledaného
trojahelnfku.

1.

-3
.

o
b

10.

11.

12.

Cvileni

K danému trojithelniku narysujte druhou slozku z relace
p podle prasediku vysek V.

a) AABC [AB = 43; BC = 57; <BAC = 15°),
b) ADEF [DE = 52; EF = 35; XDEF = 105°).

Jedédn AK,L,M,zdvojice[ AKLM, AK,L,M,]€p podle
V(K,L, = L,M, = 6,2; K,M, = 4,5]. Narysujte AKLM.
K libovolné zvolenému tupouhlému AE,F,G, sestrojte
AEF@G z dvojice [AEFG, AE,F,G,]€p podle V.
AAB,C,; [4:B; = 4; B,C, = 5; A,Cy = 6] je z dvojice
[AABC, AA,B;C,]€q podle V. Narysujte AABC!

Do kruznice k¥ = (0; 33) vepiste dvojici tupoihlych troj-
thelnika [ AMNZ, AM,N,Z,]€p podle V, vite-li, Ze 1ihel
pfi vrcholu Z je tupy, dédle M, Z, = 60°a XZ,M,N, = 45°.
Pokud jste v ulohéch 2, 3, 5 rysovali osy uhli, opakujte
konstrukce bez poufiti kruZitka!

Vnitini dhly daného trojihelniku maji velikosti v poméru
2 : 3 : 4. Vypoditejte velikosti vnitfnich \ihla druhé slozky
z relace p podle V k danému trojihelniku.

Vnitin{ dhly trojihelniku maji velikosti v poméru« : v : ¢,
kde u, v, t jsou kladn4 &isla. Vyslovte podminky pro to, aby
trojuihelnik byl ostrothly, tupotihly nebo pravothly.
Ulohu 7 feite obecnd a vysledky porovnejte.

Velikosti vnit¥nich dhlh prvnf sloZzky v relaci p podle V
jsou v poméru 21 :4:5. Vypodftejte velikosti vnitfnich
1111]lr1.11111 druhé slozky a vysledek porovnejte s vysledkem 9.
ilohy!

Pomér velikosti vnitfnich hld druhé slozky z relace q
ﬁod]](e V je 7: 8 : 25. Urdete velikosti vnitfnich dhli prvni
slozky.

Na libovolng zvolené kruZnici zvolte tfi navzdjem rizné
body X, Y, Z a kolem téchto bodi opiste takové kruZnice,
které se po dvou protnou na dané kruznici & mimoto majf
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13.

14.

15.

16.

18.

19.
20.

21,
22.

23.

-]
'."‘
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spoleény jestd jeden dalsi bod ve vnitfni nebo vnéjii oblasti
zvolené kruZnice.
Je dén trojuhelnik FGH. Urdete takovy bod M, aby kru%-
nice opsané trojihelnikim AFM@®, AFMH, AGMH byly
navzdjem shodné.

Zvolte polopfimku Zl_i){ » bod V, ktery na nf nelezi, a tsetku
velikosti r. Sestrojte A ABC, jehoZ strana AB leii na polo-

pfimce A_1>M, bod V je prusedikem jeho vysek a tuselka r
polomérem jeho kruznice opsané.
Zvolte polopfimku B,M, bod V mimo ni leZfci a tisetku
velikosti 7. Sestrojte dvojici AABC p AA,B,C, podle V
tak, Ze strana B,C, padne na polopfimku B, M, bod V bude
prusedikem vySek AABC a r velikost poloméru spoleéné
kruZnice opsané této dvojici.
Usetka AB = 6 cm je stranou AABC, r = 3,5 cm velikost
poloméru kruznice jemu opsané a OV = 1,5 em vzddlenost
prusediku vysSek od stfedu kruZnice opsané. Sestrojte
dvojici [ AABC, AA,B,0,]€p podle V.
Sestrojte dvojici [ AKLM, AK,L,M,]€ q podle V, vite-li,
2e KL = 5,8 cm, polomér spoleéné kruZnice opsané r =
= 3,4 cm a vzddlenost priseéfku vySek V od stfedu opsané
kruznice OV = § cm.
Na kruZnici & = (0O; r) zvolte bod A a jeden bod wvnitini
oblasti této kruZnice oznadéte V. UkazZte, Ze tyto tfi prvky
urduji jednoznadné dvojici [ AABC, AA,B,C,]Jeppodle V.
Opakujte ulohu 18 s tim rozdflem, Ze bod V zvolite vné
kruznice.
Je dédna kruZnice k = (0;r), jeji bod vnitfni oblasti V
a usedka ¢ < 2r. Sestrojte dvojici [ AFGH, AF,Gy1H,]€
€ p podle V tak, aby bylo FG = ¢.
Opakujte ulohu 20 8 tim rozdilem, Ze bod V bude ve vnéj-
8{ oblasti kruZnice k. )
Libovolny vnit¥nf bod zvolené kruZnice k = (O; r) oznadte
V. Potom zvolte pfimku h. Sestrojte dvojici [ AKLM,
AK,L,M,]€p podle V tak, aby strana LM AKLM byla
rovnobéind s pfimkou A a bod V byl pfsluinym pélem.
Do kruZnice o poloméru r = 3 cim vepidte dvojici [ AKLM,
AK,L,M,]Jeppodle V tak, aby byl <KVL = 120°
a <K,VM, = 140°.
SeqtrOJte dvojici [ AEFG, AE,F,G,]€ qpodle V tak, aby
E,F, = 6,5 cm, <E,Q,F, = 25°a XEFQ@ = 35°



25.

26.
217.
28.

29.

80.

Zvolte t¥i navzdjem rizné body A, B, C, které neleii
v ptimee. Potom sestrojte trojihelnik KLM, v ném# zvo-
lené body 4, B, C jsou po fadé patami vysek na strany
KL, LM, MK.

Na dané kruZnici ¥ = (O; 3,8) zvolte body 4, B, A, a se-
strojte dvojiei AABCp AA,B,C, podle V. Udejte pod-
minky FeSitelnosti!

Na kruznici £ = (0; 4,2) umistdte body 4, 4,, B, a sestrojte
dvojici AABCp AAB,C, podle V. Udejte podminky
feSitelnosti!

V dvojici AABCp AA,B,C, podle V znéme polomdr
kruZnice opsanér = 4,2¢m, <ABC = f = 48°, <XB,4,C,
= a' = 64°. Narysujte!

Jo dédna kruZnice ¥ = (0; 3,6), na ni bod C, a p¥imka 5,
kterd je rovnobéing se stranou AB trojihelniku ABC
z dvojice [ AABC, AA,B,C,]€p podle V. Sestrojte tuto
dvojici tak, aby {BAC = a = 60°.

Vy8etfete mnoZinu viech péli @ sdruZenych s priseéikem
vyek V trojtihelniku 4BC, kdyZ vrehol C probihé oblouk
kruznice A ABC opsané!
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C. STRED KRUZNICE OPSANE
A TEZISTE

Bude-li pélem stfed kruZnice danému trojihelniku
opsané nebo jeho t&Zit8, pujde v obou piipadech o relaci
P podle definice 1. To proto, Ze jak stfed kruZnice troj-
uhelnfku opsané, tak i t&Zi§té jsou prvky podmnoZiny,
kterou jsme v iivodni kapitole oznaédili K'.

Velmi jednoduché jsou vztahy mezi trojihelniky
z dvojice

[AABC, AA,B,C,]ep podle O, kde O je stfed kruz-
nice obéma trojihelnikiim opsané.

Vita 37. Jsou-li trojihelntky NABC a NA,B,C, v re-
lact p podle O, kde O je siied spoleéné kruZnice obéma troj-
whelnikiam opsané, je tato relace stiedovou soumérnosti se
stredem O.
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Dikaz (obr. 75). Podle definice 1 prochdzeji v daném
piipadé piimky 44,, BB, a CC, stfedem kruZnice
AABC opsané. Je tedy

AO =04, A BO = 0B, A CO = 0C,,

takZe trojihelnfky AABC a AA,B,C, jsou soumérné
sdruZeny podle sttedu O. Bezprostfednim dusledkem
toho je jejich shodnost AABC ~ AA,B,C,, z &ehoi
pak vyplyvaji dalsi vlastnosti relace p podle O:

a) rovnost stran: 4B = A,B,; BC = B,C,; CA4A =
= ClAl,

b) rovnobéinost stran: AB| 4,B,, BC | B,C,, CA ||
I C,A,,

c) slhod.nost whla: « = a'; 8 =48,y

d) {AOB = 2y, je-li y S 90°, nebo <):AOB = 360° —
— 2y, je-li y > 90° (s cykhckyml obménami pro dhly

a a f).

K zajimavému disledku dojdeme, utvofime-li k relaci
p podle O relaci p podle O.

Véta 38. Je-It dvojice [AABC, AA,B,C,]ep podle O
a dvojice [ AA,B,C,, AABC]ep podle O, potom pFislus-
ny pol O je prasebikem viydek NA,B,C, a stfedem kruZnice
vepsané ANABC a to:

a) wonité AABC, je-li NABC ostrouhly,

b) vné NABC, je-li AABC tupoihly.

Dikaz. a) Na obr. 76 vlevo je AABC ostroihly. Proto-
ze piimky AA,, BB, a CC, prochdzeji sttedem O kruz-
nice AABC opsané, jsou trojahelniky AAA4,4, ABB,B
a ACC,C podle véty Thaletovy pravoihlé s pravymi
tihly pti vreholech 4, B a C.
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Je tedy A4, © | AA a soudasnd podle véty 13 AA ||
| B,C,, takze .14, | B,C, a obdobnd i BB, | 4,C,;
CC, 1 A,B,.

Podle véty 13 viak ptimky AA,, BB, a CC, prochs-
zeji pélem O, ¢m% je dokaz4no, ¥e pél O je prisedikem
vysek AA,B,C,, ale také podle véty 30 je stfedem kruz-

nice vepsané AABC.

b) Na obr. 76 vpravo je AABC tupothly s tupym
Ghlem pti vroholu 4. Uk4zali jsme jiZ v dikazu véty 13,
Ze pHimky AA,, BB, a OC, prochizeji tym? bodem, ktery
viak v tomto pHpadé lezf vné kruZnice AA4BC opsané.
Podle véty 10 je tu nutnou a postadujici podminkou,
aby trojihelniky AA4,B,0, a AABC byly opaé&ného
smyslu. DokaZme, %e tomu tak skutedné je. Z vlastnost{
stfedové soumérnosti vyplyva, Ze trojihelnfky AABC
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a AA,B,C, jsou tého? smyslu. ProtoZe podle pfedpokla-
du jsou ihly %xBAC a <B,A,C, tupé, oddsluje;piimka
AA, bod B od bodu C, jakoZ i bod B; od bodu C,, a to
tak, Ze B, lezi v poloroviné 44,C a bod C, v poloroviné
AA,B. Dile je podle véty 13
A4 || B,C, || BC,
—_ _— —_—

takZe bod A leZi v polorovind BCA. Proto i pfimka 44,
odd8luje shora uvedené dvojice bodi. Uvidime dale, Ze
pfimky BB a CC se navzijem protinajf na pfimce 44,.
Proto pfi konstrukei podle véty 13 padne bod B do
poloroviny A A4,C, kde leziibod B,, a bod C do poloroviny
A4,B, kde le# i bod Cy. Jsou tedy trojihelniky AABC

a AA 1B1C, opatného smyslu a podle véty 10 se polo-

pimky BB,, CC, a oviem i 44, prot.map vné kruZnice
AABC opsané. Jepc‘h priseéik je na obr. 76 vpravo

oznaden O.

Nyni u# jenom musime dokézat, ¥e bod O je prisedik
vySek AA,B,C,.

Postup bude stejny jako v dasti a) dikazu:

Také zde je CC | CC, = CC, | B,A,, protoe je
CC || B,A,.

Obdobnd je BB, | C,4, a tedy i 04, | B,C,.

Bod O je proto  Gsedikem vydek v AA,B,C, a podle
véty 30 soudasné s’ edem kruznice vné vepsané AABC,
a to proti vrcholu A. '

Pozndmka 1. Trojthelniky v pravé popsané slozené re-
laci p O p podle pélu O maji jestd ndkteré daldi vlast-
nosti, které stoji za zminku. Na obr. 76 vpravo je pri-
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sedfk poloptimek B,Ba CC (nevyznageny) sttedem kruz-

nice vepsané trojihelniku ABC. Pravdivost tohoto
tvrzeni vyplyva piimo z konstrukce:

BB || A,C, | CA = AB = CB, protoze
gtyiihelnik BBAC je lichob&znik. (2.21)
A4 || C,B, | BC = AB = AC, protote také
¢tyfFihelnik ACBA je lichobéinik. (2.22)
Podle (2.21) a (2.22) je potom CB = CA4,
neboli ¥BCC = X ACC, takze poloptimka C'C
je osou JACB. (2.23)

Obdobns je v lichobézniku ABCC AC = BC a v licho-
béZniku ACBA AC = BA, odkud pak plyne BC = BA,

coZ znamensa, e XABB, = <XCBB, a poloptimka
BB, je osou XABC. (2.24)

Podle (2.23) a (2.24) se poloptimky CC a BB, protnou
v jednom bodé, a to ve stfedu S kruZnice vepsané
AABC.

PHimym disledkem toho pak je, e CC, | AB,
AA, | BC, BB, | CA.

Podle predchozich ivah jsou body B a C po radé stre-
dy obloukt AC a AB, takze naptiklad ptimka CC,, kters
prochazi stfedem O kruZnice opsané AABC, je osou
tétivy AB a obdobnd ptimka BB, osou tétivy AC. Po-
tom oviem i pfimka 44, je osou tétivy BC.
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Pozndmka 2. Zde je tfeba jesté ptipomenout, Ze véta
38, jak ostatné vyplyva z jejiho textu, neplati pro troj-
theinfk pravouhly. To proto, Ze k pravoihlému troj-
dhelnfiku lze sestrojit AA4,B,C, v relaci p podle O, avSak
nikoliv AABC v relaci p podle 0. Méi-li totiz AABC
pravy thel napiiklad pti vrcholu 4, potom body B a C
splynou.

Nyni obratime svou pozornost k vlastnostem relace p
podle pélu T, kde T je téZisté daného trojihelniku.

Ukazme nejdiive, Ze v tom piipadé stoji za zminku
pledevséim zvld$tni rozmisténi vrcholi uvaZovanych
trojuhelnfkd na kruZnici jim opsané.

Véta 39. Mé&jme dvojici [ AABC, NAA,B,C,]€p podle
polu T, kde T je té5i8té NABC, jehoZ strany majt velikosti
a = BC, b = CA, ¢ = AB. Potom vrcholy uvaZovanyjch
trojihelnika le#t na spoletné krusnici opsané tak, Ze je

AB:AC=b:¢,BC:B4d=c:a,
CiA:.CB=a:b.

Dakaz (obr. 77). Na obr. 77 je T téZisté AABC
a A+ stied strany BC. Z podobnosti A4, BA* ~ NCAA*
vyplyva
AB:BA* =CA:AA*
a odtud
CA.BAY b.a

A1B= AA"' == 2ta’

dosadime-li CA =b, BA* = % AA* =1, kde t, je
t&Znice pislusnéd ke strané BC. (2.25)



Obdobné pak z podobnosti A4,CA* ~ ABAA* plyne
A,C:CA* =BA: 44*
a odtud

BA.CA* c.a

40 =0 =52, (2.26)

kdyz BA = ¢, CA* = % A4+ =

Obr. 77

Ze (2.25) a (2.26) uZ dostaneme délenim a po ipravé
kricenim:

AB:A,C=0b:ec.

Zbyvajicf dva vztahy jsou vysledkem cyklickych za-
mén.
ProtoZze dikaz se opird o rovmost usedek CA* =

= BA* = %, m4 vlastnost uvedenou ve vétd 39
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praveé relace p podle 7. U viech v této kapitole probfra-
nych relacf jsme nadli viceménd jednoduché vztahy
mezi velikostmi vnitfnfch dhli prvni a druhé sloZky,
coZ umoziiovalo feSeni tlohy, kde jsme k dané druhé
sloZce z relaci p nebo q dovedli sestrojit sloZku prvni.
Jak uvidime déle, u relace p podle T Zidny takovy
jednoduchy vztah neexistuje. Proto nejdiive vénujeme
pozornost vztahim mezi velikostmi stran a téZnic
uvaZovanych trojihelnfki.

Véta 40. Méjme dvojici [ AABC, AA,B,C,]ep podle
T, kde strany AABC maji veltkostt po fadé a, b, c a k nim
prislusné téinice velikosti ta, ty, t.. Potom plati

BC,:CA,:AB, =a.t,:b.t,:c.t.

Dakaz (obr. 77). Z podobnosti AB,C\T ~ ACBT
plyne

B0,:CB = BT : 07 &iti B,o, = CE:BL
cT
Dosadime-li do této rovnosti CB = a, OT = %tc,
BT = B,B* + B*T, kde
__ AB*TB* b 1
+ = — + = —
BB BB it A B*T g b
dostaneme po tpravich

a(3b® + 4¢2)
Stbtc
V ditateli tohoto vyrazu dale dosadme

b= 5 Vi@ F o — b

B,C, =
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a po dalsfch dpravach dojdeme ke koneénému vysledku:
a(a® + b + c?)

Eﬁ1=

4tbtc
s cyklickymi zdménami:
4 _ ba* 4 b 4 c?)
Cudy = 4ot '
— 2 2 2
4B = tb el (2.27)
4tatb

Utvotime-li z vyrazi (2.27) postupny pomér, miizeme
jej zkratit vyrazem
a? -+ b2 + c?
4tatbtc
a dostaneme tvar, jehoZ pravdivost jsme méli dokazat:
BC,:CA,: A.B, =a.t,:b.t, : c.t,.

Utijeme-li sinové véty a soudasné vyjadiime velikosti
téZnic pomoci velikosti stran AABC, bude

sin «’ :sin ' :siny’ = a|/2(d% + c?) —a?:
: b]/2(a“‘ +ct) —b?: c]/2(a” + b%) — ¢

Vysledek, ke kterému jsme pravé dospéli, napovid4,
Ze k danému AABC lze podetné i konstrukéné nalézt
AA,B,C, z relace p podle T, aviak obrécenou ilohu
nelze fedit ani podetnd, ani konstrukei. Spokojime se
viak tvrzenim, Ze podetnf feSeni vede k soustavé rovnic
étvrtého stupné, kterd mé aspon dvé realnd FeSeni, po-
kud AABC neni rovnostranny, a jedno ¥edeni v tom p¥-
padé, kdyZ rovnostranny je. Toto tvrzeni nyni dokaze-
me.
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Vita 41. Je-li dvojice [NABC, NA,B,C,]ep podle T
a dvojice NA,B,C,, AABC] ep podle T, potom piislusny

pol T je t¥%istém NABC.

Dikaz (obr. 78). Na obr. 78 je zobrazen AABC, déle
AA,B,C, z relace p podle T a AABC podle véty 13
z relace p podle 7. Trojihelniku BTC je opséna krui-
nice a jeji prasedik s piimkou A4, je oznaden A4,.

Podle vét 4 a 14 je
JATC =f + p' =180°— B = X4, TC =8 =
= 4,80,
IBTC =a+ o« =180°— a = IBALC = a.
Trojihelniky AA4BC a AABC maji tudiZ dva vnit¥nf
Ghly shodné, takZe je
AABC ~ AABC. (2.28)
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Soudasnd plyne z konstrukce
C,B = A,B = ¥C,CB = XTCB = ¥BCA,
a také
A,C = B,C = XA,BC = ¥CBB, = XCBT
a odtud
ABTC ~ ABAC. (2.29)

V podobnosti podle (2. 28) a (2.29) odpovidé v obou
trojtihelnicich strané BC strana BC a tudiZ i bodu 7'
bod 4,. Tim je dokazéno, Ze bod 4, je téZistdm A A,BC

a souéasné te piimka AA, protins tsetku BC v jejim
stfedu 4*. Proto plati v kruZnici k:

AA*. A, A* = BA+.CA*
a v kruZnici k: TA*.A,A* = BA*.CA*, neboli

AA* A A" = TA* AA*.

Dime-li poslednimu vyrazu tvar iméry, bude dikaz
uplny, protoZe
AA* :TAY = A,A*: 4,A* =3 : 1,

takze bod T je tézi8tdm A ABC. Soutasnd je dokézéino,
Ze v sloZené relaci AABC p AA,B,C, p AABC podle
T je AABC rizny od AABC, a to s jedinou vyjimkou,
kdyz AABC je rovnostranny, takZe vrcholy 4, A sply-
nou stejnd jako B, Ba C, C.

V této souvislosti je dobfe si ptipomenout, Ze také
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sloZend relace p O p podle T je symetricka s relacf
p O p podle T a %e i zde plati vita 14 o velikostech
vnitinich dhla v trojihelnicich AABC a AABC. Pro
vztahy mezi velikostmi stran uvaZovanych trojihelnflki
pak plati dals{ véta:

Véta 42. Necht trojihelntky ve slofené relaci NABC
P O p AABC podle T maji velikosti stran a, b, ¢, @, b, ¢
a velikosti t&nic t,, ty, L., La, v, &, potom o téchto velikostech
plati:

a)a:b:c=1:1:1,

b)@:b:E=1ts:t: 1.

Dikaz (obr. 79). Na obr. 79 je T téZisté ANABC a A™*
stted strany BC. Dile je A*A’ = A*T a obdobnd
B*B' = B*T, 0*C’ = C*T. Ctytihelnik TBA'C je rov-
nobé#nik, a proto

2 2 2

BA' =TC = —3—tc, TA' = —3—t.,, TB = —t,. (2.30)

o
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Obdobné je
2 2

’ ’r 2
CT = ?tc, B'C = ?t“’ TB = ?tb, (2.31)
a také
, 2 2 b4 2
TC' = 5 b, AT = ?t‘" C'A = §tb. (2.32)
Podle (2.30), (2.31) a (2.32) je
ATA'B ~ AB'CT ~ NATC". . (2.33)

Pro lepsi piehlednost nejsbu na obr. 79 zakresleny

trojuhelniky AAIBIC a AABC z uvaZované relace.
Predpokladame-li, Ze tyto trOJuhe]niky maji velikosti
vniténich dhla po ¥ads &', 8, ', &, B, ¥, je dale

XATB = (y + ') => 4BTA’ =180°—(y +y) =7,
JATC = (B + B') = XATC' =180°— (8 + f') = §,
XOTB = (a + «') = XOTB’ = 180° — (x + ') = &.

UZijeme-li nynf véty 14, zjistime, Ze napiiklad
ABTA' a podle (2.33) i AATC’ a ACTB’' jsou podobné
AABC, takze
thid =ty L,

a b ¢
gy

N

()

=851
¢ili
a:b:c=1:1%:1%,
protoZe v uvaiovanych trojGhelnicich majf téZnice B4,

CB* a AC* velikosti — 5 g a —;— Je oviem moZno na-
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mitnout, Ze jsme tu uZili obraceni véty 14, jehoZ prav-
divost jsme nikde nedokézali. Platnost obricené véty 14
viak jednoznaéné vyplyva z véty 6.

Na zévér této kapitoly jesté uvedme dilezity disle-

dek véty 14, podle kterého je
BC,:CA, :AB, =a.l,:bl:¢.1.

Diikaz nenf nutno podavat, protoZe pravdivost tvrzeni
vyplyvé ze symetri¢nosti relace p O p a véty 40.

K pifedchozim tvahdm nyni opét piipojme nékolik
piikladd dloh a obvykld cvideni.

PHklad 1. Na kruznici k = (0; 3,5) zvolte tfi navza-
jem rzné body 4, B,, C a sestrojte trojici trojihelnfka
AABC p, AA,B,C, p, ANABC podle P tak, aby bylo

A4 | BC,B,B | AC,C,C | AB.

Rozbor (obr. 80). Podle zadénf spliiuji hledané troj-

thelniky predpoklady véty 38, a proto je P =0, kde O
je stted dané kruznice.
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Konstrukce. Piimka A0 protne kruZnici & v bod® 4,,
p¥imka B,0 v bodé B. Dale je 4,C = B,C a ptimka CO
protne kruznici k v bodé C,. Podle véty 13 pak je 4,B =
=C,BaCiA = BA.

Dikaz. Spravnost vyplyva z véty 13, nebof jsme p#i
konstrukci postupovali piesné podle této véty.

Diskuse. Nutnou a postadujici podminkou, aby iloha

méla Fedeni, je, aby piimky AB,, AC a B,C neproché-

zely stfedem O, nebot:

1.JeliOcAB,,jeB=A,AA =B, = A4 =B

2. Je-li 0eAC, je 4, =CAAC =B,C =0 a odtud
B, =C, C, = B, takie NABC je pravoihly s pra-
vym thlem pti vrcholu 4. Podle poznamky 2 za vétou
38 viak tato véta v pravoihlém trojihelniku neplati.

~——>
3.JelliOeBC, je B, =C,.

Zvolime-li nejdive body 4 a B, jsou jiZ jednoznatné
uréeny body A4, a B. Potom bod C muZeme zvolit na
mensfm nebo na vét§im oblouku kruznice k¢ A ABC opsa-
né mezi body A a B,. V prvnim p¥ipadé ja.koi i ve dru-
hém miZe trojihelnik AABC byt ostrodhly i tupoihly.

Zajimavy je ptipad, kdy bod C je stfedem oblouku
AB,, nebot splynou body C a v Oy, takZe pdl O leif na
te&nd kruZnice k v jejim bodé C.

PFiklad 2. Ke zvolenému AABC sestrojte zbyvajfci
dva z trojice AABC p NA,B,C,p ANABC podle O.

Rozbor. Podle véty 38 je pdl O stfedem kruZnice
vepsané AABC.
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Konstrukce (obi 81). VepiSeme kruznici AABC a jeji
stted oznadime 0. AA,B,C, je v relaci p podle O

s AABC a NABC v relaci p podle O s AA,B,C,. Tim
je dan postup konstrukee.

Dakaz spravnosti je dan vétou 38.

Diskuse. Viechny body v pribéhu konstrukce jsou
zvolenymi prvky uréeny jednoznadné s vyjimkou
pravoihlého trojihelniku. Uloha proto ma a% na tuto
vyjimku feSeni vidy a pravé jedno. ’

Piiklad 3. Stanovte postadujicf podminku pro to, aby
AABC ze sloZené relace AABC p 0 p AABC podle O
byl pravodhly.

Redeni. Podle véty 38 je pPedeviim AABC ~
=~ AA,B,C, a pél O je prisedik vysek AA,B,C,. Platf
proto podle véty 34 & = 180° — 2a’ nebo § = 180° —
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— 28, ¥ = 180° — 2y’. Je tedy podle zadéni napiiklad
90° = 180° — 24, odkud dostdvame a« = &’ = 45°.

Miuze oviem byt také ' = 45° nebo 9’ = 45°. ProtoZe
viak AABC muZe mit nanejvy§ jeden thel velikosti
90°, je nutnou a postadujici podminkou, aby pravé je-
den vnitfnf ihel AABC mél velikost 45°.

Piiklad 4. Je din AABC [AB =12; AC = 18;
XCAB = 60°].

Je-li dvojice [AABC, AA,B,C,\]Jep podle T, déli
poloptimka 44, <XCAB na dvé &asti, a to:

a, = XA, ABa ay = 4A4,4C.
Ukazte, Ze v daném pfipad8 je sin «; : sin ap = 3 : 2,
a potom vypoditejte velikosti Ghld a, a a,!
Reseni. a) Podle véty 39 je
AB:AC=b:c=18:12=3:2. (2.34)

Soudasné je 4,B = 2.r.sin ay & A,C = 2r.sin a,.
Dosadime-li tyto hodnoty do (2.34), bude

sin a; : 8in ap = 3 : 2.
b) Podle zadanf je sin a, = sin (« — a,), takze

8in' (a0 — «y) 3 . .
TilL.TL:?=¢2sm(a——o.2) = 3 8in a,

(2.35)

za predpokladu, Ze a, # 0, coZ v tomto pifpadé plati.
Rovnici (2.35) upravime nejdfive na tvar

2(sin «.cos ay — cOS «.8in a,) = 3 8in a,,
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potom dosadime

V"}- cos a =
g TR AT
Ekvivalentnimi dpravami pak dojdeme ke koneé&né-

mu tvaru

sin a = cOoS ay =V1 — 8in? a,.

3
19

Tato ryze kvadratickd rovnice ma jediny vyhovujici
koten, a to ay = 23°25’, odkud pak a; = 36°35'. Druhy
koten je zaporny, takZe pfislusny ihel je vétsf neZ 180°.

in2 —
sin? ay =

Priklad 5. Je ddén AABC [a = BC = 3,b = AC = 5,
¢ = AB = 4]. Narysujte trojici AABC p AA,B,C, p
P AABC podle T a potom vypoditejte velikosti viech
stran, téZnic a vnitfnich Ghla této trojice trojihelniki.
Vysledky porovnejte!

Reent. Postup konstrukee snad nenf nutno popisovat.
Pfipomefime jenom, %e jde o pravouhly trojahelnfk
ABC s pravym thlem pfi vrcholu B, nebot je

b® = a® 4 c

Velikosti vnitfnich Ghld AABC lze tedy urdit velmi
snadno a jsou to: &« = 36°52'12", 8 = 90°,y = 53°07°48".

K vypodtu velikosti téZnic AABC pouZijeme béiné
pouzivanych vzorcid, zde napfiklad:

te = ;— V20 + &) — a® = 4,272,
a obdobné '
=25,
t, = 3,605,
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Velikosti stran AA,B,C, dostaneme podle (2.27), kde
naptiklad
N a(a2 + b2 + 62)

B.C, = = 4,160,
i1 4.tb-tc
a obdobné
,C, = 4,068,
A,B, = 4,687

ProtoZe podle zaddni je velikost poloméru opsané
kruZnice rovna jedné poloviné pfepony AC, je r = 2,5.
Z toho snadno zjistime velikosti vnitinich uhla A4,B,C,,
nebof je napfiklad

B,C, 4,160

sin a’ = o 5 = atd.,

takze .
a' = 56°18'38", B’ = 54°14'46", 9" = 69°26'36".

Velikosti vnitinich @hlt AABC zjistime u¥itim vty

14, kde napifklad
& = 180° — (x + a') = 86°49°10", § = 35°45'14",
y = 57°25'36".
Tim je usnadnén vypodet velikosti stran AABC:
G =2.r.sina = 4,993, b = 2,922, ¢ = 4,21.

Velikosti t&nic AABC pak zjistime stejné jako veli-
kosti té¥nic AABC: i, = 2,63, {, = 4,38, 1, = 3,50.

Vsechny velikosti jsou tu ovSem uréeny jen ptibliZné,
a to u délek s pfesnosti na t¥i aZ tyfi platné cifry,

u thld s pFesnostf na vtefiny. Podle toho je t¥eba i posu-
zovat vysledky ziskané méfenfm.
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Pfiklad 6. I kdyZ vysledky ziskané v piedchazejici
uloze jsou jenom piiblizné, pfece lze s vyhradou tvrdit,
Ze

@.ba bty :C.ty =ad.1,:0.1,:¢.1,.

UkaZte, Ze nejde o jev nahodily!

Redeni. Vime, %e sloZens relace p O p je symetricka.
Z toho lze soudit, Ze plati-li pro dvojici [ A4ABC,
AA,B,C,]ep podle T véta 40, tj.

B,C,:CA,: A\B, =a.ty:b.t;:c.t,,

musi platit i pro dvojici [ AABC, A4,B,C,]ep podle T,
takZe
BC,:C A, :AB, =a.l,:b.l,:¢.i.

Tim je dokazana obecnd platnost vztahu uvedeného
v uloze v pfmém souladu s disledkem véty 14 uvedenym
na konoi této kapitoly.

Priklad 7. Na dané kruZnici £ = (0; 4) lezi body 4, B
a A, tak, %¢ AB = 6 cm, B4, = 3 cm.

a) Narysujte dvojici [ AABC, AA,B,C,]ep podle T'.

b) Provedte diskusi tlohy pro piipad, kdy velikost
BA, neni zndma a bod A, probfha celou kruZnici k.

a) Rozbor. VySeti{me nejdfive mnoZinu viech tézist T'
trojihelnikd ABX, kde X je bod, ktery probihé kruZnici
k. Na obr. 82 je C* stied strany 4B hledaného AABC.
T je jeho tézi§td. Vime, Ze v tom piipadd je C*T :
:C*X =1:3. Tim je déna stejnolehlost H = [0*; %J,
v ni% obrazem kruZnice k£ je opét kruZnice s polomérem

velikosti % (zde %] opsand AA’B'T,kde A’ a B’ le#i na
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AB tak, Ze C*4A' =C*A4:3, C*B’' = C*B:3. Tato
kruznice je hledanou mnoZinou s tim, %e body 4’ a B’
nejsou prvky této mnoZiny. Jejf stfed pak leZf na polo-

Obr. 82

piimce C*0 tak, Zze C*0' = % C*0. Pro zjednodusen{

konstrukce je dobfe si uvédomit, Ze je

w0y — o L. 4
A'0'=B0 = =3
takZe je k' = (0’; %]

Popis konstrukce. Mame-!i sestrojenu kruznici &', bude
hledany bod 7' pruseéikem polopfimky 44, s kruZnicf
k' a potom bod C prisedikem polopiimky C*T s kruz-
nicf k.

b) Z predchoziho je jiz zfejmé, Ze existence a podet
feSeni je zavisly na tom, zda pfimka 44, bude mit spo-

160



le¢né body s kruznici k. Vedeme-li bodem A tedny ke
kruZnici £’, protnou tyto tedny kruZnici £ v bodech M
a N (viz obr. 82 vlevo). Potom bude mit iloha privé
jedno FeSeni, bude-li 4, = M nebo 4, = N, dvé Feleni,
bude-li 4; uvnitt XMAN, a 72adné FeSeni, bude-li 4,
lezet vnd XM AN.

1.

2,

8

12.

18.

Cvideni

K danému AABC [AB = 6; BC = 4,5; CA = 7] sestrojte

AA,B,C, z relace p podle O a. AABC z relace p o P podle

0. Sestrojte i pél O.

Je dén AKLM [KL = 55; LM = 35; XMEKL = 30°%

XL jo tupy] ze slozené relace AKLMpoPp AKLM podle

0. Sestrojte AKLM. Udejte podet Feleni a zdivodnaéte!

Velikosti vnitfnich ahla v AABC jsou v poméru 2 : 3 : 10.

V jakém pomdru jsou velikosti vnitfnich dhla AABC

z relace AABC p o P podle O?

V dané dvojici AABC p 0 5 AABC podle O znéme veli-

kosti vnitfnich Ghld ve druhé sloZce, a.to: * = 36°54/, ﬁ =

= 81°12’, Urdete velikosti vnitfnich dhlh prvni slozky, tj.

AABC!

Ulohu 3 feite obecnd!

Ulohu 4 fedte obecné!

Na dané krugnici zvolte t#i navzéjem razné body 4, C,, C.

lPo(t;om sestrojte trojici AABCp AA,B,.C,P AABC pod-

e O.

Ulohu 7 opakujte s trojici bodd 4, B, A!

Ulohu 7 opakujte s trojicf bodu 4, B, C,.

Ulohu 7 opakujte s trojici 4, B, C,. Tvofte ddle obdobné

ulohy!

Je dZn AKLM velikostmi stran, a to: KL = 6, LM = §,

MK = 7. Sestrojte trojici AKLM p AK,L,M,p NKLM

podle 7.

K libovolnd zvolenému AEF@ sestrojte trojici AEFG p
p AE,F.G, P AEFG podle T!

Strany daného AABC maji velikosti a = BC = 4; b =
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14,

15.
16.

17.
18,

19,

20.
21.

22.

= AC = 5; ¢ = AB = 6. Narysujte trojici AABCp
p ANA.B,C,p AABC podle T. Potom vypotitejte velikosti
v8ech stran, v8ech vnitinich uhly, téZnicv AABCa AABC
a polomdru kruZnice opsané. Vysledky porovnejte s vy-
sledky ziskanymi konstrukei!
Na kruznici k¥ = (O; 4) umistéte body 4, B,, C, 4,, B, 0,
v tomto daném potadi tek, 2e 4,B : 4,C = b :¢; B,C :
:B,A =c¢:a;C,A:C,B = a:b,kdea,b, ¢ jsou velikosti
useéek splﬁupcl trOJuhelmkovou nerovnost.
Utiitim véty 42 feste zndmou vilohu: Sestrojit trojuhelnik,
jsou-li dény velikosti vSech tfi jeho téznic.
V dané kruznici k = (O; 4) sestrojte tétivy 4B = 6 cm,
C0, = 7 cm, tak aby bod C, byl vrcholem AA4,B,C, z re-
lace AABC p AA,B,C, podle T. Ukaite, e tloha mé
tefeni, prdvé kdyz je CC, > AB.
Ulohu 16 opakujte pro tétivy BC = 5,5¢cma A4, = 7Tcm
a relaci p o p podle T.
Na kruZniei k& = (0; 3,5 cm) leZi body E, F a F, tak, %e
EF = 5,6 cm, EF, = 2,5 cm. Narysujte dvojici [ AEFG,
AE.F, G 1.]€p podle T.
v daném riiznostranném trojdhelniku jsou zakresleny
viechny tfi té%nice AA’', BB, CC' a jejich prisedik T.
Rozstiithneme-li tento trojﬁhelm’k podél téZnic, ziskdme
Sest riznych trojihelnikd, z nichZ lze po dvou sloZit tFi

shodné trojihelniky podobné AABC ze slofené relace
AABC p 0 p ABC podle T. DokaZte!

Obmétite dlohu 20 pro A ABO z téZe relace!

Vypotitejte velikosti dhli g, = ¥<B,BA a 8, = <B,BC
v dvojici AABC p AA,B 0l podle T, je-li AB = 24 mm,
BC = 32 mm a <):OB

Je-li AABCpop AABC podle T,jetg:tp:t =8INT:
: sin f : sin 7, kde ¢, tp, ¢, jsou velikosti t&Znic AABC a &,

. E, ¥ velikosti vpitfnich vdhlh v AABC. Dokaite!

28.

24,
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Je-li AABCpODP AABC podle T, #y; # : £, = sin & :
:8in B : sin y, kde a, B, ¥ )sou vehkoat_;l lrmtrmch dhla
v AABC a iy, ty, §, velikosti téZnic v AABC. Dokaite!
Ukaite, Ze dusledkem tloh 22 a 23 jo vztah: t4 : 8y : 2, =

=sin(x + a'): sin (B + f):sin(y + y') =a: 56, kde
&, b, & jsou velikosti stran A4ABC.



KAPITOLA 3

PODOBNA ZOBRAZENI{
A. OBECNE VLASTNOSTI

V zavéru prvni kapitoly jsme naznadili, Ze v této kapi-
tole pojedname podrobnéji o relacich ,,p podle P*‘ nebo
g podle Q. Zatim jsme se témito relacem_i _zib)'rva,li
jenom natolik, Ze jsme dokazali existenci AABC pied-
poklddanych vlastnosti (viz vétu 13) a vztahy mezi veli-
kostmi vnitfnich dhld trojice AABC p AA4,B,C, p
P AABC podle P, kde P je vnitini bod AABC (viz vétu
14).

V tomto omezen{ jsme vyuzili vét 13 a 14 pfi zkoumanf

Ywey

A ABC. Pro dalsf uvahy vSak nyni jiZz s timto omezenim
nevystatime. PFedevsim musime odvodit vétu obdobnou
vété 14 pro pél P lezicf vné AABC.

Vita 43. Md-li trofice trojuihelniki ze slofené relace
AABC p NA,B,C, p NABC podle P vnitint 4hly veli-
kosti «, B, y; &', B', ¥'; & B, ¥, potom o téchto velikostech
plati:

&= (a4 a')— 180° kdyZ « + «' > 180°,
B=p+0,
y=v+7.

Dikaz (obr. 83). Na obr. 83 je v. AABC a + o’ >
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> 180°, takze pdl P lezi podle véty 4 v polorovind
——
BCA*. Proto je

B = xABC = ¥B,BC — <B,BA. (3.1)
Dale pak podle véty 13 B,C = 4,C a odtud

XB,BC = 180°— JA4,AC = 180°-— < PAC ™
(3.2)

soudasné je

B,A =C,A= <BBA = JC0,CA = XPCA.
(3.3)
Dosadime-li podle (3.2) a (3.3) do (3.1), bude

B =180°— YPAC — YPCA = SAPC =8+

a to podle véty 4 v AAPC.
Obdobné dostaneme v AABP y = SAPB=1y + y'.
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Protoze je & + f -+ y = 180°, bude
& =180° — (B + ) — (y + ¥) = (a + o) — 180".
Existuji ovSem je§té cyklické zdmény pro (8 + f') >

> 180° a (y + %') > 180°. Ty uvedeme pozdéji v pie-
hledné tabulce.

Vita 44. Md-li trojice trojuhelniki ze sloZené relace

NABC q AA%BZC'2 q AABO’ podle Q vnitini dhly veli-
kostt «, B, v; &, B, ¥'; &, B, ¥, potom o téchto velikostech
lati:
g) le#t-Ii pél Q wuwniti <XBAC, & = 180° + (a — &');
B=B—B)y=@r—9)
b) lefi-ls pél Q wuvnits uhlu vrcholového k XBAC, & =
= 180"+ («' —a); ' = (B —B)i 7 = (' — )

Dakaz. Pravdivost tvrzeni a) vyplyvé z obraceni véty
43. K dtkazu proto pouZijeme obrizku 83. Zde lezi pdl

P vné kruznice A ABC opsané.
Zaméiime oznadeni pélh P = Q A Q@ = P, takde je-li
AABCp NA,B,C,p NABC podle P,
bude
AABC q NA;B,C, § AABC podle @,
kdyi N4,B,C, = AA4,B,C,. Zaménime-li soudasnd ozna-

eni ABC za ABC a naopak, jako i oznadeni pisluinych
vnitinich dhla, bude

a =&+ a’' —180° = & = 180° 4- (a — a'),
B=B+¢ =B =p—¢,
y=7v+v =y =y—7.
b) Druhé tvrzeni véty 44 se tyka pélu @ lezictho uvnit¥
vrcholového thlu XBAC (obr. 84).
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Zde je c L
¥y = ¥C,CB— ¥C,CA (3.4)

a soudasné
C,B = 4,B = 4C,CB = <A4,B,B =
= 180° — x4,B,Q. (3.5)
C,A = B,A = J3C,C4 = <B,A,4 =
= XB,4,Q. (3.6)

Dosadime-li také zde podle (3.5) a (3.6) do (3.4), bude
v A4,B,Q

= 180° — XA4,B,Q — XB,4,Q = X4AQB =y —y.

Obdobné je § = g’ — B a odtud
& =180°— (B’ — ) — (y) —y) = 180° — (' + ) +
+ (B + y) = 180° — (180° — a’) + (180° — a) = 180° 4
+ (o' — a).

Ptislu¥né cyklické zamény shrneme nyni spolu se za-
mépami vyplyvajicimi z vét 14 a 44 do pFehledné ta-

bulky: -

156



Lot

Velikosti vnitfnich dhld v A ABC

Poloha pélu a=BAC | j=x4BC | 3= 4ACB
P nebo @ velikosti Ghld jim odpovidajfcich
XCA,B JAB,C XBC,A
P vnitinf bod AABC 180° — (a 4 a') | 180°— (B + ') | 180° — (y + %)
P v polorovind BCA* | (a+ a’)—180° B+ F v+
—_—
ACB* a+ o B+ f)—180° y+ 6
—_—
ABC* a+a g+ (y +9') — 180°
Q uvnitt XCAB 180° + (a — a’) g—p y—v
JABC a—a 180° 4 (8—8") —
<BCA a—a’' g—p 180° + (y —y")
@ uvnitf vrcholového
thlu k XCAB 180° + (a’ — a) g —p Y —y
JABC o —a 180° + (8" —p) Y —v
IBCA o —a B —8 180° + (y' —y)
tab. 3




Pozndmka. V zihlavi tabulky jsou vedle velikostf
vnjténich dhld v AABC uvedeny v pfislusnych rubri-
kach i velikosti ahld XCAB, <ABC a X BC,yA4, o kte-
rych zatim nebyla Feé. Brzy v3ak pozname, Ze jde o veli-
kosti vnitfnich dhli v podobnych trojihelnicich, takZe
je vyhodné je uvést do jedné spoledné tabulky. Tabulka
nam dobfe poslouZf p¥i rozvijeni dalSich avah i pfi FeSen{
uloh.

Nyni jiz mifeme piikrodit k vlastni latce této kapi-
toly. Zaéneme definici:

Definice 3. Méjme dvojice [ AABC, NA,B,C,]€p po-
dle P nebo [ AABC, NA,B,C,;] eq podle @, kde pély P
nebo @ neleZi na 24dné strané AABC ani na Z24dném je-
jich prodlouZeni. Potom mnoZinami My,, My, a My, rozu-
mime po ¥adé mnoZiny vSech trojihelnfkd vepsanych do
kruznic l,, I, a 1., kde

{B,C,P}V{(B,C,Q}CL,
{4,C,P}V{4,C,Q Cl,
{4, B,P}V{4,B,Q}Cl.

Pfipomenme si, Ze jiz v prvnf kapitole jsme se zaby-
vali vlastnostmi lauZnicovych oblouki prochézejicich
napifklad body 4, B, P nebo 4, B, Q. Tam slo o mnoZiny
vsech pélu P nebo @ predpokladanych vlastnostf. V de-
finici 3 se ted objevuje celd kruZnice I, obsahujici uve-
dené body jako nositelka vrcholu trojihelnikii z mno-
Ziny My,. Jednim prvkem této mnoziny je také AABC,,
kde C, j je prisedik pimky CC s kruznicf I.. Podobné lze
utvotit i AA4,BC v kruZnici I, nebo 4B,C v kruZnici [,.
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Vlastnosti trojtihelniki tohoto typu vyjadiuji dalsi dvé
véty:

Véta 456. Méjme dwojict { ANABC, NA,B,C,]ep podle
P a trojici trojihelnikn [AABC, NAB,C a AABC,),
kde A, je praseltk pFimky AP s krufnict opsanouw APBC,
B, praseCik primky BP s kruénici opsanou NAPC a C,
prasebik pitmky CP s kruénici opsanou AABP. Je-li
soucasné L

AABCp o p ANABC podle P,
potom L
NABC ~ NAB,C ~ NABC, ~ NABC.

Dakaz (obr. 85). Na obr. 85 vlevo je p6l P vnitfni bod
AABC a kruZnice I, je opsina ABCP.
V kruznici [, je
JBALLC = 180° — BPC = 180° — (a + «') (3.7)
podle véty 4.
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Dile je
JABC = XA,PC = 180°— XAPC =
=180°— (8 + B) (3.8)
rovné? podle véty 4.
Podle (3.7) a (3.8) maji trojihelntky AA4,BC a AABC
(z relace p O p podle P) dva vnitini ihly shodné, a proto
je ANABC ~ AABC. Tento vysledek je v dobrém sou-
ladu s ddaji v tabulce 3 pravé tak jako zavéry z cyklic-
kych zémén: ~
AAB,C ~ NABC A NABC,~ NABC,
takze

AA4,BC ~ NAB,C ~ ANABC,~ NABC.

Na obr. 85 vpravo je pél P v poloroviné BCA*.
Zde je <BA,C = 180 — <BPC = 180° — [360° —
— (a + a’)] podle véty 4 a odtud

XBA,C = (a + a') — 180°. (3.9)
Dile je

SCBAy = <CPA =8+ § (3.10)
a potom i

XBCAy, = XBP4 =y + ¥ (3.11)

oboji podie véty 4.

Porovname-li (3.9), (3.10) a (3.11) s tabulkou 3, vidi-
me, %e tam uvedené dvojice dhli jsou skuteéné shodns,
tak’e je A4,BC ~ AABC.

V kruZnici [, pak je <SABLC = SAPC =8+ f
a také XBAC = LBAL = (a + ') — 180°.
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Je proto AABC ~ AABC a obdobnsé i ANABC, ~
~ AABC opét v dobrém souladu s tabulkou 3. Véta 45
proto plati i tehdy, kdyz pdl P lezi vné NABC.

Véta 46. Méjme dvojict [ AABC, NA,B,C,)eq podle
Q « trojict trojukelniki [ AABC, NABLC a NABC),
kde A, je prasebik pfimky AQ s kruZnici opsanou NQBC,
B, pruselik piimky BQ s kruZnici opsanou NAQB a C,
praseétk pFimky CQ s krugnici opsanou NAABQ. Potom je

AABC ~ NAB,C ~ NABC,~ NABC,
kde_ _A_“TECT je druhd slotka ze slofené relace [ AABC,
AABCleq O ¢ podle Q.

Diskaz (obr. 86). Na obr. 86 vlevo je pdl @ vnitini bod

X BAC, a proto:
LBALC = 180° — IBQC = 180° — («' — &) =
= 180° 4+ (a — &), (3.12)

161



dale je

44,BC = $4QC = (8—B) (3.13)
podle véty 5 a obdobné
XALB = XAQB = (y — V) (3.14)

také podle véty 5. Srovname-li tento vysledek s tabul-
kou 3, zjistime, ie_t_rl?._itl'ni uhly AA4,BC jsoq_sihi)dné
8 vnitfnimi Ghly AABC, takie je A4,BC ~ NABC.
Z cyklickych zdmén déle plyne
AABC ~ NABC A NABCy, ~ ANABC
a-odtud )
AABC ~ NABC ~ NABC, ~ ANABC.

b) Na obr. 86 vpravo je pél @ uvnitt dhlu vrcholového
k dhlu BAC, a proto:

JIBA,C = 180° — IBQEC = 180° — (a — &) =
= 180° + (&' — a),
potom
XA4eBC = SAQC = X4QC =f —
a konedné

S4B = SAQB = SAQB =y" —y.

Opét jsme dosli k shodnému zavéru, Ze uvaZované
trojuhelniky maji shodné velikosti vniténich dhld
a jsou proto podobné. Spolu s cyklickymi zéménami pak
plati: |

AABC ~ NAB,C ~ ANABC,~ NABC.
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V predchézejicich dikazech jsme nejenom prokazali
pravdivost vét 45 a 46, ale soudasné i opravnénost uspo-
Fadanf tabulky 3, kde jsme uvedli rovnosti:

& = YA,BC, p = XABC, 7 = SABC,.

Budeme proto tabulky 3 pouZivat také v souvislosti
s vlastnostmi trojihelniki AABC eMyp,, AAB,Ce
eM;, a NABC,eM;,. Ptitom je tfeba si uvédomit, Ze
je-li ddna dvojice [ AABC, AA,B,C,] ep podle P, nebo
dvojice [AABC, AA,B,C,]eq podle @, lze kruZnice
ls, Iy a [, narysovat jedinym zptsobem, a pravé tak i body
A,, B, a C, jsou jednoznadnd uréeny. Tim ovéem je dana
jednoznaéné také trojice trojihelniki AA4,BC, AAB,C
a AABC,. Jisté je na mistd tato dmluva:

Privé popsany vztah mezi uvaZovanymi trojihelniky
budeme nadile vyjadfovat takto:

dvojice [ AABC, AA,B,C;]ep a k nf pfisluind tro-

183



jice, nebo [AABC, NA,B,C,] €q a k ni ptislusna tro-
jice. TéhoZ obratu pouZijeme v pfipadé, Ze bude nisle-
dovat jenom jeden nebo dva z uvaZované trojice troj-
thelnikda.

V mnoZiné My, utvoirme nyni relaci p € (Mr, X My,),
a to [ AA,BC, APB,C;]ep podle A,.

Z obrazku 87 je zfejmé, Ze body B, a C, jsou prisediky
polopfimek BA, a C4, s kruznicf I, podle definice 1.
ProtoZe jsme relaci p v ivodni kapitole uvedli jako zobra-
zeni, je zfejmé, Ze p6Sl P zde je obrazem bodu A, zatimco
bod A4, ptevzal dlohu pélu v relaci p v mnoZiné My,.

Obdobné relace pak lze utvoiit i v mnozinach My,
M. Zménf se jenom oznadeni vrcholi p¥islusnych troj-
thelnikd. Tak dostaneme dalsf dvojice trojihelnfki.

[A4AB,C, AA4,PC,) ep podle B, v mnoZiné Mp,,
[AABC,, NA.B.P)ep podle C, v mnoziné My,.

ProtoZe pravé zavedend relace je relaci p podle P,
mé vSechny dosud popsané vlastnosti této relace. Podle
popisu konstrukce jednotlivych bodi je opét ziejmé, Ze
jejich poloha jednoznadné vyplyvd z poloh v dané
dvojici trojuhelniki [ AABC, AA,B,Ci]ep. Proto
vztadhneme tmluvu z piedchazejictho textu i na pravé
popsanou trojici, takZe budeme psat:

dvojice [AABC, ANA,B,C,] ep podle P a k ni ptislus-
na trojice [ APB,C,, NAPC,, NA.B.P).

Véta 47. Méjme dvojici [ AABC, NA,B,C,] €p podle
P a k ni prislusnou dvojici [ AABC, APB,C.]ep podle
A,. Potom je

APBCy~ NA,B,C,.
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Dikaz. a) Necht pél P je vnitini bod AABC (obr.
87). Potom je v kruZnici I, %< B,C,P = <B,BP a v krui-
nici k je

% B,BP = %A;BB, = <4,C,B, =v'. (3.15)

Soudasné je v kruznicil, <C,B,P = XC,CP a v krui-

nici k
XC,CP = 4,00, = <A,B,C, =§'. (3.16)
Trojihelniky APB,C, a AA4,B,C, maji podle (3.15)

a (3.16) dva vnitini Ghly shodné, a proto jsou podobné.
b) Necht pél P je vnéjsi bod AABC, takZe leZf napii-

—
klad v poloroviné BCA* (obr. 88).

Obr. 88
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Na prvni pohled se obrizky 87 a 88 podstatnd lisi,
protoZe napfiklad bod 4, je zde jednou bodem wvnitini,
podruhé bodem vnéjsi oblasti laruZnice l,. Postup dika-
zu viak je v obou pfipadech naprosto stejny, jak je
mozZno se piesvéddit. Nemusfme proto dikaz znovu
opakovat. Nesmime vSak piehlédnout disledky vyply-
vajicf z pravé dokazané véty:

Z cyklickych zimén totiZ dostdvime

AAPC, ~ NAB,Ci ANABP ~ NABC,,
takZe z véty 47 plyne:
AABC, ~ APB,C, ~ NAPC, ~ NAB,P.

‘Véta 48. Méjme dvojici [ AABC, AA,B,C,)eq podle
Q@ a k ni prisludnou drvojici [ A4,BC, NQB,C,] ep nebo
q podle A,. Potom je

AQ-BaOa ~ AAzBaOz.
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Dikaz (obr. 89 a 90). a) Necht pél @ lezf nejdifve
uvnité XBAC.

V kruznicil; je <@B,C, = <QCC, = 180° — X A4,CC,
a v kruZnici k je <4,0C, = 180° — <X 4,B,0,, neboli

XQB,C, = %A,B,C, = f'. (3.17)

Soudasné je v I, IQC.B, = X@BB, = 180°— X
< A4,BB, a v kruznici k je <A4,BB, = 180° — < A4,C,B,,
neboli

XQC,Bs = XA,C,B, = ¥'. (3.18)

Trojihelniky AQB,C, a AA4,B,C, maji podle (3.17)
a (3.18) dva vnitini Ghly shodné, a proto jsou také
podobné.

b) Na obr. 90 je pél @ vnitini bod dhlu vrcholového
k <BAC.

Obr. 80
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Zde se opét zménil jenom obrazek, protoze bod 4, tu
je bod vnéjsf oblasti kruzZnice l,, ale postup dikazu je
opét zcela shodny s pfedchozim s tfm rozdilem, Ze

XQCC, = ¥4,B,C, = f§,
XQC,B, = 180° — XQBB, = ¥B,(,4, = y'.
Odtud pak plyne: AQB,C,~ AA,B,C,.
Také zde je tfeba vzit v ivahu i cyklické zamény:
AARQC, ~ NAB,C, N NAB.Q ~ NA,B,C,,
takze
AAszoz ~ AQBaCa ~ AAbQCb ~ AA::BCQ
Zde je oviem moZné namitnout, Ze dikazy vét 45—48
nebyly dovedeny aZ do konce a Ze jsme snad neoprav-
néné pouiili dikazu z analogie, kdyZ jsme ze vztahi
v kruZnici !, usuzovali, Ze stejné vztahy nalezneme
i v kruZnicich J, a [,. Formdlné je oviem tato namitka
opraivnéna. UkdZeme viak napfiklad postup v &asti
a) dikazu véty 48. Zde v kruZnici [, plati:
XQB A, = <QAA, = XA,AC, = <A,B,C, == §,
{QAch = 180° — {QBBc = {CzBBZ =
= JC,A4,B, = o'
Z tohoto ptikladu je zfejmé, Ze jde skuteéné o analogii
a pifsludné dikazy se hodi spiSe do cvideni.

Mnohem zajimavéjsi zde jsou dusledky vét 45—48.

Podle véty 45 a 46 je napiiklad AA,BC ~ AABC
a podle véty 47 a 48 APB,C,~ AA,B,C, nebo
AQB.Co ~ NA,B,C,.
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Soudasné viak vime, Ze je

[AABC, AA,B,C,1ep podle P
a také
[AABC, ANPB,C,)€p podle 4,.

Ziejmé je tedy v podobnosti M, —~ My, dvojice
[AABC, AA.BCleppodle P vzorem a dvojice
[AivBG’ APB,C.]ep podle 4, jejim obrazem a na-
opak.

pI zde je tfeba vzit v uvahu cyklické zamény, takze
tyto disledky vét 45—48 plati i pro podobnosti M, —
— My, a My — My, ptidem? je vidy pél P vzorem a pély
A,, B, a C, jeho obrazy a naopak. Jedno z téchto po-
dobnych zobrazeni ukazuje obr. 91.

Dodejme jestd, e také dvojice [ AABC, AA,B,C,)e
ep podle Q je vzorem a dvojice [ Ad¢BC, AQB.C.le p
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podle A, jejim obrazem, jak ukazuje obr. 92, a to se

viemi dalsimi disledky véetnd téch, které jsou vyjidie-
ny v dals{ vété.

2 Obr. 92

Véta 49. Méjme dvojici  trojuhelniks [ AABC,
A4,B,Cy] ep podle P nebo [ AABC, AA,B,C,]eq po-
dle Q@ a k nim pFislusné trojice trojuhelniks APB,C,,
AAPCya AAB.P,nebo NQBCo, ANAQC, a NABQ,

potom

a) pfimky AyA., B.B, a C,Cy prochdzeji poly P nebo Q
a soutasné je

“——> > >
b) 4,4, || B,C, nebo A, A4, | B,Cs,
' “—> “—>
B,B.|| A,C, nebo B,B, || 4,C.,

—=> > > “——>
C.Cy | A,B, nebo C,C, || A:B,.

Dikaz zde musime provést pro &tyfi rtzné polohy
péla P nebo Q.
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a) Na obr. 93 je pél P vnitinf bod AABC, a proto:
v kruZnici [, je

XC0C,P = JCBP, (3.19)
v kruZnici k pak je
XCBP = <CBB, = 4CA,B,, (3.20)

takZe podle (3.19) a (3.20) je
XCA,B, = <CC,P, neboli A,B, || C,P. (3.21)
Dile je v kruznici J,

XCC,P = XCAP, (3.22)
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v kruZnici k pak je
JCAP = JCAA, = ¥CB,A,, (3.23)
takZe podle (3.22) a (3.23) je
XCB,4, = <CC,P aodtud 4,B, || C,P. (3.24)

Podle (3.12) a (3.24) jsou piimky C.P a C,P rovno-
bé?né s piimkou A4,B, a tedy i navzijem rovnobéZné.
Maji-li soudasné spoleény bod P, potom musi splyvat
a je PeC,C,.
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Tim je dikaz proveden pro piimku C,C, a z cyklickych

zémén dostaneme také
“—> > <>
AbAc ” Blol A P eAbAc»
= > “——>
B,B. || A,C, A PeB,B,.

b) V piipad$, Ze pél P lezf vné AABC, je situace po-
nékud sloZitéjsi, aviak myslenkovy postup dikazu je
stejny ]ako v piipadé a), proto zde provedeme jenom
struény zdpis dikazu (obr. 94).

V kruznici [, je XCC,P = XCBP, v k je <CBP =
= JCBB, = 4CA,B,, a proto

JOC.P = 4CAB, = C,P || A,B,. (3.25)

Dile v I, je <CC,P = JCAP, v k je JCAP =
= JCAA, = 180° — <CB,A,, a proto

CC,P = 180°— 4CB\A, = C,P || A,B,. (3.26)
Kone&né podle (3.25) a (3.26) je C,P || C,P, neboli
C.C, || A,B, A PeC,C,.
Obdobné pak plati: <44,P = SACP = SACC, =
= JXA4B,C,, takie
JAAP = <ABC, »> AP || B,C,, (3.27)
JAAP = XABP = JABB, = {AC,B,, takfe
JAAP = SAC\B, = AP|C.B,. (3.28)
A zase podle (3.27) a (3.28) je A,P || A.P, neboli
A,4.|BG,APed A, (3.29)
Tim je dokdzano i tPet{ tvrzeni, nebot z podobnosti
trojdhelniki APB,C, A ~ 4yPCy, A ~ AB.P vyplyvi
<C,PB, = <C,PB,, takie PB, = PB,. (3.30)
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¢) Na obr. 95 le#{ p6l @ uvnit¥ Ghlu BAC.
ProtoZe i zde jde o zcela shodny myslenkovy postup,
pouZijeme jesté struénéjsiho zdpisu:
JAAQ = 180°— XAC,B, » A.Q| C,B,,
(3.31)

XA4,Q = $ABC, => AQ|C.B,. (332

Ze (3.31) a (3.32) plyne

— 0 > “~—>
AA, || BC: A Qe AiA,, (3.33)
&FB.Q = 180° — XBA,C, = B.Q | 4,0,
(3.34)
XBBQ = {BGZAZ = BQ " Azoz- (3.35)

Ze (3.34) a (3.35) plyne
—> > ——>
B,B, || 4,C3 A Qe A0C,. (3.36)
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Obdobné jako v ptipadé b) muZeme i zde z (3.33)
a (3.36) usuzovat z podobnosti na pravdivost tvrzenf
trettho, tj.

<> > «~——>
C’.,C,, ” Az.Bz A Q € anb- (3.37)

d) Zbyva uz jenom ptipad, kdy pél @ lezi uvnit¥ dhlu
vrcholového k X BAC, jak ukazuje obr. 96.

Obr. 96

Zde je ¥AA4,.Q = XACQ = XACC, = XAB,C,,
takie ¥AA,Q = <IABC, = AQ|C,B, a také
XA4,Q = XABQ — XABB, = JAC,B, takie
JAAQ = YAC,B, = A.Q| C,B, a odtud

4.4, C.B A Qedd.. (3.38)
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Soudasné je <BB.Q = <BA,C, = B,@| A,C,, dile
XBB.Q = 180° — < B(C,4, = B.Q | 4,C; a odtud

«——> <——> <>
B,B.|| A;C: A Qe B,B.. (3.39)

Podobné jako v pfedchozich dvou dikazech vyplyva
z (3.38) a (3.39) také tfeti tvrzeni, a to:

> > ——>
C’aC’,, “ Asz A Q € anb. (340)

Tim jsme ziskali dostate¢nou pfedstavu o obeecnych
vlastnostech podobnych zobrazeni z mnoZiny M; do
mnozin Mz,, My, a My, a naopak, takZe muzeme opét
na nékolika pHkladech ukazat Fesenf konstrukénich tloh
uZitim piisludnych vét.

Piiklad 1. Je dén trojihelnik PB,C, [PB, = 1;
B,C, = 6; C,P = 4], o némz vime, %e je nejvétsi z tro-
jice trojihelnikd APB,C,, NAPC, a NAB,P pisluiné
k dvojici [ AABC, NA,B,C,] z relace p podle P. Sestroj-
te AABC, vite-li, Ze pdl P je jeho vnitini bod a velikosti
trojtihelnfki z dané trojice jsou v poméru 5 : 4 : 3.

Redeni (obr. 97). Piedevsim uvaZme, e za nejmensf
z uvaZované trojice trojihelnfkii muZeme povaZovat
bud AA4,PC,nebo AA,B.P. Zde provedeme pouze druhy
ptipad.

Potom je podle zadéni pomér podobnosti prvych dvou
trojihelniki k, = 4 :5 a pomér podobnosti druhého
a treffho k, = 3 : 4. MiZeme proto zjistit konstrukei
nebo vypoétem i velikosti stran druhého a tfetfho troj-
thelniku, a to:

AP =56: PC, = 4,8; C,4, = 3,2:
A,B, = 42; B,P = 3,6; PA, = 2,4.
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Sestrojime-li dany A PB,C,, mame jiZ polohy pfimek
B,B, = PB, a C,C, = PC,, které podle véty 49 proch4-
zejf p6lem P. Naneseme-li na' pfisluéné polopfimky od
pélu P tsetky PA,, PC, a PB,, dostaneme chybéjicf
vrcholy hledané trojice trojihelnikd. Tim je uloha vyte-
dena.

Ab Obr. 97

K vlastni konstrukes je tfeba dodat, fe nebude vidy
moZné ziskat vypoétem presné velikosti chybéjicich
rozmérd, a proto radéji uzijeme vhodnych redukénich
dihli k sestrojeni pozadovanych velikosti. K sestrojenf
piimky A,4. pak je nutno uvazit, Ze podle véty 49 je

XAPCy = XPB,C,.

Diskuse. ReSeni existuje nepochybnd tehdy, kdy%
kruZnice opsané uvaZované trojici trojihelnikid se pro-
tnou po dvou ve dvou ruznych bodech, z nichz jeden je

pél P. To musi oviem nastat vidy, protoze v p¥ipadé,
%e by kterékoliv dvé kruznice vedle pélu P nemély dalsf
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spoleény bod, musely by se dotykat pravé v tomto
pélu, a to pfi seskupen{ trojihelnfkit odpovidajicim vété
49 nemuZe nastat.

Bude mit proto takto dani tloha vidy pravé jedno
FeSeni. V naSem p#ipadé, jak jsme uvedli v rozboru, je
zaddni dvojznaéné, a proto tloha mé dvé FeSeni.

Piiklad 2. Jsou dany velikosti strany AB a poloméru
kruZnice opsané trojuhelniku ABC i poloha pélu @.
Uréete polohu tietfho vrcholu C v AABC tak, aby troj-
dhelniky AQB,C., NA4:,QC, & AA.B.Q byly rovnora-
menns a tvokily trojici pfislusnou k[ AABC, NA,B,C,]e
€q podle @.

Rozbor. Zvolme naptiklad AB = 6 cm; r = 3,5 cm;

AQ = 12 em, BQ = 6,5 cm (viz obr. 98).
Protofe je déna kruZnice opsand AABC i pél @, mi-
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%eme na dané kruZnici uréit polohy bodd A, a B,. Podle
véty 48 pak bude napfiklad AQB.C, podobny A4,B,C,,
takZe FeSeni dlohy spodivd v tom, Ze musime urdit
polohou C, tak, aby AA4,B,C, byl rovnoramenny. To
lze provést celkem &tytmi zpisoby. Prvni dva trojihel-
niky dostaneme, kdyZ za hlavn{ vrchol zvolime body 4,
nebo B,, druhé dva, kdyZ hlavnim vreholem bude bod C,.
Zde provedeme jednu z druhych dvou moZnosti, a to tu,
kde AA,B,C, je ostroihly. Spojnice vrcholu Cy s @ urdi
na opsané kruznieci polohu tfettho vrcholu C. Nynf jiZ
zndme vSechny prvky potfebné k sestrojeni hledané
trojice trojihelniki. Ve zvoleném pifpadé viak se setks-
vame 8 jistymi potiZemi, protoze nékteré dulezité body
lezi mimo ndkresnu. A tu je dobra pifleZitost k tomu,
abychom vyuZzili véech poznanych vlastnosti této trojice
podle dokazanych vét.

Diskuse. Z rozboru je zfejmé, Ze iloha muZe mit aZ
étyfi feSeni. To ovSem za predpokladu, Ze pél @ nelezf
na zadné strané AABC ani na jejim prodlouZeni. Sou-
dasné oviem musi byt AB < 2r.

Piiklad 3. Je ddn AABC [AB = 7cm; BC = 6 cm;
CA = 5 em]. Urdete polohu pélu P tak, aby AABC ze
slofené relace AABC p o p NABC byl pravothly
s pravym tGhlem pfi vrcholu 4 a ostrym tdhlem veli-
kosti 30° p¥i vrcholu B.

Redend. UZijeme-li dasledkt véty 14, muZeme veli-
kosti uhlii «’, #’ a ¥ urdit ze vatahli « 4 a’ 4 & = 180°,
B+p8 +8=180° a y+ 9 + y =180°. Potom uZ
sestrojime AA,B,C, a AABC. To je oviem postup dosti
zdlouhavy, zvla§té kdyZ musime uvaZované uhly séitat
graficky.
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Zde se viak nabizi feSeni mnohem jednodussi (obr. 99).

Uzijeme vlastnosti trojice AN4,BC, NABC a NABC,,
o ni% vime, Ze podle véty 45 a podminek v zadéni dlohy
mé vnit¥ni Ghly velikosti po fadé 90°, 30° a 60°. Narysu-
jeme-li aspoii dva z této trojice trojuhelnfku, napkiklad
AABC a NABGC, potom se pfimky 44, a BB, protnou
v bodé P, ktery je hledanym pélem.

Konstrukce je vlastné jiz popsina v rozboru, jenom
pfipomerime, Ze <XBCA, =60°, <XCBA, = 30°,
XACB, = 60° a koneéné < CAB, = 90°.

Obr. 99

Pfiklad 4. K dané dvojici [ AABC, AA,B,C,]ep po-
dle P [AB =5; BC = 5,5; CA = 6,6; AP = 4; BP =
= 2,5] sestrojte trojici k nfi pksluSnych trojihelnfka
APB,C,, NAPC, a NA.B,P, aviak tak, Ze nenarysu-
jete kruzZnice opsané trojihelnikim AABP, ABCP
a NACP.

Reseni. Uzijeme opdt véty 49. Nejdifve narysujeme
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ptimky, které prochazeji pdlem P a jsou po fadé rovno-
b&%né se stranami A4,B,0,, a to C.Cy || 4,B,, 4,4,
| B,C, a B,B, || A,C, (obr. 100).

Chybéjicich Sest vrcholi hledané trojice trojihelnikd
nyni jiZz snadno sestrojime, nebot:

—>
vrchol 4, leZi na polop¥imce 4B,,
—
vrchol A, na polopfimce AC,,

— —> —_— —>
B, na BA,, C,na CA,, B, na BC,, Cy na CB,.

Obr. 100

Priklad 5. Je dain A ABC, p¥islusny k dvojici [ AABC,
AA,B,C,] z relace p podle P. Jeho strany maji velikosti
AB =6cm, BC, =54cm, AC, = 7,8 cm. Sestrojte
pfislusnou trojici APB.,C., AAPC, a NAB.P, vite-li,
Ze jde o trojici rovnostrannych trojihelnikd.
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Rozbor (obr. 101), Ze zadani vyplyvé, Ze v mnozZiné
M;, predpoklidime existenci dvojice [AABC,,
AAB.Plep podle C, v souladu s disledky véty 46

Obr. 101

(viz obr. 87). Refeni dané tlohy tedy bude spodfvat
v tom, Ze v kruZnici /, opsané danému A.A4BC, sestroji-
me- takovy pél C,, aby obraz AABC, z relace p podle
C, byl rovnostranny trojtihelnik. Podle véty 4 takovy
trojihelnik dovedeme sestrojit.

Konstrukce. Predeviim opifeme AABC, kruZnici I,
a s pomoc{ dsekovych thli sestrojime kruZnicové oblou-
ky AC,Ba BC,C,s obvodovymithly velikosti xAC,B =
= JAC,B + 60°, <XBC,0, = <BAC, + 60°. Tyto
oblouky se protinaji v hledaném bod® C,. OpiSeme-li
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nyni kruZnici & trojihelniku ABC,, protne pfimka C,C,
kruznici I, v bodé P a kruZnici £ v bodé C. Znime-li
AABC a hledany pdl P, snadno sestrojime i AA4,B,C,
a tfi hledané trojihelniky. KruzZnice I, a I, ani rysovat
nemusime (viz piiklad 4).

Piiklad 6. Do kruzunice k = (0; 3,5 cm) vepiste AABC
[AB = 5 ¢cm, BC = 6 cm] a urdete polohu pélu @ tak,
aby o rozmérech trojihelnfkd z dvojice [AABC,
AA,B,C;] €q podle @ a k ni pFisludné trojice AQB.C,,
ANA:QCy a AA B,Q platilo:

EE,:Q—C,,:ITQ=7:I2:11.
Reseni. Podle véty 48 je AA,B,Cy~ AAQC, ~
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~ AABQ, tak¥e rozméry téchto trojahelnika maji veli-
kosti imérné. Plati-li to o stranach téchto trojihelniki,
plati to také o velikostech poloméra kruZnic jim opsa-
nych. Je tedy podle zadani

riryit,=17:12:11 = 35 :60:55,

protoZe je r = 35 polomér kruznice opsané AA4,B,C,.
Zname tedy velikosti 7, = 60 mm, r, = 55 mm.

Konstrukce (obr. 102). Narysujeme nejdiive kruznici
Iy, kterd prochizi body 4 a C a ma polomér velikosti
60 mm, potom kruZnici /, polomérem 55 mm tak, aby
prochizela body 4 a B. Tyto kruZnice se protinajf
v hledaném pélu Q.

Diskuse. KruZnice [, a [, 1ze narysovat ve &tyFech odlis-
nych polohach, takZe tloha ma &tyfi FeSeni. Zde jsme
vSak uvedli jenom jedno z nich.

Cvileni

1. K danému AABC [AB = 7; BC = 5; X ABC = 90°] se-
strojte trojici APB,C, AAyPCy AAB,P piisludnou
k dvojici z relace p podle P, lezi-li p6l P uvnitf AABC tak,
%6 Y BCP = 4 CBP = 30°.

2. Opakujte cvideni 1, aviak tak, Ze pdél P umistite vnd
AABC tak, 2e SCAP = S ACP = 15°. .

8. Je dén AKLM [KL = 9; LM = 5; KM = 7] a pél @,

— >
ktery leZi v poloroviné KLM na te¢né sestrojené v bods L
ke kruinici AKLM opsané, pitidemZz LEQ = 4. Sestrojte
trojici AQBCs, NApQChr, AAB,Q piisludnou k dvojici
z relace q podle Q.

4, Do kruzZnice o poloméru r = 3,5 ecm vepiste pravouhly
rovnomérny AEFG s pravym tdhlem pfi vrcholu F. Na
prodlouZeni vysky ptisludné ke strané EG uréete bod @
tak, aby FQ mélo velikost této vysky. Potom sestrojte
trojici AABC,, AABC, AABC 1 trojici AQB4C,,
AAQCy, AAB,Q ptislusné k dvojici z relace q podle @Q.
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6

7'

9

10.

K pfesnému sestrojeni jednotlivych bodi vyuZijte zné-
mych pomoenych konstrukei.

Jsou dény velikosti vnitfnich dhli trojihelnik ze slozené
relaco AABC p NA,B,0, p AABC podle P nebo @ (kdy%
stfedni slozka je AA,B,0,). Zjistdte velikosti vnit¥nich
dhlid trojidhelnika z trojice AA,BC, AAB,0, AABC, pki-
sludné k dané trojici. Podle vysledku udejte polohu ptislus-
ného pélu.

a)x =58% 8= 73%a =49°p§ 28°,y = 28°%
b)a=12°%8 = 115° a' = 21°, 8’ = 135°,% = 77°%
)a=69°8= 54° a' =13°8" = 23°% = 93°
d)a=81°8= 44°,a' = 55° ' = 42°, 5 = 152°;

Jo dén AMNZ [MN = 5; NZ = 6; ZM = 7). Sestrojte
pél P tak, aby rozméry trojihelnika v trojici AMNZ,
AMN,Z a AMNZ, ptisludné k relaci p podle P byly v po-
méru 3 : 4 : 6. Stanovte nejdfive polet fefeni a potom né-
které sestrojte.
Opeakujte tilohu 6 pro pél @ a pomér velikosti stran uvaZo-
vanych trojihelnika 2 : 6 : 7.
Narysujte libovolnou dvojici trojihelniki z relage p podle
pSlu P, ktery leii uvniti zvolené dvojice, a soudasné
1 trojihelnfk z relace p o p podle téhoZ pélu P.
a) Oznadte prvni slozku relace AABC ana APBC, ovéite

pravdivost tvrzeni:

ata ta=f+p +B=y+y +7

kde uzité znaky majf vyznam podle textu.
b) V narysovaném obrdzku vyhledejte daldi trojihelniky

podobné A PBC,.
Jo dén A A.B,P [4,B, = 8; PA, = 6; PB, = 5] z trojice
piisluiné k relaci p podle P. Sestrojte zbyvajici dva troj-
thelniky z této trojice, vite-li, 2¢ PB; = 4, P4, = 7. Na-
rysujte i AA,B,C,, aviak kruZnici jemu opsanou rerysuj-
te!

Jo déne tsetka 4,4, = 11 cm, jejiz krajni body jsou
vrcholy trojihelniki z trojice ptisludné k relaci podle pé6lu
@ s prvn{ slotkou AABC. Pél Q d&li Gsedku ApA, tak, Ze
ApQ = 7 cm a bod B, pili usetku @B,. Déle je zndma veli-
kost vnitfniho dhlu << B,4,C, = 120° pfisludného rovno-
ramenného AA4,B,C,. Sestrojte AABC!
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11,

12,

18

14.

15

16.

17,
18.
19.

20.

21.
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Na kruZnici k¥ = (O; 3,5) jsou dény body 4 a B [AB =
= 4,6]a body B,, C, [4B, = 6; A0, = 2]. P4l P je hlav-
m‘tE _vE_cholem rovnoramenného AAAP, kde 4 je vrchol
AABC z relace p 0 p podle P. Sestrojte AABCa AABC,
prisluény k dvojici z relace p podle P.

Je dén AK,L\M, [K,L, = T7; )M, = 5,5; <K, L,M, =
= 60°] a velikosti isetek KK = LL = 2, kde <K,L,M,
je druhd slozka z relace p podle P a K, L vrcholy AKLM
z relace p O p podle P. Narysujte trojici trojihelnikd
APB,C,, AAWPCy, AAB P piisludnou k témto relacim,
aniZ narysujete kruznice hledané trojici opsané.

Je dén AU,V,Z, [U,V, = 6,6; V.Z, = 7;r = 3,8] & ve-
likosti uselek U,Z = U,V = 3, kde V je vrchol AUVZ
z relace p O p. Sestrojte trojici AUVZ, AUVZ, AUVZ,,
aniZ narysujete kruZnice jim opsené.

Jedén AEFQG[EF = 4,5; FG = 6; GE = 6,5] adva vnitf-
ni Ghly SEF,G = 45° a X EQGF trojihelnikid z trojice
piislusné k relaci [ AEFG, AE,F,G,]€ p podle P. Sestrojte
tuto trojici i trojici APF,G,, AEPGy, AE,F,P, aniZ na-
rysujéte kruZnice tdmto trojicim opsané.

Opakujte tdlohu 14, avS8ak s dhly velikosti X EF,G =
= 135°, X GE,F = 25°. Zduvodnéte, proé v tomto p¥i-
padé nelze uZit relace p podle P, ale relace g podle Q.
Potom sestrojte AE;QC;.

K libovolnd zvolenému A ABC sestrojte AA,B,C, z relace
p podle pélu P, ktery leZi uvnité AABC. Potom pokla-
dejte AA,B,C, za prvni slozku v relaci [ A4,B,C,,
AABC] e p podle P a sestrojte k ni pfisludny trojihelnik
A,B,0g a v kruZnici jemu opsané AA.B_P z relace p podle
pélu C. Dokaite, %e je AA!B,P ~ AABC.

Ulohu 16 opakujte pro pél P lefci vnd A ABC.

Ulohu 16 opakujte pro pél @ leici uvnité XxBAC.

Ulohu 16 opakujte pro pél @ leici v dhlu vrcholovém
k XBAC. :

K zvolenému AA,B,C, z relace p podle P sestrojte prvni
slozku AABC, vite-li, 2o k této dvojici pfisludné troj-
thelnfky AABC,, AAB,, AA,BC jsou rovnostranné.
Uvaite, lze-li ilohu 20 za stejnych podminek Fedit i pro
vndjsi pél Q.



22,

23.

24.

28.

Vné libovolného A ABC narysujte trojihelniky A ABC, ~

~ AAB,C ~ AA,BC takové, te AB :BC,:Cod = §:

: 6 : 7. Pfimky A4A,, BB, a CC, prochézeji jednim bodem.

Dokazte! O ktery bod jde?

Je dédna dvojice [ A4ApPCy, AAB,C]E€ p podle B, prislu3néd

k dvojici AABC p AA,B,C, podle P: A,P = 17,3; CpP =

= 6,2; X APCp = 43°; AC = 5,8; X B, 40 = 67°.

a) Urdete velikosti stran a vnitfnich 4hla AA4BC.

b) Sestrojte a provedte pfibliZnou kontrolu méfenim!

Jo dén AABC ze sloZené relace AABCp op AABC

[AB = 4,8; XBAC = 72°; XCBA = 65°] a nékteré roz-

méry trojuhelnfka k této dvojici pfislunych, a to: ABy, =

= 6; BC, = 7,4; C4, = 5,2. Narysujte vlechny v textu

uvedené trojdhelniky.

Zvolte libovolny AEFG, jeho vnitfni bod oznadte P

a sestrojte dvojici AEFG p AE,F,G, podle P a k ni pii-

sludné trojice [ AABC,, AAB,C, AABC], [ AA,B.P,

AAyPCy, APByC,), aniZ narysujete kruZnice tdmto troji-

cim opsané I,, Iy, 1,.

((i)lpagujte tlohu 25 pro relaci [ AKLM, AK,L,M,]€ q po-
e Q.

Zvolte libovolny AABC a vnéjsf p6l Q na tefnd vedend

v bod® B ke kruZnici AABC opsané. Potom narysujte

dvojici AABC q AAyB,C, podle @ a trojice trojihelnikt

k nf pfisludné.

Ulohu 27 opakujte s tim rozdilem, %e pél @ bude prisedi-

kem teden vedenych ke kruZnici AABC opsané v jeho

vrcholech B a C.
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B. ZVLASTNI PRIPADY PODOBNYCH
ZOBRAZENI

Ve druhé kapitole jsme shledali, Ze zvlaStnim polohdm
pola P neho @ odpovidaji zvldstni vlastnosti dvojic troj-
uhelniki podle nich utvofenych. MiZeme proto pravem
predpokladat, Ze se tyto zvlastnivlastnosti projevi i u tro-
jic trojuhelnikd k nim p¥isludnych, tj. [ A4,BC, ANAB,C,
AABCa[ APB,C,, NAPC,, NAB.Plnebo [ A@B,C,,
AA4QC,, NA,BQ)

UkaZme nejd¥ive, jaké disledky z toho plynou pro
dvojice utvofené podle stfedi kruznic danému trojuhel-
niku vepsanych.

Véta 50. Mé&jme dvojici [ AABC, AA,B,C\]ep podle
S, kde S je stfed krusnice N\ABC wvniti vepsané, a k ni
pFislusné trojice [ AAoBC, NABC, NABC,] a [ ASB,C,,
AA,SC,, NA.B.S). Potom plati:

a) ANA,BC ~ ASB,Cs, NAB,C ~ NASCy, NABCy =~
= AAoBcS,

b) ANAyBC ~ ANAB,C ~ ANABCy~ AA4,B,C,,

c) Vreholy A,, B, a C, jsou sifedy kruinic NABC vné
vepsanych.

Dukaz. Viechna tvrzeni uvedena v této vété vyply-
vaji ptimo z diive dokazanych vét. Stadi je jenom p¥i-
pomenout podle obr. 103.

a) Podle véty 19 jsou body A4,, B, a C, stfedy kruznic
opsanych po fadé trojihelnfkim ASBC, AASC
a AABS. Protoze tyto vrcholy jsou pély v relacich p
podle 4,, B, a C,, jde o stfedovou soumérrnost v mnozi-
nach Mr,, My, a My, a uvaZované dvojice jsou shodné.

(3.41)
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b) Podle véty 47 je napfiklad ASB,C,~ AA4,B,C,
a soudasné podle (3.41) ASB,C, == AA4BC, takze je
také AABC ~ AA,B,C,. Obdobné pak AAB,C ~
~ ANAB\C,, AABCy,~ AA,B,C,.

Obr. 103

¢) Zde podle véty 25 je napfiklad pfimka ﬂo osou
XBAC a stfed 8, leZf na kruZnici opsané ABSC, takZe
je Sq = A, a obdobné také S, = B, 1 S, = C,.

Pravé dokazana véta ma jesté dalsi diusledky, z nichz
nejduleZitéjsf jsou:

1. O velikostech vnitfnich dhli v trojihelnicich
AABC, NABC a NABC, plati
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2, Ze stfedové soumérnosti v mnoZinach Myp,, My,
My, vyplyva:

—> > —_— —_— > >

A.B,|| ABA 4,B, = 4B, B,C, | BC A B,C, = BC,
(;—> <——>‘ — —

Cid,||CAANCA4, =CA;

3. Vrcholy A4,, B, a C, jsou vrcholy trojihelniku,
v némz kruznice opsand AABC je kruZnicf Feuerbacho-
vou (viz vétu 27).

Vé&ta 51. M&me dvojici [ AABC, AA,4,C,)eq podle
Sa, kde 8, je sifed kruinice vn& vepsané ANAABC proti
vrcholu A a k této dvojics prislu$né trojice [ AA,BC,
AABQO, AABOo] a [SaBaOa, AAbSﬂObs AAchSa]-

Potom platt:

a) ANAGBC =~ AS.B.Cs;, ADAB,C =~ AA4,8,Ch,

NABCy ~ NAB.S,; i
b) AA,BC ~ AAB,C ~ AABC,~ AA,B,C,;

c) Vrchol A, je sifedem krunice NABC uvnitf vepsané.

Dikaz (obr. 104). Z véty 25 opét vyplyva, %e bod 4, je
stfedem kruZnice opsané trojihelnfkim AABC a
A8eB.Cs, takZe piislu$na relace p podle 4, v mnoZiné
My, je stiedovou soumérnosti. To vsak pro dikaz véty
51 nestadf, nebot musime jeité dokizat, Ze bod B, je
sttedem kruZnice opsané AABS, a bod C, stfedem kruz-
nice opsané AACS,.
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Predevifm je podle véty 5 <C8,B = a’ — «. Dosa-

dime-li sem podle véty 23 a a’ = 90° |- a

5 dostaneme

a

XCS,B = 90° + % —x=00°— . (342)

Diéle je v kruZnici ¥ XCC,B = <CAB = a, takie
v AC,BS, ¥C,BS, = 180° — 4CS,B — JCC,B a po-
tom podle (3.42)

XC,BS, = 180° — [90° —%] —a = 90° — %

, (3.43)
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Porovnadme-li (3.42) a (3.43), zjistime, Ze AC,S,B ma
dva 1hly shodné a' je rovnoramenny, ¢&ili C,8, = C,B.
Rovnost C,4 = C,B plyne z véty 22, a proto body 4, B
a S, lezi na kruZnici opsané kolem stfedu C,. Cyklickou
zameénou dostaneme i dalsi rovnosti

B,A = B,C' = B,S,.

Tim jsme soudasné dokazali, Ze relace p podle 4,, B,
a C, v mnozinach Mr,, My, a My, jsou stfedovymi sou-
mérnostmi a odtud plyne shodnost dvojic trojihelnika
uvedenych v tvrzeni a) véty 51.

Tvrzeni b) snadno odvodime z véty 48, protoZe podle
této véty je naptiklad AS.B,C, ~ A4,B,C, a soucasné
podle tvrzeni a) véty 51 AABC =~ AS.B.C,, takie je
AABC ~ NA,B,C, a z cyklickych zdmén pak plyne:
AABLC ~ ANA,B,Cyy NABCy~ AA,B,C,.

Tvrzeni ¢) je jako u véty 50 dusledkem véty 25, nebot
je 4, = 8.

. Nezli uvedeme dusledky praveé dokazané véty, je tfeba
vzit v ivahu jesté cyklické zamény pro pély S, a S,, pro-
toZe véta 51 byla vyslovena pouze ve vztahu k pélu S,.

Tyto zamény oviem uvedeme bez dikazu:

Je-li pélem stted kruZnice vné vepsané AABC proti
vrcholu B, bude
a) ANABC =~ NASyCv, NABCy =~ AAB.Ss,

AA¢BC =~ NS8,B.Cs;
b) ANA¢BC ~ ANABLC ~ ANABC, ~ ANA,B,Cy;
¢) Vrchol B, je stiedem kruznice AABC uvnit¥ vepsané.

Je-li pélem stied kruZnice vné vepsané AABC proti
vrcholu C, bude
a) AABOQ = AAchScy AAOBO = ABaCaSc:

AABC =~ NAS.Ch;

b) ANABC ~ NABC ~ ANABCy,~ AA.B,Cy;
¢) Vrchol C je stiedem kruZnice AABC uvniti vepsané.
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Na obr. 105 jsou v jednom obrazku zakresleny vSechny
tki trojice trojdhelnikiui p¥isluSnych k dvojicim uvede-
nym ve vété 51 a jejich disledeich podle cyklickych zé-
mén. Z obrizku lze snadno zjistit, Ze se nékteré vrcholy
zobrazenych trojihelniki navzdjem kryji a mimoto se
jejich oznaleni vyskytuje jeSté jednou v jiné trojici.
Najdeme proto kazdou z dvojic [4.B.], [B.C.] a [Cods]

Obr. 105
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v obrazeci tiikrat. Soudasnd pak nékteré vrcholy sply-
vaji, a to:

Sqg=By=0,, Ay =8, =0Cy, A, = B, = 8§,. Oviem
také § = A, = B, = C,, kde S je stted kruZnice uvnit¥
vepsané AABC.

Z téhoz obrazku lze vyéist i dalsf dusledky véty 51
zcela obdobné disledkiim uvedenym za vétou 50. Nenf
nutné je proto opakovat. Jsou tu viak jestd dalsf,
z nichZz uvedme aspon jeden:

V Sestiihelniku 4,C,C,B,B.4, 1ze nalézt nékolik &ty¥-
uhelniki pravothlych, jako napiiklad 4.4,8.S, nebo také
ASA,8, a podobnd. Ze jde o pravoihlé &tyfihelniky,
neni nutno dokazovat, vyplyva to z Thaletovy véty,
nebo z véty 27, podle nfZ je kruZnice opsand AABC
Feuerbachovou kruZnici AS,S,S.. Také dvojice [4.B.],
[BsC.] & [C4,], které se v obr. 105 opakuji, jsou vrcholy
obdélnika, jak dokiieme v pikladech p¥ipojenych na
konci této &asti kapitoly.

Véta obecné platnosti, kterou nyni uvedeme, zahajuje
dvahy o vlastnostech trojic trojihelnikdi odvozenych
z relace p nebo q podle prusediku vysek AABC.

Véta 52. Je-li bod V priaseéikem vyek daného NABC,
potom kruinice opsané trojithelnikim AVBC, AAVB,
AABV a ANABC jsou navzdjem shodné.

Ddkaz (obr. 106). Pfipometime si vétu 36. Podle nf je
napiiklad vrchol A, AA4,B,C, z relace p podle ¥V sou-
mérné sdruzeny podle osy BC s pdélem V. Je tedy
AVBC ~ AA,BC a odtud plyne, Ze i kruZnice opsané
tdmto dvéma trojuhelnikim jsou navzdjem shodné.
Obdobné platf AAVC ~ AAB,C a také NABYV =~
=~ AABC,, takie viechny &ty¥i uvaZované kruZnice
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jsou navzijem shodné. Bude-li trojihelnfk 4 BC pravo-
uhly, potom neexistuji trojuhelniky AVBC, AAVB,
AABYV anemé smyslu uvaZovat, zda véta 52 platf i pro
takovy trojihelnik. Bude-li vSak tupodhly, plati véta
36 a tudfZ i véta 52.

Obr. 106

Véta 63. Mé&jme dvojici [ AABC, AA,B,C,]€p podle
V nebo dvojict [ AABC, NA,B,C;] €q podle V takové, Ze
Zddny vnitini whel NABC nent pravy a V je priseéik vy-
Sek NABC.

Potom o trojihelnicich z trojic prislusnyjch k dané dvojict
plati:

a) NA¢BC ~ NAB,C ~ NABC,~ AABC.

b) Trojihelntky AVB.Co, ANAVC, a AAB,V jsou
soumérné sdrufeny s AAyB,C, nebo NAAB,C, podle
siran NABC.
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¢) Body A,, B,, C, nebo 4,, B,, C, jsou po fadé praseti-
ky vySek v trojuhelnicich NABC, NABC a AABC,,
soulasné pak stfedy kruinic vepsangch trojihelnikam
AVBC,y ANAYWC, a NAB,V.

Dikaz (obr. 107). a) Na obr. 107 je AABC ostrodhly.
Podle véty 36, jak jsme jiZ pfipomnéli, je pfimka BC
osou usetky VA, a podle véty 52 i osou soumeérnosti
kruZnic opsanych trojihelnikim AVBC a AA;BC.
PHmka VA, proto protina tyto kruZnice v bodech sou-
mérnd sdruzenych podle osy BC, takie trojihelnfky
AABC a AABC jsou rovnéz soumérné sdrueny podle

Obr. 107
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osy BC a jsou shodné. Doplnime-li tento vysledek cy-
klickymi zaménami, dostavame:

AAGBC =~ AAB,C =~ AABC, ~ AABC.

b) ProtoZe v popsané osové soumérnosti je bod A4,
obrazem bodu V, je dvojice [ A4,BC, AVB,C,] €p po-
dle 4, obrazem dvojice [ AABC, AA,B,C,]ep podle V.

¢) Z toho déle plyne, Ze body A,, B, a C, jsou priseéky
vySek v trojihelnicich A4,BC, AAB,C a NABC,. To
vsak podle véty 30 soudasné znamend, Ze tyto body jsou
stfedy kruZnic vepsanych trojdhelnikim AVB,C,,
AAVC,a NAB,V.

Tim je dikaz véty 53 podén pouze pro trojihelnik
ostrotdhly. Z obr. 108 vSak je zFejmé, Ze tato véta platf

B, Obr. 108
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i v trojihelnfku tupodhlém, nebot rozdily jsou privd
jenom v indexech, jak je mozno se pfesvédéit.

Pozornému d&tenaki jisté neusla skutetnost, Ze se tu
projevuji disledky vét 45 a 46 tykajicich se podobnych
dvojic z mnoZin Mr, M., My, & Mr.. Uka¥me jesté, jak
se to projevi v relacich podle stfedu kruZnice AABC
opsané nebo podle jeho t8Zists.

Véta b4. Mé&jme dvojici [ AABC, AA,B,C,]ep podle
0, kde O je stred krunice N\ABC opsané. Potom o trojicich
trojuhelntka k ni pr'z'slwﬂ‘ngjch platt:

Vreholy A,, B, a O, 7sou po fad¥

a) stiedy Icruzmc wvnitf vepsanijch troyuhelnikum
AABC, NAB,C a NABC,,

Obr. 109
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b) priseéiky vySek trojuhelniki AOB,C,, AAOC,
a NA.B.O.

Dakaz (obr. 109). Pravdivost véty vyplyva piimo
z vét 38 a 45. Srovname-li totiz obr. 91 a 92 s obr. 109,
vidime, Ze na obr. 109 je napifklad bod A4, obrazem
pélu O v podobnosti [ AABC, AA4,B,C,]Jep podle
0~ [AA4,BC, NOB,C,]ep podle 4. V této podobnosti
pak platf jak tvrzeni a), tak i tvrzeni b).

K zcela obdobnému vysledku dospéjeme, bude-li p6-
lem t8%i§tdé T' daného AABC.

Véta b5. Méjme dvojici [ AABC, AA,B,Ci]ep podle
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T, kde T je tézisté A ABC. Potom o trojici k ni pfislusnijch
trojihelntika plagi:

Vrcholy A,, B, a C, jsou po Ffadé té&isti trojdhelnika
AABC, NABL a NABC,.

Dikaz (obr. 110). Podobné jako predchazejici véta
i tato véta plyne pfimo z dfive dokazanych vét, a to véty
41 a 45. Podle véty 41 totiz vime, Ze v relaci

[AABC, NA,B,Clep podle T

je p6l T t&2i5tdm AABC, tak¥e z podobnosti [ AABC,
AA.B,C;lep podle T ~[AA4,BC, ATB,C.]ep podle
A, p¥{mo vyplyva, %e bod A4, je obrazem pélu T, tedy
t8Zistdm A A4,BC. Déle pak podle cyklickych zamén je
B, t8%i8tém AABC, C, téZistém AABC,.

Na zavér této kapitoly si jeSté ukdZeme, Ze uZitfm
vlastnosti relace p podle T je moZno fesit ilohu z p¥i-
kladu 6 v prvni kapitole. Tam byly diny tfi tdsedky
velikost{ a, &, ¢. Usetku ¢ jsme méli rozdélit na dvé ¢asti,
jejichZz velikosti jsou v poméru a?: b2 Zde je moino
tuto tlohu Fedit dvéma zpisoby, z nich% jeden ukdZeme
v piikladech po odvozeni pfisluiné véty:

Vita 56. M&jme dvojici [ NABC, NA,B,C\]ep podle
T takovou, %e téintce N\ABC maji veltkosts t,, b, a t;,. Ddle
necht na strandch AAB,C, leZi body

4% = (44, N B,C,); B* = (BB, N 4,C,);

Ct=(CC, NA,B,)).
Potom je:

A, C*:B,C* =142 BA*:ClA* =8 : ¢,
AB*:CB* =¢:4.
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Dakaz (obr. 111). Na obr. 111 je I, kruZnice opsani
AA,B,T, C; prisetik této kruznice s piimkou C,C
a konedné C'* prusedik ptimky CT s p¥{mkou A,B,.

V krutnici I, je XC,B,d, = XCiTA, = 180° —
— (8 + B'), protoze XA, TC, = f + B’ podle véty 4.

Obdobné pak <Cy4,B, = 180° — (« 4 &').

Obr. 111

Trojdhelnik A4,B,C; podle toho mé dva thly shodné
s trojihelnikem ABC z relace A4,B,C; p AABC podle
T, jak vyplyva z véty 14. Jsou proto uvaZované troj-
thelniky podobné: AA4,B,Cy~ AABC.

Vezmeme-li soudasné v dvahu vétu 42, bude

4,0y BiCy = by i ta. (3.44)
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Daéle z podobnosti AA4,B,T ~ ABAT plyne
AT :BT =BT : AT =t : t,. (3.45)

Ze vztaht (3.44) a (3.45) utvofme soudin v rovnosti

AT _ 6 (3.46)

a levou stranu ndsobme vyrazem

% sin | XCA,T|

% sin | XC4B,T|
ktery se rovné jedné, protoZe jde o siny protéjsich hli
v tétivovém &tyidhelniku Cod,TB,.
Po vynisobeni bude mit (3.46) tento tvar: —IP;—I =
2
2
= :—;, kde P, je velikost obsahu ACe4,T, P, pak veli-

kost obsahu AC B,T. Tim se dikaz znadnd zkritf,
protoZe obsahy P, a P, jsou pfimo timérné velikostem
usedek A4,C*, B,C*.

Plati proto 4,0*: B,C* = : {2 a podle cyklickych
zamén také zbyvajici dva vztahy z véty 56.

Jak této véty vyuZijeme pFi FeSeni zmfinéné dlohy,
ukaZme hned na pifkladu:

Pfiklad 1. Danou tseéku KL = 12 cm rozdélte na dvé
dasti, jejichZ velikosti jsou v poméru a? : b2, kde a > b
jsou velikosti libovolné zvolenych tsedek.
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Konstrukct provedeme uZitim véty 56. Zvolime libo-
volnou tsedku mensi, ne% je soudet ﬂny’rch c@u tsedek,
tak, Ze lze sestrojit AABT, kde AT = a, BT = b, AB
je vhodné zvolend t¥eti strana AABT (obr. 112),

Obr. 112

Nyni uréime bod C tak, aby bod T' by! tézistém A ABC.
Na prodlouZenf dsedky AT za bod T uréime bod 4™ tak,

e TA* = —;— a, na prodlouZeni tse¢ky BT za bod T

urdime bod B* tak, e TB* = % b. Polopiimky BA4*

a AB* se protnou v hledaném bods C.

Trojihelniku ABC opfSeme kruZnici a jeji prusedik
s pfimkou AT oznadime A,, prisesik s pfimkou BT pak
B,. Podle véty 56 p¥imka CT déli Gseéku 4,B, v poZa-

203



dovaném poméru. K rozdéleni dané tsedky KL v tom-
téZ poméru uZijeme napiiklad stejnolehlosti, jako je
tomu na obr. 112,

Priklad 2. Je dén ASB,C, [SB, =4; SC, = 3,5;
B,C, = 4,5] ptislusny k dvojici [AABC, AA,B,C,]e
ep podle §. Sestrojte tuto dvojici, je-li S stied kruzni-
ce uvnitf vepsané AABC.

Eedent (obr. 113). Vime, %e vrchol 4, je sttedem kruz-
nice opsané danému ASB,C, (véta 19). Dale je strana
BC A ABC soumérné sdruzena podle stiedu A4, se stra-
nou B,C, daného trojihelniku (véta 50). Sestrojime-li
usetku BC, mi¥eme narysovat i kruinici vepsanou
AABC, protofe zname stfed kruZnice jemu vepsané
a jednu stranu. Zbyvajic{ dvé strany pak leZ{ na te¢néch
vedenych z bodd B a C ke kruZnici vepsané. Vrchol 4 je
potom jejich priseéik. MiZeme ovSem vrchol A sestrojit

Obr. 113
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také tak, Ze pfeneseme ihly <« CBS a < BCS do poloro-
vin opa¢énych k polorovindm CBS a BCS.

Piiklad 3. Je dina strana AB AABC a stied S, kruz-
nice jemu vné vepsané proti vrcholu 4 [AB = 4,6 c¢m;
A8, = 8 cm; BS, = 5 cm]. Sestrojte trojici trojihelni-
ki ASB.C., AASLC, a AAB.S; aniZ narysujete
kruZnici opsanou AABC.

Redent (obr. 114). P¥{imka A4S, je osou vnitinfho ihlu

AABC pfi vreholu 4 a piimka BS,; osou vnéjifho dhlu

—_—

pfi vrcholu B. MiZeme tedy sestrojit polopfimky AC
—

a BC, které se protnou ve vrcholu C. OpfSeme kruZnice

Obr. 114
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lo, I, a [, trojihelnikim AS,BC, AAS.C a AABS,.
Vime, Ze stfedem kruZnice opsané AS,BC je bod 4,
a polopfimky BA, a CA, protnou kruznici [, ve vrcholech
B, a C, jednoho z hledanych trojihelnikt S,B.C,. Po-
tom polopfimka S,C, protne kruZnici J, ve vrcholu C,
a polopfimka S,B, kruZnici I, ve vrcholu B,. Zbyvajici
dva vrcholy, totiZ 4, a Ay, sestrojime uzitim podobnosti
AS.B.Cs ~ ANASLCy ~ NAB,S, napiiklad prFenese-
nim vnit¥nich dhla v AS,B,C..

Ptiklad 4. Reste co nejjednodus$imi prost¥edky ulohu:

Je dén A4, VC, [VA, =65mm, VO, = 35mm,
A,C, = 70 mm] pHslusny k dvojici [ AABC, AA4,B,C,] €
ep podle V, kde V je prisedtk vySek AABC. Sestrojte
NAB,C, z relace p podle V a zbyvajici dva trojdhelni-
ky z trojice k této relaci pislusné.

Obr. 116

206



Redeni. Danému trojihelniku opiSeme kruZnici I,
a sestrojime stfed kruZnice uvnit¥ vepsané B,. Osa
tsetky VB, protne kruZnici I, v bodech C a 4. Tim je
uloha vyfesSena, protoZe zbyvajici t¥i kruZnice, tj. k, I,
a I, jsou shodné s I, takie je AO = CO, B,B | AC
atd. Celd konstrukce je provedena na obr. 115.

Priklad 5. O trojici shodnych pravoithlych trojihelni-
ki s odvésnami velikosti 6 cm a 3,6 cm vime, Ze piislusi
k dvojici z relace p nebo q podle V. Rozhodnéte, kolika
zpusoby lze tuto trojici umfstit tak, aby vyhovovala
uvedené podmince, a potom sestrojte jednu z téch moz-
nostf, kde prvni trojthelnfk v uvazované dvojici je
tupothly.

Resent. Neptihlédneme-li k oznaden{ vrchold dané tro-
jice trojihelnfki, existuji privé &tyii moZnosti, jak je
umistit vzhledem k danym podmfnkim. Tyto &tyFi
zpiisoby jsou zobrazeny na obr. 116,

JestliZe prvni v dvojici trojihelnfkt mé byt ostro-
dhly, existuje pravé jedno uspofddani, nebot v bods V,

1R2

R 21 21R

Obr. 116
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ktery je spoleénym vrcholem danych ti trojihelniki,
se musf kryt vrcholy téchto trojihelniku tak, Ze bod V
je vrcholem pravého tihlu v jednom trojihelniku, vrcho-
lem menstho ostrého thlu ve druhém a vétifho ostrého
ve tietim trojuhelniku.

Obr. 117

Nejinak je tomu v piipadé, Ze pijde o trojihelnik
tupodhly. Zde viak existuji tfi mozZnosti, které se 1isf
pofadim téchto dhld v trojici tvoficf thel pfHimy. Ozna-
¢ime-li pravy thel R a ostré éislicemi 1 a 2, existuji tato
t¥i riznd uspofadini: 1 R 2, R 1 2, 1 2 R. Zbyvajicf t¥i
moznosti 2 R 1,21 R, R 21 vedou k shodnym Fedenfm.

Piipad 1 2 R je proveden na obr. 117.

Postup konsirukee je zde velmi jednoduchy. Narysuje-
me zvolené seskupenf dané trojice trojihelnfkd a opf-
Seme jim kruZnice I;, I, a /.. Tak dostaneme pfimo vrcho-
ly hledaného trojthelnfku. Na obrdzku to jsou:

A prisedik kru¥nic [, a [.

B priseéfk ruZnic [, a I,.

C prisedik kruZnic I, a .
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P¥iklad 6. Dany trojihelnik OB,C, [OB, = 5,5; B,C, =
= 4; 0C, = 5] ptislusdi k dvojici [ AABC, NA,B\C,]e
ep podle O, kde O je stied kruznice opsané AABC.
Sestrojte AABC.

Reseni. Vime, Ze podle vity 54 je prasedk vysek
v AOB,C, vrcholem 4, trojuhelniku 4,B,C, z relace p
podle O. Sestrojime-li tedy tento priseéik, ziskdme i ve-
likost poloméru kruZnice opsané AABC. Je to velikost
usedky A4,0. OpfSeme-li tuto kruznici, je vrchol 4 jejf
pruseéik s pf{mkou 4,0, vrchol C jeji priseéik s pHm-
kou C,A4, a koneéné vrchol B jeji prusedik s p¥Hmkou
B,A,.
Konstrukce je provedena na obr. 118.

Obr. 118

Piiklad 7. Je din obdélnik 8,8,C.C, [S.S, = 96 mm,
8;C; = 64 mm] a na jeho strané 8,5, bod C takovy, Ze
S,C = 36 mm. Bod C je vrchol AABC a body S, S
stfedy kruZnic jemu vné vepsanych. Body C, a C, jsou
vrcholy trojdhelniki z trojic pfisludnych k dvojicim z re-
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laci

q podle S, nebo S; a 8,. Narysujte AABC a uvedené

trojice trojihelnfki.

Redeni. Podle véty 49 lei pél S, na pimce C,C, a podie
véty 27 je tisebka CS, vyskou v trojihelnfku S,8,8S..
Dalsi dva vrcholy AABC jsou patami vysek v témz troj-
thelnfku. Tim je tloha vyteSena. Konstrukei zde neuva-
dime, jde o opakovanf situace na obr. 105.

1.

7

210

Cvileni

K danému AABC [AB = 60; BC = 52; AC = 67] se-
strojte trojici trojdhelniki ASBgCs, AApSCp, AABS
prislusnou k relaci p podle S.

Joe dén ADEF [DE = 50; <FDE = 70°; XFED = 50°]
a relace q podle Sy, kde Sy je st¥ed kruZnice ADEF vné
vepsané. Sestrojte trojici AS|EiFs, ADS;F, ADES,.
K danému AKLM [KL = 45; LM = 55; <KLM =
= 60°] sestrojte trojici AVLiMy, AK,VM, AKpLapV
prislusnou k relaci p podle V.

Je dén AZMN [ZM = 58; MN = 40; XZMN = 110°]
a relace g podle V. Sestrojte k nf ptisludnou trojici
AVM,N;, AZnVNmp AZpMaV.

Je dén AABO, z trojice piislusné k relaci [ AABC,
AA,B,C,]ep podle S [AB = 70; BC, = 80; AC, = 85].
Sestrojte dvojici [ AABC, AA,B,C,].

O daném ABCS [BC = 50; <BCS = 25° ' JCBS =
= 30°] vime, %o je &4sti AABC a bod S je stfedem kruz-
nice tomuto trojihelniku vepsané. Sestrojte stfed S, kruz-
nice AABC vné vepsané proti vrcholu 4 a trojice troj-
thelnika pisludnych k dvojici [ AABC, AA,B,C,]€p po-
dle S,.

Tro_]u.helm’.k ACB, [AC = 60; XACB, = 50°; XCAB, =
= 60°]) je z trojice tro.]uhelmkﬂ pi‘xsluénych k relaci
[AABC, AA,B,C,]eppodle V. Sestrojte zbyvajici dva
trojuhelniky z této trojice.

K danému AEFQ,[EF = 65; XEFG, = 30°; SFEQG, =
= 80°] sestrojte trojici AOF,G,, AE;0G4, AE,F,0 piislus-
nou k relaci p podle O.



9.

10.

11

12,

18.

14.

15.

16.

17.

18,

19.

Dany AKLM,[KL = §; KM, = 6; LM, = 7] je z trojice
ptisluiné k dvojici [AKLM, AK,L,M,]€p podle T'. Se-
strojte tuto dvojici i trojici ATB;Cy, AATCy, AA,B.T.
Vrcholy AA,BCy [4,By = 12; B,Cy = 10; CpA, = 15]
jsou wvrcholy trojice tro;uhe]mkﬁ phsluéné k relaci
[AABC, ANA,B,C,]€p podle 8. Sestrojte co nejjednodus-
8im zpuisobem AABC.

Sestrojte AABC k danému ASB,O,; [B,C; = 55, SC; =
= 60; SB,; = 48] z trojice pHslusné k dvojici [ AABC,
AA\B,C,]€p podle S.

Trojihelnik Ay VCy [4pCy, = 70; VAp = 80; VC), = 45] je
pfisludny k dvojici [ AABC, AA,B,C,]€ppodle V. Se-
strojte tuto dvojici.

Sestrojte dvojici [ AEFG, AE,F,G,)eqpodle 8, je-li
AEF,S, [E,S, = 45; F,S, = 30; L E,;S,F; = 130°] z tro-
jice pFisluéné k relam q podle S,,.

Vite-li, 26 Ad4,B.0 [A.B, = 6; A,O = 6,5; B,O = 4,5] je
z trojice trojihelniku prmluénych k relaci [AABC
ANA,B,C,]€p podle O, sestrojte AABC.

Zvolte trojici bodu E, F, & takovych, Ze neleif v pfimce.
DokaZte, Ze v rovind EFG existuje aspoii jeden bod M,
ktery spolu 8 body E, F, @ uruje tfi shodné kruZnice.
Zvolte libovolny troluhelnik a kolem jeho vrcholit opiste
kruZnice 1, l4, {3 takové, aby prochdzely jednim bodem
a po dvou uréovaly spoleéné tétivy, jejichZ velikosti jsou
shodnsé.

Dany trojihelnfk DEF mé velikosti stran v pomdru
6: 7 :8a vime o ndm, %e patfi do trojice trojihelnfkid p#{-
sludnych k relaci p nebo q podle neuréeného pélu. Mdme
sestrojit prvnf slotku z tdchto relacf, kterou je AABC
a dany trojihelnik pFislus{

a) k relaci p podle S,

b) k relaci p nebo q podle V,

o) k relaci q podle S,,

d) k relaci p podle O.

Do kruZnice k = (0; 3,8) vepiste AABC, jehot vnit¥ni
tihly maji velikosti v poméru 5: 6 : 7, a sestrojte trojice
trojuhelnika pfisludné k relaci p podle 7.

KruZnice l,, !y a I, opsané trojici trojihelnfkd ASB,C,,
AApSCy, AAB,S piisluiné k relaci p podle S se dotykaji

piimek m,, E—g., a (0—.,_5,,. Dokaitel
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20.

21.

22,
28.

24,
26,
26
27.

28.
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Narysujte trojici AABOp AA,B,C, B_A;ZE_C- podle 7

a sestrojte pél T. Potom poklddejte AABC za prvni slok-
ku v relaci p 0 p a sestrojte k ni pfisludnou trojici v kruz-

nicich opsanych AABT, AATC a ATBC. Vysledek

zhodnotte!

V dvojici trojihelnikti z relace p podle S a k ni pfislus-

nyeh trojicich zndme velikosti uhld XA4,SC, = 49°53'18";

X CA,B = 62°13'46"; X ACB = 73°29'14". Uréete veli-

kosti v8ech zbyvajfcich 1ihld.

V. ASeB,Cs je <XSgByCa = 15°26'19"; I B,S,C =

= 143°42'11°. Uréete velikosti uhla v pFislusném A ABC.

Je dén AABC, [AB = 4,6; VC, = 5,4; C,A = 6,8] pii-

slusny k dvojici [ AABC, AA,B,C,]€p podle T. Sestrojte

tuto dvojici!

Opakujte tlohu 23 pro dvojieci [AABC, AA,B,C,]e

€ p podle 0!

Opakujte dlohu 23 pro dvojici [AABC, AA,B,C,le

€p podle S!

Opakujte tdlohu 23 pro dvojici [ AABC, AA,B,C,]e

€p podle V!

Trojuhelnik ABC,[AB = 8,6; CyAB = 15°; <C,BA =

= 20°] piislusi k dvojici [ AABO, AA\B,C,]€ q podle S,.

Narysujte tuto dvojici!

c(ﬁpakujte tlohu 27 pro dvojici [ AABC, AA,B;C,] € q po-
e V!



KAPITOLA 4

NEKTERE METRICKE
VZTAHY

V predchazejicfch tfech kapitolich jsme se prevazné
zabyvali pfedevsim vztahy polohovymi. Vztahy metric-
ké jsme zatim brali v divahu v souvislosti s velikostmi
1hld a v nékolika malo daldich p¥ipadech. Proto v této
z4véreéné kapitole obratime svou pozornost k velikostem
stran uvaZovanych dvojic a trojic trojihelnfki a k veli-
kostem poloméru kruznic jim opsanych.

Pro zjednoduSeni textu budeme i zde pouzivat difve
zavedenych symboli ve stejném vyznamu. Predevsim
budeme velikosti vnitfnich uhla AABC znadit po fad$
«, B, yavehkostl vnitfnich Ghld AA4,B,Cnebo A4,B,C,
po fadé a’, ﬂ , ¥'. Stejného znadeni pa.k uiueme i v troj-
dhelnfcich jim podobnych Nebudeme ani zdivodiiovat
obecné platné vztahy, napiiklad:

Le#i-li pél P uvmtr AABC, potom je podle sinové
véty

BC :CA : AB =sin a; sin # : sin p,
B,C,:C,A,: AB, = sin a' :sin #’ :sin y’,
BC:AC : AB =sin(a + a') :8in (B + f') :
:8in (y 4 7).
Odtud pak plyne z podobnosti napiiklad:
B,Cy:CP:PB, =3sina’: sin p :siny’
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nebo
BC :CAy: AyB =sin (« + ') :sin (B + f') :
:sin (y + 7).

Samoziejmé vezmeme v tvahu rozdily, které se tu
mohou objevit, kdyZ bude napiiklad podle véty 4
(« + a’) > 180°, nebo y — y’ < 0°, kde potom p¥isludné
hodnoty sinu budou zéporné. Na tyto p¥ipady upozor-
fiuje tabulka 3 za vétou 44, které v téchto pi{padech
opét s vyhodou vyuZijeme.

Vedle disledki véty sinové uvedeme bez dikazu jestd
vztah mezi velikostf strany, poloméru kruZnice opsané
a sinu protilehlého tihlu. Napiiklad

AB = 2rsiny = 2r;sin (y 4 '),
A,B, = 2rsiny’,
A,B, = 2rsin y/,
A.B, = 2r,sin y’

a podobné.
Nebudeme se zabyvat vztahy mezi vehkostml stran

a Ghla v trojihelnfcich AABC, AABC, AABLC,
AABC,, a to proto, Ze v dlohidch bychom téchto vztahi
pFili§ nevyuzili. Na druhé strané je podle potfeby velmi
snadno odvodime ze vztahu, které déile probereme
podrobnéji.

Vta b7. Je-li dvojice [ AABC, NA.B,C,]ep podie P
nebo [ABC A, AAB,C,] eq podle Q, potom o veltkostech
stran a 1hl v uvafovanych trojihelnicich plati:

A,B, : AB =sin y’ : sin y, A;B, : AB =sin y"": sin y,
B,C, : BC =sin «' :sin a, B,C, : BC = sin a’ : 8in a,
CiA;, : CA =sinf :8inf, CyAy: CA =sin f’ :sin f.
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Dakaz. Uvedli jsme, Ze je AB = 2rsiny a také
A,B, = 2rsin ¢’ nebo A,B, = 2rsin ¥/,
a proto
A,B, : AB = 2rsiny’' : 2rsiny = sin 9’ :sin y,
AyB, : AB = 2rsiny’ : 2rsiny = sin 9’ : sin y.

Dale uZ jde jenom o cyklické zémény.
Zajimavé jsou dusledky této véty v pripadech, kdy

dvojice trojihelnikii jsou utvofeny podle péla ve zvlist-
nich polohach.

Véta b8. Je-li dvojice [ AABC, AA,B,C,]ep podle S,
kde S je stfed krufnice NABC wvnilf vepsané, potom je:

8) 4,B,: AB =1 :2sinl2’-, b)A1B1=2rcos-%,
BIO’I:BO’=1:2sin—02‘-, B,Cl=2rcos%,
C,4,:04 =1:2sin%, C,A4, =2rcos-%,

¢} B,C,:C,4, : A,B, = cos % : cos % : co8 %

Dikaz. Podle vty 17 je a’ = 90° —%, B = 90° —

B ane_ 7
?)y—go—?'
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Proto je podle véty 57:
a) AIB1 :AB =sin 9’ : sin y = sin [90° — l] siny =

2
—cos Y- :2sinYcos - = 1:2sin-> ick
= cos 5 : 2 sin g ©08 5 1:2sin g @ cyklické
zamény.
b) 4,B, = 2rsin [90° —%] = 2r cos {;— a cyklické za-

mény;
c) Vyplyva pfimo z b).

Véta B9. Je-li dvojice [ AABC, AA,B,C,]eq podle
Sa, kde S, je stfed kruinice vné vepsané NABC proti
vrcholu A, potom je:

8) 4,B,: AB=1:2c0s L,  b)4,B, = 2rsin,
B,C, :BC =1: 2sm;-‘, B202—2rcos;,
CA,:CA =1 Zcosg, 02A1=2rsin—l2i,

¢)B,C,:C,A,:A,B, = cos—2— : sin% : sin %

Dikaz. Zde budeme dosazovat podle véty 23 a to:

F_ge s 2.ogp B Y,
=90+ 55 B=3i V=73
a.)AlevaB=siny':siny— m—;i smy—
—sin X-:28in L cos t- =1 X.
—sm2.2sm2cos2 l.2cos2
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Obdobns je Cyd, = 1 : cos 1, aviak

B,C, : BC =sin a’ :sin a = sin (90°-{- —;—] = cos% :

a « a [
: 8 = - 1 2s8in—-c¢cos— =1:2sin—_--
sin a = cos 5 2 sin 5 €08 5 sin -

b) 4,B, = 2rsin y’ = 2rsin % Obdobns je C,d, =
B

= 2rsin ' = 2r sin —-, avéak

B,C, = 2r sin a’ = 2r sin [90" + ——;—] = 2r cos —;—--

Zde je ovSem tieba jestd utvotit cyklické zimény
vzhledem k pélim S, a S.. Provedeni ponechme do
cvideni.

¢) Toto tvrzeni opét vyplyva pimo z tvrzeni b).

Véta 60. Je-li dvojice [ NABC, NAB,C,1ep podle V,
nebo dvojice [ AABC, AA,B,C,leq podle V, kde V je
priaseéik vySek NABC, potom je
a) v ostrouhlém AABC

AB,:AB =2cosy : 1, A,B, = 2rsin 2y,
B,C, :BC = 2cos a : 1, B,C, = 2rsin 24,
CA,:CA =2cosf:]1, C,A; = 2rsin 28,

B,C,:0,4, : A,B, = sin 2« : sin 28 : sin 2y,
b) v tupoihlém AABC, kde a > 90°,

AB, : AB = 2cosy: 1, A,B, = 2r sin 2y,
B,C, : BC = —2cosa:]l, B,0, = —2r sin 2a,
Cyd4,:04 =2cosf:1, C,4,; = 2rsin 28,
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Dikaz. a)Je-li AABC ostrodhly, musime dosadit
podle véty 33 a to:

o = 180° — 24, f = 180° — 28, y' = 180° — 2y.
A,B; : AB = sin 9’ : sin y = sin (180° — 2y) :siny =
=8in2y:siny = 2sinycosy:siny = 2cosy:1
a viechny cyklické zdmény,
A,B; = 2rsin y’ = 2r sin (180° — 2y) = 2r sin 2y
a odtud také
B,C,:C4, : A,B, = sin 2« : sin 28 : sin 2y.

b) Je-li AABC tupoidhly s tupym dhlem pfi vrcholu
A, je cos a < O a také sin 2a < O. Proto se v piislus-
nych rovnostech objevuje znaménko minus. Jinak nenf
mezi a) & b) rozdil.

Metrické vlastnosti dvojic typu [ AABC, AA4,B,C\]e
ep podle sttedu O kruZnice AABC opsané nemusime
zkoumat. Podle véty 37 tu jde o soumérnost podle stie-
du, tedy shodnost, takZe zde nenf nic nového k objeveni.

Pokud jde o relaci p podle t&Zistd T' AABC, té jsme
vénovali pozornost z hlediska metrickych vlastnosti uz
v kapitole druhé, takze ani ji se zde nemusfme zatim vé-
novat.

Naopak bude udelné uvddomit si vztahy mezi veli-
kostmi poloméri kruZnic opsanyoh trojihelnikim
AABC, AAB,C, nebo AA4,B,C, a trojihelnfkim
APBC, NAPB, NABP nebo AQBC, NAQC, NABQ.
K oznadeni velikostf téchto poloméri uZijeme symboli:

a) r pro velikost poloméru kruznice opsané trojthelni-
kim AABC, AA,B,C, nebo AA,B,C,,
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b) 74, 74, 7, pro velikosti polomé&ri kruZnic opsanych
trojihelnfkim APBC, AA4,BC, APB,C,, AAPC,
AABLC, NAPCy,, NABP, ANABC,, AA.B.P,
nebo trojihelnfkim AQBC, AABC, AQB.C,, ANAQC,
AABOOr AAbQCb) AA-BQ: AA-BOQ: AAchQ°

Véta 61. Mé&jme dvojici [ AABC, AA,B,C,]€p podle
P a necht poloméry krufnic opsanych po fadé trojihelnt-
kam AABC, APBC, NAPC a ANABP majt velikosti r,
Tay To @ 7o, POLOM fe

T sin a . sin g .
IS i« )] R (B A
. sin y )
" fsin (y + )|
Dikaz. V kruznici k opsané AABC je napitklad
BC =2rsina =>r = BiC s (4.1)
2s8in a
v kruZnici /, opsané APBC pak
BC = 2r,sin (a + «') podle véty 4, tak¥e
BC
Yo = Tem (a T &) (4.2)

Podle (4.1) a (4.2) je proto

BC BC
2sin « * 2sin (« + «')

rir, =
a po upravé
. sin «
" sin (« 4 a')
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Obdobné pak je

iy 1. SInB
r'r"_l'sin(ﬂ+ﬂ')’
R LY S
T e+ )
Tim je dokazana i pravdivost postupného poméru
L ) sin « ) sin 8 )
riteTyir.=1: (et o) smB+F)
. sin y )
“sin (y + 9)

V tvrzeni véty 61, jehoZ pravdivost jsme pravé do-
kazali, jsou viak hodnoty sind ve jmenovatelich uve-
deny v absolutnf hodnot8. Nenf proto nd§ dakaz jesté
dplny. Musime zde vzt v ivahu i piipad, kdy pifsludny
pol lezi vné uvaZovaného AABC, a proto je (a + a’)
nebo (B + f') & (y + y’) vétéi neZ 180°. Potom oviem
jeho sinus je zdporny a museli bychom jej uvést se za-
pornym znaménkem, aby postupny pomér mél viechny
¢leny kladné. Je proto vyhodnéjsi do tohoto poméru
uvést uvaZované siny v absolutnich hodnotéch. To
jistd muZeme, protoZe nim v tomto pifpadd jde pouze
o velikosti uvedenych sin.

Véta 62. Méjme dvojici [AABC, NA,B,C,]eq podle
@ a necht poloméry krufnic opsanygch po fadé trojuhelni-
kam AABC, NQBC, NAQC a NAABQ maji velikosts r,
Tay 75, & T, POtOM je

rireiryir.=1: Sin « P — sin 8 :
gin ja — a'| * sin | — f|
,__smy
" sin jy — 9’|
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Dikaz. Na rozdil od dikazu véty 61 zde pouZijeme
véty 5. Jinak je dikaz uplnou analogif dukazu véty 61,
takZe neni nutno jej dopodrobna opakovat. Rozdil je
pouze v tom, Ze uhly («a — a), (8 —f') a (y — ') ne-
mohou mit absolutni hodnotu nikdy vé&t§i nei 180°,
Mohou byt ovSem ziporné, a proto jsou ve jmenovate-
lich v tvrzeni této véty uvedeny v absolutni hodnoté.
Na poloze pélu @ vzhledem k vnitfnim Ghlim AABC
zde nezdleZf.

Pro zvlddtni polohy péli P nebo @ dostaneme oviem
po vhodném dosazeni a tpravich vyrazy mnohem
jednodussi. )

Vita 63. Méjme dvojici [ ANABC, AA,B,C,]ep podle
S, kde 8 je stred krutnice NABC wonitt vepsané a necht
¥, T4 Ty, @ T, j80U veltkosti poloméra kruinic opsangch troj-
dhelntkam AABC, NSBC, NASC a AABS; potom je

. a . .
r:razrb:rc=1:2sm?:28m%:2smi2’--

Dikaz. Dosadme do vyrazu z véty 61 podle véty 17
naptiklad sin (a + «') = sin [a + 90° — %) =

= 8in [90° + —a-] = cos — . Potom oviem bude

2 2
pip =1 sin « 4. sina
. a'— . r 2 -_ = i
8in (a 4 a') «
cos2
a &
2 8in — cos —
2
=1:——2 =1:2sin—g—-
a 2
cos
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Stejnym postupem dojdeme i k imérdm

f:7'1,21:28in%; r:rc=1:2sin—;-,
takze platf
T R N A 1:2sin—;—:2sin—g—:2sin%-

Zbyvi jenom dodat, Ze v tomto vztahu nenfi nutné
uvadét hodnoty sinii v absolutnfch hodnotédch, protoZe
st¥ed kruznice uvnité vepsané leii vidy uvniti AA4BC,
takZe Zidny z uvaZovanych sini nenabude ziporné
hodnoty.

Bude-li pélem néktery ze stfedd kruznic AABC vné
vepsanych, jsou tfi moZnosti, naptiklad:

Vita 64. Je-li [ AABC, NA,B,C,) eq podle S,, kde S,
je stfed krufnice vné vepsané trojihelntku ABC proti
vrcholu A, je

p Y

A a
r.r,,.r,,.r,—l.2sm-2—.2cos?.2cos-§-

Dikaz. Zde oviem vyjdeme z tvrzeni véty 62 a dosa-
dime podle véty 23, kde

r—gr 2 p=b, ¥
Bude proto |a — a&'| = a—90°—% = %—90" .

V katdém piipadé je % < 90°, a proto sin |a — a'| =

cos —
- 2
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Po dosazeni a tpravé je jako v pfedeslé vétd

r:r,,=1:2sin—g—-

Dale v3ak je |ﬂ—ﬁ'[=(ﬂ—-% a [y—9y|=

y — —;—l , takZe musime dosadit sin|f—pg'| =

. . , .7
=sm—2—,sm[y——y|=sm—2—-
Je tedy
. 2:sin—-ﬂ—cosﬁ
sin f 2 2 i}
ror,=1: ﬁ=1:——ﬂ=1:2cos?
sin? sin—2—
a obdobné také
cp =1:cos L.
r.rc—l.cos2

Tim je dokdzina pravdivost jedné ze tfi mozZnosti.
Dalsf dvé vyjdou z cyklickych zdmén, a to:

Bude-li S, stied kruZnice vné vepsané AABC proti
vrcholu B pdlem, bude

a .
r:ra:r,,:r,=1:2003?:2sm%:2cos%,
nebo
o .
r:r,,:r,,:r,=1:2005?:2cos%:2sm%,

kdyZ pélem bude 8, st¥ed kruZnice vné vepsané AABC
proti vrcholu C.
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Vezmeme-li v Gvahu vétu 52 a obr. 106, zjistime, Ze
dvojice [AABC, AAB,CiJep podle V a [AABC,
NA,B,C] eq podle V jsou z hlediska metrickych vztahti
zcela nezajimavé, protoze v tomto p¥ipadé kruzZnice
opsané NABC, AVBC, NAVC a AABV jsou navza-
jem shodnéaplatfr : 74 :7,: 7. =1:1:1:1 bez ohledu
na to, jde-li o trojihelnik ostroihly ¢&i tupoihly.

Zajimavéjsi je pfipad, kdy pélem je stfed kruZnice
AABC opsané.

Véta 65. Je-li dvojice [ AABC, NA,B,C,]ep podle O,
kde O je stted kruznice N\ABC opsané, potom je
1 . 1 . l . 1

"2cosa  2cosf  2cosy

TIrg Ty =

Dikaz. Vime, Ze relace p podle 0 je stfedovou soumer-
nostf, tedy shodnosti aproto o' =«, B/ =4, ¥y =».
Potom oviem a + a' = 2a, § + f' = 28, y-}—y = 2y,
takZe napfiklad

r-r—l-Sina— . sin a _
T T ein2 " 2sinacosa
1
=1:
2co8a’
neboli
1 11

Tila o le= s a 2cosf 2cosy

V téchto dvahich bychom mohli jedtd pokradovat tak,
Ze bychom odvodili i vzoree pro vypotet velikost{ stran
trojihelniku typu AA,BC nebo APB,C, & AABC apod.
Ve tietf kapitole jsme v8ak jiZ ukazali, Ze tyto trojihel-
niky jsou z dvojio navzijem podobnych, takie dobfe
vystaéime s dosud odvozenymi vzorci.
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Zpusob pouZiti téchto vzorch vysvitne z nasledujicich
ptikladi FeSenych tloh. _
P¥iklad 1. Je dana relace AABC p AA,B,C, podle P
takovd, #e AB =17cm, 4,B, =5cm, SACB =y =
= 64°. Vypoditejte:
a) velikost poloméru kruZnice opsané AABC,
b) velikost dhlu 9’ = <4,C,B,,
¢) velikost poloméru kruZnice opsané AABP,
d) velikost Ghlu ' = <ACB = XAC,B,
e) velikost strany 4.B, trojihelniku P4 B, p¥islusného
k dvojici [AABC, AA,B,C,] ep podle P.

Resent. a) Protoe je AB = 2rsiny, je . - AN
w

,__AB _ 7
~ 2siny  2.0,89 789

= 3,89 cm.

b) Podle véty 57 je A,B, : AB = sin 9’ : sin y, odkud

sin ' = Alb;;zmy _ 5.0,879 879 — 0,64190,

Tomu vyhovuji dva uhly a to: p' = 39°56’ nebo:
»' == 140°04’ (pFesndji 39°56'26", 140°03'34").

¢) Zde musfme rozliSovat dvé moZnosti:

I Jeli ' = 89°56, je y + ' = 103°566’, takie p +-
+ y' < 180° a pél P leif uvnitt AABC. V tom pifipadé
je podle véty 61

__rsiny , 3,89.sin 64°  3,89.0,89 879
"= Sin(y+y) sin103°56 0,97 058

7, == 3,60 [em].
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II. Je-li y' = 140°04’, je y + y' = 204°04’, takze
y 4+ 9 > 180° a pdl P lezi vné AABC. V tomto ptipadsé
je proto

rsiny . 3,89.0,89 879
sin(y +9) 0,40 780

d) V tomto piipadé stadi nahlédnout do tabulky 3,
abychom zjistili, Ze

1.7 =180°—(y + 5') = 180° — (64° + 39°56') =
= 75°04', coZ je soudasné i velikost < AC,B.

IL 7 = (y + ') — 180° = (64° + 140°04') — 180° =
= 24°04’, co? i zde je velikost xAC,B.

e) V obou ptipadech uZijeme vzorce

A.B, = 2rsiny’.

.3,60.0,64 190 = 4,62 [cm]
.8,58.0,64 190 = 11,01 [cm]

- 8,58 [em].

ro = —

I.A4.B, =
II. A.B, =
Piiklad 2. Do kruZnice k o poloméru r = 3,8 cm ve-
piSte trojihelnik, jehoZ strany maji velikosti v poméru
cos « : cos f: cos y, kde a + f + y = 90° jsou polovién{
velikosti vnitinfch dhld daného AKLM [KL = 6 cm,
LM ="7cm, MK = 8 cm]}.

Rozbor. Podle véty 58 je hledany trojihelnfk druhou
slozkou v relaci AABC p AA,B,C, podle S za pfedpo-
kladu, Ze 2a, 28 a 2y jsou velikosti vnitinich Ghla

AKLM ~ NABCNV AKML ~ NABCV ALKM ~
~ NABCV ALMK ~ AABCV AMKL ~
~ ANABCY AMLK ~ NABC.

Konstrukce. Sestrojime AKLM a jemu podobny
AABC tak, aby polomér kruZnice jemu opsané mél
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danou velikost 3,8 cm. Potom narysujeme AA,B,C,
z relace p podle 8, ktery jiz md pozadované vlastnosti.
Ditkaz spravnosti konstrukce je dan vétou 58.
Diskuse. Jak jiZz bylo v rozboru naznadeno, lze dvojici
ANABC a AKLM navzijem prifadit Sesti raznymi zpt-
soby. Odtud plyne, Ze tiloha ma Sest fesenf.

P¥iklad 3. Je dan AABC, jehoZ obsah mé velikost
P =256 m? a dva vnitfnf dhly velikosti « = 42°
p = 58°. Vypoéitejte velikost obsahu P, trojihelniku
A,B,C, zrelace AABC p AA,B,C, podle S. Ulohu Feste
nejdiive obecné, potom teprve dosadte podle zadani.

Redeni. Predevsim zjistime velikost Ghlu y = 180° —
— (a + p) = 80°.
Obsahy P a P, vyjadiime takto:

1 1
P = 5 ab sin y, P, = - a,b, sin 9’,  (4.3)

kde a, b, a, a b, jsou velikosti stran uvaZzovanych troj-
thelnfka.

Podle véty 58 je B,C, : BC =1: 25in — a odtud

2
BC, = 2% . (4.4)
2 sin —;i
Obdobné pak
AICI = ACﬂ . (4.5)
2 sin E‘
Soudasné je podle véty 17
y = 90° — % (4.6)
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Hodnoty (4.4), (4.5) a (4.6) dosadme do (4.3):

P, = 1 BC.40 sin [90° —l]-
2 2 sin —.2 sin ﬁ 2
2° 2
Protoze vSak velikosti stran BC a AC neznime, mu-

sfme se snaZit je ze vztahu vyloudit vhodnym dosaze-
nim. K tomu nidm dopomiife tato tprava vyrazu

sin [90° —%] = cos L., Vime, e sin y = 2sin ? cos L.

2 2" 2"
odkud cos 7 = 22 yy .
28111?
MaZeme proto psat
1 BC.AC .sin y
Py = B v’
2sm?2sm72sm—2—

a protoZe % BC.AC .siny = P, bude koneénd

P
.i._ﬂ;.z_
83m2sm2sm2

Tim je tloha obecné vyfefena. Dosadime-li podle za-
dénf, bude

P, =

P, =

256
8.0,35 837.0,48 471.0,64 279

— 286,5 m?.

Piiklad 4. Je dén postupny pomér velikost{ polomért
kruZnio opsanych dvojici [ AABC, AA,B,C,] €q podle



8, a k ni pfislusnym trojdhelntkim AS,B,C,a AA4:S,Cs,
a to:

rirgimy =u:v:¢ kde u, v, { jsou &isla pFirozena.

a) Dokazte, Ze danou sloZenou timérou je jednoznaéné
urden i &tvrty ¢len postupnych poméri na obou stranach
timéry a stanovte podminky ¥eSitelnosti.

b) Na zikiadsé vysledku tdlohy a) ukazte, Ze ve zvlist-
nim pifpadé, kdy r =10 a % :v = 3 :2 je dand dloha
jednoznaéné, pravé kdyz » = 3. Tento pFipad Feste po-
detné!

Redent. a) Ptedeviim platf podle véty 64
B Y

1 .
r:r.,:r,,:rc=—2-:sm—02‘—:cos—2—:cos—2—- (4.7)
N\

Dany postupny pomér « : v : { upravime tak, aby prvn{
Slen byl % . Proto_cely pomér vydélime é&islem 2, o kte-
rém ze zadanf vime, %e je rizné od nuly. Soudasné do-
plnime é&tvrté ¢leny obou postupnych pomérd v dané

timeéfe, a to na levé strané 7, na pravé strané z. Po téchto
upravach dostaneme:

1l.v ¢t .=
2 2u 2u 2u

Porovnime-li nyni pravou stranu vyrazu (4.8) s pra-
vou stranou vyrazu (4.7), vidime, Ze jo

L-—sini- -‘—_‘COS£° i—cosl.
2u 2’ 2u 2’ 2u 2

FiTg Ty, = (4.8)

Tfm jsou velikosti hli «, 8, y urdeny,a to jednoznaéns,

protoZe je % < 90° A % < 90° a pifsludné kosiny jsou
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kladné a ani — nemiie byt vétii nez 90°. ProtoZe pak

2
y = 180° —(a + B), zndme i z=2u.cos%-

Prvni ¢ast dukazu je provedena.

Déle vime, Ze absolutni hodnoty sinu a kosinu jsou
mensf nez 1,

Je proto:

_v_<1 = O<—v—<1,neb01i0<v<2u,
2u 2u

el 0<-t < 1,neboli0 << 2u.
2u 2u

(4.9)
Musime ovSem vzit v Givahu i to, Ze A4,B,C, je tupo-

uhly, protoZe podle véty 23 je zde a’ = 90° + —, takie

B+ <90 = ﬁ + Y < 90°. To viak zZnamens, Ze
ﬂ

aspori jeden z ihlu 5 nebo - ]e mensi nez 45°. MaZeme

predpokladat, Ze je to napi'l'kla,d dhel % Potom jeho
kosinus bude vétif neZ cos 45° a plati:

cos%-——;;>v22 =>t>ul2.

Tim se interval (4.9) jesté vice ziZf a bude uv2 <t <
< 2u, coz je hledana podminka.

b) Dosadime-li » = 3, je v = 2 a potom 3)2 < ¢ <
< 6, tak¥e ¢t = 5, protoze podle zadanf je ¢ pfirozené
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éislo. Dosadime-li vSak » = 6, potom » = 4 a ¢ nabude
hodnot 9, 10, 11, takZe tloha uZ neni jednoznadna.
Je-li tedy » = 3, v = 2, ¢ = 5, bude:

= 0,83 333 a odtud § = 67°06’,

takie y = 74°48’,

Nyni jiZz maZeme uréit i velikost &sla z, nebof z =
= 2u.cos8 % = 6.cos 37°24" == 4,77.

Velikosti jednotlivych poloméra dostaneme ze vztahu
1

T iV T ——'s'ni'cos—'cosl
-a-b-c_2-12- 9 ° 2
Prvni &len postupného poméru na levé strand ma byt
10. Proto postupny pomér na pravé strané rozsifime 20,
takZe r irg iy 7, = 10: 20sm§ 20 cos - ﬂ 200033—
= 10:6,67 : 17,67 : 159, neboli » = 10, r,, = 6,67,
r, = 17,67, r, = 15,9.

Priklad 6. Do kruZnice k = (0; 10) je vepsana dvojice
[AABC, ANA,B,C,] ep podle O takova, Ze polomér kruz-
nice opsané AQBC m4 velikost r, = 12, polomér kru#-
nice opsané AAOC velikost r, = 15. Vypotitejte veli-
kosti stran a vnitinich Ghld v trojdhelnicich ABC
a ABC, kde AABC je ze sloZzené relace [ AABC, AABC]
€p O p podle O.
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EBedent. Nejdive zjistime velikosti vnit¥nich whla
AABC uZitim véty 65. Je-li podle této véty napiiklad

1
rife = .m, bude cos a = 2.
r
a obdobns = ——-
dobné cos o

Dosadime-li podle zadani, bude

10 5 00070
COSa—-ﬂ—-—ﬁﬁa—65,2232,
10

cos f = = —;- = f = 70°31'43".

30
Tim je déna i velikost t¥ettho dhlu, y = 44°05'45".

Velikosti stran AABC vypoditdme ze vzorci a =
= 2r 8in «, b = 2r sin f, ¢ = 2r sin y. Piislusné hodnoty
jsou:

a=18,2; b= 18,6; c = 13,9.

Znime-li velikosti vnittnich thld A ABC, znéme i ve-
likosti vnitfnich dhla A4,B,C, z;relace p podle O, ktery
je shodny s AABC, a tedy i velikosti vnitinich dhla

AABC, protoZe podle véty 14 je naptiklad

= 180° — (« + o) = 180° — (« + a) =
= 180° — 2& = 49°14'56".

A

Potom také
B = 180° — 28 — 38°56'34",
y = 180° — 2y = 91°48’30".
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Konednsd jsou velikosti stran AZPﬁ
@ = 2rsin & == 15,2, b = 2r sin § = 12,6,
¢ = 2rsiny = 20,0
(zaokrouhleno na 3 pl. c.).

Priklad 6. Je dan AA.B.V [A.B, = 6,4; B,V = 8;
VA, = 4,8] ptislusny k dvojici [AABC, NA,B\,C|]lep
p podle V. Uréete ptiblizné velikosti stran AABC, jeho
vnitinich Ghli a poloméru kruZnice jemu opsané.

Redent. Zde je dobte si uvédomit, %e o velikostech stran
daného trojihelnfku plati

82 = 6,4% - 4,82 = 40,96 - 23,04 = 64.

Trojihelnik 4.B,V je tedy pravodhly s pravym Ghlem
pfi vrcholu 4,. Tim je dana i velikost poloméru kruZnice

1
opsané r = > VB, = 4 a velikosti sini obou ostrych

uhld

. 4 ' ’
sin p =6T=0,8=>y == 53°08’,
: ’ 4’8 ) e !
Slnﬁ =—8—=0,6=>ﬂ :36°52.

Dile jiz musfme rozliSovat dvé odliéné situace.
a) Bude-li AABC ostroihly, bude se dal§i vypodet
Fidit v8tou 33, takZe
a' =180° — 2a = a = 90° —

a' °
5 = 45°,
y = 180° — 2y =y = 90°—% = 63°26/,

B = 180° — 28 = f = 90° —”7 = 71°34",
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Potom zndme i velikosti stran A ABC, nebot:
@ = 2rsin a = 8.0,70 711 = 5,7,
b =2rsinf =8.0,89 411 = 7,2, ‘
¢ = 2rsiny = 8.0,58 952 = 7,6.

b) Bude-li AABC tupothly, musime k vypodtu uzit
véty 34, a proto

=2 > a=-> = 45°,

B =28=p =" = 2684,

o™ o

’

y = 2y — 180° = y = 90° + 7; = 108°26'.

Také zde jiZ zname velikosti stran A ABC, nebot:
a =2rsina =8.0,70711 =57,
b =2rsinf = 8.0,44 724 = 3,6,
¢ =2rsiny = 8.0,58952 = 7,6.

Moznosti, jak zadat tlohy uréené k numerickému Fese-
nf, jsou zde velmi pestré, jak ostatnd ukazuji i cvideni
navazujici na tuto poslednf kapitolu.

Cvideni

‘i/ Jeo dén polomér r = 5,2 cm kruznice opsané A ABC, veli-
J kost jeho strany AB = 6,7 cm a velikost uhlu ¢’ =
= XA,0,B, = 37°24' v AA B,C, z relace AABCp
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P AA,B,C, podle P.Uréete velikosti dalsich prvkdy, a to:

a) dhlu y z AABC,

b) strany 4,B, z AA,B,C,,

c)ihlu yz AABC vrelacipops AABC,

d) poloméru 7, kruznice opsané AABP,

e) strany ABv AA.B,P z trojice ptisludné k relaci p
podle P.

2, Odvodte vzorec pro vypodet velikosti obsahu AABC,
jsou-li dény velikosti poloméru kruZnice jemu opsané
a vnitfnich 1hli. Tento vzorec potom upravte pro vypodet
velikosti obsaht trojihelnikd AA,B,C, nebo AA,B,C,
z relaci p nebo ga trojihelniki z trojic ptisludinyoh k témto

. -, relacim.

\%‘)Do kruZnice k = (0; 5,8) je vepsén AABC s vnitfnimi

,/ Ghly velikosti a = 72°39‘, B = 46°23'. Urdete velikosti
stran AA,B,C, z relace p podle S.

4. Uréete velikosti obsahti obou sloZek z relace AABC p
p NA,B,C, podle S, kdyz AB = 9,4 cm, BC = 5,6 cm,
JXABC = 112°. ,

8. Jeddn AEFG vepsany do krunice k = (O; 7,2) s vnitini-
mi dhly velikosti XEFG = 82°, X FGE = 58°. Urdete
velikosti stran E,F, a E,G, i ihlu I F,E,G, v trojihelniku
E,F,G,; z relace q podle S, a jeho obsah.

6. Trojuhelnik 4,B,C, z relace AABC q AA,B,C, podle S,
m4 rozméry 4,B, = 4,6; B,C, = 9,2; C,4, = 5,6. Uréete
velikost poloméru r kruznice opsané A ABC.

7. Strany A ABC maji velikosti v poméru 7 : 9 : 8. Urdete
pfibliZny pomér velikosti stran A A,B,C, z relace [ AABC,

.. AA,B,C,]Jep podle V.

6&. Trojihelnik ABC s vnitfnimi dhly dané velikosti a = 42°,

LB = T4° y = 64° mé obsah P = 200. Urdete velikost
obsahu AA,B,C, z dvojice [ AABC, AA,B,C,]1€p podle
V. Nejdiive udejte obecny vzorec.

9. Je din AEFG [EF = 50 mm, FG = 70 mm, GE =
= 100 mm]. Urdete velikosti stran AE,F;@; z relace
AEFG q AEF,G, podle V.

10. Jsou-li velikosti vnitfnich dhld v AABC v poméru
3 :4: 5 a velikosti vnitfnich dhla 4,B,C, z relace p podle
P v pomédru 7:8:9, urdete velikosti vnitinich 1ihli

AABC ze slotené relace p o p podle P a pomdr jejich
velikosti.
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11.

12,

18..

14.

15.

16.

17.

18.

19.
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Je déna dvojice [ AABC, AA,B,0,]1€p podle O vepsang
do kruZnice & = (0; 7,2) s vnitfnimi dhly ¥ABC = 78°,
JCAB = 46°. Vypotitejte velikost obsahu AABC ze
slozené relace p o p podle O. Udejte obecny vzorec pro
dané r, a, f.

Dané trojubelniky AABC [AB = 8 cm, BC = 6,5 cm,

JABO = 70°]a AAB,P[A.B. = 5,8 cm, B,P = 6,9 cm,

JAB,P = 48°] jsou z relace AABC p ANA,B,C, podle P

a k ni pfisludné trojice trojuhelnikii. Urgete velikosti stran

AA,B,C,.

Do kruzpice & = (0; 6,4) jo vepsdén A ABC s vnitinimi

thly velikost{ & = 76°28'35%, § = 41°32'63". Uré&ete veli-

kosti poloméri kruzZnic opsanych trojahelnikim AOBOC,

AAOO, AABO.

Znéme-li v relaci [ AABC, AA,B,0,]€p podle P velikost

poloméru spoleéné kru¥nice opsané r = 8,3 cm a velikosti

ihla g = 42°36', f' = 71°18’, miZeme uréit velikosti

a) stran AC a A4,C,,

b) poloméru ry kruznice opsané A APC,

c) strany A;Cp v AApPC, z trojice k dané relaci pFislus-
né; naznadend vypolty provedte.

V dvojici [ AABC, AA,B,Pleppodle C, pi#isluiné

k dvojici [ AABC, AA,B,C,]€p podle P znédme:

A.B, = 5,6 cm; < A,PB, = 48°12’; AB = 4,2 em. Urdete

velikosti 7, r,, XBCA.

Uréete polohu pélu @ v relaci AABC q AA,B,C, podle Q,

je-li dén postupny pomér velikost{ poloméru r:7,:7p:

17, =3:4:5:6 a velikosti dhli & = 42°, § = 26°.

Jsou-li 7, r4, 1y & 7, velikosti poloméra kruZnic opsanych po

fadd trojuhelnikim AABC, ASBO, AASC a AABS

a velikosti vnitfnich dhld AABC «, , y, potom je:

riirdirfird =
= 0,26 : (1 —cosa): (1 —cos ) : (1 — cos y).

Dokaizte!

V pravoihlém AKLM mé jeden vnitini iihel velikost 30°.
Dokazte, %e ze &tvetfice poloméri kruZnic opsanych po #addé
trojdhelnikim AKLM, ASLM, AKSM, AKLS majf
prévé dva shodné velikosti.

Je dén AABC [AB=17; BC=15; CA=26] a pél Q



[BQ = 9; CQ = 10; Q€ BCA*. Urlete velikosti vnitfnich
1vhla AA4,B.C, 7 relace AABC q AA,B,C, podle Q.

20. V dvojici [AABC, AA.B,C;]leqpodle @ je AA,B,C,
rovnostranny, vepsany do kruZnice & = (O; 7 m). Urdete
velikosti tsedek AQ, BQ a CQ, vite.li, 2e vnitin{i Ghly

’ AABC maji velikosti a = 40°, § = 80°.

21. Do kruZnice k = (O; 18) je vepsén A ABC s vniténfmi Ghly

= 43°; y = 67°. Uréete co nejjednoduseji velikosti obsa-
hu v8ech t# trojihelnfki A 4,80, AAB,C a AABC, pii-
sludnych k relaci [ AABC, AA,B,0,]1€p podle O.
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DODATEK

Vybér pojmu a vztahi z projektivni geometrie
pouZitych v textu

Délief pomér. Jsou-li 4, B, C tfi rizné body na téze
pfimce, potom délicim pomérem nazyvame reilné é&islo

A=(ABC) =‘;—g, které je kladné, kdyZz bod C je

vnéjsi bod tdsedky AB, a zaporné, kdyz bod C je jeji

vnitinf bod. Toto &slo je ovéem rizné od nuly i od jedné.

Na obr. D1 jsou zobrazeny oba uvedené pipady

8 naznakem konstrukce bodu C k dané tsedce AB pro
4 4

délicf poméry 4, = 5 g = ——-

3
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Dvojpomdr. Jsou-li 4, B, C, D &tyfi navzajem rizné
body na téZe pfimce, potom dvojpomérem nazyvime real-
né ¢islo
6=(ABC’D)=(ABC) AC AD  AC.BD

(ABD)~ BC "BD ~ BC.4AD'

3 4 .5
o O o
A B C D
Obr. D2

Na obr. D 2 je naptiklad 4B = 3; BC = 4; CD = 5;
je tedy:
. _(ABC) _AC AD _
6_(ABOD)_(ABD)—_B—C—'75_
_AC.BD 7.9 21
~ BC.AD ~— 4.12 16

nebo
_(ACB)y AB AD
(ACBD)= 4Dy =CB ' CD —
.8 12 5
T —4°'5 16
atd.

Z ukazek je zkejmé, %e pii diselném vyjadteni dvoj-
poméru je nutno vzit v Gvahu smysl jednotlivych tsedek.

Projektivni &tvefice bodd a p¥Himek. Jsou-li dvé &tvefice
bodi na riznych p¥{mkéch nebo i na téze piHmce umists-
ny tak, %e je (4 BC D) = (K L M N), nazyvéme tyto
Stvefice projekitvnims, coi znamend, Ze jsou téhoZ
dvojpoméru. Projekiivnimi nazyvime i &tvefice pfimek

239



z danych svazki, které témito dtveticemi bodd procha-
zeji.

Proto piSeme obdobné jako u projektivnich é&tvefic
bodii rovnost:

(@becd) =(klmmn).

A\

Obr. D3
Oba vztahy jsou zobrazeny na obr. D 3, kde je AC =
=40; CB =30; BD =50; KM = 45; ML = 103,
450 19
LN = o
Dosadime-li tyto velikosti, dostdvame:
(ABCD)=—4; (RLMN)=—-

Soudasnd pak ve svazcich S, a S, platf:
(@abecd) = (klmn).

240



Véta L. Jsou-li a, b, ¢, d &tyFi navzdjem razné primky
tého# svazku, potom protinaji kaidou pFickw svazku ve
Ctvefict bodw téhoZ dvojpoméru, tj. projekiivnt.

Obr. D4 ~

Dakaz. Na obr. D 4 vidime &tyfi pfimky svazku S
protaté pti¢kami ve étveficich bodd 4, B, C, D a K, L,
M, N. Mime dokazat, e (K L M N) = (A B C D).

Body L a B vedme rovnobézky s pfimkou SD a oznaé-
me jejich prusedfky s pfimkami svazku K,, K,, M,, M,
jak je patrno z obrazku.

Nynf je pfedeviim

BA BK, BC BM, .
D4 S DS’'DC” DS’

a proto
BA BC BK, BM, BK, . (1)
DA "DC DS DS ~ BM,
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Déle pak
LK LK, LM LM,
NK NS’ NM - NS

a proto
LK LM LK, LM, LK, ()
NK "NM ~ NS NS LM,
) BK, LK,
ProtoZe je K\ M, || K, M,, plati B, ~ Ii,’ a do-

sadime-li sem podle (1) a (2), bude

BA BC LK LM
DA “DC = NK 'NM°

neboh (A BC D)= (KLMN).

Perspektivnf &tvefice bodi a pFimek. Jsou-li dvé navza-
jem rizné dtvefice bodi na dvou piimkich umfstény
tak, Ze dvojice sob® odpovidajicich bodu leZi na pf¥im-
kach téhoz svazku, Fikdme, Ze jsou perspektivni. Na obr.
D 4 jsou to &tvefice (4 BC D) a (K L M N). Z toho je
zfejmé, Ze viechny perspektivni étvefice bodu jsou také
projektivni, jak o tom svéddi véta I, aviSak ne kazdé
dvé &tvefice projektivnf jsou i perspektivni, jak ukazuje
napifklad obr. D 3.

Véta II. Jsou-li dvé étverice boda projektivni a soudasné
majt jeden bod spoleény, jsou perspekiivnt.

Ditkaz provedeme sporem.

Na obr. D5 je podle pfedpokladu (4 BC D) =
= (KL MN) a soudasnd K = A. Necht piimky BL
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a CM nejsou rovnobéiné, tak¥e se protnou v bodé S,
a necht pf{mka SD protne piimku KN v bodé N’. Pied-
poklddejme, Ze body N a N’ jsou riizné. Potom oviem
plati podle véty I, Ze &tvefice (4 BC D) = (K L M N')
jsou projektivni, takZe i étvetice (K LM N)a (KL M N’)
jsou projektivni a neni mo#né, aby body N a N’ byly
rizné.

Obr. D5

Je-li vSak N = N’, potom d&tvetice (A BC D) =
= (K L M N) jsou perspektivni, nebof podle pFedpo-
kladu je také K = A.

Perspektivnimi pak nazyvame takové dvé &tvefice
piimek ze dvou navzijem riznych svazki, které proms-
taji étvefici bodd na téZe ptimce. Perspektivni jsou na-
ptiklad étvetice (a b ¢ d) = (klm n) na obr. D 6, nebot
ob& promftaji &tvetici bodd (4 BC D) a 8, # 8,.
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Véta II1. Jsou-li dvé projektivnt EtveFice primek umibsté-
ny tak, Ze jedna dvojice sobé odpovidajicich pFimek splyjvd,
jsou tyto Etverice perspektivni.

Dikaz. Na obr. D7 jsou zobrazeny &tvefice piimek
(@becd)a (k1mn), o nichz pfedpokladame, Ze jsou pro-
jektivni, a soudasné je @ = k. Snadno uréime body
B=®BN1),C =( m) a pfimku BC, na niZ pak lei{
bod 4. Pfedpoklidejme dile jestd, Ze pfimky d a n se
protnou v ndjakém bodé D, ktery neleZf na piimce BC.
Bud déle D, = (d () BC) a m' = §,D,. Podle véty I jo
(4 BC D,) = (4 BC D,), takie body D, a D, splyvaj,
a protote je D € =8,D,, splyvaji i body D a D,. Bod D
tedy nemuZe leZet mimo p¥imku BC & uvaZované &étve-
Fice pfmek jsou perspektivni, tj. odpovidajicf si pfimky
se protinajf na piimce BC.

Vita IV. Vita Desarguesova o trojihelnicich. Jsou-ls
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trojdhelntky AABC a AKLM wumistdny v téie roviné
tak, Ze primky AK, BL a CM prochdzejt tymz bodem 8,
potom se sobé odpovidajici sirany trojuhelnika, tj. [AB,
KL}, [BC, LM] a [CA, M K] protinajt v bodech téze prim-
ky. -

Dakaz. Na obr. D 8 je podle véty I (4 DC H) =
> «>
= (K N M H), a proto jsou &tvefice piimek (BA BD
> > > > > >
BC BH) a (LK LN LM LH) projektivni. Soudasné
pfimky BD a LN splyvajf, takze uvedené &tvefice p¥i-
mek jsou perspektivni podle véty III. To znamen4, Ze se
sobé odpovidajici pfimky protinaji v bodech Z, F', G a H.

Harmonicki &tveFice bodii a primek. Lezi-li body
A, B, C a D na téze p¥imce tak, Ze plati (4 B C D) = —1,
nazyvéme takovou tvefici bodit harmonickou. Rikime
také, Ze body C a D déli usetku AB harmonicky. Kon-
strukei harmonické &tvefice k dané tsedce AB a délici-

a

mu pomséru kde a, b jsou velikosti danych usedek,

'b_,
ukazuje obr. D 9.
Q
l—b———i
A
N
\ It N °
\ \\\ S
a \\ ~ .-\\\
\ -
AY -~
A S—
A C\ b/ B D
\ -
/\ Obr.D9
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Ziejms tu je g—g = ——%—A%—g— = % takde
uBopy~AC,AD _—a @

BC BD b b

Obdobné nazyvame &tvefici pfimek téhoz svazku
harmonickou, jestlize promitd harmonickou &tvefici bodi
na piimce. Jinak také nazyvame takové piimky ,har-
monicky sdruZené”. Ctvefici harmonicky sdruZenych
piimek ukazuje obr. D 10.

Obr. D10

Véta V. Jsou-li poloprimky a, b ramena daného dhlu,
poloprimka ¢ jeho osou a polopfimka d osou 1thlu k nému
gedlej&iho, potom pfimky a, b, ¢, d tvofi harmonickou

tvefice.
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Diikaz. Na obr. D 11 jsou v trojihelniku ABC thly
ACB a ACM fthly vedlej§f. Soudasnd je AC = MC
a CE = MA. Bod E le#i na strand AB tak, Zze CE je
osou ACB, bod D tak, ¥e CD je osou ACM. Je-li dile

Obr. D11

CN = CM, je DC = AN. Z téchto predpokladi pak
plyne:
BE _ BC _ BC BD _ BC _
EA-CM = 4cMNap = nNC ~T

Ziejms jo tedy %:—%a odtud (B4 E D) = —1.
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SdruZené pély. V kruZnici £ = (O; r) na obr. D 12 je
AB prumér a bod @ na prodlouZeni priiméru AB za
bod B.

Teény vedené z bodu @ ke kruZnici k se této kruZnice
dotykaji v bodech T a 7T". Oznaéme P prisetik p¥{mek
AB a TT'. Takto sestrojenou dvojici bodi P a  nazy-
vame sdrufenym: pdly, pfimku TT’ polidrou bodu @
a piimku p | AB jdouci bodem @ polirou bodu P
vzhledem ke kruZnici k.

Obr. D12

Véta VI. Méjme kruznici k = (O; r), jeji praimér AB
a na pFimce AB dvojici sdrufenyjch pdli P a Q vzhledem
ke kruznici k.

Potom je (A BP Q) =—1, tj. sdrufené pély P a Q
délt pramér AB harmonicky.

Dikaz. Na obr. D 12 je <@QTB tsekovy thel piisluny
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k oblouku 7'B, takie je <QTB = XTT'B = XBTT',
¢ili poloptimka TB je osou <XQT7T'. Protoie podle
Thaletovy véty je BT | TA, je T'A osou ihlu vedlejstho
k xQTT’, takie podle véty V tvofi polopiimky 74,
TP, TB a TQ harmonickou &étvefici. Odtud pak plyne
piimo (4 BP Q) = —1.

Vita VII. Je-li bod Q bodem vnéjsi oblastt kruinice k =
= (0; r) a pFimka p jeho poldrou vzhledem ke kruinici k,
potom tato poldra je mnoiinou bod, které spolu 8 bodem Q
délt harmonicky kaZdou pFimku jdouct bodem Q a proti-
najict kruZnici k ve dvou bodech.

Dikaz. Na obr. D 13 je AB primér kruZnice k a P, Q
sdruZené pély lezici na p¥imce AB. Bodem @ je vedena
pfimka, kterd protina kru?nici £ v bodech 4’, B’ a poldru
bodu @ v bodé P’. Podle véty VI je (A B P Q) = —1,

9 obur.DI3
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takZe &tvetice polopiimek A'Ad, A'B, A'P a A'Q tvoi{
harmonickou &tvefici. Soudasné je BA” | A’A, a proto
A'B je osou XB’A’A,, kde A, je priseéfk polopfimky
A'P s kruinici k. To vSak znamena, Ze oblouky B'B
a BA, jsou shodné a pfimka QP je osou vhlu B'PA,.
Protoze je QP | PP’, je PP’ osou <XB'PA’ vedlejsiho
k XB'PA,. Proto také polop¥imky PQ, PB’', PP’ a PA’
tvo¥{ harmonickou &tveficia je (A BP Q) = (A’ B' P’ Q)

=1,

Z véty VII vyplyva konstrukce polary, pfi ni% nenf
nutno rysovat teény z pélu @ ke kruZnici k. Postup je
zfejmy z obr. D 14.

Danym pélem @ vedeme setny kruzZnice k, které tuto
kruZnici protnou napi¥iklad v bodech 4, 4,, B a B,. Pri-

Obr.D 14
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seéfk ptimek AB a 4,B, bud C,, pfimek AB, a BA, bud
Co. Piimka C,C; je jiz hledanou poldrou. Stadi oviem
najit jenom jeden z boda C, nebo Cy, protoZe, jak vime,
je CoCy L PQ.

Spravnost této konstrukce snadno dokdzeme. Je-li
totiz podle véty VII (4 4, A4, Q) = (BB, B, Q) = —1,
kde A, a B, jsou prisetiky pfimek AQ a B s polirou,
jsou &tvetice bodi (4 A, 4, Q) a (B B, B, Q) projektivni
se spoleénym bodem ¢, tedy perspektivni, tj. pf{imky
AB, A\B,, A,B, a QC, prochizejf jednim bodem, tedy
bodem C,. Pravé tak ptimky 4B,, A,B,, B4, a QC; bo-
dem Cj,.

Zavérem jo tfeba pfipomenout, Ze véta VII platf
i tehdy, kdyZ zaménime sdruZené pély a poliry. Na obr.
D 15 jsou P a @ sdruZené pély, p, q ptislusné polary. Dile
vime, Ze (4 B’ P’ Q) = —1. Z predchazejictho dikazu
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pak vyplyva, Ze pHimky p, BB’ a g jsou navzijem rovno-
béiné, takze jo
(ABPC,) =(4B P'Q),

¢ili: Kazd4 piimka vedend bodem leifcim na polife ¢
a prochazejicf sdruZenym pélem P je pruseéiky s krui-
nicf k, pélem P a bodem na polife C, délena harmonicky.
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6.

7

10.
1

12,
13.
14.
15.
16.
17,
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!
VYSLEDKY CVICENT{

Kapitola 1 A

Konstrukce podle definice 1.

Konstrukce podle definice 2.

Sestrojte nejdffve kruZnici opsanou.

Pél @ leii na piimee RU a soulasnd na tednd vedend ke
kruZnici opsané ARUT v jeho vrcholu 7'

Je-li p | AB pifmka obsahujici stfednf pficku AABC, po-
tom

a) P = (CC, () p), kdy% CC, pili mensi oblouk 4B,

b) Q@ = (CC, () p), kdyz CC, puli vétéi oblouk AB.

Je celkem 8est moZnosti, a to:

p podle P : ABCA,B,, ABA,CB,, ABA,B,C,

q podle Q : ABCB,A,, ABB,CA,, ABB,A,C.

Dukaz sporem: Nechf napiiklad P¢ AB, ale Pe A,B,.
Potom je A, = BA B, = A, tak¥e je PcAB, coi je
v rozporu 8 pfedpokladem a predpoklad je nesprdvny.
Piedevéim je £ = F, A F = E, a ddle XGG,E = IGFE.
Pledevéim je A = B,AB = A,, ddle <AC,B = xACB.
Jsou-li dva podobné trojihelniky vepsény do spoledné
kruznice opsané, jsou shodné.

Rozdil je v tom, Ze v tloze 10 jsou uddna pofadf vrcholi.
Zde muZe byt AABC ~ AA,C,B, nebo AABC ~
~ B,C,A, a podobnd, avdak i tyto trojdhelniky jsou
shodné. Ptesto je vyrok pravdivy, protoZe je vynechdéna
podminka o velikosti poméru podobnosti.

ProtoZe jei AKLM rovnoramenny se zékladnou K L, musi
byt M = M, a bod @ je nevlastni bod roviny.
Spoleénym bodem piimek AA4,, BB, a CC, je p6l P sestro-
jeny podle véty 4.

Obdoba dlohy 13, Fedi ke podle véty 5.

Postup podle vét 48 65, a' = g’ = 9’ = 60°.

Postup podle véty 5. 3 feSeni.

X APC = XAPB = 100°. Plati AABC =~ AA,C,B,.



18,

19,

20.

21,

22.

23.

24,

26.
26.
27.

28,

Sestrojte oblouky o, = BPC s obvodovym uhlem 100°

a oblouk 0, = APC s obvodovym thlem 155°. Hledanou
mnozinou bodu je oblouk mezi pélem P = (o, () 0,) a bo-
dem B. Body B a P viek do této mnoZiny nepatii.

Podobné jako v tloze 18. Zde pro 4,B, = 6,5 je ' > y.
Je-li y' = y, leii pél @ na pfimce AB. Hledanou mnoZinou

bodu je &dst oblouku 4QC lezici v poloroving ABC. Pél Q
do této mnoziny patfi, bod C nikoliv.

Regeni podle véty 4, av3ak pozor, XH + <H, = 220°,
coz je vice nez 180°, a proto pdél P leii vné AUHF;
XFUH = 35°.

Zde opét <M + <M, > 180°. Pél P le%i na oblouku K2
s obvodovym tdhlem {KPZ = 120° a na kruZnici opsané

kolem stiedu O polomérem velikosti —;—. Dvé fedeni, sou-

mérnd podle osy dselky KZ.
tyfi feSeni: .
a) A =B, AB = A,, 0, stftedemm men&iho oblouku 4B,
jedno fedenti,
b)A =B,AB = 4,, C, stfedem vétdiho oblouku AB,
jedno Fefent,
nebo B,C, = A,B,, A,Cy = A,B,, dvé fedeni.
Pro pél @ je iloha totoZnd s tlohou 22, protoZe jé-li A,B, =
= AB, je také y = ¢/, takie y — y' = 0 a pél @ leii na
piimce AB. Pro pél P bude A,B, = AB, kdy% A,B, bude
opét zékladnou,nebo 4,B, = ABA B,C, = ABV A,C, =
= AB. Celkem tedy Sest feSeni.
Nejdifve dopliite postupny pomér 3:4: |9 + 16 =
: 4 : 5, takZe velikosti stran AKLM jsou 4,2; 5,6 a
Je-li dhel pfi vreholu K pravy, jsou dvé felenf, pro dalsi
dva vrcholy opét po dvou feSenich, celkem Sest Fedeni.

a = y’; dhel g sestrojte jako obvodovy k tétivé AC =5cm
a ddle pak podle véty 5.

Je-li K,\L, || KL a soutasnd LM, || LM, le#i p6l] P na
oséch stran KL a LM. Jde tedy o stied kruZnice opsané.
Urdete nejdiive velikost strany E,G, pomoci obvodového
tdbhlu < E,F,G, = XEFQG, takie B,G, = EG. Potom umis-
téte E,G, | EF do kruinice opsané. Jsou moZnd prévé
dvé umistén{ a kazdé ddvd dvé feSeni.

Strana B,C, je primérem opsané kruznice, B,C, || AB.

3:
7.
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29.
80.
81.

82.

83.

84.

85.

8e.

ll

8.
4,

5.
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Zjistéte velikosti ihli, potom podle vt 4 a 5.

Postup podle véty 4.

Probihé-li pél P oblouk kruZnice nad tétivou AB tak, Ze
JAPB = y 4+ y', potom jsou velikosti vnitinich whla
v trojthelniku 4 PB, po fads y; 180° — (y + 9'); ¥', takZe
bod C, probihd oblouk kruZnice opsané mezi body A a B
tak, Ze < B,0;4, = ¥B,AA, = XB,AP = y'.

Obdobné i diukaz véty obrdcené k vété 5.

a) P4l P uvnitt AA4BC.

b) Pél P lezi na strand BC.

¢) P61l P lez{ v poloroviné opadné k BCA.
Q@eBOA (Y ACB (Y ABC*.

Qe BCA* N ACB* () ABC.

Pifmku p | KL je mo#no umistit dvéma zplsoby, odtud
dvd fedenf. V obou pripadech jde o relaci p nebo q podle
pélu dané pfimky p vzhledem ke kruZnici A KLM opsané.
Ulohu lze fedit uzitim podobnosti. Jednodussi se vsak
zdé toto Fefeni: Oznalme priumér zvolené kruZnice AB.
Na polokruznici nad primérem AB urdete body D, E, F
takové, fe AD: DE =3:5 a EF: FB = 1:1. Ptimky
APF a BD se protnou v bodé P a pfimka EP protne zvole-
nou kruZnici v bod$ C a to je tfeti vrchol hledaného troj-
tdhelnfku.

BC,:4C,=17:3.

Kapitola 1 B

a) P¥imka h = 0Q je osou soumérnosti uselek A,B,
a A4,B; B= (k) 53:)5 P = (§-_B>1 N k). <
b) 0, = C, je samodruzny bod, proto 0 = (k () QO).
<>
h 1 OQ je osa soumérnosti. M,M, 1 h; M = (QM, () k).
Dvé Fedeni, protoze KM, lze nanést na k dvéma zpusoby.
Postup podle nédvodu.

Podle vty 11 je 4,B, soumérnd sdruZena 8 A.ﬁ, podle osy
0Q a soutasnéd je A,B, = BA. Proto A,B, i A,B, proché-
zejf bodem @.

Obdoba ilohy 4.



6.
7.

8.

10.

11,

T2. Osa usetky E,E, jo h = PQ. Potom P

18.

14.
15.

16.
17,

18,

Uzijte soumérnosti AA,B,C, a AA.B,C, podle h.

Osa soumérnosti usetky K,K, obsahuje pély P, Q. Ctyti
feSeni.

Kolem stfedu O opiSte kruznici £ polomérem 0A4. 4, =

= (26 N %), 4, soumdrné sdruzeno s 4, podle 0Q a potom
P = (A4, () 0Q). Nutnou podminkou je OQ % OA, proto-
%2e kdyby body O, A4, @ lefely v pfimce, byla by dloha
neuréitd s nekoneénym poétem fedeni.

Opiste kruznici k& kolem stfedu O polomérem OR. Potom

R, = (7'1’? () k), R, soumérnd sdruzen podle osy OP s R,

0 Q = (44, () OP). Nutné podminka: OP s OR.
Bod soumérné sdruZeny s bodem A podle osy P@ oznadte

A’'. Potom piimky 4'Q a j‘l—f’) se protnou v bodé 4, a krui-
nice opsand AAA’'A, je kruznici opsanou AABC. PHmky
“«—>

> —_—
A'Q a AP se musi protnout v polorovinéd PQA’ a odtud
plyne nutnd podminka:
2. XPRA + XPAQ < 180°. Potorn mé dloha pravé jed-
no Feseni. '

Obdoba ulohy 10. Poklddejte body L,_M za sdruieni pély.l
m P = (BE; () B
@ = (EE, () k). Nutnou podminkou je, aby AE,E.E ne-
byl pravoihly s pravym dhlem ve vrcholu E, nebo E,.
Prtepona A EFG obsahuje stied kruZnice opsané. Je-li pie-
ponou EF, jsou dvé Feseni, je-li ji EG, opét dvé Fedeni,
je-li ji FG, jedno fedeni.
Konstrukce. Trojihelniku EF,G, opiste kruZnici. Pfimkae
GG, obsahuje pél @, ktery leii na oblouku podle véty 5.
Hledanou mnozinou je kruZnice opsand nad primérem OP,
kde P je pél sdruZeny k pélu Q.
Poéetné podle mocnosti bodu P ke kruZnici k je velikost
pEisludné tétivy 8. Konstrukce. Narysujte tétivu velikosti 8.
Kolem stfedu O opiste kruZnici, kterd se dotykd této téti-
V};, & jeji prusedik s tétivou A4, je hledany bod P. Dvé
feseni.
Obdoba ilohy 15, opét dvé redeni.
Podetné: OP.0Q = 32° Konstrukce uZitim Eukleidovy
vity o odvésnd. :
Narysujte bod @ podle zaddni 1vedte z ndho tedny k dané
kruZnici. Spojnice dotykovych bodu urdujf sdruZeny pél P.
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19.
20.

21.
22.

28.
24.
25.

26.
27.

29,
80.

l.
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Polopiimka QP a osa uselky KL urdujf stfed kruznice
opsané AKLM.

Sestrojte vrchol 4, podle osy PQ, potom A4 = (4,P ()
) A,Q)a AAA, A, opidte kruznici. V nilze A ABC umfstit
jedinym zpisobem, oznadeni zbyvajicich vrchold B e C
pak lze provést dvéma zpisoby.

Je-li K = K,, jo b—I{) teénou kruZnice opsané AKLM
a KP | PQ.

Hledané dvojice mohou tvofit trojihelnfky rovnostranné,
rovnoramenné a pravoihlé. To jsou tfi moZnosti. Oznadeni
vrchold je moZno provést Besti zpisoby a vnitin{ ihly
v dvojicich trojihelniki 1ze oznaédit rovnéZ Sesti zpusoby.
Celkem tedy 3 x 6 x 6 = 108 fedenf pro kazdou ze dvou
moZnych poloh osy soumérnosti.

Jinak konstrukce jsou jednoduché podle definic 1 a 2.
Utijte véty 4 a 5!

Postup podle véty 4 a 5. _
Do kruilice k vepk_ﬁ_te AA,B,C, tak, aby bylo AA |
I B.C,, BB| C,4,, CC || A\B,.

Obdoba tlohy 25, pél lezi vné kruznice k.

a = 87°40'37", §' = 78°12'57", y' = 63°58'51",

a = 54°31'11", 8 = 22°14'07".

Vzhledem k velikosti dhlu B8’ je a’ < 71°28/, takie je
7 > 52°08' a odtud B < 78°09, coz vyhovuje.

%vaiw v8ty 4 a 5i obr. 17. Jde o pfipady I nebo IV.
Obdoba tlohy 29.

Kapitola 2 A

Kolmice vedené stiedem opsané kruZnice na strany zvo-
leného trojahelniku protnou opsanou kruzniei v hledanych
bodech.

Osy stran a osy vniténich dhli AEFG se protinaji ve
vrcholech AE,F,G,.

Velikosti vnitfnich dhli AABC jsou 50° 60° 70°
v AA,B,O, 65° 60°, 55° t.j. 13:12: 11.

Obecné: Je-lia : p:y =a:b:c,potomjea’ :f :9y =
=((b+c):(c +a):(a +0).



b.
6.
7.

8.

9.
10.

11.

12.
13.
14.
15.

16.

17,

18.

19.
20.

21.

Zapiste do postupného poméru velikosti vnitfnfch dhld
druhé slozky podle véty 17 a rozsifte dvéma.
a = 64°24', f = 32°48', y = 82°48'.

90 + 2,90+-§-,90+%-
Stfed kruZnice vepsané lez{ na oblouku kruZnice opsané

kolem stfedu @, oblouku EF a ptisludny tsekovy tihel je
110°.

Polomér r a thel a urduji velikost strany BC. Déle pek
jako v tloze 7. 2 fedeni shodné.

Utijte véty 15 a sestrojte nejdfive A.ABC.

Vrchol M, je stfedem oblouku KL, KL, = L,M.

<«
B,C, je osou tselky AS, kde S je stfed kruznice AABC
uvnitf¥ vepsané, kruinice opsandé AAB,C, je soudasnd
kruZnici opsanou AABC.

Trojihelnik KLM je identicky a AE,F,G, z relace p
podle S.

Utzijte véty 25.

Utzijte véty 24.

Uhly AA,B,C, maji velikosti 20°, 30°, 130°, thly v A ABC
vellkostl 40°, 60°, 80° s pomérem 2 : 3 : 4.

Napriklad pro a=PFfAaF7yje:

900 4 % B 2, 90 B 2,
podle Sq: 90 +3 5 2,podle Sp: =, 90° + 5 5
« .
podle S,: -5 5,90 +—-
Mé.-li tedy byt 5= ﬁ pfipadd v uvahu pravé pél S,

Postadujici podmmkou je AA, > A,B, nebot bod S vidy
oddéluje body 4 a 4,. Opléte nejdhve kruZnici AAA,B.
Potom bod C, pulf mensi oblouk ABa A,S = Spd,.

Je to pfimka EE,, kde stied oblouku FG je E, a kruZnice
opsané kolem bodu E, polomérem K, F.

Priusedfky jsou vrcholy AH,J,K, z dvojice [ AH,J,K,,
AHJK])ep podle S.

Jde o dﬁsledek véty 25. Opiste kruznici A AMC. Potom
E je prisedik této kruinice s piimkou BD, M = E,
aD =8,

Jde o Feuerbachox u kruZniei, protoZe na ni lezi paty vydek
AEFG.
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24.
25.
26.

217.

28,

29.
80.
81.

Obdoba dlohy 21.
SAA,B = < ACB = 40°, protoze je to vnéjsi uhel
Vv rovnoramenném troj\’xhelm’ku BA,S,. Potom y' = 70°,
ﬁln 60°, ' = 60°, x’' = 50°.

oZinou vSech stfedi S, je oblouk kruZnice nad tétivou
AB s obvodovym thlem velikosti 20°.
<X ASB = 160° a odtud y = 140°; ptipady b) a c) nemaji
FeSeni.
Dany trojuhelnik: 24°, 108°, 48°; AABC: 48°, 36°, 96°;
AA4,B,C,: 66°, 72°, 42°,
Podminky: X AOB, < 90° A XAO0C, > 90° ptidemi
viechny tfi body leZi na téZe polokgl\inici. Sestrojte nej-
d¥ive bod C, (B, puli mensf oblouk AC), potom bod B (C,

puli vétsi oblouk ﬁ).
CiC L S4Sp CaSg = Cy38p, C,0 = C,0, B\ A, || SeSp A

1
A BA, = & 545

Sestrojte A A,B,C, soumérny podle stfedu O 8 AABC
a potom AABC €p podle prusetfku vydek AA,B,C,.

Na piimce B,0 leti bod B, na piimce CO bod C,, déle je
AA || B,C, atd.

Sestrojte nejdtive stfed S,; [C.S; L Bad;; BySs 1 C,4,),
potom stied S atd.

Jde o kruZnicovy oblouk BCs obvodovym dhlem velikosti

—32i-— 90°. Stfed S, do této mnoZiny nepatfi, protoZe

XCS,B = 90° — % s vyjimkou: trojihelnik pravodhly

rovnoramenny s pravym tdhlem pfi vrcholu 4.

Kapitola 2 B

V = P podle definice 1, ¥V = @ podle definice 2.

Rysujte dvojici [ AK, L, 'M,, AKLM]ep podle S!

Jako v iloze 2.

Obdoba 1loh 2 a 3 s tim rozdilem, Ze pél V lezi ve vné&jsi
oblasti kruznice opsané AABC. TFi feSeni.

Uzijte p6lu S,. Jedno Fedeni.



7.
8.

9.

10.
11.

12.

18.
14,

15.

Utijte vét 31 a 32!

Prvni slozka: 40°, 60°, 80°; druhéd slozka 100°, 60°, 20°,
pomér velikosti 5 : 3 : 1.

a) Cisla u, v, ¢ splauji trojihelnfkovou nerovnost,

b) jedno z &isel je v&tai neZ soudet zbyvajicich dvou,

c) jedno z &isel se rovnd prédvé soudtu zbyvajicich dvou.
Jelia:8:y=u:v:tA28=wu + v + ¢, potom

a) u ostrouhlého trojtihelniku je

=2 p—uw =T o=y =26,

takfeax' : f':y = (8 —u): (6 —v): (8 —1),
b) u tupothlého trojihelniku:

’

y=

T p=0 =

a—-a(u a),ﬁ—a. 3
takZe &’ : f' 29’ = (u —8): v : L.

O tom, zda je uvaZovany trojahelnik ostrouhly &i tupo-
uhly, je vidy nutno pfedem rozhodnout podle vysl
ulohy 8.
Tento trojuhelnik je tupouhly, a proto je hledany pomér
4:6 : 5, ¢emuz odpovidaji velikosti 48°, 72°, 60°.
Uloha nenf jednoznaénd. Nevime, ktery vnitinf uhel prvnt
slozky je tupy. Je-li nap¥iklad tupy ten, ktery je na prvnim
mist® v postupném poméru « : v : ¢, potom pomér velikost{
dhla ve druhé sloZce je podle vysledku tlohy 9 (v — ) :
:v:0=17:8:25 a odtud potom jsou hledané velikosti
dhla 105°46', 18°, 56°15’.
Podle véty 35 je hledany spoleény bod kruZnic prisedik
vysek AYXZ.
Hledany bod M je prusedik vySek daného A EFG@.
Sestrojte bod C, soumérnd sdruzeny s ¥V podle 4 M. Kruz-
nice opsané hledanému trojuhelniku 4 BC prochédzi body
Aa C,. '
Polopfimka B,V je osou dhlu f’. Strana AC le%i na ose
usedky B, V. ProtoZe je f' = 180° — 28, muZeme sestrojit
velikost uhlu g a také strany AC. Sestrojte AACB,, ve
kterém zndme velikost strany A0, poloméru kruZnice
opsané a vysky, jejiz velikost je polovina velikosti visedky
B,V. Dvé feleni.

261



16.

17.
18.

19.
20.

21.
22.

23.
24,
25.

26.

27.
28.

29.
80.

[y
.

262

Opiste kruZnici polomérem OV kolem stfedu 0. Potom se-
strojte kruZnici soumérné sdruZenou podle p¥imky AB
8 danou kruZnici. Priusediky t&chto dvou kruZnic jsou hle-
dané prisetiky vysek.

Obdoba tdlohy 16, AKLM je tupoihly.

Sestrojte kruZnice o poloméru r, které prochédzeji body
A a V. Ty urduji na dené kruZnici zbyvajici dva vrcholy
AARBC.

Obdoba 1lohy 18.

Danou usedku ¢ umistdte na kruZnici k& v libovolné poloze
A'B’. Sestrojte kruznici soumérné sdruZenou s kruZnici k
podle p¥imky A’B’. Kolem stfedu O opiste kruZnici polo-
mérem OV. Tyto dvé kruZnice se protinaji v bodech V'
a V’, které otodte kolem stiedu O do polohy V a o stejny
vdhel otodte i usetku A'B’.

Obdobea tlohy 20.

Kolmice sestrojend bodem V na pfimku b urdi na dané
kruZnici body K a K,. Osy usedek VK a VK, obsahuji
hledanou stranu LM. Dvé fedeni.

S KML = 60°, XKLM = 40°.

JE,F\G, = 110°. Sestrojte nejdfive druhou slozku relace
a potom teprve prvni.

Trojuhelniku 4 BC opiste kruZnici a sestrojte 4,B,C, z re-
lace p podle S. Potom KL | B,C, prochdzi bodem -4,
LM || 4,C, prochézi bodem B a KM || A,B, prochézi bo-
dem C.

Strana BC je kolma na piimku 44,. Bod 4, musime zvo-
lit na v&tSim oblouku AB.

Stfed oblouku A,B, je vrchol C; potom B,B | AC atd.
JAOC = 2.48° = 96°; bod A je stfed oblouku B,C,,
AB | CC,. 2 feSeni.

C,C 1 h; velikost CB je zndma, nebot £ BOC = 120°.
Jde o kruZnicovy oblouk nad usetkou 4B pfi obvodovém
dhlu <AQB = |3y — 180°|.

Kapitola 2 C

Postup podle véty 37a 13.
Sestrojte nejdiive dvojici AKLM p AK,L,M, podle S
a potom AK,L,M,p AKLM podle O. 4 FeSeni.



8.
4.

5.
6.

-3

8.
9.
10.

11.
12,
13.

14.

16

V AABC: 24°, 36°, 120°, v AABC: 48°, 72°, 60% 4 : 6 : 5.
Obecnd je napfiklad a = 90° — -% .
y = 61°64’; a = 71°33’, 8 = 49°24', y = 59°03'. _
Jelia:f:y=wu:w:tAu+v+t=2s potoma:f:
:y=(8—wu):(s—v):(e—1).

iz dlohu 4.

<>

Postup konstrukce: 40 = jl:l)l A 81_0) = aa); A4,B; ||
| CC A B,0 = BO atd. Z4dn4d dvojice na pramsrul
Obdobné jako 7.
Obdobns jako 7. :
Utijte pozndmky 1 za v&tou 38:
C,C | AB; A,0 = AO; B,0 = BO; atd.
Relace p 0 p podle T'.
Relace p o p podle T.
ta = 5,14; t, = 4,44; ¢, = 3,39;
a = 41°24'35”; p = 55°46’16"; y = B82°49'09*; B,0, =
= 5,11; AC = 5,51; AB = 5,05; r = 6,05;
a' = 57°39’30’;£’ = 66°44'40"; y’ = 56°35'50";
& = 80°55'556"; B = 58°29'04";p = 40°35'01";
a 5,97; b = 5,16; 6 = 3,93;

a
fg = 3,48; &y = 4,35; ¢, = 5,17.

Utijte vty 39. Nejdiive sestrojte dvojici trojihelnfkd po-
dobnou dvojici AABC p AA,B,C, podle T (prvni slozka
této relace m4 strany velikosti danych tdseéek a, b, ¢). Tuto
dvojici pak vloite do kruZnice k¥ pomoci odpovidajiotho
poméru podobnosti.

Sestrojte z danych téZnic trojuhelnik. Je podobny
AABC ze sloiené relace p © p podle 7.

Narysujte dané tétivy do dané kruinice v libovolnych
polohdch. Urgete stfed strany AB a otodte tétivu CC,
kolem stfedu O tak, aby prochézela stfedem strany AB.
Tim'je dloha vyfeSena. Neni-li tétiva CC, rovna priméru
dané kruznice, existuji dvé mo%né polohy p¥mky CO,
a v kazdé z nich dvé ruzné polohy vrcholu C nebo O,.
Floha, mé proto celkem &tyFi feeni, je-li CC, = 2r, dvd
efeni.

Kdyby bylo CC, < AB, padl by stied strany AB do
vnit¥ni oblasti kru?nice utvofené otddenim stfedu tdtivy
CC, a nebylo by moZno z n&ho vést tednu k této kruZnici.
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17,
18.
19.

20.
21.

22.

28.
24,

8.

Jako véta 16. A4, > BC.

Obdobné 1loha je felena v pfikladu 7 v textu.

Uvaite napfiklad dvojici AATC' & ABTC’. Otodime-li
ABTC' kolem bodu C' o 180°, splynou body 4 a B, bod T

se otodi do polohy 7" tak, Ze (ﬁ’ = E‘? Vznikly trojihel-
nik ATT' mé strany téchto velikosti:

AT = -%— ta; TT' = —:9;- te; TB' = % tp. Potom podle véty
42 je AATT' ~ ACBA, co% plati o viech tfech trojiihel-
nicich utvofenych podle ndvodu v 1loze.

Uplné obdoba tlohy 19.

Postup podle pfikladu 4 v textu: f, = 24°, f, = 21°.
Podle sinové vdty je sina:sinf:siny =a:56:6 =t

L T 7
Obdobna jako v dloze 22.
sin & = sin [180° — (x + a')] = sin (a + a’) atd.

Kapitola 3 A

Uzijte definice 3 a nédsledujicich vét.
Jako uloha 1.
Jako iloha 1.
Jako vlohe 1.
Uréete vidy nejdfive velikosti tfetiho tihlu a potom po-
uZijte tabulky 3 za vétou 44.
a) 73°, 79°, 28°; pél P uvnitt,

—>
b) 33°, 70°, 77°; p6l Pe ACB*,
c) 56°, 31°, 93°; pél Q uvniti IBCA,
d) 26°, 2°, 152°; pdl @ uvnitt {BCA.
Kazdy ze tii hledanych trojuhelnikii 1ze umistit, popripadsé
oznalit festi rliznymi zpusoby, odtud celkem 18 Fedeni.
Umistime-li naptiklad MNZ, tak, 2e MN : Z,M : NZ, =
= 3:4:6 a obdobné pak podle véty 45 i zbyvajici dva
trojihelniky, potom pfimky MM, NN, a ZZ, se protnou
v pélu P.
Obdoba qlohy 6.
Postupujte podle dikazu véty 4.
Dopliite oba chybéjici trojuhelniky z trojice ptislusné
k dané relaci a opiSte vem tfem trojihelnikiim kruZnice.



10.

11.
12

18.
14.

15.

Ty se protnou ve vrcholech AABC. Potom napfiklad C,
je prasedik piimek 44, a BB,.

ProtoZe druh4 slozka z relace q podle @ je rovnoramenny
trojihelnik s vihlem 120° pfi hlavnim vrcholu, jsou vechny
t¥i trojihelniky z pfislu$né trojice rovnéZ rovnoramenné
a lze je tudiZ sestrojit. KruZnice jim opsané se zase proti-
naji ve vrcholech hledaného trojihelniku.

Osa usedky A4 se protind s pfimkou BB, v bodé P, ktery
je hledanym pélem.

Umistéte body K a K na oblouku L, M, a body L a L na

oblouku K, M, podle véty 13. P¥imky KK, a LL, uréuj{
pél P. Strany hledané trojice trojuhelnikt prochézeji po
dvou pélem P a jsou rovnobéiné se stranami AK,L,M,.
Obdoba tulohy 12, avsak rysujeme pouze trojici AU,V Z,
AUVZ, NUVZ,. :

Uvédomte si, %e jo AEJFG ~ ANEF,G ~ AEFG, Tyto
trojihelniky sestrojte. P¥imky EE,, FF, a FF, se proti-
najiv bodé P a na opsané kruZnici uréujivrcholy AE,F,G,.
Strany hledané trojice jsou rovmobéiné se stranami
AE,\F,G, a jejich vrcholy leii na p¥mkéch EG,, FG,,
FE, GE,, GF, a EF,.

Nahlédnéte do tabulky za vétou 44. Konstrukce obdobné
jako v dloze 14.

16. V kruZnici opsané AA{B;P plati:

17.
20.

21.

22,

XB!A,P = ¥B.B,P = 4CB,B = XCAB = a,
XAB.P = XAA,P = 4CA,4 = 4CBA = §.

Dva 1hly jsou shodné s thly AABC.

aZz 19. Obdoba dlohy 186.

Je-li napiiklad A A4,BC rovnostranny, potom podle ta-
bulky 3 plati:

180° — (a + a') = 60° @ odtud & = 120° — a’, § = 120° —
— B,y = 120° — y'.

Dovedeme proto sestrojit AABC a umistit jej v kruZnici
opsané AA4,B,C, podle véty 4.

Podle tabulky 3 je pro pél @ uvnitf dhlu CAB:

a=a —120°AB8 =60° + f'Ay = 60° + y'.
Podminkou tedy je a’ > 120°.

Pro @ uvnitf dhlu vrcholového k CAB dostdvdme rovnice,
které nelze splnit.

Dokaite nejdiive platnost véty obrdcené k vété 45, nejlépe
sporem. Hledany bod je pél P.

i
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24,

25.
26.

a = 56°12', B = 85°29', y = 38°19', a = 4,8; ¢ = 3,6.
Pr konstrukci sestrojte nejdiive oba dané trojihelniky
a spojte je do relace p podle B, ufitim véty 4. Potom
body 4, C, B, ui leZi na kruinici opsané AABC a bod B
lezi na pfimce B,B,.

Sestro_]te trojihelniky AABC. ~ AAB,C ~ AABC ~
~ AABC

Uvédomte si, Ze napifklad A,B, | 4,B,; 4, je prusedik
pi¥imek 4,B, a 4,C atd.

Obdoba ulohy 25.

27. a 28. Jde pouze o zvldstni polohu péli. Jinak konstrukce

10
11.

12.
18.

266

podle definic.

Kapitola 3 B

Zékladni konstrukce. VyuZijte véty 19.

Vyuzijte véty 25.

Vyuzijte véty 52.

Vyuzijte véty 52.

Danému AABC, opiSte kruznici. Jeji stied je vrchol C,
trojihelniku 4,B,C, z relace p podle S. Potom hledany
trojihelnik je z dwojice AABC,p AA.B,S podle C,.
Sestrojte nejdfive AABC; XBCA = 2. XBCS, ¥CBA =
= 2. XCBS atd.

Trojuhelnik ABC jo soumérné sdruZzeny s AACB, podle
pfimky AC.

Sestrojtc AEFG. Stied kruZnice vepsané AEFG, je
vrchol prisluéného AE,F,G,.

Tézi8té daného trojihelniku KLM, je vrchol M, ptFislus-
ného AK,L M, z relace p podle T'. P6]l T pak leZi na kruz-
nici opsané AKLM, a ne pfimce M M,.

Vrcholy AABC jsou paty vySek daného trojihelniku.
Danému trojuhelniku opidte kruZnici. Jeji stfed je vrchol
A, trojihelniku 4,B,C, z relace p podle S. Strana BC hle-
daného trojihelniku je soumérné sdruZena podle stiedu
4, se stranou B,C, daného trojuhelniku.

Vrehol B, trojihelniku 4,B,C, je stiedem kruznice vepsané
danému trojuhelniku.

Stfed kruznice opsané danému trojihelniku je vrohol
G,(@,) a strana EF je soumérnd sdruZena se stranou E F,
podle stfedu G,(G,).



14,
15.
16.

17,

18.
19.

20.

21.

22.
28.

24

25
26.
27.
28,

Vrchol C, je prisedikem vySek daného trojdbelniku.

Hledany bod M je prisedikem vySek daného trojiihelniku.

Hledany spoleény bod kruinic [, !, !5 je stfed kruZnice

vepsané zvolenému trojihelniku.

Obecné mite ka?dé z danych tloh mit 18 feSeni, protoZe

miZeme za pél zvolit kterykoliv z vrcholi daného troj-

thelniku, a potom dali vrcholy lze oznadit Sesti rdznymi

zpusoby. Ddle pak pokradujeme takto:

a) Podle ilohy 11.

b} Podle dlohy 12,

c) Podle ulohy 13 postupovat nelze, protoZe piisluiny
trojihelnik j Je tupouhly Uloha tedy nemé fefeni.

d) Podle ulohy

Prisludné sti‘edové dhly maji velikosti 100°, 120°, 140°.

Déle podle definic. _

Prisludnd dvojice je A4,B,C,p AABC podle V,, kde V,

je prusedik vysek prvni sloiky Proto  jo také pfimka C\.S =

= C,C kolmé na A,B,. Soulasnd je A,B, || C;Cp, takze

C,C je kolmé na CgzCs. Je tedy C,C, tednou kruzZnice I,

v bodé S.

Celé konstrukce potvrzuje symetriénost sloZené relace

AABCpop AABC podle T. Je tedy moZno zaménit
oznaleni vrchold trojuihelnika z uvazované dvojice.

a = 40°54'558"; B = 65°55'61"; a’' = 76°51'19";

y' = 53°15'23"; B = 64°30'51*; y = 53°15'23".

a = 107°24'22; § = 30°52'38"; y = 41°43'.

Vrchol O, je tézistém AABC’.,, kruZnice opsand AABC,
obsahuje vrchol C na pfimce C,0,.

Vrehol C, je stfedem kruZnice vepsané A ABC,; ddle jako
v predeslé dloze.

Vrehol C, je stfedem kruZnice opsané A ABC,.

AABC je soumérnd sdruzeny s AABC, podle osy AB.
Plati C, = S. Odtud konstrukce.

Obdobnsd jako v iloze 26,

Kapitola 4

a) 40°06’,

b) 6,32 cm,
c) 102°30’,
d) 3,43 cm,
e) 4,17 cm,
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11.

18.
14.

17.
18.

19.

268

Utzijte vzorel: P = %ab sin y; ¢ = 2r sin a;

v AABC: P = 2r% sin « sin « sin ¥,

v AA,B,Cynebo AA,B,C,: P = 2r?sin a'sin #’sin 9/,

v APB,Cs: P = 272 sin a’ sin §’ sin 3’ a cyklické zdmdny;

v AABC : P = 2rtsin (a + a') sin (8 + ') sin (y + ¥').

4,B, = 10; B,C, = 9,35; C,4, = 10,7.

AABC : P = 24,4 cm?, AA,B,C, : P = 46,9 cmn?, P, =
B y

x
—_ 2 —_ Ll LA
= 2r? cos ) cos ) cos 3

E.F, = 6,99; E,G; = 9,45; P = 31,0

Rozméry A ABC neni nutno poéftat. r = 5,88.

Utzijte sinové véty. Pfiblizné 743 : 958 : 852.

P’ = 8P cos ax cos f cos y = 144,

E,F, = 88,6 mm; ¥,G, = 74,3 mm : FoGy = 114 mm.
a) a = 82°30'; § = 60°% ¥ = 37°30',
b)a:f:y=11:8:5.

P = 39,1.

AABC, ~ AAB,P; A,B, = 7,36 cm, B,C, = 8,71 em,
C,A, = 6,56 cm.

ra = 13,7; rp = 4,28; ., = 6,81.

a) AC = 31,7 cm; A,C, = 15,7 cm;

b) rp = 6,15 cm;

c) AyCp = 11,6 cm.

-Vypolet v pofadi: r, = 3,76; AB = 2r,sin (y + 9');

X BCA = 97°48'.
a' = 42° 4 30°07'; ' = 26° & 15°15'; 9 = 112°,
Polohy pélu @ podle tabulky 1, &tyfi moZnosti:

a' > a; ' > f; y' < y — thel vrcholovy k ACB,
a' > a; ' < B; ¥ < y-— vnitfek ACAB;
a <a; f' < p; ¥y > y— vnitfek AACB;
a' < a; f'> f; ¥y > y— thel vrcholovy k CAB.

Utzijte véty 63!

Podle véty 63 je postupny pomér velikosti napfiklad:
rirgitpir,=1:1: VE: 2, takie jer = r,.

Utijte véty 5 a kosinové véty:

a' = 74°11; B’ = 42°13; 9’ = 63°36'.



—y, odtud QeAB, B =o' —a=f—f =
Z 20°. Potom BQ = 12,6 m; ¢ — 25,9 m; AQ — 34,9 m.

21, Je-li P velikost obsahu AABC ze slozené relace p O p
podle O, potom je

P:PI:P,:P,=T’:r3:r§:rf,
P = 299; P, = 140; P, = 638; P, = 489.

20.

| ~
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