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PREDMLUVA

V technické praxi i v mnoha situacich béiného Zivota éasto
stojime pred rozhodnutim, které z mnoha riznych ¥eleni da-
ného problému je = toho éi onoho hlediska nejvyhodnést. Pri-
tom podminky ulohy nebo vitbec fyzikdlni (i jiné zdkony pred-
piswit vzdjemné vztahy mezi dvéma & vice volitelnymi proky,
Jjejichg nejohodnéisi hodnoty mdme uréit.

Nejjednodus$t pripad nastdvd, jde-li o jev nebo proces, ve
kterém vystupuje jediny volitelny parametr, na jehof wvolbé
zdvisi vysledek. Strucnéji feceno, mdme na mysli pripad, kdy
wvyslednd hodnota, kierou chceme ziskat co nejvétsi nebo na-
opak co nejmensi, je funkini hodnota funkce jedné proménné.

V kniZce, kterou dostdvdte do ruky, se sezndmite s metoda-
mi, kterymi lze v jednoduchych pFipadech takové nejmensi i
nejvétsi hodnoty funkci yyhleddvar. Studium funkci je tedy
jeit hlavni ndpini. PFesto v druhé kapitole predestiime nékolik
pFikladii, ve kterych je funkéni hledisko znaéné potlaieno. Ve
tFeti a Crvrté kapirole jsou studovdny jednodu$si p¥ipady
funket a v posledni kapitole si vsimneme ponékud slozi-
t&jsich dloh, kreré svou podstatou a metodou Fesent jig pre-
sahuji do diferencidlntho poctu. Pro Ctendfe, kteff jsou
alespori s poldtky diferencidlniho poétu obezndmeni, nebude
obtiiné jeho proky v této kapitole najit. Takové znalosti
ovsem nejsou nutnym predpokladem pro studium této kniZky.
Vystacite se svymi znalostmi ze $koly, které tato knizka na
nékterych mistech doplni a rozstii. A to je mimo jiné jejim
hlavnim dilelem.
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1. kapitola

ZAKLADNI POJMY
A NEJJEDNODUSSI ULOHY

V této kniZce se budeme zabyvat studiem funkci. K tomu
si nejprve zavedeme fadu pojmu, kterych budeme &asto
pouZivat. Mnoho téchto pojmi znd Ctendf ze Skoly, né-
které pro ného budou nové. Upozoriiujeme Etendfe na
broturku M. Sislera a §. farnika O funkcich, kterd vysla
v roce 1962 jako 4. svazek Skoly mladych matemariki a ve
které jsou jiz n&které z niZe uvedenych pojmia zavedeny.

Budeme stile pracovat s redlnymi ¢isly. Redlni Cisla
zobrazujeme zndmym zplisobem na Ciselné ose, pfifemz
dokonce Casto zaméiujeme pfi b&Zném vyjadfovani Cislo
samo s jeho obrazem na {iselné ose. Tak tfeba hovofime
0 ,,bodu tfi“ a mime na mysli redlné &islo 3, nebo fikame,
Ze vzdilenost boda a a b je d a vyjadfujeme tim, Ze

la—b|=|b—al=4d.

Pro n&které mnoZiny redlnych Cisel, jejichZ obrazy vy-
pliivji na Ciselné ose usecky nebo polopfimky, zavadime
ndzev intervaly a zv1aStni oznacleni.

Uzav¥enym intervalem od a do b (a < b) rozumime mno-
Zinu vSech disel x, pro kterd je ¢ = x = b. Tento interval
znalime <a, b>. Obrazy vSech prvki intervalu <a, 6>
vypliiuji na Ciselné ose usecku, jejimiZ krajnimi body jsou
obrazy Cisel a, b. Proto mluvime o krajnich (politeCnim
a koncovém) bodech intervalu. Otevieny interval (g, b) je
mnoZina viech &isel x, pro kterd je ¢ < x < b. Pracujeme
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také z polouzavienymi &i polootevienymi intervaly <a, b)
a(a, b>. '

Viechny tyto intervaly nazyvame konelné nebo vlastni.
Nekoneéné nebo nevlastni jsou tyto intervaly:

Uzavfeny (otevieny) interval od a do nekonefna, tj.
mnoZina viech Cisel x, pro né je x = a (x > a), ktery
oznalujeme << @, o) [(a, =)];

uzavieny (otevieny) interval od méné& nekonetna do b,
tj. mnoZina vSech Cisel x, pro néZ je x = b (x < b), ktery
oznatujeme (— e, b> [(— o, b)];

interval od méné nekoneCna do nekonelna oznalujeme
(— o, =) a rozumime jim mnoZinu vSech reilnych &isel.

Rekli jsme, co rozumime krajnimi body intervald. Body,
které nejsou krajni, nazyvime wmitini body intervalu. Tak
napf. otevieny interval (a, b) obsahuje vesmés jen vnitfni
body.

V naSich Uvahich bude duleZity pojem okoli bodu.
Okolim bodu (¢isla) a rozumime kterykoli otevieny inter-
val obsahujici ¢islo a. Napfiklad interval (6, 7,5) je okolim
bodu 6,3. N&kdy je uZiteCné rozliSovat mezi levym a pra-
vym okolim bodu. Levym (pravym) okolim bodu a je kazdy
otevieny interval s -koncovym (poCiteCnim) bodem a.
Viimnéme si, Ze levé a pravé okoli bodu a nedavaji dohro-
mady okoli bodu a. Aby vzniklo okoli bodu a, bylo by
nutno je$té pfipojit bod a samotny. Okoli bodu g, ze kte-
rého je vydat bod a, budeme nazyvat redukované okolf
bodu a.

A nyni si pfipomeneme definici funkce. Necht je déna
mnoZina redlnych Cisel M. Pfedpis, ktery kazdému cislu x
z mnoZiny M pfifazuje jisté (jediné) redlné Cislo y, nazyva-
me funkce. MnoZina M je definicni obor funkce, jednotliva
Cisla z defini¢niho oboru jsou argumenty, lisla pfifazend
funkci argumentim se nazyvaji funkéni hodnoty. Funkce
oznaCujeme pismeny f, g, 9, F, G apod., nebo zvl4$tnimi
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znaky jako sin, log, V™ atd. To, Ze funkce f pfifazuje argu-
mentu x funkéni hodnotu y, zapisujeme

y=r®

a fikdme, Ze funkce f nabyvd v bodé (¢isle) x hodnoty y.

Vsimnéme si, Ze pfi definici funkce jsme vysli z definié-
niho oboru. Je duleZité uvadét pro kazdoy funkci vedle
samotného pfedpisu vidy i defini¢ni obor, i kdyZ se na to,
zejména je-li ddn pfedpis rovnici, ¢asto zapomind. V naSich
tvahich bude definiCni obor vZdycky hrit diileZitou tlohu.

Dobrou pomuckou pro studium funkei je jejich grafické
zndzornéni, kratce grafx.)

Zavedeme v roviné€ znimym zpiisobem soufadnice, tj.
sestrojime dv& navzijem kolmé Ciselné osy protinajici se
v bod¢ 0, ktery nazveme pocdzek. Jednu osu volime obvykle
vodorovnou a budeme ji vétsinou znalit x. Druh4 Ciselna
osa je osa y. Nyni je moZno kaZzdému bodu v roviné pfifadit
dvé Cisla, soufadnice, takto: Vedeme bodem P kolmice na
obé ¢iselné osy (soufadnicové osy x a y). Je-li pata kolmice
na ose x obrazem Cisla a, pata kolmice na ose y obrazem
Cisla b, fekneme, %e bod P ma soufadnice a, b, coZ znaéime

= [a; b]. Prvni soufadnice bodit leZicich na ose y je
nula stejné jako druhd soufadnice bodt leZicich na ose x.
Pocitek 0 ma obé soufadnice nulové, tj. 0 = [0; O].

Je-li nyni déna funkce f a sestrojime-li pro kaZdé &islo x
z jejiho defini¢niho oboru bod [x; f (x)], nazyvdme mnoZinu
vSech takovych bodt grafem funkce f. Ve vSech pnpadech
kterymi se zde budeme zabyvat, budou grafy funkcx urdité
&iry nebo kfivky.

Na grafu funkce existuji body, které maji pro nas
zvlastni duleZitost. Jsou to body, ve kterych graf dosahuje
nejvétsi Ci nejmensi ypsilonové soufadnice. Zde je viak
tfeba uvést pfesnou definici, kterd se nemiZe opirat jen
o nazornou pfedstavu. Zavedeme proto ,,poletn& pojem
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tzv. extrémi a lokalnich extrémi funkce. Zatnéme s lokdl-
nimi extrémy.

Rikame, %e funkce f nabyvd v bodé x, ostrého lokdlniho
minima (maxima), existuje-li takové redukované okoli bodu
X, Ze pro vSechny argumenty x z tohoto okoli je

J(x) > f (30) (f (x) < f(x0))-

Pro lokdlni minimum nebo maximum zavidime souhrn-
ny nazev lokdlni extrém.

Je vidét, Ze k tomu, aby se mohlo mluvit o lokdlnim
extrému funkce v bod€& x,, je nutné, aby funkce byla defi-
novana v jistém okoli bodu x,. Toto okoli oviem muzZe byt
libovolné malé. Je tfeba si dobie uvédomit, Ze naSe definice
popisuje skutecné jen jistou lokdlni vlastnost funkce. To
snad dobfe vynikd na pripojenych dvou obrazcich. Na
obr. 1 je znazornéna funkce, majici v bodé x, ostré lokalni
minimum, ackoli jeji hodnota v bod¢ x, je, celkové vzato,

4
y=foo




jedna z nejvé&tSich. Body x,, x, na ose x jsou krajni body
okoli, v némz jsou funkcni hodnoty f (x) v definici poZado-
vaném vztahu k ¢islu f (x,). (Podobné na obr. 2 pro ostré
lokdlni maximum.)

y

y=foo |

o
P S
x
Re

Obr. 2.

Tyto lokalni extrémy budou mit v nasich dvahich misto
jako pomiicka k vyhleddvani takovych funk&nich hodnot,
které jsou v uvaZovaném definicnim oboru vibec nejvétsi
nebo nejmensi. Definujeme je takto:

Funkéni hodnota f (x,) je ostrym maximem (minimem)
funkce f v oboru M, plati-li pro kaZdé x z oboru M ne-
rovnost f (x,) > f (x), (f (x) <f(x)).

UZivime také pon€kud méné piechledné formulace
wfunkce f nabyvd v bodé x, ostrého maxima (minima) v oboru
M, nebo ,, funkce f md v bod¢ x, ostré maximum (minimum)
vzhledem k oboru M*.



Napfiklad funkce f (x) = 2—x definovani v intervalu
<—1, 3> (obr. 3) nabyvi ostrého maxima vzhledem k to-
muto intervalu v bodé —1, ostrého minima v bodé 3.

Y

foxo=2-x

! J

X
Obr. 3. -1 0 \;

Funkce f (x) = %% -+ 1 definovani v intervalu <—2,1>
(obr. 4) nabyvd v bodé —2 ostrého maxima a v bodé 0
ostrého minima vzhledem k tomuto intervalu. V bodé 0
md také ostré lokdlni minimum. Kdybychom definovali
f(x) = x* + 1 pouze pro otevieny interval (—2; 1), ne-
m¢la by tato funkce v intervalu (—2; 1) viibec ostré maxi-
mum. Zidné z &isel mensich ne% 5 totiz nemiie byt jejim
maximem v (—2; 1), nebot ke kaZdému takovému cislu
existuje v (—2; 1) funkéni hodnota vétsi. Cislo 5 pak maxi-
mem také neni, nebot v (—2; 1) funkce f této hodnoty
nedosahuje. Tento pfiklad ukazuje, jak je duleZité vedle
funkéniho pfedpisu brat v tivahu i defini¢ni obor.

.V poslednim pfikladu jsme dospéli k momentu, kdy v jis~
tém bodé (byl to bod 0) nabyva tunkce souc¢asné lokdlniho
extrému i extrému vzhledem k intervalu. NeZ uvedeme
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véty tykajici se souvislosti mezi lokalnimi extrémy a extré-
my vzhledem k intervalu, je nutmo zavést pojem spojité
funkce. Funkct spojitou v intervalu I budeme — zhruba
FeCeno — rozumét takovou funkci, jejis graf v tomto inter-
valu lze nakreslit neprerusovanym tahem,*) Ptikladem spoji-
tych funkci jsou tfeba vSechny mnohoc¢leny

4

2 Obr. 4.
foo=x+1

- X

-2 0

fx)=axr+ ax®-1 4+ ...+ an_,x + an, goniometrické
ce sin x a cos x apod. Tyto funkce jsou spojité v inter-

valu (— oo, ). Ale uZ tfeba funkce f (x) = %neni spojitd

*) Definice zni takto: Funkce f je spojitd v bodé xy, kdyZ ke kaZdému
kladnému &slu e existuje takové okoli oy, bodu x,, Ze pro viecky argu-
menty x z tohoto okoli je | f (x) — f(x,) | < &. (To znamen4, Ze 1ze do-
sdhnout toho, aby se funk&ni hodnota libovolné mélo zménila, pokud
volime dost malou zménu argumentu.) Déle definujeme: Funkce f je
spojitd v otevFeném intervalu (a, b), je-li spojitd v kaZdém jeho bodé.
Spojitost funkce v uzavieném intervalu se definuje obdobng, zavede-li
se je§t& pojem spofitosti v bod¢ zleva a zprava.
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v intervalu (— oo, o), nybrZ jen v intervalech (— e, 0)
a (0, o). V bodé x = 0 je graf pferuSen, funkce v ném neni
definovana (obr. 5). Nyni miZeme vyslovit tyto véty:

Obr. 5.

Véta 1. Funkce f spojitd v intervalu <a, b> nabyvd
svého minima (maxima) vzhledem k tomuto intervalu v bodé
Xo, ktery je budto krajnim bodem intervalu <a,b>, nebo
v némé funkce f nabyvd také lokdlniho minima (maxima).
Dukaz véty podavat nebudeme, pfipojujeme alesposi pro
lepsi pochopeni dva obrazky (obr. 6 a 7).

Véta 1 ma tento vyznam pro urCovani extrému funkce
vzhledem k uzavienému intervalu: Zjistime-li néjakym
zpusobem, Ze tfeba lokdlni maxima této funkce nastdvaji
v bodech x,, ..., x, z uzavfeného intervalu <a, 6>, stai
u? jen porovnat Cisla f(a), f(6)s f (xp); - - s f (xa). To,
které je z nich nejvétsi, je maximum funkce f vzhledem
k <a,b>.

12



Obr. 6.

Obr. 7.
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Jesté€ jednodussi situace nastdvd, jde-li o otevieny inter-
val. (Tento pfipad je v tlohdch z praxe Castéjsi.) Plati
totiZ tato véta:

Véta 2. Nabyvd-li spojitd funkce f v otevieném intervalu
(a, b) svého maxima (minima) vzhledem k (a, b) v bodé x,,
nabyvd v bodé¢ x, také lokdlniho maxima (minima).

O¢ je tu situace jednodussi, je ziejmé. PreCtéte si, ale
pozorné, zacatek véty 2. Na rozdil od uzavieného intervalu
nemusi totiZ viibec existovat maximum (minimum) spojité
funkce vzhledem k otevfenému intervalu. Tak tomu je tfeba
u funkce f (x) = x® + 1 v intervalu (—2, 1). (Viz str. 11,
obr. 4.) S pfiklady na uZiti véty 2 se setkate zejména v po-
sledni kapitole. Na zdvér této tvodni ¢asti uvedeme jesté
jednu uZiteCnou vétu, jejiz platnost je ihned zfejma:

Vé&ta 3. Necht funkce f nabyvd v bodé x, lokdlntho maxima
(minima) pFip. maxima (minima) vzhledem k intervalu I. Pak

y‘ y=foo

| '1\‘/~

‘i
1
— ‘ r f —— X

_

’ : (r\i/
LAl foo Obr. 8.
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funkce k.f nabyvd v bodé x, opét lokdlniho maxima (minima)
pFip. maxima (minima) vzhledem k I, je-li k > 0. Je-li
k < 0, nabyvd funkce k.f v bodé x, lokdIniho minima (maxi-
ma) prip. minima (maxima) vzhledem k I.

Ptipad & > 0 je ihned jasny. Pro 2 < 0 stadi uvazit, ze
grafy funkci f (x) a —f (x) jsou soumémé podle osy x (viz
obr. 8). Z definice extrému funkce vzhledem k intervalu
plyne bezprostfedné tato véta:

Véta 4. Nechf interval I, je obsagen v intervalu I. Budis
f funkce definovand v intervalu I (a tim i v intervalu I,).
Je-li x, cislo z intervalu I, a je-li f(x,) = M maximum
(minimum) funkce f vzhledem k I, je M také maximem (mini-
mem) funkce f vzhledem k I,.

Tim uzavirdme teoretickou Cdst naSeho vykladu k pfi-
kladiim. Dalsi dopliiky z teorie si probereme aZ v posledni
kapitole.
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2. kapitola

KDY JE SOUCIN DVOU CISEL
S KONSTANTNIM SOUCTEM
NEJVETSI?

Zvolme si pevné kladné ¢islo, napf. 10. Vime, Ze existuje
nes¢isln€ mnoho dvojic kladnych reilnych ¢isel, jejichz
souCet ddva pravé 10. Takova dvojice jsou napf.:

7 13 14 16

1’9§2,8§3s757, PR T,5,5;... atd.

Utvofme nyni soutiny Cisel uvedenych dvojic. Dostdvame
tyto vysledky:
3 8

9;16;21;22—; 243 5

i 25.

Naskytd se ndm tu otdzka, kters z téchto dvojic Cisel mé
tu vlastnost, Ze ddva nejvétsi soucin?

Z uvedenych vysledka se dd usuzovat, Ze maximdini
soucin bude patrné pfi rovnosti obou Cisel. Vskutku dikaz,
ktery nasleduje, ndm spravnost pfedb&zného dsudku po-
tvrdi.

Dikaz. UvaZujme libovolnou dvojici kladnych Cisel
x, ¥, jejichZz soucet je pevné Cislo a. Za pfedpokladu, Ze
x =y, miZeme poloZit

x = }a + d, y=%a—d,

kde dje néjaké realné &islo, spliiujici nerovnost 0 = d < }a.
Utvoime soudin:
xy = }a® < d2.
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Z tohoto vztahu je ihned vidét, Ze soucin xy bude tim v&tsi,
¢im mens$i bude Cislo d. Tedy nejvét$i hodnoty nabude
soutin, kdyZ &islo d bude rovno nule. V tom pfipad¢ pak

Xo = Yo = }a.-
Vysledek dikazu miZeme vyslovit vétou:

Véta 5. Ze vsech dvojic kladnych redlnych &sel x, y,
JjejichZ soucet je konstantni a roven &islu a, md nejvétst soucin
dvojice %a, %a.

Na zdkladé této poucky se daji pom&mé snadno Felit
mnohé pfiklady z geometrie i fyziky. Uvedme si n&které
z nich.

P#iklad 1. ¥e ddn obvod kruhové vysece 1. Uréete polomér
a pFisluiny oblouk vysede tak, aby jejt plosny obsah byl maxi-
mdlni, .
Oznalime-li polomér r, oblouk vysece s a pfislu$ny stfe-
dovy tbhel a, pak obvod
l=2r 4+ 5s=2r+4r.arca.

Z tohoto vztahu urcime

I — 2r
arca = ,
r
kde r spliiuje nerovnost
1
0 <r << 7 .

Obsah vysece je
cili

S = ¥rt.arca,

S=1ir (l — 2r),

S=r(—é——r).
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Vidime, Z¢ obsah vysece je roven soucinu dvou ¢initeld r

371 — r, jejichZ soucet je roven 5 ato je konstanta. Podle

véty 5 nabude tudi? uvaZovany soulin nejvét$i hodnoty
pravé tehdy, kdyZ si budou oba Cinitelé rovni. Tedy

r= 1 r
2
neboli
R
I
Oblouk vysele pak je ;
=72

a maximélni obsah hledané vysece
1

Smuz =—

16

Vysledek oviem nezdvisi na poloméru vysele, nybrZ na
jejim tvaru, tj. na poméru / : r.

Pi#iklad 2. (Obr. 9.) Do elipsy o danych poloosdich a, b
vepiste obdélnik nejvétsiho obsahu.

Obsah obdélnika oznatme S = 4xy, kde x, y jsou sou-
fadnice vrcholu M, které splfiuji nerovnosti 0 < x < a,
0 <y < b (obr. 9). Ponévadz vrchol M leZi na elipse,
musi jeho soufadnice vyhovovat rovnici elipsy

x2 y2
ztE=1t N

18



q-—
Obr. 9.
. Z této rovnice vyplyva, Ze
by
y= Ja? —

Obsah obdélnika je tedy

— b 2 N2
S = 47 . x)a x
neboli
s=4dyEE .
Pro vySetfeni maximéalniho obsahu obdélnika je rozho-
dujici vyraz sz (a@* — x2) ,nebot koeficient 4% je konstan-
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ta. JestliZe soucin pod odmocnitkem bude maximdlni, bude
nejvétsi i jeho odmocnina. Proto miZeme zkoumat jen

vyraz
' x2 (a® — x%). .
Tento soucin se skldda ze dvou Cinitell, jejichZ soucet je

roven a? a tudiZ konstantni. Podle véty 5 nabude uvaZovany
soudin nejvétsi hodnoty priveé tehdy, kdyZ

’
Xt = a® — x2,

Cili kdyz
=LYz
Z rovnice elipsy vypocteme
by—
y=3 V2-
Rozméry hledaného obdélnika budou tedy v poméru
x:y=a:b
a jeho obsah
S mazr — 2ab.

Nastane-li zvlastni ptipad, Ze elipsa pfejde v kruZnici
(a = b), vyplyva z uvedené timéry, Ze hledanym vysled-
kem bude ¢tverec. Konstrukce vysledného obdélniku (pro
a = b) je znizornéna na obr. 9.

P#¥iklad 3. (Obr. 10.) Z kosoctverce o danych uhlopiickdch
délek 2p, 2q, kde 2p > 2q, vykrojte elipsu o nejvétiim plos-
ném obsahu.

Obsah elipsy je S = mab, kde a je hlavni poloosa elipsy,
b vedlejsi poloosa.

Strany kosoctverce budou leZet v tenich hledané elipsy.
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PoloZme delsi uhlopficku kosoltverce do osy x a kratsi
uhlopfi¢ku do osy y, takZe polovina dhlopfitky p bude
prave usek tecny na ose x, ¢ pak bude usek na ose y. Strana
kosoctverce tedy leZi v pfimce o rovnici

X
?'I‘?: . (1)

Tecna k elipse v bod¢ T = [x,, y,] mé rovnici

X. xo_|_y yO_l (2)

PonévadZ se jedna o dvoji analytické vyjadieni téze pfimky,
uréime porovninim pfisluSnych ¢lenii z obou rovnic (1),
(2) soufadnice dotykového bodu:
a2 b2
Xg=— =—.
0= Yo q
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Jelikoz dotykovy bod [x,, ¥,] leZi jak na elipse, tak i na
jeji ten€, obdrzime po dosazeni jeho soufadnic, napf. do
rovnice (1) vztah

a®  b?
Frte=h

z n&hoZ uréime

b=}%]/p2 — atkde (0 <a < p).

Obsah elipsy je tedy
S=-rcab=%7. al/pz——?‘=%qvm

Stali opét zkoumat jen vyraz pod odmocnitkem, nebot
koeficient "—IZ je konstanta. Soulin a2 (p? — a?) se skladd

z Ciniteld, jejichZ soudet je roven p? a tudiZ konstantni,
Proto soucin nabude maximilni hodnoty, kdyZz

a? = p? — g?

¢ili pro
a=2)7

Pro vedlejsi poloosu pak vychizi
b=31z,

takZe obsah hledané elipsy bude
S mazr — % T pq.



Na obr. 10 je naznalena konstrukce hlavni poloosy hledané
elipsy. Nad polovinou del$i uhlopficky kosodélnika je
sestrojen Ctverec; polovicni délka jeho ihlopficky je veli-
kost poloosy elipsy.

Priklad 4. (Obr. 11.) Uvnitf krugnice o poloméru r je ddn
bod P, riizny od jejiho stfedu. Timto bodem vedte dvé na sebe
kolmé tétivy AC a BD tak, aby étyfithelnik ABCD, sestro-
Jjeny spojentm koncovych bodi tétiv, mél maximdini obsah.

Obr. 11.

Oznafme vzdélenost bodit O, Pa=OP (0 <a <7)
a vzdélenost stfedu kruZnice od t&tivy BD x = OF (viz
obr. 11).
Obsah ¢tyfihelnika je
S =31 AC.BD = 2BF.AE,

kde E je stfed tétivy AC a F stfed tétivy BD.



Podle Pythagorovy véty plati
BF = |[r* —x% AE =|r* —OE: = |r* — (@®—x.
Obsah &tyhihelnika je pak
S=2)0* - .0 — a® + x%),

kde x spliiuje nerovnosti 0 < x < r. JelikoZz soulinitelé
pod odmocnitkem maji opét konstantni soucet, maximum
nastane, kdyz

rP—x2=1r—a®+ 2
¢ili pro

a —
X = 7 VZ .
Ctendfi se mohou lehko presvédlit, e v tomto pfipad&

budou obé tétivy téze délky a hledany &tyfihelnik bude
tedy rovnoramennym lichobéZnikem o obsahu

Smax = 2"2 —_ az.
PHi feleni jsme mlcky pfedpoklidali, Ze Zidna z Ghlopficek
étyfihelnika neprochazi stfedem kruZnice, tj. Ze x > 0.
Pfipustime-li moZnost x = 0, je vznikly ¢tyfihelnik deltoid
o obsahu .

S=2r l/r2 — a2

Lze viak snadno dokizat, Ze pro kaZdé @ = 0 je
2 —a2>2r|r—d%

takZe vysledek zlstiva v platnosti.

PFiklad 5. (Obr. 12.) Obrazec sklidajict se z obdélnika
o rozmérech x, y a rovnostranného trojihelnika o délce stran
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x md predepsany obvod 1. Urlete rozméry obrazce tak, aby
Jeho plosny obsah byl maximdlni.

Obr. 12.
Obvod obrazce je
1 =3x 4 2y,
z CehoZ
_1-3
y - 2 .
Obsah obrazce pak je

2 o
S=xy-|-%_l/3 =x(y +%V3)=

I —3x x5
—+(+ 5 )3)
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S=3RI—-6—134;
e L. l . . X Taed
Cislo x je z intervalu (0, ?) a proto tim spiSe pro né plat
2]
O<x<————
6—)3°’
&eho? hned pouZijeme. Vytkneme-li toti? vyraz 6 — |/3,

obdrZime
S=6_V3.x( 21_—x)’
4 6—)3

kde oba posledni ¢initelé jsou kladni. JelikoZ jejich soucet
x4+

— — x je opét konstantni, maximum soucinu

6—|3
nastane, kdyz
__a4__ .
6—)3 ”
¢ili
=———l M
6—)3°
pak 1613
1I3—-V3) _ =
-3
Y61 6 -13)
a
lﬂ
Smaz=__.
4 (6 —13)
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P¥iklad 6. Urcete rozméry rotainiho kuZele, ktery md pii
daném konstantnim povrchu S nejvési objem.

Oznacime-li pismenem x polomér podstavy kuZele, pis-
menem y vy$ku kuZele, je povrch (podstava 4 plast)

S=nx2+-n:xl/x2—|—y2.

Objem kuzele je
V=13nrx?y.
Ze vztahu pro povrch plyne
(S —mx?)? VS (S — 27+
VT e - 13 @

Aby vyraz pod odmocnitkem byl pfi x > 0 kladny, musi
x vyhovovat podmince

S
0<x <Vﬁ'

Dosadime-li do vyrazu pro objem za y podle (3), obdrZime

V=13.x}/S(S— 2'rrx2)=VT—§]/x2.(S—21rx2).

Pro vySetfeni maximilniho objemu kuZele je rozhodujici
vyraz x2 (S — 2x x?), ktery lze dale upravit na tvar

21 x? (2% — xz) .
JelikoZ soucin x2 (j—n - x2) ma konstantni soucet {initeld

27



rovny Z—i » nastane maxirngm, kdyZ bude

S
x=_——— x%

2r
4.
2x2 = E— ,
odkud
x=1% V— .
Pro vysku y pak vychdzi

y= —=2xV_

Ze viech rotacnich kuZeld daného povrchu S mé tedy
maximilni objem kuZel, pro jehoZ primér podstavy 2x
a vySku y plati

2x:y=1: Vf 5
jeho objem je

Jor
Vmaz = WS VS

Priklad 7. (Obr. 13.) V trojuhelntku je ddn obvod
a +'b 4 ¢ = 2s. Uréete délky stran tohoto trojuhelnika tak,
aby rotact trojithelntka kolem jedné z nich vzmklo téleso nej-
vétsiho objemu.

Ulohu si rozdélime na dvé &isti.

Oznacme c stranu, kolem které trojiihelnik rotuje a pfed-
poklidejme nejprve, %e jeji délka je pevnd. Urdime délky
zbyvajicich stran tak, aby té&leso vzniklé rotaci mélo (pfi
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daném c¢) nejvétsi objem V. Oznaime-li # = CD (viz obr.
13) vysku piisluSnou ke strané ¢, vychizi pro objem t&lesa
vzniklého rotaci

V=4}nhAD + 3= i?. DB = Lk ¥

C' Obr, 13.

Poné&vadZ délka strany ¢ je podle pfedpokladu konstantni,
bude mit uvaZované rotaéni téleso nejvétsi objem tehdy,
kdy% vyska % bude nejdelfi. V tomto pfipad¢ musi byt
rovnéZ obsah uvaZovaného trojuhelnika maximdilni. Hle-
dime tedy podminku, pfi které bude miti trojihelnik
o daném obvodé& 2s a délce jedné strany ¢ nejvétdi obsah.

Podle Heronova vzorce plati, Ze obsah trojihelnika je

S=ViG=a) G=B) =a), kde s — %”“ .
JelikoZ s, s—¢ jsou konstanty, hledime maximum souéinu

(s—a) (s—b).

*) Na obr. 13 leZi pata D vysky CD mezi body 4, B a tomu odpo-
vidd n4§ vypolet objemu rotalnfho télesa. RozvaZte sami, 2e kdyby
pata D vyiky CD padla do nékterého z bodl A4, B nebo vne Gselky
AB, zda by vy3lo pro objem V opét V = lyzmhic.
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Ponévad? soucet jeho Cinitel
s—a+s—b=2s—(a+b=c
je konstantni, nastane maximum soucinu pfi rovnosti
s—a=s—2"b
¢ili pro
a=y>".

Hledany trojihelnik bude rovnoramenny.

|
|
|
|
'h
L
- '—'—JT ________ 0 _
AN X | X /B
\\\ Il / R
\\ | //
N /
|/
\\ i //
v )
C Obr. 14.

Pfikro¢me nyni k druhé isti tlohy. Z prvni ¢asti vime,
%e zvolime-li si stranu ¢, leZici v ose rotace, musi zbyvajici
dvé strany byu téze délky, takZe trojuhelnik ABC je
rovnoramenny. Zavedeme-li v ném oznaCeni podle obr. 14,
dostavime pro obvod 2s

2s=2x -+ 2y
a z toho
y=s—x



Podle Pythagorovy véty plati
K= y% — 2

takZe pro objem V rotaéniho télesa vyjde

V=%7rh22x= -g—'rchz.x=%1rx(y2—x2)=
2 2 2
=37 [(s—x)? — x?],

neboli
4 s
V —?ﬂSX(7— x).

JelikoZ 4 w s je kladna konstanta, hleddme maximum sou-

3
2[5 —x
3 .
Ponévad% soudin m4 opét konstantni soulet {initeld, na-
stdva maximum, kdyz

éinu

¢ili pro

Hledané velikosti stran jsou tedy

S AC=BC=1s

4B =5, 4
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Jinymi slovy: Aby rotaci trojuhelnika daného obvodu 2s
kolem jedné jeho strany vzniklo téleso maximalniho obje-
mu, je tfeba volit trojuhelnik rovnoramenny, jehoZ délky
stran jsou v poméru 2 : 3 :3, pfiemZ krat$i strana leZi
v ose rotace. Objem Vnmaz vzniklého rotaniho télesa pak je

Obr. 15. '

P#iklad 8. (Obr. 15.) Nddoba rvaru rotaéntho vdlce je po-
stavena na vodorovné podlofce a naplnéna kapalinou do
vysky h. V jaké vyice x je tieba navrtat otvor do stény nddoby,
md-li kapalina, kterd jim bude vytékat, dopadnout na podloz-
ku co nejddle od stény nddoby? (TlouStku dna pfi vypoctu
zanedbejte!)

Z Torricelliova vzorce plyne pro vyjtokovou rychlost
vztah m
o= VG [2].



kde g [—] je gravitacni zrychleni: Podle vzorce pro drihu

volného pidu trvd pad kapaliny I/z? vteFin, Vzdélenost d

mista dopadu kapaliny od stény nddoby je ddna soulinem
vytokové rychlosti a Casu potfebného k dopadu kapaliny, tj.

d=1)2¢(h — %) - Vz—x=2]/x(h—x).
Ponévad’ vzdilenost d bude nejvetsi, kdyz i jeji tverec
bude nejvétsi, stali proto zkoumat jen soucin
x(h — x).

JelikoZ jeho Cinitelé maji op&t konstantni soulet, nastane
maximum soufinu pfi

x=h—x,
tj. pro
-
=5

Pro tento ptipad vyjde vzdilenost dmaz mista dopadu od
stény niddoby rovna vychozi vysce hladiny v nddobé:

dmaz == h.

V mechanice se shleddvime s tilohami, které jsou roz-
feSeny v pfikladech 9 a 10.

PFiklad 9. (Obr. 16.) Urcete nejvétsi ohybovy moment
rovnomérné zatiZeného prostého nosniku délky 1, ktery spocfvd
svymi konci na dvou podpordch.

Ohybovy moment M (x) na nosniku v uréitém fezu je
din algebraickym souctem jednotlivych momenti
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Obr. 16.
M(x) = ZPlai od vné&jsich sil Py, které pisobi po jedné

1

stran€ fezu. (Symbol a; zna¢i rameno sily P; & fezu x.)

Celkové zatiZeni uvaZovaného nosniku je Q = ¢/, kde ¢
je zatiZeni na jednotku délky nosniku vCetné vlastni vahy.

UrCime nejdifive podporové tlaky, tzv. podporové re-
akce. Jsou to sily, které splfiuji statickou podminku rovno-
vahy ve svislém sméru.

A=B=1}ql

Oznalme x vzdilenost roviny fezu od levé podpory, kde x
spliiuje nerovnost
0<x <l

Ohybovy moment je din vztahem
2
M(x) = Ax — qx%= dqglx— g .%= tax (1 —x).

JelikoZ 1g je konstanta, soustfedime své tGvahy jen na

souCin
x.( —x).



Podle tvah z pfedchazejicich pfikladi nastane maximum
zminéného soudinu, kdyz

x=1—x
l

x=?.

Cili

Pak nejvétsi ohybovy moment rovnomérné zatiZeného
prostého nosniku je uprostfed jeho délky a rovnd se

1 l 1
Mmaz = %q . 7 (l —7) =§ql2'
Nosnik se dimenzuje na maximélni ochybovy moment.

Priklad 10. (Obr. 17.) Uréete polohu jefdbového wvoztku
(kocky) na prostém nosniku, p¥i které bude nosnik namdhdn
nejvétsim ohybovym momentem, jaky milfe vzniknout pod
levym 2z obou biemen.

Q

2

V][~

=

AF

e O —

Obr. 17.
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Oznatme A, B reakce v podporich, ! délku nosniku, a
vzdilenost os jefdbového voziku (tzv. rozvor), x libovolnou

vzdalenost bliZ§iho kola voziku od levé podpory a -% pod-

porové tlaky jefabové kocky.
Z podminek rovnovihy vypoteme podporovou reakci 4.

Al=%—(1-x) -I—%(l—x—a)
-

221(21 x—a), kde 0 <x<l—a.

Ohybovy moment ve vzdalenosti x od levé podpory je
vyjadfen vztahem

M(x)=Ax=%x(2l—a—2x) =

Q2x(2l—a—2x)

Jelikoz soudin 2x (2! — @ — 2x) m4 konstantni soudet
roven 2 I — a, dosihne uvaZovany soudin nejvétsi hodnoty,
kdyz

neboli

2x=21—a— 2x

x=5(1—%).

Maximdlni ohybovy moment je

_9/ a®
Mmaz—T(l a +ﬁ)
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Nevznikne tedy, jak bychom ocekavali, nejvétsi ohybovy
moment uprostfed nosniku, nybrz v bodé, ktery je vzdalen
o &tvrtinu rozvoru od stfedu nosniku.

Pii feSeni piedeslych deseti uloh jsme se opirali o vétu 5
uvedenou na str. 17, pfiemZ — v souladu s tim, co bylo
feceno v pfedmluvé — zcela ustoupilo do pozadi ,,funkcni
hledisko“. NepouZivali jsme ani termind ,maximum
funkce nebo ,,lokdlni extrém®, které jiZ byly zavedeny;
kdybychom chtéli citovanou vé&tu a rozfeSeni ulohy formu-
lovat s pouZitim pojmu funkce a pojmu extrému, znéla by
tato véta takto:

Funkce y = x (s — x), kde s > 0, md v intervalu (0, s)

maximumv bodé x = %

Pfedn& uvaZme, e omezeni defini¢niho oboru na interval
(0, 5) tu neni podstatné. Souviselo to — v ptivodnim znéni
véty — s tim, Ze jsme se pfi vyhleddvani sCitanct s konstant-
nim kladnym souétem (zde s) a maximalnim soucinem jiZ
pfedem omezili jen na s¢itance kladné. Projdete-li si vSak
postup na str. 16, shleddte, Ze na vysledku se nic nezméni,
pEipustime-li jako séitance libovolnd redlni éisla. Dokonce
ani pfedpoklad s > O tu neni nutmy.*) Plati tedy:

Vé&ta. Funkce y = x (s — x) md v intervaly (— o, o)

maximum v bodé x =-%.

Funkce y = x (s — x) je jen zvlidStnim pfipadem kva-
dratické funkce y = ax® + bx + ¢ (@ = 0). Nyni uréime
extrémy této funkce v intervalu (— oo, o). Pro zjednodu-
feni zdpisu budeme vySetfovat funkci f(x) =y —c=

*) Pfedpoklad s > 0 odpovidad pfedpokladu a > 0 na str. 16, ktery
Zfejmé neni podstatny.
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= ax® + bx, kterd ma zfejmé extrémy v tychZ bodech jako
funkce y = ax? + bx + ¢, a rozdélime vySetfovani na 3
pfipady:

I. Necht a > 0, b = 0. PiSme

f(x)=ax® + bx = ax(x +%).

Cinitelé ax i (x + %) maji pro ka?dé x o dostatetng velké

absolutni hodnotd (]x[ >

jich souin ]e kladny a rostouci prostou hodnotou argu-
mentu x miZe nabyvat libovolng& velké hodnoty Funkce f
(a tim i funkce ax® 4 bx + ¢) tudi¥ nemd v intervalu
(— oo, o) maximum.

Pro vyhled4ni minima této funkce pouZijme vy]édfen.i

f(x)= —a.x (—x —E) .

i‘) stejné znaménko, takZe je-

a

Lehko odvodite, Ze soulin x ( —x — %) nabyvd pro
vhodné argumenty x kladnych hodnot.*) Existuji tedy
argumenty, pro které jsou funkéni hodnoty f (x) zdporné.
Proto ma-li funkce f v intervalu (— oo, o) minimum, je
to Cislo zdporné a funkce ho nabyvé v tom bodg, ve kte-

b . b
*) Je-li-— > 0, jsou to argumenty x z intervalu (— . ,0) , je-li
a

b b
— < 0, jsou to argumenty x z intervalu (O, — —) .
a a -
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rém je soulin x (—x — 7) nejvétsi. Jde tu viak o sou-
b

¢in s konstantnim soultem Ciniteltt x + (—x - <) =

= — % » jehoZ maximum nastivé podle véty 5 pro x =

= —2i V bodé. ——imétedyfunkcefaUmdunkce

ax® + bx + c¢(a >0, b = 0) minimum.

II. Necht a < 0, b = 0. Viimnéme si funkce —f (x) =
= — ax® — bx. Koeficient kvadratického ¢lenu je zde opét
kladny, takZe podle pfede$lého odstavce nemd funkce
—f(x)(@a <0, b= 0) v intervalu (— o, =) minimum

, . —b b
a nabyv4 maxima v bodé — 2= " 24" Podle véty 3

na str. 14 to znamend, Ze pro a <0, b = 0 nemd v inter-
valu (— oo, o) funkce f (x) = ax® + bx (a tim i funkce
ax* + bx + ¢) minimum, ale nabyvd v bodé x = — A

maxima. 2a
III. Necht b =0, a = 0. Tu je f(x) = ax® ProtoZe
funkce y = x* zre)mé nemd v intervalu (— oo, o) maxi-
mum a minima nabyvd v bodé x = 0, plati pro extrémy
funkce ax?® + bx + ¢ (b = 0) stejné zavéry jako v bodech
I 'a II. O tom se lehko sami pfesvédCite.
MiiZeme tedy shrnout:

Ve&ta 6. Kvadratickd funkce y = ax* + bx + ¢ nemd pro
a >0 v intervalu (— oo, =) maximum. Minima nabyvd
v ~bodé’—2b—a. Proa <0 nemd funkce y = ax® 4 bx + ¢
v intervalu (— oo, o) minima a nabyvd maximavbodé — %
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Oba pfipady (z¢ < 0, a > 0) jsou zndzornény na obr.
183, b; grafem funkce y = ax? + bx + ¢ je — jak vite —
parabola.

a<0,b>0,c <0,

b '_, b
2a C—'E>O.
ﬂ\

0 }

y=axtbx+c

Obr. 18a.

P¥iklad 11. Kladné &slo a rozlofte na dva séitance tak,
aby soucet druhych mocnin téchto Cisel byl nejmensi.
Oznacime-li ob€ hledana &isla x, z musi platit, Ze

x+z=a ¢))

y=axt4 2 )
md byt minimélni. Ponévad2

pfi¢emZ Cislo

z=a—x,



y .
y =aX2*bX*C
Cc
: Obr. 18b.
! X
0 -6 | "
] 2a l‘_ a>0,b<0,c>0,c—u> 0.

obdrZime po dosazeni do rovnice (2)

y=a+(a—
¢ili
y = 2x* — 2ax + a*.

Tato funkce nabyva podle véty 6 v intervalu (— oo, )
minima pro
—2a _a
2.2 27
Soucet druhych mocnin s¢itanci pak je
Ymin = % . a%

Poznimka. Uloha rozloZit kladné &islo a na dva séitance
tak, aby soucet druhych mocnin séitancii byl maximilni,
je podle véty 6 nefefitelnd.

x=—
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P#iklad 12. (Obr. 19.) Po dvou pfimych silmicich, které se
kolmo protinagi, se pohybuji komstantnimi rychlostmi dvé
vozidla smérem ke k¥iZovarce. Za jal y cas t budou obé vozidla
sobé nejblize, jsou-li jejich vzddlenosti od kfiZovatky v oka-
msiku t po fadé k a I?

‘ Vzt Obr. 19,
J vyt

k

Rychlost prvého vozidla je v,, druhého vz.' Vzdilenost
d (1) obou vozidel v okamZiku z, + ¢ lze vyjadfit podle
Pythagorovy véty vztahem
d@®) =V — vt + I — vat)?

Bude-li d nejmensi, bude i dvojmoc d? nejmensi. Stadi
proto zkoumat jen funkci

f@® =Gk — o) + (I — vet)?

neboli
f@) = @ + 07 — 2 (kvy + lvp)t + R* + 2,
ObdrZeli jsme kvadratickou funkci argumentu ¢, jejiZ. koe-
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ficient v,® 4+ v,? pfi kvadratickém ¢&lenu je kladny. Podle
véty 6 mé tato funkce minimum v bodé&

ko, + v,
t= 2.
;% + 5
P#iklad 13. (Obr. 20.) Do étverce o dané whlopticce u
vepifte obrazec tvaru kitZe sloZeného ze dvou stejné Sirokych

pruhil, soumérnych podle thlopiiéek tak, aby plosny obsah
kFiZe byl nejvétdi.

.
1

Obsah kfiZe S je pfi oznaleni podle obr. 20.

) S=4x*— 4 (x — )}
pfi¢emz
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a argument x splfiuje nerovnost

2 <x<s

6 2°
Vyloudime-li y, obdrZime pro obsah vztah

2
S=4x2—4(2x —%)

dili
S = —12x% 4 8ux — u

Tato kvadratickd funkce nabyva podle véty 6 maximdlni
hodnoty pro

pak
u
y=-—¢>

takZe obsah hledaného obrazce je
1

S mazr — ? . uz.
Dosadime-li do vysledného obsahu stranu Ctverce podle

vztahu u = a}/2 vychazi, %e obsah kiZe zaujima dv& tfetiny
obsahu daného ctverce

Smaz = 3 . az.

3

Poznédmka. Piiklady 1—10 z této kapitoly miZeme téZ
fesit pravé uvedenym zpusobem. To je zfejmé, nebot véta
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5, o kterou se opirala podana feSeni pfiklada 110, je jen
diisledkem véty 6, o kterou se opiraji feSeni pfikladu 11,
12 a 13.

Cuiceni

1. Do rovnoramenného trojihelnika o zdkladné z a k nf pifsluiné
vysce h vepiSte obdélnik nejvétiiho obsahu. [x = {z;y = 3A]

2. Do kruhové vyse&e o poloméru r a stfedovém thlu 2 a < 7 vepiste
symetricky dle osy vysele rovnoramenny trojiuhelnik s hlavnim
vrcholem ve stiedu oblouku tak, aby obsah trojﬂhelnika byl maxi-
maélni, [a) Je-lia < 60°, pak vjska h = } .

b) proa =2 60°jeh =r (1 — cosa)]

3. Do rotaéniho kuZele o poloméru r a vy$ce s vepiste rotaéni vé.lec
o nejvétsim plasti. [Polomér x = }r; vyska v = }.4)

4. Do koule o poloméru r vepiSte rotaéni valec nejvétdiho plasté.

[Rovnostranny" vilec o poloméru é 1/2_ ]

5. Vykon turbiny N je funkci po&tu obritek n. Urdete poet obritek
tak, aby vykon turbiny byl maximdlni, jestlize vykon je vyjadfen
vztahem N = an — fn®. Koeficienty jsou napi. a = 0,45543

m?kg mkg a
,» B = 0,0010344 -1. = — = 220.
[5°]# [ O L
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3. kapitola

EXTREMY GONIOMETRICKYCH
FUNKCf

V této kapitole se budeme zabyvat Glohami, jejichZ feSen{
spoCivd v podstaté v urceni extrémii goniometrickych
funkci. Pfedpokliddme, Ze Ctendfi vEdi, e.funkce sin x

nabyva lokilniho maxima v bodech x = (4% + 1) % , kde
k je Cislo celé a lokdlniho minima nabyva v bodech x =
= (4k — 1)% (k celé). Funkce cosx nabyva lokélniho
maxima v bodech x = 2kn (k celé) a lokdlniho minima
v bodech x = 2k + 1) = (& celé). Tyto znamé vlastnosti

funkci sinus a kosinus, jakoZ i véty 1 a 2 (str. 12—14)
zcela postaci k feSeni nasledujicich ptiklada této kapitoly.

Piiklad 14, (Obr. 21.) Do pilkruhu o poloméru r vepiste
trojithelnik s vrcholem ve stiedu krusnice tak. aby jeho obsah
byl maximdini.

0 Obr. 21.
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Obsah trojiihelnika je
S = 4}risina

PonévadZ polomér r je konstantni, zdvisi obsah trojihel-
nika jen na velikosti stfedového whlu a, ktery se miZe
ménit v intervalu

O<a<m
JelikoZ funk&n{ hodnota sin a je v uvaZovaném intervalu
nejv&tsi pro a = —, je hledany trojithelnik pravothly.

Jeho obsah bude
S maz — %Tz.

X

¥

Obr. 22.

P#iklad 15. (Obr. 22.) Uréete rozméry a tihel stén vodntho
pitkopu, jehoZ profil md rvar rovnoramemného trojihelnika
o predepsaném obsahu S tak, aby soucet bolnich stran byl
minimdinf (tzv. nejmensf omoleny obvod).

Poznidmka. Takovym profilim, které maii pfi kon-
stantnim ploSném obsahu nejmensi omoceny obvod, Fikd-
me v hydraulice hydraulicky nejuyhodnéjsi profily.

Obsah trojihelnika je

S=}bsing,
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odkud pro stranu b vyplyvé

b= l/ 25
sina

a pro omoceny obvod dostidvime
0=2b= 2V 2S

sina

Funkce O = 2V?—S nabyvé minima, kdy? zlomek —2>.
sina sina

je minimdlni. To — pfi konstantnim ¢itateli 25 — nastane,

bude-li jmenovatel sina roven jedné, tj. pro a = _;E.(Mu-

si totiZ zfejmE byt 0 < ¢ < =.) Timjeloharozfe$enaauva-
Zovany profil bude tvaru pravoihlého rovnoramenného
trojuhelnika. Pro §ifku pfikopu x vyjde

x=2|/S
a omoceny obvod ma délku
Omin == 2V2_S.

P¥iklad 16. (Obr. 23.) Ktery z obdélniki md pii dané délce
uhlopricky u nejvétsi a) obsah b) obvod?

a) Oznacime-li strany obdélnika a, b, pak plati (pfi ozna-
Ceni podle obr. 23)
a=u.cosp, b= u.sing¢,

kde thel ¢ splfiuje nerovnost
0<p<—
14 3"
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QObsah obdélniku je
S = a.b = u?.sin ¢ cos ¢.

Ponévadz sin ¢.cos ¢ = }.sin 2 ¢, upravime obsah obdél-

nika na tvar
S = }.u%.sin 2 ¢.

a

Obr. 23.

Obsah obdélnika bude nejvétsi, kdyZ funkce sin 2p bude
maximdlni.
PoloZme tedy

¢ili

sin2¢ =1,

| 3

q):

Hiledany obdélnik bude ¢tvercem o obsahu
S mazr — i‘. uz.
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b) Obvod obdélnika je
O =2(a + b) = 2u(cosp + sinp) =

- 2u[s'm (g— ) + simp].

Vyraz v lomené zdvorce upravime podle vzorce

a+p a—f
5 COS—5—)

sina 4+ sinf = 2 sin

takZe pro obvod obdrzime

_ . t—4¢
O—Zu[ZSmT.cos ) ]

. . ™ . Y .
JelikoZ hodnota sin —- jekonstantni, nastane maximum pro

4
Tn—4¢
cos ) =1,
¢ili pro
n—4¢
4 =0
tj. pro
=T
‘p—4'
Pak .
Omaz= 2uV2.

Vysledny obrazec je opét Ctverec.:
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Ptiklad 17.(0br. 24.) Ye ddna $itka $titu domu 2a. Fakou
odchylku @ maji mit st¥esni roviny od vodorovné roviny, aby
destové kapky stékaly od hiebene stiechy k okapu v nejkratiim
case.

qQ—-~

Obr. 24.

(Poznidmka. Nebudeme hledét na tfeni a odpor vzdu-
chu.)
Jak zndmo, je zrychleni télesa pohybujiciho se po naklo-

néné roviné dano soudinem g singp, kde g [%] je gravitaéni

zrychleni a ¢ velikost hlu, ktery svird naklonéna rovina
8 rovinou vodorovnou. Pro drdhu s, kterou urazi téleso pfi
tomto pohybu za dobu ¢, plati

s= }gsing.r%
Odtud pro dobu ¢, potfebnou k vykonéni drihy s vychazi

gsmgo_ l/ gsmcp cosgp

T
ebot pfi nas zna¢ =92 kde O —.
nebot pfi naem oznaleni je s cosp” <qp<2
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Zavedeme-li je$té do posledniho vyrazu funkci dvojndsob-
ného thlu, vychdzi pro dobu ¢, kterd md byt minimdlni,

; _V 4a
) gsin2p”

Podobné, jako v pfede$lém pfiklad€, nastivd tu minimum
pro sin 2 ¢ = 1, tj. pro

4
‘P’—‘T:

—_ 7
tm{n = ZVi .
g

Jak je vidét, nezavisi volba nejvhodnéjsi odchylky na Sifce
Stitu.

pak

PFiklad 18. (Obr. 25.) Z plechu tvaru kruhové vysece
o poloméru r a stfedovém dhlu 2 a < = vykrojte soumérné
dle osy vysete obdélnik tak, aby odpad materidlu byl mini-
madlni.

Zavedme oznaceni r, X Y5 2 @ a podle obr. 25. Pak
FfeSeni tdlohy spocwa v urCeni velikosti dhlu @ (0 < ¢ < a),
pfi kterém bude mit hledany obdélnik maximdlni obsah.
Pfi naSem oznaceni je

x=rsingp, z+y=rcosg a 2= xcotga,
odkud
y=rcosp — z = r(cos ¢ — sin ¢ cotg a).

Pro obsah S = 2xy vySetfovaného obdélnika tedy mame

. cosa
S = 2r2% sing. — -
r2. sin @ (cos«p sing sma)
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1

Obr. 25.

¢ili 2 .
S = Sing Si09 sin (a — @)

UzZitim vzorce
sin a, sin a, = % [cos (@, — a;) — cos (a; + ay)]

Ize vyraz pro S jeté upravit na tvar
7'2
S = Sina [cos 2 — a) — cosal.

Ponévadz a a r jsou dané konstanty, bude obsah obdélnika
nejvétsi, kdyZ funkce cos (2¢ — a) nabude nejvétsi hod-
noty.

PoloZime tedy

odkud

cos(Qg —a)=1,
29 —a=2kn (kcelé).
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Vzhledem k podminkim 0 <2a <7, 0 <¢ <a md
pfedesla rovnice jediné feSeni

=2
@ = 2 .
Obsah hledaného obdélnika je

PFiklad 19. (Obr. 26.) Z bodu O je vymr$téno pod sihlem
@ téleso poldreini rychlosti vy. Uréete elevaéni vihel o tak, aby
téleso dopadlo co nejddle od bodu O.

Y

| N d
1 //\\

Obr. 26.

Ulohu budeme Fesit za pfedpokladu, %e drdha télesa leZi
ve svislé rovin& (pfi stfelb& tomu tak neni) a Ze rovina,
na kterou téleso dopadne, je kolma k roviné drihy, ale
nikoli nutn& vodorovna. Velikost jeji odchylky od vodo-
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rovné roviny oznaéme a. Na obr. 26 je situace zndzornéna
v fezu svislou rovinou. Rovina dopadu je znézorn&na pfim-
kou OM. Vodorovn4 a svisld pfimka prochdzeji bodem O
jsou na obr. 26 oznaleny po Fadé& pismeny x a ¥y a miiZeme
je dale povaZovat za osy soufadného systému. Poloha vy-
mritén¢ho télesa v okamZiku r je uréena soufadnicemi

kdeg [%] znadigravitadnizrychleni. Vyloulenim promén-

né ¢ z t&hto rovnic dostdvime rovmici kfivky, po které
se téleso pohybuje:

_ __ &

y=x1ge 2002, cos?g’ @
Vidime, %e je to rovnice paraboly prochdzejici poéitkem,
jejiZ osa je rovnob&Znd s osou y. Stanovme nyni soufadnice
bodu dopadu M. Bod M lezi — v naSem znizornéni —
na parabole a na pfimce, kterd nim znézordiuje rovinu
dopadu a ma rovnici

y=x.tga.

Dosadime-li odtud do rovnice (1), dostivime po tipravé
rovnici

£X
x(tga— tgw +21}02. coszq})=

Jeden kofen této rovnice je x, = 0, coZ je souFadnice bodu
O vychoziho bodu drihy vymr$téného t&lesa. Druhy kofen
x, urime anulovdnim vyrazu v zdvorce:

gx

tga — tgg + 2 v,%cos?p =0,
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odkud

. 2 v,y2 cos’p (sin ¢ cos a — cos @ sin a)
2 =

£.Cos acos g

¢ili
2 9,2

Xo =
g.cosa

- . cosg . sin (p — a).

Tento vyraz se da jesté vyhodné upravit podle vzorce
cos a, sin a, = } [sin (a, + a,) — sin (a; — a,)]
na konelny tvar

V2 . .
Xy =———[sin (2¢ — a) — sin a].
s = s lsin 29 — @) —sind]
Je patmno, Ze prvni soufadnice bodu M zivisi na velikosti
uhlu ¢ a na konstantich a, v,. Ponévadz hleddme nejvzda-
len&jsi bod na naklonéné roving, kterého miZeme dosih-
nout pfi téZe pocitedni rychlosti v, musime najit maximum

ce
d(p) =sin 2 ¢ — a).

sin(2gp —a)=1.

PoloZme proto

Z této rovnice a ze samozfejmych podminek 0 < ¢ <Z.

T

7 <a<g pak vyjde jediné FeSeni

T a
=7 + 7
Zkoumdme-li dopad na vodorovmou rovinu, pak a = 0,
takZe hledany elevadni thel je ¢ = _}.
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Poznamenejme, Ze v balistice jsou pro pfipady a > 0,
a < 0 zavedeny terminy pitvrdceny a odvrdceny svah.

Konstrukce feSeni. Jsou sestrojeny osy x, y a polo-
ptimka OM. Sestrojime osu dhlu, jehoZ rameny jsou polo-
pfimka OM a kladna ¢&4st osy y. V horni poloroviné vytaté
osou x vedeme ve vzdilenosti 4#*) rovnob&Ziu d s osou x.
Jeji prisecik se zmin&nou osou thlu oznz:éme N a vedme
jim kolmici na polopfimku OM. Pata F této kolmice je
ohniskem a pfimka d fidici pfimkou paraboly, kterd zni-
zoifiuje drahu vymrsténého télesa.

P¥iklad 20. Uréete délky stran pravouhlého trojihelntka,
ktery md p¥i konstantnim soultu odvésen nejkratsi pfeponu.

Ozname velikosti odvésen trojuhelnika a, b velikost
pEzpony ¢. Ma-li jeden z ostrych ahla trojihelnika velikost
®, je (pfi oznaleni a + b = k)

¢ (cos @ + sin @) = k,

¢ [sin(% - ) —}—si.ncp] = k.

Uzitim stejné tipravy jako v pfiklad& 16 dostdvime rovnici

tj.

. T t—4p
2csm—Icos — = k
¢ili
cJ/2 cos ;ﬁ= k,

*) i je maximalni vy3¥ka, kterou by dosahlo téleso vymriténé kolmo
3
vzharu (h = v_o) .
2z

57



odkud
_ 3

N Vfcos(%— go) .

Minimum pro funkeci ¢ nastavi, je-1i cos (-Z — qo) maximal-
ni, tj. pro
=T
@ = 4 .
Je tedy B
Cmin = i_ = k_l/g.
V2 2

a hledany trojuhelnik je rovnoramenny.
Danou lohu je mcZno Fesit i uZitim véty 6. Je totiZ

=a4+ b =a+ (k— a2 = 24> — 2ka+ k2

Minimum pro ¢ > 0 nastane prdvé kdyZ ¢®> bude mini-
mdlni, tj. bude-1i kvadraticky trojclen

2a% — 2ka 4+ k3



4. kapitola

EXTREMY NEKTERYCH FUNKCI
LOMENYCH

V této kapitole rozfe$ime né&kolik tloh, v nichZ v podstaté
ponejvice plijde o urCeni extrémi funkce tvaru y =

=k (x + %) . Proto nejprve najdeme extrémy této funkce

v obecném pfipadé (pro rizné koeficienty &, A) a pfi feSenf
jednotlivych uloh vyuZijeme véty 7, kterd je uvedena
pozdéji, a do které shrneme vysledky zkoumdni uvedené
funkce.

Pro nase uvahy bude uZite¢na nerovnost

la-+b|=2/ab, (ab =0) ¢))

jejiZ spravnost si ovéfime.
Pfedpoklidejme nejprve, %e merovnost (1) plati. Pfed-
poklad ab = 0, uveder,y v nerovnosti (1) je oviem nutny
k tomu, aby jeji pravé strana méla (v oboru redlnych &isel)

smysl.
Umocnénim dostdvdme z nerovnosti (1) nerovnost

(a + b)? = 4 ab,
a®+ 2ab -4 b = 4ab,

tj. nerovnost

neboli
a?—2ab+06220,

kterou lze zapsat ve tvaru
(a—b2=0. (2)
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Platnost nerovnosti (2) je zFejmd; pravé tak je zfejmé, Ze
rovnost
(@—b2=0

nastdva pravé, kdyz a = b.

ProtoZe v pfipadé ab = O plyne také obricené ze vztahu
(2) vztah (1), je spridvnost nerovnosti (1) ov&fena a navic
je zfejmé, Ze rovnost

|a+b|=2)ab

dostaneme pravé tehdy, kdyZ a = b.

Viimnéme si jeSté pfedpokladu ab = 0, ktery jsme museli
ulinit. Pfipad ab = 0 neni zajimavy a nerovnost ab > 0
plati ve dvojim pfipadé:

a)Je-i a>01id>0,
b)jeli a<0ib<0.

Oznacime-li pro druhy pfipad —a = ¢, —b = d, nabyva
nerovnost (1) tvaru

(—c —d) = 2|cd,

tj. —| —c—dj z2)cd
Cili
¢+dz2)cd. 3
Dosazenim za ¢ = —a, d = —b dostaneme
a+ b= —2|ab

MuizZeme tedy shrnout:
Jsou-li a, b libovolni kladni &isla, je

a+ b z2)ab, 4



pfiemZ rovnost nastdvd pravé v pfipadé a = b; jsou-li
a, b libovolna ziporn4 Cisla, je

a+ b= —2|ab, (5)

pfifemZ rovnost nastdvéd opé&t pravé jen v pfipad€ a = b.
Té&chto z4vérd nyni pouZijeme k vySetfovini extrému

funkce f (x) = x + % (4 > 0) nejdfive v intervalu (0, ).
Necht 4 > 0. Polokme a = x, =% . Utvobme funkei

f@=x+4.

Tato funkce ma v intervalu (0, ) podle nerovnosti (4)
minimum pravé, kdyz

X = 7 3
tj. pro _
x = |[[4.%)

JelikoZ soudet x + i:- zfejm¢ muZe nabyvat v (0, =) libo-

volnfE velkych hodnot, nemd funkce f v tomto intervalu

maximum. A
V intervalu (— o, 0) je x < Oa? < 0, takZe funkce f

m4 v tomto intervalu podle nerovnosti (5) maximum pro

v A
x 3
— . A4 i ,
*) Refenf x = — VA rovnice x = - tu nepfichizi v 1vahu, nebot

pfedpokladime x > 0.
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t). pro _
x=— |4
JelikoZ soucet x + %zi‘eimé miZe nzbyvat v (— oo, 0)

libovolné malych zdpornych hodnot (tj. v absolutni hodnot&
libovolné veltych hodnot), nemé funkce f v tomto inter-
valu minimum.

K odvozeni véty 7, kterd konecné hovofi o extrémech
funkce y = % (x + %), stadi jiZ jen pouZit véty 3 (str. 14).

Véta 7. Je-li k > 0, md funkce y =k (x + i;:—)(A >0)

v intervalu (— oo, 0) maximum v bodé x = —|/A a nemd
v tomto intervalu minimum. V intervalu (0, o) nemd maxi-
mum a md minimum v bodé x = |/ 4.

Je-li k <O, md funkce y =k (x +%) (A4 >0 vin-

tervalu (— oo, 0) minimum v bodé —VZ a nemd v tomto in-
tervaly maximum. V intervalu (0, o) nemd minimum a md
maximum v bodé V A

Na obrazcich 27a 28 jsou grafy funkce y = & (x + %)
pro pfipady # < 0,4 >0ak >0, A > 0. Presvédéte se
sami, %e funkce y = k (x + %) nemad v intervalech (— ,0)
a (0, =) extrémy, je-li A ziporné.
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=kx 4

\<,
n

f(x)=k(x+%) Obr. 27.

Ay &

PR
/ foo=k(x+<=) Obr. 28,
| k20,450
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PFiklad 21, (Obr. 29.) Uréete rozméry vodniho ndhonu,
jeho pritoény profil je obdélnik o daném obsahu S tak, aby
Jeho omocleny obvod byl co nejmensi.

) 4

P’

y
Obr. 29.
Obsah profilu je
S=xy
a omoceny obvod md délku
O0=x+2y.

Vylouenim y z t&chto rovmic obdrZime pro omoceny
obvod vztah
28

O=x+—.
x

Podle véty 7 m tato funkce minimum pro x = }/28. Pro
druhy rozmér y vychdzi y = } }J/2S.
Rozméry ndhonu navrhneme tedy v poméru

x:y=2:1
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Pfitom omoceny obvod bude
Omin =2 Vﬁ
P¥iklad 22. (Obr. 30.) Vrcholem A daného obdélntka

ABCD vedte polopiimku, kiterd stranu CD see v bodé E
a prodlougenou stranu BC protind v bodé F tak, aby soulet

usecek DE + BF byl nejmensi.

C

F
X |
D 3
A B
Obr. 30.
Oznadime-li

AB=CD=a; AD=BC=b; DE=x;CF =z,

pak
DE4+ BF=x+ b+ 2.
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Z podobnosti trojithelnikit A AED a A FEC vyplyvi
vztah
x:b=(a—x):2;
z toho
_b.(a—x)
| ==
takZe

DE+BF=x+b+b'_@x_*x)= ab

x+x.

Podle véty 7 nabyvd tato funkce své nejmensi hodnoty
v disle

x = |ab,
(DE + BF)min = 2)/ab.

Tim je uloha rozfeSena a tseCka x se d4 snadno sestrojit
podle Euklidovy véty. (Viz obrazek!)

z ¢ehoZ

P¥iklad 23. Olové’ny akumuldtor md elektromotorické na-
péti U [V] a vnitfni odpor R [Q] Faky nutno zapojit vnéisi
odpor x, abychom ziskali nejvétsi vykon ve vnéjsim proudovém
okruhu?

Podle Jouleova zdkona je vyxon N mé&feny ve Wattech
ve vn&j§im okruhu dén vztahem

N=x.I* [W],

kde x je hledany odpor a proud I je vyjiddien podle Ohmova
zdkona

U
I'=s75 Wl



Vyzon je tudiZ vyjidfen

N— Utx U?
(x+RE (x+RE
x

Vykon bude nejvétsi, kdyZ vyraz ve jmenovateli bude nej-
mensi (U je ddno). Hledejme tedy minimum funkce

fay=E R

R?

v intervalu (0, ).
JelikoZ 2R je konstanta, sta¢i zkoumat jen funkci

f@=x+

Podle véty 7 m4 tato funkce v intervalu (0, ) minimum
pro x = R.

Vy:on N bude nejvétsi, kdyZ vné&j§i odpor bude roven
vnitfnimu. V tom pfipad¢ bude

Nma:: =E-

4R

Reseni dalSich tloh spodiv4 v stanoveni lok4lniho minima
obzcnéjsi funkce f (x) = & (x + é), kde vyrazy ka A4 jsou
kladné konstanty.
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P#iklad 24. (Obr. 31.) Uwnitf pdsu roviny omezeného
rovnobézkami p, q lesi bod A, jehos vzddlenost od pFimRy p
je a, od pFimky q je b. Urcete pravouhly trojithelnik AXY
s pFeponou XY tak, aby jeho vrchol X byl na pfimce ga Y
na pfimce p, a aby jeho obsah byl minimdlni.

L‘—x_——!

i

|
Pl y P
[
|
a |
I
|
+ |
b |
| I
r |
Q X 9
Obr. 31.
Obsah S hledaného trojihelnika AXY je
S — AX.AY
2
Z podobnosti trojithelniki A AQX a A YPA vyplyvd
AX = b.AY ,
x

kde x = PY. Dile je podle Pythagorovy véty
AY = V& T a5
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bAY?
S= 2x _( + aZ)

b at
S=§(x+T).

PonévadZ —g— > 0, mé funkce S v intervalu (0, o) minimum
pro

X = a.

QX = b,
¢imZ je urlen zbyvajici vrchol trojihelnika. Pro obsah na-
lezeného trojihelnika vychizi
S min = a.b.

Trojthelnik AXY bude mit minimdlni obsah, kdyZ osa
pravého tblu u vrcholu A bude rovnob&nd s pfimkami

P q

PFiklad 25. (Obr. 32.) Jaké rozméry md mit profil okna
slofeny z obdélntka a prilehlého pilkruhu, aby p¥i daném
plosném obsahu S byl minimdlni obvod?

Je-i x=a, je

Zavedeme-li oznaleni podle obr. 32, je obvod profilu
O=2x+2y+ nx

S=2xy+ }nx
VylouCenim proménné y z vyrazu pro obvod obdrZime

a jeho obsah je

O=2x—|-1}1:x+g-
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Cili
T S
0= (2+3) 5+

Vytknutim dvoj¢lenu pfi x upravime funkCni pfedpis na

tvar
28
O=4+T: et 4—{—7:).

X

2

Obr. 32.

Dostdvime opét funkci typu f (x) = & (x + %), kterd na-
byvé svého minima v oboru (0, =) pro
/28

44w

X =
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Z podminky, Ze y > 0, vyplyvé omezeni defini¢niho oboru

funkce na interval (O,I/ ) Cislo V y _;_S‘ je tedy
z tohoto intervalu, takZe fesi nasSi ilohu. Minimdlni obvod je

Omin == st (4 + 11:).
Druhy rozmér okna, y, vychdzi pfitom

_ V 28 _
44+
P#iklad 26. (Obr. 33.) Na vodorovné jednozvratné pdce
visi ve vzddlenosti a,, ay, ay od osy pdky postupné biemena
Oy, Oy, Q3. Hmotnost paky pFipadajz’cz’ na jednotkovou délku
pdky je q. Pdka se udrzuje v rovnovdze v bodé B svisle vzhiru

pusobzcz silou F. Uréete délku pdky tak, aby sila F byla nej-
mensi.

'
aJ
Q-
.,
! T
A | B
\F
Q, }
Q,
Q,
Obr. 33.
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Podle momentové véty, kterd Fk4, e moment vyslednice
se rovnd algebraickému sou¢tu momentl jednotlivych slo-
Zek, plati

F.x = a,0, + a;Qs + a30;3 + g¢x. %:
z &eho?

F=}gx+ a1y +a282 + ast’

kde x je hledand délka piky. Vytkneme-li konstantu%,
obdrZime

2(a,0y + a0 + a505)
F= % x-+ q .

x

Jevidét, Ze F je opét funkce typu & (x + ) V intervalu
(0, >) md minimum pro

x = 1/2 (@191 + 50, + a5Qs) .
q
Pro toto x vychazi minimdlni sila

Fnin = qu (8,0 + 2,05 + a50y).

Obdobné by se fesila tloha, kdyby byl na péce zavéen
libovolny pocet bfemen Q.

PFiklad 27.(Obr.34.) Na strdnce knihy md zaujimat text
obsah S em®. Horni a doinf okraj stranky md mit ${¥ku a cm,
pravy i levy okraj b cm. Jaké majt byt nejuyhodnéjsi rozméry
strdnky, aby se na vyusténi knihy spotfebovalo co nejméné
papiru?

72



o

X

Obr. 34,

Oznadime-li $ifku strinky x, vySku strinky y, pak obsah
textu na jedné strince je
§=(x—2b)(y — 2q);

. S
Y=%—%

Obsah celé strinky je
S
P=-=xy—-x(x__2b

odtud vyplyvé

+ 2a.

+2a).

Na vyt§téni knihy se spotfebuje nejméné& papiru tehdy,
kdyZ obsah P bude za uvedenyjch pfedpokladi minimélni.
PoloZime-li x — 2b = 2, je



= S +——+2az+4ab.

— (2 + 2b) (% ) 26S

Funkce P ma minimum, mi-li minimum funkce

268 a
f(2)= 202+7= 2a z+'z— .

Podle véty 7 mé tato funkce minimum pro

_]/73
-/

Pak rozméry strianky jsou

x—2b+]/ —2a+]/-ab§.

Pozndmka. Z vyznamu argumentu z odvodte sami
definitni obor funkce f a ovéfte si, Ze Cislo V%‘S je jeho
prvkem.

Zavérem této kam'toly si odvodime je$té lokalni minimum
funkce g (x) = —F° kde f je kladnd konstanta. Z od-
vozeného vasledku pak vyslovime Fe$eni pfikladu ¢&. 28.

Pro naSe uvahy bude potfebné ovéfit si nejdfive sprav-
nost nerovnost

Ixy
x+y? ©

kde x + y > 0. Snadno se pfesv&dCime, Ze rovnost nastane
jen v tom jediném pfipadé, kdyZ x = y.

x+y2

4



Dukaz. Po vyndsobeni nerovnosti dvojClenem x + y
obdrZime
(x+ ) 2 4xy

x2—2xy 43220

(x—yr 0. Q)
Dospéli jsme tedy k témuZ zévéru jako u nerovnosti (1)
(str. 59). ProtoZe v pfipadé x + y > 0 vyplyvéd téZ obri-
cené ze vztahu (7) vztah (6), je sprdvnost nerovnosti ové-
fena.

PFiklad 28.(Obr. 35.) fak daleko je tFeba umistit predmét
od tenké Solky (spojky) o ohniskové délce f, aby vzddlenost
jeho skuteéného obrazu od pFedmétu byla nejkratsi?

HIH

4

neboli
¢ili

M

Obr. 35.
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Vzdélenost pfedmétu od obrazu oznaCme
l=x+4 Y

kde x je vzdélenost pfedmétu od Colky a y je vzddlenost
Cocky od obrazu. Z optiky je zndmo, Ze pro tenkou &ocku
plati vztah

1 1 1

=ty =7 ®
i

y =24

Hled4me tedy lokdln{ minimum funkce

l=g)=x+y= x+;—;}'

neboli
xﬂ
gx) = x_—f_ )

kterd je obecn& definovéna v intervalech (— os,f),(f, =)
(viz obr. 36).

Pozndmka. Pro nasi ilohu mé v3ak v{znam jen interval
(f, o), ve kterém nabyvad funkce g (x) kladnych hodnot.
Pro tyto hodnoty x > f vytvéfi totiZ Cocka skuteény obraz,
ktery miZeme zachytit na stinitku.

Nyni stanovime lokilni minimum funkce g (x) v inter-
valu (f, ). Z rovnice (8) vypocteme ohniskovou délku f:

_ X
f_x+y
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g(x) = L

x-f

Obr. 36.

UZijeme-li nerovnost (6), obdrZime
x+y = 4f

Za pfedpokladu 0 < f < x bude souet x + y nejmensi,
kdyZ nastane rovnost, to znamend, kdyZ x = y.

Potom
x=2f rovné&k y=2f
a pak
lmln. = 4f.
Cuident

1. RozloZte dané kladné &slo 4 na dva &initele x, y tak, aby jejich
soudet byl minim4lni, [x=y»= VZ]
4 + log?x

[log x = 2]
logx

2. Najdéte minimum funkce y =
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3.

78

7
Rychlost Sifeni vinéni ve vod& je iuméma vztahu l/— + % ,kde
a

a je konstanta. Urdete vinovou délku A tak, aby rychlost $ifeni byla
minimélni. [A=a]

. Celkovy vykon W vyzifeny kazdym kilometrem elektrického vedeni

Z’

3 + b, kde I je proud v 4,R je odpor v 2 na
1 km délky, ¢, b jsou veliliny nezavislé na I a R. Jaky odpor vodiée
musime zvolit, aby tento ztritovy vykon dany uvedenym vztahem

byl co nejmendi? [R ¢t ]
I

je W=IR +

. Do dané elipsy o poloosich a, b vepi$te rovnoramenny trojihelnik

s vrcholem v koncovém bodé¢ hlavni osy tak, aby obsah trojihelnika
byl maximalni! 3
¥ [Vﬁka wojihelntka a]



5. kapitola

EXTREMY KUBICKE
A BIKVADRATICKE FUNKCE

V posledni kapitole rozfeSime né&kolik uloh, které vedou
k vyhleddvini extrému kubické funkce f(x) = ax® +
+ bx? 4 cx +d (a + 0)afunkcef (x) = smx(l + cos x).
Pfedem je nutno fici, Ze u téchto funkci uZ nevystatime
s tak elementarnimi prostfedky jako v predeslych kapito-
lach. Uvahy o extrémech t&chto funkci nds nakonec vzdy
piivedou k obrattim vlastnim tzv. diferencidlnimu poctu.
Nechceme to {tenafi zastirat, naopak, upozorfiujeme ho
na tuto okolnost. Existuji dost populdrni publikace, ve
kterych jsou zalitky diferencidlniho poltu vyloZeny piH-
stupnou formou*) a je jen uZiteCné, podniti-li Cetba t&chto
stranek asport nékteré mladé Ctenafe k tomu, aby po tako-
vych publikacich sihli. Na druhé strané v$ak je nutno
uvézit, Ze cile i prostfedky této kniZecky jsou jen skromné,
takZe v dal$im textu nelze oCekdvat vic neZ niznak jisté
metody a vysledkil, které pfindsi. V zavéru je§té upozor-
nime na otizky, které tu nebudou dofeSeny nebo dokonce
ani poloZeny.

Hned na zatitku pfedloZime Ctenafi jednu vétu, jejiz
platnost je snad sice oCividna, ale jejiZz-dikaz neuvddime
na tomto misté pro jeho obtiZnost.

Vé&ta 8. Necht funkce f je spojitd v uzavieném intervalu

*) Z mnoha takovych jmenujeme aspofi Havliékdv Diferencidini pocet
pro zaldtelniky.
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<a, b>. Funkce f nabyvd v intervalu <a, b> viech hodnot
lezicich mezi &sly f (a), f (b).

Véta 8 v podstaté fikd, Ze pfechdzime-li ,,spojizé” od
disla f (@) k ¢&islu f (b), nemiZeme pfitom vynechat Z4dné
Cislo leZici mezi nimi. Jde o jednu ze zdkladnich vé&t dife-
rencidlniho poctu, ze které vyplyvéd dalsi véta, majici pro
nés velkou dileZitost:

V&ta 9. Necht funkce f je spojitd v jistém okolf Ozq bodu x,,
ve kterém nabyvd lokdIntho extrému. Pak v levém okoli bodu

X, existuje aspori jeden bod x, a v pravém okolf asporfi jeden
bod x, tak, ze f (x,) = f (x,).

Obr. 37.

Provedeme dukaz (ktery muZete sledovat na obr. 37)
pro ptipad, Ze funkce f nabyva v bod¢ x, lokdlniho maxima.
Podle definice lokdlniho maxima existuje takové okoli
(xo— 68, %+ 6) (6> 0) bodu x, Ze v intervalech
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(xo —d, %) a (xg % + 6) jsou funkéni hodnoty f (x)
vesmé&s mensi neZ Cislo f (x,). Vezméme Cisla x” = x, — 2 ,
x = X + —2' .

I Je-li f(x") = f(x"), oznalime x”" = x,. ProtoZe je
f (") = f(x") <f(x), nabyvé funkce f podle véty 7 aspoii
v jednom bod¢ x, z intervalu (x,, x"), ktery je €asti inter-
valu (xo, xy + 6), hodnoty f (x") = f (x,). Je tedy f (x) =

II V pripadé f(x) < f(x") bychom oznalili »" = x
a analogicky bychom dokazali existenci bodu x, v intervalu
(%9 — 0, x,), pro keery f (x,) = f (xy). .
Tim je dikaz proveden, ale z dokdzané véty plyne jeSt&
daleko silnéjsi tvrzeni. Funkce f nabyva podle véty 8 v in-
tervalu (x,, x,), ktery je Casti okoli (x, — d, x,), vSech hod-
not mezi ¢isly f (x,) a f (x,). VSech téchto hodnot viak také
nabyvd v pravém okoli (x;, x, + 4), nebot v tomto okoli
leZi Cislo x,, pro které f (x,) = f (x,). MiiZeme tedy pova-
Zovat za dokazanou i nisledujici vétu.

Véta 10. Necht funkce f je spojitd v bodé x,, ve kterém
nabyvd svého lokdlniho extrému. Pak existuje nekoneiné
mnoho dvojic &isel x,, x, (x, z levého, x, z pravého okoli bodu
Xo), pro kieré f (x,) = [ (x3). .

Vezméme nyni kubickou funkci f(x) = ax3® + bx% +
+ ¢x + d(a # 0) a pfedpoklidejme, Ze v bod& x, nabyva
lokdlniho extrému. Pak v jistém okoli bodu x, existuje ne-
konedné¢ mnoho dvojic Cisel x;, x, (¥, < %y < %), pro
které je f (x,) = f (xp), tj. pro které

ax,®+ bx,®+ cx; + d = axy?+ bx*+ cxp + d,
a(xP— )+ b (P~ 2)+c(x; —x)=0
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a po vytknuti
(21 — %) [a (2 %+ 21200 + 2,3 + b (3, + xp) + ¢] = 0.
ProtoZe je x; + x,, plyne odtud pro nekonetné mnoho
dvojic x;, x,, Ze
a (%24 %1% + %2 + b (%, + x,) +¢c=0.

Pfedstavme si nyni, Ze¢ zvolime dvojici x,, x, Cisel stile
bliz8ich a bli2Sich &islu x,. Dojdeme tak k zivéru, Ze
posledni rovnost plati v i ptipadé, Ze v ni &isla x; a x,
nahradime &islem x,, tj. Ze plati

3ax,® + 2bxq+ c= 0. @

Tim jsme odvodili podminku, kterd musi byt splnéna,
nabyvi-li funkce f v bodé x, lokdlniho extrému, tj. nutnou
podminkou pro extrém.

Y foxor=x+1

/ :

Obr. 38.



Jednoduchy pfiklad viak ukazuje, Ze podminka (I) neni
postacujici. Pro funkci f (x) = x® + 1 (obr. 38) je leva
strana rovnice (I) rovna 3x,%. Pro x, = O spliiuje tedy
funkce f (x) = x® + 1 podminku (I), ale pfesto v tomto
bodé& — jak je vidét z obrazku a jak lze také pocetné ukizat
— neexistuje ani lokdlni maximum, ani lokdlni minimum.
Proto hledime podminku, kterd by doplnila podminku (I)
na postacujici k tomu, aby kubickd funkce mé&la v bodé
x, lokdlni extrém. Naznacime jiZ jen struéné odvozeni
takové dop]ﬁujim podminky.

Utinime nyni jet® ur&itéj3i pfedpoklad. Necht funkce f
nabyvd v bod¢ x, lokdlniho maxima. (Podminka (I) se ty-
kala obou piipadii — maxima i minima.) Podle definice
existuje takové redukované okoli bodu x, v némZ pro
vSechny argumenty x je

f &) <f (%)
a(x®— %3+ b(x® — x%) + c(x— x) <O,

Vyjdeme-li z této nerovnost, pak po né&kolika dpravach
(mezi né&Z patfi uZiti podminky (I) a po té déleni kladnou
mocninou (x — x,)%) dostaneme nerovnost

a(x+2x)+ b <0,

Z ni po podobné uvaze, jakd byla provedena pfi odvozeni
podminky (I) (x se neomezené bliZi k x, a je jim nahrazeno)
vychédzi podminka

3ax, + b < 0. (1Ia)
Lze ukdzat, Ze podminky (I) a (IIa) jsou jiz postacujici
pro to, aby funkce f (x) = ax® + bx* 4+ ¢x + d nabyvala
v bodé& x, lokdlniho maxima. Zcela obdobné bychom doli

k podmince (IIb), o které hovoii véta 11, shrnujici vysledky
téchto tvah.
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Vé&ta 11. Kubickd funkce f(x) = ax®+ bx®+ cx + d
miuge nabyvar lokdlntho extrému jediné v takovém bodé x,,
pro ktery je

3ax,® + 2bxy +c=0. @
Je-li splnéna podminka (1) a plati-li jesté
3ax, + b <0 (IIa) nebo 3ax,+ b >0 (IIb),

nabyvd funkce f v bodé xy lokdIntho maxima, piipadné minima.

Priklad 29. Vyhledejte (pokud existujf) lokdlni extrémy
funkee f (x) = 2x% — 15x% — 36x + 5.
Podminky (I) véty 11 zni pro danou funkci takto:

. 6x0_2 - 30x0 — 36 - 0,
tj.

x02—5x0—6=0.
Relenim kvadratické rovnice zjistime, %e funkce f muZe
mit extrémy jedin€ v bodech x, = 2 nebo x, = 3. Pro
xo == 2 ie tu

6x, — 15=—-3 <0,

je tedy splnéna podminka (I1a) z véty 11 a funkce f nabyvé
v bod€ 2 lokilniho maxima. Pro x, = 3 je

xo— 15=3> 0,

takZe je splnéna podmmka (IIb) véty 11 a funkce f nabyvé
v bod¢ 3 lokdlniho minima.

PFiklad 30. (Obr. 39.) Ze étverce plechu o strané a mdme
v rozich vystfihnout CtvereCky tak, aby nddoba vzmkld
ohnutim okraji zbytku (jak je naznaCeno na obr. 39) méla
maximdlni objem.
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a-2x —-f——wa—J Obr. 39.

Je-li x délka strany vystfizenych Ctvereckil, je objem
nddoby
= (@ — 2x)%. x = 4x® — 4ax? 4 a’x.
Jde tedy o urceni maxima kubické funkce V (x) =
= 4x% — 4ax® + a®x vzhledem k intervalu (0 2)
Hledejme nejprve maximum vzhledem k intervalu
<O, %> . Lokdlni maximum funkce V (x) nastane podle

véty 11 v bod€ x,, pro ktery jsou splnény podminky @
a (I1. a), tj. pro ktery je

12x,2 — 8ax, + a*> =0
12x, — 4a < 0.
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Tyto podminky jsou splnény pro
a
xo == ? 9
pfiemz

2
Vmaz =V (xo) = '57— ad.

Dile je V (0) = V(%)=o. Proto je &slo V (x;) > 0

maximem funkce V vzhledem k intervalu <0, %\> (podle
véty 1) a toto Cislo je podle véty 4 také jejim maximem
vzhledem k intervalu (0, %) . Cislo xy = —g—je tedy jedi-
nym feSenim dané dlohy.

Rekli jsme ji¥, %e probirané dlohy povedou vétsinou
k vyhleddvini extréml vzhledem k otevienym intervaliim
(jako v poslednim piiklad€). Pravé pouZitého postupu
(vyhledani extrému vzhledem k ,,8irSimu intervalu a apli-
kace véty 4) budeme v dalSich pfikladech uZivat jiZ bez
podrobného zdivodnéni.

P#iklad 31. (Obr. 40.) Stanovte rozméry x, y obdéintko-
vého trdmu vytesaného z vdlcového kmene o konstantnim
praméru d tak, aby jeho unosnost byla maximdlni.

Unosnosti trdimu zde rozumime maximélni ohybovy
moment, ktery muZe trim pfenést pfi zachovipi pfede-
psané bezpecnosti. Tento maximdlni ohybovy moment je
podle nauky o pruZnosti a pevnosti ddn vzorcem

Mmax=0' . W,
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d
3

Obr. 40.

kde ¢ je dovolené napéti uZitého materidlu (v naSem pfi-
pad¢ dfeva) a 1
_— 2
6 ¥
je tzv. prifezovy modul. V naSem pfipadé hleddme tedy
maximalni hodnotu veli¢iny W.
Podle Pythagorovy véty plati
Y2 =d% — &2,
takze 1 1
—_ = 2 w2Y .t (424 48
W—6x(d x?) 6(dx x9).
Hledime maximum funkce f(x) = —x2 + d%, jejiZ de-
fini¢ni obor je zde interval (0, d).
Funkce f md podle v&ty 11 lokilni maximum v bod€ x,,
pro ktery je 324 d2=0

a —3x, <0.
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To je bod

d =
Xo — ? V3,
ktery patfi do intervalu (0, d).
Dile je
2 -
fO=f@=0, flx)=75d3>0,
takZe Cislo d
xo = —3— V3

je jedinym feSenim nasi wlohy. Pro druhy rozmér obdélnika
Yo vychazi d o B
Yo =?V6 = xOVZJ

takZe rozméry hledaného obdélnika budou v poméru
a pak Xo:yo=1:)2
& =
Wmaz == ﬁ V3.
Ze vztahu
d
x02 = d . ?
vyplyva konstrukce fefeni, pfi které uZijeme Euklidovy
véty.

P¥iklad 32. (Obr. 41.) Od svételného bodu A je ve vzddle-
nosti a stied koule o poloméru x, ktery je mensi nef a. Jak
velky md byt tento polomér, aby = bodu A osvétleny kulovy
vrchlik mél nejvétsi obsah?

Zavedme oznadeni podle obr. 41. Pak obsah vrchliku je

S=2nxh



a podle Euklidovy véty plati

x2=a(x—h),
z CehoZ
ax — x2

h =

a Obr. 41.

Vyloudenim % z vyrazu pro vrchlik obdrzime
_ 2 3
S= = (ax? — x3)

a hleddme maximum funkce f (x) = ax®* — x® v intervalu
(0,a). Véta 11 ddva pro lokdlni maximum této funkce
podminky
2ax, — 3x,2 =0,
a
a — 3x,<0.
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Ty jsou splnény pro
2

x0=—3—a.

Je £(0) =f (@) = 0, f (¥) = opra* > 0. Vbod x= 5 a

m4 tedy funkce f a tim i funkce S = ZTT: fmaximumvzhle-
dem k intervalu (0, a). Pro obsah vrchliku dostdvime

PFiklad 33.(Obr. 42.) Nddr#na voddrenské vé3i se sklddd
ze svislého kruhového vdlce o dané vysce a, dole ukonceného
kugelem o témse poloméru podstavy a o strané délky 3a.
Ub'rfé'ete vysku kutele a polomér tak, aby nddrs méla maximdlni
objem.




Objem nédrzZe je
V=Trr2a+—‘":—r2x=1|:r2 a—I—ix
3 3 ?

kde x je vySka kuZele.
Podle Pythagorovy véty plati 2 = 9a® — x2, takZe po vy-
louceni 7? dostdvame objem jako funkci argumentu x,

V=mn(9a3+ 3a%> x — ax?* — } x3).
Dostiavame opét kubickou funkci, jejiz defini¢ni obor je
interval (0, 3az) a kterd md lokdlni maximum v bodé& x,,
spliiujicim podminky

x>+ 2ax; — 322 =0, —xy—a <0
tj. v bod&

xo = da.
32

Je V(0)=9ma® V (3a)=0, V(xy) = —7ra3 takZe
V) >V(©0)iV(x)>V(3a)a fu.nkce V(x) nabyva
v bodé x, = a maxima

Vmaz = -?2—1'! aa

3
vzhledem k intervalu (0, 3a). Pro polomér nadrZe vychéazi
r = 242
Pfiklad 34. (OBr. 43.) Do parabalické tisece vyt‘vor’ené
parabolou 20y = x* a pFimkou y= h vepiste rovnoramenny

lichobétnik se zdkladn..mi rovnobéZnymi s osou x o nejvétsim
obsahu.
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Obr. 43.
Zvolime-li oznadeni jako na obr. 43, je obsah lichob&z-
nika
S=(c+x)*—y)

Z rovnice paraboly vypolteme y a dosadime:

x? cx? x°
S-(c—}—x)(h —»2?)—110 = — o
Funkce S nabyva lokdlniho maxima v bodé x,, je-li
3 C —o, ___°
szo pxo—i—h—O, > p<0,

., je-li .
xo _ =

3
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Pfi vypoctu jsme uZili vztahu 2ph = ¢?, ktery plyne z rov-
nice paraboly. Uloha omezuje defini¢ni obor funkce S na
interval (0, ¢). Je

16 ¢® 32

SO =he, S =0, S () == g he.

Z &sel S (0), S (c)s S (xo) je S (x,) nejvétsi, tak¥e vskutku
nabyva funkce S (x) v bod€ x, = < _maximavzhledemk in-

3
tervalu (0, ¢); hledany lichob&2nik mé& obsah
16¢8 32
Smaz = S (%0) = g = 7 b

V ptikladech, které uviddime nakonec, je tfeba najit
extrémy funkce f (x) = sin x (1 + cos x). K tomu pouzi-
jeme funkce y = axt + bx® + dx + e. Uvahy zcela ob-
dobné uvaham, které nids dovedly k vysloveni véty 11,
umoZiuji dokazat tuto vétu:

Véta 12, 1) Bikvadratickd funkce f (x) = ax* + bx ® +
4 cx? + dx + e miZe nawwvar lokdlniho extrému jediné
v takovém bodé x,, pro ktery je

dax,® + 3bx2 + 22x, 4+ d = 0. (I11)

2) Je-li spinéna podminka 111 a plati-li jesté
6ax,? + 3bx, + ¢ <0 (IVa) nebo 6ax,® + 3bx, + ¢ >0
(IVb), nabyvd funkce f v bodé x, lokdlntho maxima pFipadné

mimma.

Pt¥iklad 35. Najdéte Ilokdlni extrémy funkce f(x)=
= (1 — x®) (1 + x)* v intervalu (0, 1).
e

f@E)=—x*—2x34+2x+ L.



Podminka III véty 12 tedy pro funkci f zni
—4x® — 6252 +2 =0,
2x03 + 3x02 _ 1 = 0.

Snadno zjistime, Ze jednim kofenem této rovnice je islo
—1, takZe ji Ize napsat ve tvaru

(% + 1) 2x® + 2 — 1) = 0,
nebo jesté lépe ve tvaru
(%o + 1)2(2x, — 1)=0.
V intervalu (0, 1) m4 tato rovnice jediné feSeni
X =1
pro n¢ je také spln€na nerovnost
—6x,2 — 62y <0,

tj. podminka IVa z véty 12.
V intervalu (0, 1) ma tedy funkce f (x) = (1 — x?) (1 + x)?
jediny lokdlni extrém a to lokalni maximum v bod€ x, =

Pro ¢ z intervalu <0 —> poloZme

Pak cos t = x.
fFE) =00 —2)A + %2 = (1 — cos?) (1 + cos ),

tj.

f@E)=0—x*1 + x)? = [sinz (1 + cos 7))

V pfedeslém piikladu jsme uk4zali, Ze funkce f (x) ma pro
x z intervalu (0, 1) jediny lokdlni extrém, a to lokdlni maxi-
mum pro x = 4. Odtud plyne, Ze funkce
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y=[sin z(1 + cos £)]*m4 pro ¢ z intervalu (03 3 ) jediny

extrém a to lokdlni maximum v bod€ ¢ = ?, (nebot

cos %= 3). Totéz viak muZeme tvrdit o funkci y =

= sin ¢ (1 + cos t), vzhledem k tomu, Ze tato funkce na-

byvé v intervalu (0,12“_) vesmés kladngch hodnot. Pro 1= 0
je sin z (1 4 cos t) = 0, pro t=% jesinz(1+cost) =
3|3

=4 aprot=%jefunkcesint(l+cost)=l.

Plati tedy véta 13:

Véta 13. Funkce f(x) =sinx (1 + cos x) mid v bod&
% = — maximum vzhledem k mtervalu 0, N

3 N2/

PFiklad 36. (Obr. 44.) Do obrazce omezeného polovinou
elipsy a jejf hlavni osou vepiSte rovmoramenny lichobéintk
nejvétsiho obsahu.

Vyjddfime horni polovinu elipsy v parametrickém tvaru
x=a.cost, y=b.siny,
kde parametr ¢ probihd interval < 0, ©>.
Obsah hledaného lichobéZnika je (pti oznaleni podle obr.
) = (@ + %) 3
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kruznice: x = a cost
y=asint

elipsa: x = a cost
y=bsint

JelikoZ x,, y, jsou soufadnice bodu M, ktery leZi na elipse,
musi platit
x; =a.cost, y, = b.sint,

kde velikost dhlu ¢ vyhovuje v tomto pfipadé nerovnosti

™
0<t <7.

Obsah lichobé&Znika miiZzeme napsat ve tvaru
S =ab.sint (1 + cosi).

Hledidme tedy maximum funkce
f@=sint(l 4+ cost)
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(nebot a, b jsou dané poloosy elipsy), které podle véty 13
nastane pro t = % Je tedy

a . 3
x1=acos%=—2—, y1=bsm%=by2_’

Smaz = (@ + %) 3 = % ab)/3.

V ptipadé @ = b = r, kdy polovina elipsy pfejde v ptl-
kruZnici o poloméru r, je hledany vepsany lichobéZnik
maximalniho obsahu polovina pravidelného $estitihelnika

o obsahu Smez = % . rzv 3.

Piiklad 37. (Obr. 45.) Ze 1¥f desek o tése $ifce a se md
zhotovit vodni ndhon o lichobéinikovém prifezu. Urlete
tihel, ktery budou svirat bocni stény se dnem tak, aby pritoc-
ny profil mél maximdlini obsah.

Obr. 45.

97



Pfi oznadeni zavedeném na obr. 45 je obsah profilu S

=(a+x).h
kde
h=asing, x=acosg.

Dosadime-li odtud, vychdzi

S =a?sing.(l + cos¢),
kde oviem je

™
0<o <7.

Je vidét, Ze Feeni tlohy spoivé podobné jako v pfedchd-
zejicim phkladu v nalezeni maxima funkce

f(9) =sing (1 + cosg).
Podle véty 13 m4 tato funkce maximum vzhledem k inter-
valu (0, =\ pr

u ( ' ) pro

_ 3
¢ = 3
Maximalni obsah.profilu je
3 _
Sma,x = z . a2V3.

P¥iklad 38.(Obr. 46.) Z koule o poloméru r se md odstranit
Cdst omezend rotaini vdlcovou plochou, jejis osa prochdzi
stiedem koule. Urlete polomér tohoto vdlce rak, aby povrch
télesa vzniklého z koule po odstranéni vnitini édsti omezené

rotaént vdlcovou plochou byl co nejvétsi.
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Oznalime-li x polomér vyvrtaného vélce a-y polovinu
jeho vysky, pak povrch uvaZovaného télesa je

S=4m? —4nr(r—y)+4wxy.
Pfi oznaeni podle obr. 46 je

x=r.cosp, y=r.sing,

takZe povrch uvaZovaného télesa lze vyjadfit vztahem
S=4nr?.sng(l+ cosg).

JelikoZ tato funkce argumentu ¢ ma z¥ejmé& v na$i loze

defini&ni obor (o, %) m4 tloha jediné Feieni, a to

=T
¢_3'



Hledany polomér kruhového otvoru bude

x=7

a povrch uvazovaného télesa
Smaz = 37’-‘7'21/5.

Cuilent

1. Do rotatniho kuZele o poloméru r a vyice k vepilte rotaéni vilec

nejvétéiho objemu. 2 1 7
x = 3 r o= 3 h

2. Do koule o poloméru r vepiite rotaéni kuZel o nejvétdim plasti.
4 ]
vyska h = —r
3 |
3. Urdete vyiku rotatniho kuZele, ktery md pifi dané strané s nejvétdi

objem. s/37
vyika b =

3
4. Z parabolické ise&e vytvofené parabolou 2py = x? a pfimkouy = h
vytiznéte obdélnik nejvétiiho obsahu.

2
[vi'ﬁka obdélnika 3 h

5. Urdete fozméry kulové tsele, kterd md pii daném obsahu vrchliku

18 = nejvétsi objem. [polokoule r = 3]
6. Uréete rozméry rotaéniho vélce, ktery m4 pii daném povrchu ma-
ximAlni objem. [rovnostranny vélec]
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DOSLOYV

V' posledni kapitole této kniZky jsme naznalili na piikladu
kubické funkce y = ax® + bx® - cx + d postup, kterého se
v diferencidlntm poétu uztvd k vyhleddvdni lokdlnich extrémi
funkci. Chceme upozornit, e jde jednak jen o ndznak mys-
lenkového postupu, a jednak e pFiklad kubické funkce je dost
specidlni. V obecném pripadé bychom se napiiklad neobesh
bez vySetiovdni tzv. neostrych lokdlnich extrémi. Omezeni
na ostré lokdIni extrémy ndm uset¥ilo mmoho prdce a umoznilo
velmi jednoduse formulovatr véty v pdié kapitole. Tim vstm
vSak nechceme Fici, e poldtky diferencidlniho poétu jsou pro
Ctendfe nedostupné. Zdci poslednich t¥id st¥edni Skoly se
s mimi mohou docela dobie sezndmit z dobré populdrni litera-
tury a ziskat tak moznost fesit snadno i komplikované;si
ulohy ne# rty, které jsme zde rozfesily. Seznam literatury,
ktery je zde uveden, miige k tomu byt voditkem.
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