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1. kapitola 

O B V O D O V É Ú H L Y V K R U Ž N I C I 

Dijinice. Obvodový úhel v kružnici je úhel, jehož vrchol 
leží na kružnici a obě jeho ramena jsou sečnami kružnice. 

V obr. la, b, c je znázorněn obvodový úhel s vrcho-
lem C. Jeho ramena protínají kružnici k kromě v C ještě 
v bodech A, B. Úhel ASB se nazývá středový. O ob-
vodovém úhlu ACB říkáme, že je sestrojen nad obloukem 
AB nebo nad tětivou AB. Přitom musíme být opatrní. 
Nad tětivou AB, která neni průměrem, jsou dvojí obvo-
dové úhly; v jedné polorovině, vyťaté sečnou AB, jsou 
úhly ostré, v opačné polorovině úhly tupé. Jestliže AB je 
průměrem, pak obojí úhly jsou pravé. 

Vě ta 1. Obvodové úhly nad tými kruhovým obloukem jsou 
shodné a rovnají se polovinž příslušného středového úhlu. 

D ů k a z , a) Nejprve provedeme důkaz pro případ, že 
jedno rameno obvodového úhlu prochází středem S dané 
kružnice (obr. la). Máme dokázat, že 

C ASB = 2 . < ACB. 

Pro jednoduchost označíme 2«o velikost středového úhlu 
ASB. Všimněme si, že trojúhelník ¿4CS je rovnoramenný 
a proto proti jeho ramenům leží shodné úhly. J<-jich 
součet je roven vnějšímu úhlu při vrcholu S, a to je právě 
náš středový úhel. Proto 
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<£ ASB = <£ + C^S = o + o> = 2o>, 
jak jsme měli dokázat. 

b) V* obr. lb je znázorněna poloha, kde střed S je 
vnitřním bodem úhlu ACB. Přímka CS protne kružnici 
ještě v bodě D a rozdělí obvodový i středový úhel na 
dvě části. Jsou to obvodové úhly ACD, DCB a středové 
úhly ASD, DSB. Z odst. a) již víme, že 

<£ ASD = 2 . <í ACD a <£ DSB = 2 . DCB . 

Sečtením těchto dvou rovnic obdržíme výsledek 

<£ASB = 2. <£ ACB . 

c) V obr. lc je vyznačena další možnost; střed S je 
vnějším bodem úhlu ACB. I zde spojíme body C, S a tato 
přímka protne kružnici ještě v bodě D. Podle odst. a) tu 
opět platí 

<£ DSB = 2 . DCB, < DSA = 2. 
Odečtením druhé rovnice od první dostaneme 

< = 2 . < ACB. 

Tím jsme s důkazem hotovi. 
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Snad bychom si mohli ještě připomenout: jestliže AB 
je průměr kružnice, potom ASB = 180° a ACB = 
= 90° a věta 1 nám v tomto případě dává známou Thale-
tovu vítu. 

Větu 1 doplníme ještě následující větou: 

Věta 2. Jestliže bod Pje vnitřním bodem kružnice (vnějším 
bodem kružnice), pak APB je vélšl (menší) než obvodový 
úhel ACB, přiíemž body C, P leží v téže polorovinl vyťaté 
přímkou AB. 

Důkaz , a) Mějme nejprve případ, že bod P j e vnitř-
ním bodem kružnice (obr. 2a). Přímka BP protne kruž-
nici ještě v bodě C. Víme, že součet dvou vnitrních úhlů 
trojúhelníka je roven vnějšímu úhlu při třetím vrcholu. 
Pro trojúhelník APC z toho plyne 

< ACP + < CAP = to + < CAP = <£ APB. 

Z toho už máme 
« < <£ APB, 

jak jsme měli dokázat. 
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b) Bod P je vnějším bodem kružnice (obr. 2b). 
Přímka BP protne kružnici ještě v bodě C. Podle věty 
o součtu dvou vnitřních úhlů v trojúhelníku platí pro 
trojúhelník APC 

APB + CAP = 
= ACB = ti). 

Odtud 
-¡Ji APB < co. 

c) Může se však stát, že 
přímka BP je tečnou kružni-
ce. Potom bychom bod P 
spojili s bodem A a důkaz 
provedli jako předtím. Kdy-
by i přímka AP byla tečnou 
(obr. 2c),spojili bychom bod 
P se středem S. Tato přím-

Obr. 2c ka protne kružnici k v bo-
dech C, D. Jestliže bod C 
leží s bodem P v téže polo-

rovině o hraniční přímce AB, pak podle výsledku odst. 
b) platí i zde < ACB > < APB. 

Až dosud jsme uvažovali o obvodových úhlech v polo-
rovině ABS. Obvodové úhly v opačné polorovině mají 
velikost 180°—co, neboť podle věty 1 je jejich velikost 
rovna polovině příslušného středového úhlu, tj. polovině 
vypuklého úhlu ASB. 

Z vět 1 a 2 vyplývá, že jen body kružnice mají tu 
vlastnost, že <£ ACB = to. Říkáme také, že z bodu C 
vidíme úsečku AB pod úhlem co. Podle toho lze vyslovit 
větu: množina všech bodů poloroviny ABS, z nichž 
úsečku AB vidíme pod úhlem co (0° < co < 180°), je 
kruhový oblouk. Ještě širší věta je 
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Věta 3. Množina všech bodů v rovinž, z nichž danou úsečku 
AB vidíme pod úhlem to (0° < to < 180"), jsou dva kruhoví 
oblouky soumírni sdružené podle přímky AB. Do množiny však 
nemůžeme polítat samy body A, B. 

Z této věty je patrné, že kružnici můžeme sestrojit 
bodově pomocí obvodových úhlů. 

Věta 4. Ostrý (tupý) úhel sevřený títivou AB, jež není 
průmírem a teínou v jejím krajním bodí,je roven ostrímu (tu~ 
pímu) obvodovému úhlu nad títivou AB. (Je to tzv. úsekový 
úhel.) 

Důkaz (obr. 2c). Střed tětivy AB označme K. Troj-
úhelníky SAK, -4PA"jsou podobné a z toho vyplývá plat-
nost věty o ostrých úhlech. Platí-li však věta o ostrých 
úhlech, platí nutně i o tupých. 

Poznámka. Věta platí přirozeně i v případě, že AB je 
průměr, ale pak je samozřejmá.1) 

Příklady 

1. Jsou dány tři přímky a, b, c procházející bodem 0 
tak, že <£ 6c = a, < ca = (3, < aé = y a přitom sc úhly 
nepřekrývají a platí o nich a + (3 + y = 180°. Z libo-
volného bodu M, který neleží na žádné z daných pří-
mek, spusťme na tyto přímky kolmice a paty označme po 

*) Úvahy můžeme zakončit pomocnou včtou: Obvodové úhly nad 
shodnými kruhovými oblouky jsou shodné a obráceně, shodné nbvodivé 
úhly vytiniji na kružnici shodné oblouky. Důsledkem této věty j<- věta: 
Osa obvodového úhlu prochází slftdem kruhového oblouku, nad nimi. je 
obvodový úhel sestrojen. 
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řadě A, B, C. Body A, B, Cjsou vrcholy trojúhelníka, 
jehož vnitřní úhly jsou a, (3, y a kružnice jemu opsaná 
obsahuje body M, 0. Dokažte. 

D ů k a z (obr. 3). Trojúhelníky MOA, MOB, MOC 
jsou pravoúhlé a mají společnou přeponu MO. Musí mít 
tudíž společnou i opsanou kružnici. Poněvadž boiy A, B, 
Cjsou vesměs různé a leží na kružnici, tvoří trojúhelník 
a jemu opsaná kružnice prochází body M, 0. 

Ještě vypočteme velikosti vnitřních úhlů trojúhelníka 
ABC. Víme, že <£ BOC = a je obvodový nad tětivou BC. 
Ale nad touto tětivou je také úhel obvodový BAC a platí 
tedy 

< BAC - a. 

Poněvadž se totéž dá dokázat pro úhel (3, je tím dokázána 
i druhá část tvrzení. Je k tomu však třeba ještě něco 
podotknout. 
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Obr. 3 byl narýsován tak, že body A, B, C ležely vždy 
v téže polorovině, vyťaté kteroukoliv z přímek a, b, c. 
Je však myslitelný i případ, že např. bod A je vnitřním 
bodem jedné poloroviny, vyťaté přímkou b, a bod C je 
vnitřním bodem poloroviny opačné. Avšak vyslovená 
věta platí i v tomto případě, jak se snadno přesvědčíte. 

však stát, že A = O. Ale i pak platí vyslovená věta. 

2. Danému různoběžníku ABCD opište čtverec. 

Řešení (obr. 4). Hledaný čtverec označme KMLN. 
Vrchol K leží pak na kružnici k sestrojené nad průměrem 
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AD. Protější vrchol L leží podobně na kružnici l opsané 
nad průměrem BC. Poněvadž úhlopříčka KL půlí vnitřní 
úhly čtverce, musí procházet bodem E, který půlí tu 
půlkružnici AD, na níž neleží bod K. Z téhož důvodu 
musí tato úhlopříčka procházet bodem F, který půlí tu 
půlkružnici BC, na níž neleží bod L. Tedy přímka EF 
je úhlopříčkou hledaného čtverce. 

Konstrukce vyplývá z provedeného rozboru. Sestro-
jíme přímku EF a ta protne kružnice k, Iv bodech K, L 
různých od bodů E, F. Strany čtverce procházejí pak 
vrcholy A, B, C, D. 

Nalezený čtyřúhelník je skutečně čtverec, neboř 
<í K = <í L = 90° a přitom je souměrný podle úhlo-

příčky KL. 
Rozpůlením půlkružnice AD získáme dva různé body 

E, E' a podobně na kružnici l obdržíme dva body F, F'. 
Za předpokladu E ^ F má úloha čtyři různá řešení, 
neboť můžeme spojovat body E, Fnebo£", F, nebo E, F', 
nebo E', F'. K tomu je ovšem nutné rozšířit pojem 
„opsaný čtverec" na každý čtverec, jehož strany třeba 
v prodloužení procházejí vrcholy A, B, C, D. 

V případě, že E = F, existuje nekonečně mnoho opsa-
ných čtverců, neboť každou přímku, jdoucí bodem 
E = F, můžeme považovat za úhlopříčku KL hleda-
ného čtverce. 

3. Je dána kružnice k = (S; r) a v ní libovolná tětiva 
AB, která není průměrem. Na tečně v bodě A určíme 
bod C tak, aby AB = AC a aby < BAC < 90°. 
Jestliže přímky AS, BC se protnou v bodě, který ozna-
číme D, pak platí <£ ADB = \ «£ ASB. Dokažte toto 
tvrzení. 

D ů k a z (obr. 5). Úsekový úhel CAB označme a. 
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Poněvadž trojúhelník ABC je rovnoramenný, platí 

c ACB = < ¿ C D = C&4 A (180° — a) = 9 0 ° — 

Úhel ASB je středový a přísluší úsekovému úhlu CAB 
a proto 

lASB = 2 a . 
Nyní již můžeme počítat velikost úhlu ADC: 

<£ ADC = 90° — <£ ACD = i a, 

což je skutečně čtvrtina středového úhlu ASB, jak bylo 
v úloze tvrzeno. 

4. Jsou dány tři body A, B, S neležící v přímce. 
Kolem bodu S opište kružnici k té vlastnosti, že tečny 
k ni vedené z bodů A, B svírají úhel dané velikosti co. 

Řešeni (obr. 6). Sestrojíme množinu všech bodů, 
z nichž je úsečku AB vidět pod úhlem co. Tím jsou, 
jak víme, dva kruhové oblouky. Uvažujme zatím pou-
ze jeden z nich, který leží na kružnici g, a mysle-
me si, že úloha je již rozřešena, takže bod M je průse-
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čík hledaných tečen a, b. Přímka M í j e pak osou tečen 
a, b a prochází středem O toho oblouku AB kružnice, 
který nenáleží naší množině bodů. 

Z toho dostáváme tuto konstrukci. Nejdříve sestrojíme 
kružnici g. Ten oblouk AB, který nenáleží do naší mno-
žiny bodů, rozpůlíme bodem 0. Přímka SO protne 
kružnici g ještě v bodě M. Přímky a = MA, b = MB 
jsou tečny hledané kružnice k, kterou j iž snadno se-
strojíme. 

Kružnice k takto sestrojená skutečně vyhovuje poža-
davkům úlohy. M á střed v bodě S, dotýká se přímek a, 
b, z nichž první prochází bodem A a druhá bodem B. 
Obě tečny svírají úhel předepsané velikosti. 

Úloha má nejvýše čtyři různá řešení, pokud 0 S. 
Bod O' na kružnici g, který půlí delší oblouk AB, vede 
k dalšímu řešení. V tomto případě však kružnice k', jež 
je řešením naší úlohy, leží v tupém úhlu tečen a', b'. 
K uvažované množině bodů náleží ještě kruhový oblouk 
na kružnici gu souměrně sdružený s kružnicí g podle 
AB, a to nás přivádí k druhým dvěma řešením. Jestliže 

/ 

li 

Obr. 6 
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kružnice g nebo gi prochází bodem S, zmenší se počet 
řešení o jedno. Jestliže posléze O = S, m á úloha neko-
nečně mnoho řešení. 

5. Jsou dány tř i různé rovnoběžky a,b,c a na přímce a 
bod A. Sestrojte rovnostranný trojúhelník ABC tak, aby 
vrchol B ležel na přímce b a vrchol C na přímce c. 

Řešení (obr. 7). Mysleme si, že úloha je rozřešena 
a opišme trojúhelníku ABC kružnici k. Označení přímek 
lze provést tak, že př ímka b leží mezi př ímkami a, c. 
Pak přímka b protne kružnici k kromě vrcholu B ještě 
v bodě D. Je patrno, že 

< ADB = <£ ACB = 60°, (a) 
a také 

< BDC = < BAC = 60°. (b) 
Z toho pak plyne tato konstrukce. Bodem A proložíme 

přímku p, svírající s př ímkou b úhel 60°. Průsečík přímek 
b,p j e D. Bodem Z) proložíme př ímku q ^ p, která s př ím-
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kou b svírá úhel 60" a ta protne př ímku c v bodě C. 
Kružnice opsaná trojúhelníku ACD protne př ímku b 
v bodě B. 

Sestrojený trojúhelník ABC je skutečně rovnostranný, 
neboř podle rovnic (a), (b) jsou velikosti jeho úhlů 60°. 

Ú loha má dvě řešení, neboť bodem A lze sestrojit dvě 
př ímky p, p', které s přímkou b svírají úhel 60°. 

K d y b y přímka a ležela mezi př ímkami b, c, řešila by 
se úloha obdobným způsobem. (V i z cvič. 24.) 

6. Je dána kružnice k = (S, r) a její pevná tečna t 
v bodě 7*. N a kružnici zvolíme libovolný bod M ^ T, 
jehož vzdálenost od tečny t je PM = d a vzdálenost od 
bodu 7"je MT = a. Dokažte, že platí a2 = 2dr. 

Řehní, a) Jestliže body M, T jsou krajní body 
téhož průměru, potom př ímky MT, / jsou k sobě kolmé 
a platí 

a = 2r, d = 2r 
a vyslovená věta je správná. 

b) Předpokládejme tedy, že body M, T neleží na 
tomtéž průměru (obr. 8). Bod diametrálně protilehlý 
bodu M označme JV. Z něho i z bodu M spusťme na 
tečnu t kolmice a paty označme po radě P. I platí 

^ QTN = < TMN = o , 
< PTM = <£ TNM = p. 

O těchto úhlech však víme, že 
a + 0 = 90° 

a proto 
A TPM ~ A NTM. 

O d t u d 
TM : PM = MN : TM, 
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což zapsáno j inak dá 
a : d = 2r : a. 

T o j e však daná rovnice. 

7. Paty výšek libovolného kosoúhlého trojúhelníka 
jsou vrcholy nového trojúhelníka, tzv. ortického. Do-
kažte, že jeho úhly jsou půleny výškami trojúhelníka 
daného. 

D ů k a z provedeme nejprve pro trojúhelník ostroúhlý 
(obr. 9a). Paty výšek jsou po řadě označeny A' (na 
straně BC), B', C'. Výšky se protínají v bodě V, který 
nazýváme ortocentrem. Bod F j e v tomto případě vnitřním 
bodem trojúhelníka. Trojúhelníky AVC', A VB' jsou pra-
voúhlé se společnou přeponou a proto mají i společnou 
opsanou kružnici kv Z týchž důvodů mají společnou 
opsanou kružnici k2 pravoúhlé trojúhelníky BVA', BVC'. 

V kružnici kx máme shodné obvodové úhly: 

90° — y = < CAA' = B'AV = £ B'C'V. 
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Podobně o obvodových úhlech v kružnici k2 platí 
9 0 ° — y = < CBB' = <£ A'BV = < A'C'V. 

Z toho vidíme, že výška CC' je osou (vnitřního) úhlu 
B'C'A' ortického trojúhelníka. Stejně bychom postupo-
vali př i důkaze o výškách BB', A A' a proto můžeme 
důkaz věty pro ostroúhlý trojúhelník považovat za pro-
vedený. 

V tupoúhlém trojúhelníku leží ortocentrum vně troj-
úhelníka. V obr. 9b je tupý úhel př i vrcholu A. Všim-
něme si zde trojúhelníku VBC. Ten je ostroúhlý, neboť 
v něm (a, (3, y jsou vnitřní úhly daného trojúhelníka) 

<í VBC = 90° — y, VCB = 90° — p, 
a úhel S př i vrcholu V je dán rovnicí 

S + (90° — y) + (90° — P) = 180°, 
8 = p + Y < 90% 

neboť a > 90°. 
Pro ostroúhlý trojúhelník VBC platí věta odvozená 

v odst. předcházejícím. Jeho ortický trojúhelník j e všalf 
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trojúhelník A'B'C a ortocentrum je A. Přímka CB' půlí 
proto vnitřní úhel C'B'A' ortickcho trojúhelníka A B C 
a přímka BB', tj. výška daného trojúhelníka, půlí (\nější) 
úhel zmíněného ortickčho trojúhelníka. T í m jsme v pod-
statě s důkazem vyslovené věty hotovi. 

Poznámka. Vyloučil i jsme pravoúhlý trojúhelník. V něm 
totiž ortocentrum splývá s vrcholem pravého úhlu, a or-
tický trojúhelník se redukuje na výšku jdoucí vrcholem 
pravého úhlu. 

8. Výšky trojúhelníka protnou opsanou kružnici v bo-
dech, které jsou souměrně sdružené s ortocentrem podle 
stran daného trojúhelníka. Dokažte. 

D ů k a z . Vyloučíme opět pravoúhlý trojúhelník, neboť 
vyslovené tvrzení j e v tomto případě samozřejmé. 

a) Je-l i dán ostroúhlý trojúhelník ABC (obr. 10a), 
potom jeho ortocentrum je vnitřní bod trojúhelníka. 
Další průsečíky výšek s kružnicí k, která j e danému troj-

Obr. 10a, b 

Kružnice 17 



úhelníku opsána, označme A", B", C". Podle věty o ob-
vodových úhlech platí 

BAC" = <£ BCC" = 90° — p. 
Ale také < = 90° — p 
a poněvadž 7C" je trojúhelník AVC" rovnora-
menný se základnou VC". Z toho pak vyplývá správnost 
vyslovené věty pro ortocentrum a bod C". Poněvadž 
stejným způsobem se dá věta dokázat i o bodech A", 
B", je t ím podán důkaz věty pro ostroúhlý trojúhelník. 

b) Mějme dán tupoúhlý trojúhelník ABC (obr. 10b) 
s tupým úhlem při vrcholu C. Ortocentrum V je vnější 
bod trojúhelníka. Druhé průsečíky výšek V A, VB, VC 
s opsanou kružnicí označme po řadě A", B", C". Opět 
můžeme psát 

< BAC' = BCC" = 90° — p. 
Avšak také 

< BAA" = 90° — p. 
Z toho opět plyne, že trojúhelník VAC" je rovnoramenný 
a body V, C" jsou souměrně sdružené podle strany AB. 
Poněvadž se dá totéž dokázat i o bodech A", B", je t ím 
důkaz vyslovené věty proveden. 

9. Dvě dané kružnice k, k' mají společné dva různé 
body A, B. Bodem A proložme libovolnou přímku a ^ 
^ AB, která dané dvě kružnice protne v dalších bodech 

P, P'. V nich sestrojme ke kružnicím k, k' tečny. Dokažte, 
že velikost úhlu těchto dvou tečen nezávisí na poloze 
přímky a, tj. pro dané dvě kružnice je konstantní. 

D ů k a z , a) Uvažujme nejprve případ, kdy bod A od-
děluje body P, P' (obr. 11a). Body B, P, i " jsou vrcholy 
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trojúhelníka. V něm APB = o a < AP'B = p maj í 
velikost nezávislou na poloze př ímky a. Proto 

y = <£ P 5 P ' = 180° — (a + p) 
má taky velikost nezávislou na poloze př ímky a. 

Přímka BA jej dělí na dva úhly ABP, ABP', o nichž 
tedy platí 

ABP + <£ ABP' = 180°— (a + p). 

< ABP = <£ ¿PJT, <¿8/* = AP'X. 
Dosadíme-li, obdržíme 

< ¿PX + < ,4P'X = 180° — y. 
Z toho je patrno, že bod X leží v polorovině opačné 
k polorovině aB. 

b) Bod A leží vně úsečky PP' (obr. 11b). Poněvadž 
j e důkaz obdobný, nebudeme je j provádět. 

X 

V í m e však, že (X j e průsečík tečen) 
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2. k a p i t o l a 

T Ě T I V O V Ý Č T Y Ř Ú H E L N Í K 

Definice. Konvexní čtyřúhelník, který j e vepsán do 
kružnice, se nazývá tětivový. 

čtverec, obdélník, rovnoramenný lichoběžník jsou 
zvláštní případy tětivových čtyřúhelníků. N a obr. 12 j e 
narýsován obecný případ. 

Věta 5. Nutná a postačující podmínka pro to, aby daný kon-
vexní čtyřúhelník ABCD byl tétivový, je: součet protéjHch úhlů 
je 180". 

D ů k a z (obr. 12). Úhe l (J = <£ ABC]e obvodový nad 
jedn ím z oblouků AC kružnice k, která j e opsána čtyř-
úhelníků ABCD. Protější úhel 8 = ADC j e obvodový 
nad druhým obloukem AC. Proto 

p + S = 180°. 
O druhých dvou úhlech a, y platí potom nutně totéž. 

M ě j m e obráceně čtyřúhelník ABCD, o jehož protěj-
ších úhlech a, y platí 

a + Y = 180°. 
Trojúhelníku ABD opišme kružnici k. Úhe l a = <£ BAD 
Je v ní obvodovým úhlem nad obloukem BD. Obvodový 
úhel nad druhým obloukem BD má velikost 180° — a = 
= y a proto vrchol C je nutně bodem tohoto druhého 
oblouku. T o však znamená, že čtyřúhelník ABCD j e 
tětivový. 
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Věta 6. O úkl(příčkách e, f tětivového Ityřůhelníka plalí 
tzv. Ptolemaiova véla: 

ef = ac + bd, 
kde a, b, c, d jsou délky stran uvažovaného Ityřůhelníka. 

D ů k a z (obr. 12). Nechť j e dán tětivový čtyřúhelník 
ABCD a označme AB = a, BC = b, CD = c, AD = d, 
AC = e, BD = / a úhly př i vrcholech A, B, C, D po 
řadě o, p, y, 8. N a trojúhelníky ABD, BCD použijeme 
kosinové věty: 

= fla + d* — lad. cos a, (1) 
p = ¿a + c2 — 2 bc . cos y. 

Poněvadž však 
Y = 180° — o, 

změní se druhá rovnice na 
/ a = ¿a + 2 í c . c o s a . (2) 

Vyloučením cos a z rovnic (1) a (2) dojdeme k rovnici 
f2(ad + bc) = {ab + cd){ac + bd). (3) 
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Podobným způsobem z trojúhelníků ABC, ACD dosta-
neme 

e2 (ab + cd) = {ad + bc){ac + bd) . (4) 
Vynásobením rovnic (3), (4) obdržíme j i ž Ptolemaiovu 
větu. 

Ptolemaiův vzorec může být východiskem k odvození 
mnoha j iných vzorců rovinné geometrie. Jako doklad 
pro toto tvrzení odvodíme vzorec pro sin (a + (1), jestliže 
úhly a, (3 i jej ich součet jsou ostré úhly. 

V obr. 13 j e narýsován tětivový čtyřúhelník ABCD 
tak, že úhlopříčka AC j e průměrem opsané kružnice. 
Označme 

<£ CAD = a, <£ CAB = p 
a položme ještě AC = 1. Potom z pravoúhlého trojúhel-
níka ACD máme 

sin o = CD :AC = CD, cos a = AD. (1) 
Z pravoúhlého trojúhelníka ACB 

sin p =BC :AC = BC, cos p = AB. (2) 
Jestliže BP j e průměr kružnice, j e 
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<£ BAD - < BPD = a + p 
sin (a + (3) = BD : BP = BD. (3) 

Pro čtyřúhelník platí Ptolemaiova věta: 

AC.BD =AB.CD +BC. AD. 

Do ní dosadíme z rovnic (1), (2), (3) a dostaneme 

sin(a + P) = sin o cos p + sin p cos a, 

což je žádaný vzorec. 

Příklady 

1. Je dán kosoúhlý trojúhelník ABC. Jeho ortocentrum 
je V a pata výšky z vrcholu C je D. Z bodu D spusťme 
kolmice na stranu BC, na výšku BV a A V a na stranu 
AC; jejich paty po řadě označme K, N, M, L. Dokažte, 
že tyto paty leží v přímce. 

Řešení (obr. 14). Čtyřúhelník BDNK je tětivový. 
Kružnice jemu opsaná má průměr BD. Proto 

< KNB = KDB = 90° — p. (1) 

Čtyřúhelník DNVMje také tětivový (proč?) a tudíž 

90° — p = < MDV = <£ MNV. (b) 

Porovnáním s rovnicí (a) dostáváme 
< KNB = < MNV, 

což znamená, že body K, JV, M leží v přímce. 
Podobně se dá ukázat, že i body L, M, JVleží v přímce. 
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Poněvadž obě získané přímky mají společné dva různé 
body M, N, splývají. Všechny čtyři body leží tedy 
v pří ncc, jak june měli dokázat. 

Sami už proveďte důkaz pro tupoúhlý trojúhelník 
s tupým úhlem při vrcholu A nebo B. 

2. J>ou dány dvě kružnice k, k', které mají společné 
dva různé body K, L. Libovolný bod A ^ K, L kruž-
nice k spojme s body K, L. Tyto dvě přímky protnou 
kružnici k' v dalších dvou bodech B, C. Dokažte, že 
přímka BC ')t rovnoběžná s tečnou, sestrojenou v bodě A 
ke kružnici k. 

Důkaz (obr. 15a). a) Předpokládejme nejprve, že 
bod K leží mezi body A, B a bod L mezi body A, C. 
Ctyřúhelník BCLK je tětivový a tudíž 

<£ KBC = <£ KLA = KAX, 

kd" X je libovolný bod tečny v bodě A kružnice k, nele-
žící v polorovině ABC. (Tyto tři úhly jsou v obr. 15a 
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označeny po řadě 3, 2, 1.) Ale úhly KBC, KAX jsou 
střídavé při přímkách BC, AX a poněvadž jsou shodné, 
plyne z toho, žc přímky AX, £Cjsou vzájemně rovno-
běžné. 

b) Předpokládejme nyní, že bod A leží mezi body B, 
K a mezi C, L (obr. 15b). Znovu platí (A"" je bod tečny 
kružnice k v bodě A, ležící v polorovině ABC): 

< KBC = <£ KLC = <* KAX. 

Důsledek toho je tentýž jako v případě a). 

c) Případ, kdy bod B leží mezi body A, Ka L mezi A, C 
(nebo K mezi A, B z. C mezi A, L), přenechávám čtenáři. 

3. Jsou dány tři různé kružnice a, b, c, které procházejí 
bodem L. Jejich další průsečíky jsou M = a . b, jV = 
= b . c, P = a . c. Na kružnici a zvolme libovolný bod A. 
Přímka AM protne kružnici ¿ještě v bodě B a přímka 
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BM protne kružnici c v bodě C. Dokažte, že přímka AC 
prochází bodem P. 

D ů k a z (obr. 16). Sestrojme přímky PL, ML, NL. 
Ctyřúhelník AMLP je tětivový a proto o jeho protějších 
úhlech a, a' platí 

a + a' = 180°. 

Totéž se dá říci o protějších úhlech (3, ¡3' v tětivovém 
čtyřúhelníku BMLN a o úhlech y, y' v tětivovém čtyř-
úhelníku CNLP. Tedy 

P + (3' = 180°, 
Y + Y' = 180°. 
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Napsané t ř i rovnice sečteme: 

a + ( J + Y + a ' + p ' + Y ' = 540°. 

Poněvadž 
^ + P' + Y' = 360°, 

dostáváme 
a + P + Y = 180°, 

což znamená, že body A, P, C leží v přímce. 
Dokažte už sami, že věta platí, i když bod P leží vně 

úsečky AC. 
Poznámka. J iný důkaz spočívá v tom, že 

< APL + < CPL = 180°. 
4. Je dán tětivový čtyřúhelník ABCD a na kružnici 

j e m u opsané bod M různý od vrcholů. Součin vzdále-
ností bodu M od dvou protějších stran j e roven součinu 
vzdáleností téhož bodu od druhých dvou protějších 
stran. Dokažte. 

D ů k a z (obr. 17). Sestrojme z bodu M kolmice na 
strany AB, BC, CD a AD a jejich paty postupně označme 
E, F, G, H. Spojme ještě bod M s body B, D. Pro struč-
nější vyjadřování označme 

ME = e, MF =/, MG = g, MH = h, 
MB = p, MD = q. 

Všimněme si, že 
<í MBA = < MDA 

a proto 
A MEB ~ A MHD. 

Z podobnosti obou trojúhelníků pak plyne 
ME: MB = MH: MD, 
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což jinak zapsáno dá 

e:p=h:q čili p : q = e : h. (1) 

Z týchž důvodů jako prve je 

A MDG~AMBF. 

MD : MG = MB: MF, 

což jinak psáno dá 

q:g=p:f čili p:q=f:g. (2) 

Spojením rovnic (1), (2) získáme žádaný vztah 

eg =fh. 

5. Je dán různoběžník ABCD. Jeho protější strany se 
(v prodloužení) protínají v bodech E = AB . CD, F = 
= AD . BC. Dokažte, že kružnice opsané trojúhelní-
kům ABF, CDF, ADE, BCE procházejí jediným bodem. 
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D ů k a z (obr. 18). Nejprve si uvědomíme, že body 
A, B, C, D leží v téže polorovině vyťaté přímkou EF. Troj-
úhelníkům ABF, ADE opišme kružnice, jejichž další 
společný bod označme P ^ A. (Kružnice se nemohou 
dotýkat.) I platí 

neboť tu jde vesměs o úhly obvodové bud v první, nebo 
v druhé kružnici. Mimoto vrcholy uvažovaných úhlů 
leží v téže polorovině vyťaté příslušnou sečnou. Napsaný 
výsledek můžeme též zapsat 

Proto kružnice proložená body B, C, E nutně prochází 
i bodem P. Jinak řečeno: kružnice opsaná trojúhelníku 
BCE prochází též bodem P. 

Poněvadž totéž můžeme dokázat i o kružnici opsané 
trojúhelníku CDF, je tím vyslovená věta dokázána. 

<Í PBF = <Í PAF = < PAD = <£ PED, 

Obr. 18 

PBC = <£ PEC. 
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6. Středy čtyř kružnic, o nichž jsme mluvili v před-
chozím příkladě, leží na kružnici (říkáme, že tyto čtyři 
body jsou koncyklické). 

D ů k a z (obr. 19). Označme 1, 2, 3, 4 středy kružnic 
opsaných po řadě trojúhelníkům BCE, ADE, ABF, CDF. 
Tyto středy dostaneme, jestliže sestrojíme symetrály 
úseček AE, BE, CE, DE, AF, BF, CF, DF, ale také 
symetrály úseček AP, BP, CP, DP, EP, FP (vzhledem 
k větě dokázané v příkl. 5). Ze sestrojení je patrno, že 
středy 1, 2 leží na ose souměrnosti úsečky PE; středy 2 
a 3 leží na ose souměrnosti úsečky AP atd. Ctyřúhelník 
1234 má tu vlastnost, že každá jeho strana i úhlopříčka 

je osou souměrnosti nějaké úsečky dříve jmenované. 

Označme nyní 

Obr. 19 

<£ AFB = <p. 
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Je patrno, že platí 

<£ AFB = ¿Pfl (obvodové úhly v kružnici ABF), 
= Z)PC (obvodové úhly v kružnici CDF). 

Potom také 
< ¿PFL = 231, 

DPC = < 241. 

Nad úsečkou 12 jsou tudíž sestrojeny dva shodné úhly 
a proto kružnice opsaná trojúhelníku 123 prochází i bo-
dem 4, a to jsme měli dokázat. 

7. Jsou-li H, K paty kolmic, spuštěných z vrcholu A 
trojúhelníka ABC na osy vnitřních úhlů (3, y, je přímka 
HK rovnoběžná se stranou BC. 

D ů k a z (obr. 20). Průsečík os vnitřních úhlů označme 
O. Pak čtyřúhelník AKOH je tětivový, neboť trojúhel-
níky AOH, A O K jsou pravoúhlé se společnou přeponou 
AO a mají tudíž společnou opsanou kružnici. Proto je 

< HKO = < HAO = 90° — £ p — J a = \ y. 
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Vidíme, že střídavá úhly (v- obr. Jsou' dvakrát zatržené)' 
při přímkách BC, HK jsou shodné a proto přímky BC, 
HK jsou vzijem.iě rovnobčžné, jak jsme mčli dokázat. 

8 - J e dán tětivový čtyřúhelník ABCD. Přímky AD, 
BC se protínají v bodě E. Kružnice opsaná trojúhelníku 
ACE protne přímky AB, CD po druhé v bodech P, Q. 
Dokažte, že EP = EQ. 

Řešeni, a) Jestliže P = (¿. je věta triviální. 
b) Předpokládejme tedy, že body A, P, Q,, E tvoří 

čtyřúhelník AP^E. Ten je tětivový a platí tudíž 

< QPE = < QCE = 180° — y = a, 

kde a, y j s o u vnitřní úhly daného čtyřúhelníku při 
vrcholech A, C. Podobně platí 

PQE = 180° — < PAE = a . 

Z toho plyne, že trojúhelník PQE je rovnoramenný 
a tudíž EP = EX-

c) Může se stát, že jmenované čtyři body tvoří těti-
vóvý čtyřúhelník APEQ, nebo AQPE. Potom jsou přiro-
zeně při důkaze jiné rovnice, ale věta stejně platí. Pro-
vedte už sami. 

9. Střed kružnice opsané danému trojúhelníku ABC 
označme S. Je-li < ASP = p — Y (P > Y)> k d e p j e 

bod poloroviny opačné k polorovině ACB, jsou přímky 
SP, BC k sobě kolmé. Dokažte. 

Řešení. Je nutné rozlišovat několik případů, 
a) Trojúhelník ABC je ostroúhlý (obr. 21a). Střed 

strany AC označme B' a počítejme velikosti úhlů ve 
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čtyřúhelníku SB'CA', kde A' je průsečík přímky SP se 
stranou BC. 

SB'C = 90% < B'CA' = y, 
< = p, < ¿ S P = p — y 

a z toho 
= p _ ( p _ Y ) = Y . 

Dále je 
<í = 180° — y. 

Čtyřúhelník SB'CA' je tudíž tětivový a poněvadž 
SB'C = 90°, je i < SA'C = 90°, 

tj. přímky SP, BC jsou vzájemně kolmé. 
b) Trojúhelník ABC je tupoúhlý s tupým úhlem při 

vrcholu B (obr. 21b). Pri stejném označení jako v pří-
padě a) platí 

<£ SA'C = 90°. 
Poněvadž 

< ASC - 360° — 2 p, 
je 

< CSA' = 360° — 2 p — (180° — p + Y ) = a. 

3 Kružnice 3 3 



Dále 
< SCB' = < SAB' = 90° — J (360° — 2 p) = p — 

— 90°, 
takže 

<í S C 4 ' = <£ 5 C 5 ' + y = 90° — a. 

Trojúhelník SCA' je tedy pravoúhlý s pravým úhlem při 
vrcholu A', čímž je důkaz proveden. 

c) Jesdiže trojúhelník ABC je tupoúhlý s tupým 
úhlem třeba při vrcholu A, dokazuje se vyslovená věta 
stejným způsobem. 

10. Dvě různé kružnice k1} k2 mají společné dva různé 
body A, B. Bodem A proložme libovolnou přímku, 
která protne podruhé kružnici v bodě C a kružnici k2 

v bodě D. Proložme ještě libovolnou přímku bodem B 
a ta protne kružnice klt k2 po řadě v bodech E, F. 
Dokažte, že přímky CE, DFjsou navzájem rovnoběžné. 

D ů k a z , a) Předpokládejme, že body E, F leží v téže 
polorovině určené přímkou CD (obr. 22a). Potom čtyř-
úhelník ABFD je tětivový. Označíme-li <£ BFD = a, 
musí býtj 1 »1 

< & 1 D _ = _ 1 8 0 0 — a . 
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Poněvadž i čtyřúhelník ABEC je tětivový, máme 

<£ CAB = a a <í CEB = 180° — a. 

Je vidět, že přilehlé úhly <£ BFD, CEB při přímkách 
CE, DF jsou výplňkové, a to znamená, že přímky CE, 
.OF jsou rovnoběžné, jak jsme měli dokázat. 

b) Předpokládejme dále, že body E, Fleii v opačných 
polorovinách, vyťatých přímkou CD (obr. 22b), a to tak, 
že body F, D leží v téže polorovině vyťaté přímkou AB 
a body C, Ev polorovině opačné. Potom bud čtyřúhelník 
ABDF, nebo čtyřúhelník A BFD je tětivový. Všimněme 
si prvního případu. Označíme-li opět <£BFD = a, mů-
žeme dojít postupně k těmto vztahům: 

<$BFD = <$BAD - a, 
3.BAC -- 180° — a, 
•ZCEB = CEF = a, 

neboť čtyřúhelník ABEC je tětivový. Přímka EF tvoří při 
přímkách CE, FD shodné střídavé úhly a proto přímky 
CE, FD jsou vzájemně rovnoběžné. 
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Případ tětivového čtyřúhelníku ABFD se řeší podobně. 
c) Předpokládejme, že body E, F leží v opačných po-

lorovinách vyťatých přímkou CD a současně body D, E, 
F leží v téže polorovině, vyťaté přímkou AB, zatímco 
bod C leží v polorovině opačné (obr. 22c). Pak platí 

-ZBED = >$BAD = a, 
<£CAB = -Š.CEB = 180° — a, 
<£CEF = a 

a z toho již plyne, že přímky CE, FD jsou navzájem 
rovnoběžné. 

d) Jiná možnost je ta, že všechny čtyři body C, D, E, 
F leží v téže polorovině, vyťaté přímkou AB. A opět tu 
můžeme rozlišovat, kdy body na oblouku AB kružnice kt 

jsou v pořadí A, C, E, B a přitom pořadí bodů na oblouku 
AB kružnice k2 je A, F, D, B nebo obě skupiny jsou 
v jiném pořadí. Nebudeme všechny možnosti uvádět, 
přenecháme to píli čtenářů. Avšak vždy platí, že přímky 
CE, DF jsou navzájem rovnoběžné. 

e) Všimněme si ještě případu, kdy body D, F (nebo 
body E, C) splynou. Mohli bychom si všimnout toho, na 
kterém oblouku kružnic k2 (nebo kx) jsou splynuvší body. 

Obr. 22c, d 
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V obr. 22d je nakreslen případ, íe D = F a přitom 
tento bod je od bodů C, E oddělen přímkou AB. Potom 
přímka DF přejde v tečnu t = DM kružnice k2 v bodě 
D = F. I platí 

MDA = = a, 
= 180° — a , 

<$.ECA = a 
a přímky t, CE jsou opět rovnoběžné. 

f) Za zmínku stojí i případ, kdy přímka CD nebo 
přímka EF, nebo obě současně se stanou tečnou kružnice 
Áj (kružnice k2). I potom platí vyslovená věta. 

11. Je dána kružnice k = (5; r) a její sečna p, která 
není průměrem. V prů-
sečících A, B přímky /» 
s danou kružnicí jsou 
sestrojeny tečny a, b da-
né kružnice. Na pro-
dloužení tětivy AB za 
bod B je dán bod Qj / " / 
Přímka q, která pro-
chází bodem Q, kolmo 
na přímku SQ,, protne 
tečny a, b po řadě v bo-
dech D, E. Dokažte, že 
QP = QE. 

Řehní (obr. 23). Čtyř-
úhelník SBQE je těti-
vový, neboť 
<ZSBE = 4iSQE = 90°, ti) 

a proto 
<QSE = <ZQBE. W Obr. 23 

/ 
/ 

-u / 
/ 

<B ,'Q 

/ 
¡1 

/ 
i/ 
m 
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Také čtyrúhelník SADQJ$e tětivový, neboť dva jeho pro-
tější úhly jsou pravé. Z toho plyne shodnost úhlů a důs-

<DA& = <£DSQ= <MBA = <ZEBQ= <ESQ 

ledkem toho je, že trojúhelník DES je rovnoramenný 
a vyslovená věta je pravdivá. 

12. Je dána kružnice k a dva různé body A, B vně 
kružnice. Na kružnici k najděte bod X tak, aby přímky 
AX, BX proťaly kružnici k v bodech M, N té vlastnosti, 
že tětiva MN má danou délku d ^ 0. 

Řešeni (obr. 24). Je-li dána délka tětivy MN v kružni-
ci k, je tím dán v této kružnici i obvodový úhel MXN. 
Ale tu 
buď -ZMXN = ^AXB ( = o) , 

neboť to jsou úhly vrcholové, 

nebo -$MXN = 180° — :AXB ( = 1 8 0 ° — -to), 

neboť to jsou úhly vedlejší. 
38 



Z toho pak máme tuto konstrukci. Nad úsečkou AB 
sestrojíme kruhový oblouk, z jehož bodů je úsečku AB 
vidět pod úhlem to (nebo pod úhlem 180° — w). Body 
společné tomuto oblouku a dané kružnici jsou hledané 
body. 

Správnost konstrukce plyne z předešlého. 
Úloha má nejvýše čtyři různá řešení, neboť množina 

všech bodů, z nichž úsečku AB je vidět pod úhlem to, 
jsou dva kruhové oblouky a ty mohou mít s danou kruž-
nicí k společné nejvýše čtyři různé body. Mohou však být 
také jen tři, dva nebo pouze jeden. Avšak je také možné, 
že neexistuje žádný společný bod, a pak úloha nemá 
žádné řešení. 

Kdyby MN = AB a body A, B byly zvoleny na kruž-
nici k, potom by úloha měla nekonečně mnoho řešení. 
Každý bod kružnice k, vyjma body A = M, B = N, by 
splňoval podmínky dané úlohy. 

13. Danému rovnostrannému trojúhelníku ABC je 
opsána kružnice a na ní je zvolen libovolný bod M různý 
od vrcholů A, B, C. Je-li M na kratším oblouku AC, do-
kažte, že platí MB = MA + MC. 

Řešení (obr. 25). a) Ctyřúhelník ABCM je tětivový a 
proto o něm platí Ptolemaiova věta: 

AC. MB = AB.CM + BC.AM. 

Poněvadž však 

AC = BC = AB, 

přejde po zkrácení napsaná rovnice v rovnici 

MB = MA + MC, 

což je žádaný vztah. 
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b) Uvedeme zde ještě jeden důkaz, v němž budeme 
užívat jen vlastností obvodových úhlů nad týmž oblou-
kem. 

Obr. 25 

Bodem C vedená rovnoběžka s přímkou MA protne 
znovu kružnici v bodě K. Čtyřúhelník AMCK ]I rovno-
ramenný lichoběžník. Jeho úhlopříčky jsou shodné a 
proto i obvodové úhly nad oběma úhlopříčkami jsou 
shodné (mají-li ovšem svůj vrchol oba na delším kruho-
vém oblouku nebo na kratším). Proto, je-li obvodový 
úhel nad úhlopříčkou AC roven 60°, je i obvodový úhel 
nad úhlopříčkou KM roven 60°. 

Všimněme si, že 
<£CAB = <CKB = <$.CMB = 6 0 ° , 
^ACB = <$AMB = 6 0 ° , 
<KBM = <£KCM = <£ABC = 6 0 ° 

a tudíž trojúhelník CML — kde Z, je průsečík přímek 
MB, CK — je rovnostranný. Z toho 

MC = ML. 

Avšak také trojúhelník BKL je rovnostranný a tedy 

BL = BK. 
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K t o m u j e š t ě d o d e j m e , ž e 

•ZABM = -ZKMB, 

n e b o ť t o j s o u o b v o d o v é ú h l y n a d s h o d n ý m i t ě t i v a m i , a 
p r o t o 

MA = BK. 
M á m e t e d y 

MB = ML + LB = MC + BK = MC + MA, 

a t o j s m e m ě l i d o k á z a t . 

Cvičení 

1 . J e d á n a ú s e č k a AB a p ř í m k a ^ ^ AB. N a p ř í m c e p 
n a j d ě t e b o d , z n ě h o ž j e ú s e č k u AB v i d ě t p o d ú h l e m 7 5 ° . 

2 . J e d á n a k r u ž n i c e k = (S; r) a j e j í p r ů m ě r MN. N a -
j d ě t e b o d X, z n ě h o ž j e d a n o u k r u ž n i c i v i d ě t p o d ú h l e m 
a = 9 8 ° a j e j í p r ů m ě r MN p o d ú h l e m (3 = 4 5 ° . 

3 . J s o u d á n y ú s e č k y AB = 7 c m , BC = 4 c m , s v í r a -
j í c í s p o l u ú h e l 9 0 ° . S e s t r o j t e b o d X, z n ě h o ž j e p r v n í 
ú s e č k u v i d ě t p o d ú h l e m 7 5 3 a d r u h o u p o d ú h l e m 6 0 ° . 

4 . V y p o č t ě t e v n i t ř n í ú h l y o r t i c k č h o t r o j ú h e l j i í k a . D o -
k a ž t e , ž e j e - l i d a n ý t r o j ú h e l n í k ABC o s t r o ú h l ý a j e d e n 
j e h o ú h e l m e n š í n e ž 4 5 ° , p a k o r t i c k ý t r o j ú h e l n í k j e t u p o -
ú h l ý . 

5 . P o d í v e j t e se n a o b r . 9 a , b . U k a ž t e , ž e v r c h o l A p ů l i 
o b l o u k B"C", v r c h o l B o b l o u k A"C" a v r c h o l C o b l o u k 
A"B". D o k a ž t e d á l e , ž e t r o j ú h e l n í k A"B°C"jc s t e j n o l e h l ý 
s o r t i c k ý m t r o j ú h e l n í k e m . 

6 . N a z á k l a d ě v ý s l e d k u p ř e d c h o z í h o c v i č e n í s e s t r o j t e 
t r o j ú h e l n í k ABC, j s o u - l i d á n y b o d y A", B", C". 
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7 . S e s t r o j t e t r o j ú h e l n í k ABC, j e - l i d á n j e h o t r o j ú h e l n í k 
o r t i c k ý . 

8 . D v ě r ů z n é k r u ž n i c e k, k' m a j í s p o l e č n é p r á v ě d v a 
r ů z n é b o d y A, B. B o d e m A v e d m e l i b o v o l n o u p ř í m k u , 
k t e r á k r u ž n i c e p r o t n e k r o m ě b o d u A j e š t ě v b o d e c h P, P', 

r ů z n ý c h o d b o d u B. U k a ž t e , ž e t r o j ú h e l n í k y BPP' t a k t o 
z í s k a n é l z e r o z t ř í d i t d o t ř í s k u p i n t a k , ž e k a ž d é d v a t r o j -
ú h e l n í k y t é ž e s k u p i n y j s o u n a v z á j e m p o d o b n é . 

9 . J s o u d á n y d v ě r ů z n é p ř í m k y m, n a č í s l o r > 0 . 
S e s t r o j t e k r u ž n i c i p o l o m ě r u r , k t e r á m á s t ř e d n a p ř í m c e 
m a p ř í m k u n p r o t í n á p o d ú h l e m a = 6 0 ° . 

1 0 . J s o u d á n y d v ě k r u ž n i c e , k t e r é n e m a j í ž á d n ý s p o -
l e č n ý b o d a k a ž d á l e ž í v n ě d r u h é . K r u ž n i c e o p s a n á n a d 
j e j i c h s t ř e d n o u j a k o n a d p r ů m ě r e m o b s a h u j e v š e c h n y 
č t y ř i p r ů s e č í k y v n i t ř n í c h t e č e n s v n ě j š í m i . 

1 1 . J s o u d á n y d v ě k r u ž n i c e k, k', k t e r é m a j í s p o l e č n é 
p r á v ě d v a r ů z n é b o d y K, L. L i b o v o l n ý b o d A # K,L k r u ž -
n i c e k s p o j m e s b o d y K, L a t y t o d v ě p ř í m k y p r o t n o u 
k r u ž n i c i k' v b o d e c h B, C. D o k a ž t e , ž e p ř í m k a BC j e 
r o v n o b ě ž n á s t e č n o u s e s t r o j e n o u k e k r u ž n i c i k v b o d ě A . 

1 2 . N a d a n é k r u ž n i c i £ j s o u d á n y d v a r ů z n é b o d y A, B. 

J i m i j s o u p r o l o ž e n y l i b o v o l n é r ů z n é a v z á j e m n ě r o v n o -
b ě ž n é t ě t i v y AA', BB'. B o d y A', B' j s o u p r o l o ž e n y o p ě t 
l i b o v o l n é , r ů z n é ( a j i n é n e ž j s o u AA', BB') t ě t i v y A'A", 

B'B". U k a ž t e , ž e t ě t i v a AA" j e r o v n o b ě ž n á s t ě t i v o u 
BB". 

1 3 . D a n é m u r ů z n o s t r a n n é m u t r o j ú h e l n í k u ABC o p i š t e 
r o v n o s t r a n n ý t r o j ú h e l n í k KLM t a k , a b y s t r a n a KL b y l a 
r o v n o b ě ž n á s d a n o u p ř í m k o u s, k t e r á n e n í r o v n o b ě ž n á 
se ž á d n o u s t r a n o u d a n é h o t r o j ú h e l n í k a , a a b y v r c h o l A 

l e ž e l m e z i b o d y L, M, v r c h o l B m e z i K, M a v r c h o l C 

m e z i b o d y K, L. 
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1 4 . S e s t r o j t e t ě t i v o v ý č t y ř ú h e l n í k , j e - l i d á n o a = 8 , 
b = 6, d = 5, p = 60°. 

1 5 . Z r o v n i c ( 3 ) a ( 4 ) n a s t r . 2 1 - 2 2 o d v o d t e v z t a h 

e :f = (ab + cd) : (ad + bc). 

1 6 . Z P t o l e m a i o v y v ě t y v y v o ď t e v z o r e c p r o c o s ( a — ¡3) 
o p ě t z a p ř e d p o k l a d u , ž e a < 9 0 ° , p < 9 0 . ° ( O z n a č t e 
<$.CAD - a, <£ACB - p.) 

1 7 . J e d á n l i b o v o l n ý t r o j ú h e l n í k ABC. N a s t r a n ě BC 

z v o l m e l i b o v o l n ý b o d A', n a s t r a n ě AC l i b o v o l n ý b o d B' 

a n a s t r a n ě AB l i b o v o l n ý b o d C'. Z v o l e n é b o d y j s o u v e -
s m ě s r ů z n é o d v r c h o l ů A, B, C. D o k a ž t e , ž e k r u ž n i c e 
o p s a n é t r o j ú h e l n í k ů m AB'C', BA'C', CA'B' p r o c h á z e j í 
j e d i n ý m b o d e m . 

1 8 . S t ř e d O v e p s a n é k r u ž n i c e d a n é m u t r o j ú h e l n í k u 
ABC, s t ř e d O e k r u ž n i c e v n ě v e p s a n é ( k t e r á se s t r a n y AB 

d o t ý k á ve~ v n i t ř n í m b o d ě ) a v r c h o l y A, B l e ž í n a t é ž e 
k r u ž n i c i . 

1 9 . K r u ž n i c e o p s a n á d a n é m u t r o j ú h e l n í k u ABC a. k r u ž -
n i c e o p s a n á t r o j ú h e l n í k u , j e h o ž d v a v r c h o l y j s o u A, B a 
t ř e t í v r c h o l j e o r t o c e n t r u m , j s o u s h o d n é . D o k a ž t e . 

2 0 . J e d á n a k r u ž n i c e k a j e j í p e v n á t e č n a t s b o d e m 
d o t y k u T. L i b o v o l n é d v ě r ů z n é a v z á j e m n ě r o v n o b ě ž n é 
t e č n y a ^ t ^ b k r u ž n i c e k v y t n o u n a t e č n ě t d v a b o d y 
A, B. D o k a ž t e , ž e s o u č i n AT.BTje n e z á v i s l ý n a s m ě r u 
t e č e n a, b. 

2 1 . K d a n é m u t r o j ú h e l n í k u ABC j e t r o j ú h e l n í k DEF 

o r t i c k ý (D l e ž í n a BC, E n a AC, F n a AB). D o k a ž t e , ž e 
A A B C ~ ¿\DEC. N a j d ě t e j e š t ě d a l š í d v a t r o j ú h e l n í k y 

p o d o b n é d a n é m u . 
2 2 . J e d á n a k r u ž n i c e i a n a n í b o d P. B o d e m P n a r ý -

s u j m e č t y ř i r ů z n é p o l o p ř í m k y a, b, c, d t a k , a b y k a ž d é 
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d v ě s o u s e d n í s v í r a l y ú h e l 4 5 ° . T y t o p o l o p ř í m k y p r o t n o u 
k r u ž n i c i k v b o d e c h A, B, C, D, j e ž j s o u v r c h o l y č t v e r c e . 

2 3 . T r o j ú h e l n í k ABC m á p e v n o u s t r a n u AB a ú h e l 
t é t o s t r a n ě p r o t i l e h l ý m á k o n s t a n t n í v e l i k o s t . P a t y v ý š e k 
z v r c h o l ů A, B o z n a č m e p o ř a d ě D, E. U k a ž t e , ž e v e l i -
k o s t ú s e č k y DE je p r o v š e c h n y t r o j ú h e l n í k y ABC, k t e r é 
v y h o v u j í d a n ý m d v ě m a p o d m í n k á m , k o n s t a n t n í . 

2 4 . P ř í k l a d 5 ř e š t e j e š t ě j e d n o u , a t o p r o p ř í p a d , ž e 
p ř í m k a a l e ž í m e z i p ř í m k a m i b, c. 
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3 . k a p i t o l a 

M O C N O S T B O D U K E K R U Ž N I C I 

M o c n o s t b o d u k e k r u ž n i c i j e p o j e m v e l e m e n t á r n í g e o -
m e t r i i v e l m i d ů l e ž i t ý a u ž i t e č n ý . 

Věta 7. Je dána kružnice k a mimo ni bod P. Bodem P 
proložme libovolnou sečnu, která má s danou kružnici společné 
body A, B. Číslo 

MP = PA.PB 

je nezávislé na poloze sečny a nazývá se mocnost bodu P ke kruž-
nici k. 

D ů k a z ( o b r . 2 6 a , b ) p r o v e d e m e t a k , ž e n a r ý s u j e m e 
j e š t ě s e č n u CD ^ AB ( j d o u c í b o d e m P) a d o k á ž e m e , ž e 
PA.PB = PC.PD. 

Z a t í m ú č e l e m s p o j m e j e š t ě b o d y A, D a B, C. O b d r ž í -
m e t a k d v a v z á j e m n ě p o d o b n é t r o j ú h e l n í k y 

A PAD ~ A PCB. 
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J s o u p o d o b n é p r o t o , ž e se s h o d u j í v e d v o u ú h l e c h : 

•Š.PDA - <£PBC, -ZAPD = ŠCPB. 

O s t r a n á c h t ě c h t o t r o j ú h e l n í k ů p r o t o p l a t í 

PA-.PD = PC : PB 
a z t o h o 

PA.PB = PC.PD. 

T í m j s m e d o k á z a l i , ž e s o u č i n PA.PB j e s k u t e č n ě n e z á -
v i s l ý n a p o l o z e s e č n y ; p r o d a n ý b o d P j e t e n t o s o u č i n 
k o n s t a n t a . P o z d ě j i u v i d í m e , ž e j e z á v i s l ý n a v z d á l e n o s t i 
b o d u P o d s t ř e d u k r u ž n i c e a n a p o l o m ě r u k r u ž n i c e . 

P l a t í v š a k m n o h e m v í c : 

Věta 7'. Míjme dví různobížné přímky a, b; jejich průsečík 
označme P. 

a) Jestliže dva různé body A, B leží na téže polopřímce 
přímky a s počátkem P a jestliže body C, D jsou body téže polo-
přímky přímky b s počátkem P a přitom platí 

PA.PB = PC.PD, 

jsou body A, B, C, D koncyklické (tj. leží na téže kružnici). 

b) Jestliže body A, Bjsou body ležící na opačných polopřím-
kách přímky a s počátkem P a jestliže body C, D leží na opač-
ných polopřímkách přímky b s počátkem P a přitom platí 

PA.PB = PC.PD, 

pak body A, B, C, D jsou koncyklické. 

D ů k a z . D a n ý v z t a h l z e p s á t t a k t o : 

PA : PC = PD : PB. 
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P ř i p í š e m e - l i k t é t o r o v n i c i j e š t ě s h o d n o s t ú h l ů 

<£APC = <$BPD, 

v i d í m e z t o h o , ž e 
A A P C ~ A DPB 

a t u d í ž 
Š.ACP = ^DBP. 

O p í š e m e - l i t e d y t r o j ú h e l n í k u ACD k r u ž n i c i , m u s í n a n í 
l e ž e t i b o d B, n e b o ť ú h l y ACP, DBP j s o u o b v o d o v é ú h l y 
v u v a ž o v a n é k r u ž n i c i n a d t ý m ž o b l o u k e m . 

Poznámky. 1 . Z d ů k a z u j e p a t r n o , ž e v ě t u o m o c n o s t i 
b o d u k e k r u ž n i c i j s m e d o k á z a l i u ž i t í m v ě t y o o b v o d o -
v ý c h ú h l e c h n a d t ý m ž o b l o u k e m . U k a z u j e se v š a k , ž e 
t a t o v ě t a a v ě t a o o b v o d o v ý c h ú h l e c h n a d t ý m ž o b l o u -
k e m j s o u v ě t y e k v i v a l e n t n í . 

2 . M o c n o s t b o d u k e k r u ž n i c i j e č í s l o . J e o p a t ř e n o z n a -
m é n k e m + , j e - l i b o d P v n ě k r u ž n i c e ; j e o p a t ř e n o z n a -
m é n k e m — , l e ž í - l i b o d P u v n i t ř k r u ž n i c e . B o d n a k r u ž -
n i c i m á m o c n o s t r o v n o u n u l e . N e j m e n š í m o c n o s t , k t e r o u 
b o d m ů ž e m í t , j e — r 2 a n á l e ž í s t ř e d u k r u ž n i c e . 

Věta 8. Mocnost vnljšího bodu je rovna Čtverci délky tečny, 
sestrojené z tohoto bodu ke kružnici. 

D ů k a z ( o b r . 2 7 ) . B o d P s p o j m e se s t ř e d e m S d a n é 
k r u ž n i c e . T a t o p ř í m k a p r o t n e k r u ž n i c i v b o d e c h A, B. 

M o c n o s t b o d u P j e : 

MP = PA.PB = (PS + SA) (PS — SB) 
- (PS + SA) (PS — &4) = PS2 — SA2 = 

= PS* — ST2 = PT2, 

k d e T j e b o d d o t y k u t e č n y s e s t r o j e n é z b o d u P k d a n é 
k r u ž n i c i . T í m j e d ů k a z p r o v e d e n . 
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•Poznámka. T í m j e t a k é p r o k á z á n o , ž e m o c n o s t b o d u k e 
k r u ž n i c i s k u t e č n ě z á v i s í n a v z d á l e n o s t i b o d u P o d s t ř e d u 
k r u ž n i c e a n a p o l o m ě r u k r u ž n i c e . 

T a k ř k a s a m o z ř e j m á j e 
v ě t a n á s l e d u j í c í , k t e r o u u v e -
d e m e b e z d ů k a z u . 

Věta 9. Množina všech bo-
dů,které mají k dané kružnici 
k = (5; r) danou mocnost 
M > —r2, je kružnice soustřed-
ná o polomím r'2 = M + r2. 

Příklady 

1 . J e d á n a k r u ž n i c e k = (S; r) a p ř í m k a p. N a p ř í m c e 
p n a j d ě t e b o d , k t e r ý m á v z h l e d e m k e k r u ž n i c i k d a n o u 
m o c n o s t M > — r 2 ( n a p ř . M = 5 r 2 ) . 

Řešení ( o b r . 2 8 ) . N a k r u ž n i c i k z v o l í m e l i b o v o l n ý b o d T, 
v n ě m s e s t r o j í m e t e č n u / a n a n í u r č í m e b o d U, a b y j e h o 
m o c n o s t Ma = M. T o z n a m e n á , ž e TU = 1 l M . 

K s e s t r o j e n í d é l k y TU p r o p ř í p a d M = 5r2 b y l o p o -
u ž i t o P y t h a g o r o v y v ě t y . P ř í s l u š n ý p r a v o ú h l ý t r o j ú h e l n í k 
j e TAB, v n ě m ž o d v ě s n a TA = Ir, TB = r a p o t o m p ř e -
p o n a j e 

AB2 = TA2 + TB2 = 5 r 2 = M. 

J e p a t r n o , ž e 
TU - AB. 

Obr. 27 
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K r u ž n i c e g = (S; SU) j e m n o ž i n o u v š e c h b o d ů , k t e r é 
m a j í v z h l e d e m k e k r u ž n i c i k t u t é ž m o c n o s t M ( = 5 r 2 ) . 
B o d y X, T s p o l e č n é p ř í m c e p a k r u ž n i c i g j s o u ž á d a n é 
b o d y . 

a ) J e s t l i ž e d <\M, ú l o h a m á d v ě r ů z n á ř e š e n í ; 

b ) j e s t l i ž e d = ]/Aí, ú l o h a m á p r á v ě j e d n o ř e š e n í ; 

c ) j e s t l i ž e d > ]/M, ú l o h a n e m á ž á d n é ř e š e n í . 1 ) 

l ) Kdyby M = O. pak by řešení existovalo právě tehdy, jestliže 
by přímka p méla s kružnicí k společné body. 

4 KruZnlce 4 9 



2. S e s t r o j t e k r u ž n i c i , k t e r á se d o t ý k á d a n é p ř í m k y t a 
p r o c h á z í p ř i t o m d v ě m a r ů z n ý m i b o d y A, B. 

Řešeni ( o b r . 2 9 ) . P ř e d p o k l á d e j m e , ž e p ř í m k a AB p r o -
t í n á t e č n u t v b o d ě P. M o c n o s t b o d u P k h l e d a n é k r u ž -
n i c i o z n a č m e M a p a k p l a t í 

M = PA.PB = PT2, (a) 

k d e T j e b o d d o t y k u k r u ž n i c e k s t e č n o u t. Z r o v n i c e ( a ) 
l z e n a p ř . u ž i t í m E u k l i d o v y v ě t y s e s t r o j i t d é l k u ú s e č k y 
PT. Z n á m e - l i b o d T, u m í m e p a k s e s t r o j i t i k r u ž n i c i k. 

Ú l o h a m á ř e š e n í j e d i n ě t e n k r á t , k d y ž b o d y A, B l e ž í 
v t é ž e p o l o r o v i n ě v y ť a t é t e č n o u t. J e s t l i ž e t o j s o u v n i t ř n í 

Kdyby — r* < M < O ^např. — -i- raj , sestrojili bychom úseč-

ku délky r T 

a = W = 2 y 2 

a potom bychom sestrojili v kružnici k tětivu délky 2a. Kružrvce 
g', která se této tětivy dotýká, je množinou všech bodů, které mají 

ke kružnici k tutéž mocnost M — -i- r2j . Body X\ Y\ společ-

né přímce p a kružnici g\ jsou žádané body. 
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b o d y t é ž e p o l o r o v i n y a j e s t l i ž e j e š t ě k r o m ě t o h o j s o u 
r ů z n ě v z d á l e n y o d t e č n y t, j s o u d v ě r ů z n é k r u ž n i c e v y -
h o v u j í c í d a n é ú l o z e . J e s t l i ž e t o j s o u v n i t ř n í b o d y t é ž e 
p o l o r o v i n y , a l e m a j í o d t e č n y t s h o d n é v z d á l e n o s t i , v y -
h o v u j e ú l o z e j e d i n á k r u ž n i c e . V t o m t o p ř í p a d ě b o d P 

n e e x i s t u j e a p ř í k l a d se d á ř e š i t j e d n o d u š e j i . J e s t l i ž e p r á v ě 
j e d e n z b o d ů A, B l e ž í n a p ř í m c e t, m á ú l o h a j e d i n é ř e š e -
n í a j e s t l i ž e o b a b o d y l e ž í n a p ř í m c e t, ú l o h a n e m á ř e š e n í . 

3 . J e d á n a k r u ž n i c e k = ( S ; r) a j e j í s e č n a s = CD 

k o l m á k d a n é m u p r ů m ě r u AB. B o d e m A v e d m e l i b o -
v o l n o u p ř í m k u p, k t e r á t ě t i v u CD p r o t n e v b o d ě K a 
k r u ž n i c i k v d a l š í m b o d ě L. D o k a ž t e , ž e AK. AL = k o n s t . 

Řešeni ( o b r . 3 0 ) . a ) P r ů s e č í k p ř í m e k AB, CD o z n a č m e 
F. J e s t l i ž e p ř í m k a p s p l y n e s p ř í m k o u AB, p a k K = F, 

L = B a p o d l e E u k l i d o v y v ě t y j e 

AK.AL = AF.AB = AC* = AD2 = k o n s t . 

b ) P ř e d p o k l á d e j m e , ž e p ^ AB a b o d K l e ž í m e z i 
b o d y D, F. J e z ř e j m é , ž e č t y ř ú h e l n í k BLKF j e t ě t i v o v ý , 
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n e b o ť d v a j e h o p r o t ě j š í ú h l y j s o u p r a v é . L z e m u p r o t o 
o p s a t k r u ž n i c i . M o c n o s t b o d u A v z h l e d e m k t é t o k r u ž -
n i c i j e 

MA = AK.AL = AF.AB = AD2 = k o n s t . 

a t í m j e d ů k a z v y s l o v e n é v ě t y p r o v e d e n . 

4 . J e d á n a k r u ž n i c e k a v n í p r ů m ě r AB. D á l e j e d á n a 
p ř í m k a p k o l m á k AB a n e m a j í c í s k r u ž n i c í k ž á d n ý s p o -
l e č n ý b o d . P r ů s e č í k e m P p ř í m e k p, AB j e p r o l o ž e n a s e č n a 
s ^ AB, k t e r á k r u ž n i c i k p r o t í n á v b o d e c h C ^ D. P ř í m -
k y AC, AD p r o t n o u p ř í m k u p v b o d e c h E, F. D o k a ž t e , 
ž e p l a t í PE.PF — k o n s t . 

Říhni ( o b r . 3 1 ) . P ř e d p o k l á d e j m e , ž e o z n a č e n í b o d ů C , 
D j e z v o l e n o t a k , ž e b o d y A, C j s o u s o u s e d n í a ž e b o d B 

l e ž í m e z i b o d y A, P. P o t o m 

•ZABC = <£ADC, 
*$iBAC = 90° — <$ABC, 
<PEA = 90° — <£BAC = ^ABC. 
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S h r n e m e : 
-$ABC = <$ADC = <f.PEA. 

P o t o m v š a k č t y ř ú h e l n í k CDFE j e t ě t i v o v ý . M o c n o s t M 
b o d u P v z h l e d e m k e k r u ž n i c i o p s a n é t o m u t o č t y ř ú h e l n í -
k u j e 

M = PE.PF = PD.PC = PB.PA. 

A v š a k p o s l e d n ě n a p s a n ý s o u č i n j e n e z á v i s l ý n a p o l o z e 
s e č n y s a t u d í ž j e k o n s t a n t n í ; t í m j e v y s l o v e n é t v r z e n í d o -
k á z á n o . 

V d a l š í m si v š i m n e m e m o c n o s t í b o d ů v z h l e d e m k d v ě -
m a n e s o u s t ř e d n ý m k r u ž n i c í m . 

Věta 10. Množina všech bodů, které maji stejnou mocnost ke 
dvíma nesoustředným kružnicím ku k2, je přímka zvaná chor-
dála, kolmá na střednou daných kružnic. 

D ů k a z , a ) J e s t l i ž e d a n é k r u ž n i c e m a j í s p o l e č n é d v a 
r ů z n é b o d y A, B ( o b r . 3 2 a ) , j e c h o r d á l a p ř í m k a AB. S k u -
t e č n ě , m o c n o s t i b o d ů A, B v z h l e d e m k o b ě m a k r u ž n i c í m 
j s o u s t e j n é , r o v n é n u l e . 

MA=MB = 0. 
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B o d y A, B n á l e ž e j í p r o t o h l e d a n é m n o ž i n ě b o d ů . Z v o l m e 
n y n í n a p ř í m c e AB l i b o v o l n ý b o d P, a l e t a k , a b y n e s p l ý -
v a l se ž á d n ý m z b o d ů A, B. J e h o m o c n o s t k o b ě m a k r u ž -
n i c í m ku k2 j e t á ž a j e r o v n a s o u č i n u PA.PB. Z t o h o j e 
v i d ě t , ž e v š e c h n y b o d y p ř í m k y AB m a j í s t e j n o u m o c n o s t 
k o b ě m a k r u ž n i c í m . 

M ě j m e n y n í b o d Q^á A o n ě m ž p ř e d p o k l á d á m e , ž e 
m á t u t é ž m o c n o s t k o b ě m a d a n ý m k r u ž n i c í m . B o d Q 
s p o j m e s b o d e m A. D a l š í p r ů s e č í k y t é t o s p o j n i c e s k r u ž -
n i c e m i kx, k2 o z n a č m e p o ř a d ě Bu B2. M o c n o s t i b o d u Q 

v z h l e d e m k u v a ž o v a n ý m k r u ž n i c í m j s o u 

Mx = QA. QBU M2 = QA. QB2. 

P o d l e p ř e d p o k l a d u v š a k p l a t í 

QA.QB, = QA.QB2> 

a l e t o n e n í j i n a k m o ž n é , n e ž ž e 

Bx = B2 = B, 
t j . b o d ( ¿ m u s í l e ž e t n a p ř í m c e AB. 
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b ) J e s t l i ž e ^ s e k r u ž n i c e v z á j e m n ě d o t ý k a j í v b o d ě A, 

c h o r d á l a j e t e č n a v e s p o l e č n é m b o d ě . D ů k a z s e p r o v á d í 
j a k o v p ř e d e š l é m p ř í p a d ě . 

c ) J e s t l i ž e k r u ž n i c e n e m a j í ž á d n ý s p o l e č n ý b o d a k a ž d á 
l e ž í v n ě d r u h é , p ů l í c h o r d á l a d é l k u s p o l e č n é t e č n y t o b o u 
k r u ž n i c ( o b r . 3 1 b ) . B o d y d o t y k u t e č n y t s o b ě m a k r u ž n i -
c e m i o z n a č m e TT, T2 a s t ř e d ú s e č k y T\T2 o z n a č m e K. 

J e h o m o c n o s t k e k r u ž n i c í m k1} k2 j e p o ř a d ě ( A " j e p r ů -
s e č í k s t ř e d n é a c h o r d á l y ) 

Mx = KT{ = KS\ — r\ = KX2 + XSf — rf, (1) 

M2 = KTL = KS% — r f = KX2 + XSL — r f . ( 2 ) 

P o n ě v a d ž o b ě m o c n o s t i j s o u s t e j n é , p l y n e z t o h o 

XS{ — r\ = XS% — r\. ( 3 ) 

Z v o l m e n y n í n a p ř í m c e c l i b o v o l n ý b o d P ^ X, k t e r ý 
n e l e ž í n a ž á d n é s p o l e č n é t e č n ě k r u ž n i c kly k2. J e h o m o c -
n o s t i k d a n ý m k r u ž n i c í m j s o u 

MP = PSI — r\ = PX2 + XSl — ň, 
Mp = PX2 + X S | — r\. 

S o h l e d e m n a r o v n i c i ( 3 ) d o s t a n e m e 

M'P = PX2 + XSL — R\ = MP. 

M ě j m e o b r á c e n ě b o d k t e r ý m á t u t é ž m o c n o s t k e 
k r u ž n i c í m kx, k2. T e d y 

MQ = M'Q. ( 4 ) 

O z n a č m e ' $ . Q X S l = 6 ) . P o t o m ( p o u ž í v á m e k o s i n o v é v ě t y ) 

Mq = QS* — r\ = QX2 +XSL — 2.QX.XS1.cos<ù — rl, 

M'Q = QSI — Ň = QX2 + XS2 + 2.QX.XS2.COS « — r\. 
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A l e p l a t í r o v n i c e ( 4 ) a p r o t o 

XSf — 2. QX.XS,. cos o — r f = 
= XSl + 2.QX.XSl.cos <o — r\. 

S o h l e d e m n a r o v n i c i ( 3 ) se p r á v ě n a p s a n á r o v n i c e 
j e š t ě z j e d n o d u š í 

( X S 1 ! + XS2) c o s co = 0 . 
A v š a k 

XS, + XS, ^ 0, 
a p r o t o 

c o s o = 0 , t j . to = 9 0 ° 

a b o d ( ¿ l e ž í n a c h o r d á l e c. 

d ) Z b ý v á j e š t ě p ř í p a d n a z n a č e n ý v o b r . 3 2 c , k d y k r u ž -
n i c e klt kt n e m a j í ž á d n ý s p o l e č n ý b o d a j e d n a l e ž í u v n i t ř 
d r u h é . N a z á k l a d ě p ř í k l a d u 1 s e s t r o j í m e b o d U u k t e r ý 

Obr. 32c 
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m á d a n o u , a l e j i n a k l i b o v o l n o u m o c n o s t k e k r u ž n i c i k u 

a b o d U2, k t e r ý m á t u t é ž m o c n o s t k e k r u ž n i c i k2. K r u ž -
n i c e ( 5 , ; S1Ul), (S2; SM-i) se p r o t n o u v b o d ě K. ( J e s t l i ž e 
k r u ž n i c e ku k., n e j s o u s o u s t ř e d n é a j e s t l i ž e m o c n o s t b o d u 
¿7, j e d o s t a t e č n ě v e l k á , p a k p r ů s e č í k K v ž d y e x i s t u j e . ) 
P ř í m k a c, j d o u c í b o d e m K k o l m o n a s t ř e d n o u SxS.t, j e 
c h o r d á l a d a n ý c h d v o u k r u ž n i c . D ů k a z se p r o v e d e j a k o 
v p ř í p a d ě c . 

V y l o ž e n o u t e o r i i z a k o n č í m e v ě t o u , j e j í ž d ů k a z s i m ů -
ž e t e p r o v é s t s a m i . ( V i z c v i č e n í 4 . ) 

Věta 11. Mčjme tři kružnice ku k2, ka, z nichž žádni dvi 
nejsou soustředné. Chordály kružnic ku k2; A„ k3; k2, k3 prochá-
zejí bud jediným bodem, nebo jsou rovnobéžné. Tento druhý pří-
pad nastane právž tehdy, leží-li středy uvažovaných kružnic 
v přímce. 

Příklady 

5 . J s o u d á n y d v ě s h o d n é k r u ž n i c e kx, k2, k t e r é m a j í s p o -
l e č n é p r á v ě d v a r ů z n é b o d y M, N. L i b o v o l n á k r u ž n i c e k, 

k t e r á se v b o d ě M d o t ý k á p ř í m k y MN, p r o t n e d a n é k r u ž -
n i c e j e š t ě v b o d e c h K, L. D o k a ž t e , ž e p ř í m k a KL p r o -
c h á z í s t ř e d e m O t ě t i v y MN. 

D ů k a z ( o b r . 3 3 ) . B o d 0 s p o j m e s p r ů s e č í k e m K. T a t o 
s p o j n i c e p r o t n e k r u ž n i c i k j e š t ě v b o d ě L" a k r u ž n i c i kx 

j e š t ě v b o d ě L'. P o č í t e j m e n y n í m o c n o s t b o d u 0 k e k r u ž -
n i c i k a k e k r u ž n i c i kx. 

M0 = OM2 = OK. OL', 

M'0 = — OM2 = — OK. OL'. 
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J e v i d ě t , ž e o b ě m o c n o s t i j s o u s t e j n é , a ž n a z n a m é n k o , a 
p r o t o m ů ž e m e p s á t 

OK. OL' = OK. OL", 

t j . OL' = OL". K r u ž n i c e ku k2 j s o u s o u m ě r n ě s d r u ž e n é 
p o d l e s t ř e d u O a p r o t o b o d L" — k t e r ý j e s o u m ě r n ě s d r u -
ž e n ý s b o d e m L' — l e ž í n a k r u ž n i c i k2 a j e t o t e d y s p o -
l e č n ý b o d L k r u ž n i c k, k2, j a k j s m e m ě l i d o k á z a t . 

6 . J s o u d á n y d v ě k r u ž n i c e k = (S; r), k' = [S'; r') 

r ů z n ý c h p o l o m ě r ů , z n i c h ž k a ž d á l e ž í v n ě d r u h é . J e j i c h 
v n ě j š í s t ř e d s t e j n o l e h l o s t i j e O . J í m j e p r o l o ž e n a p ř í m k a 
p f á SS', k t e r á d a n é k r u ž n i c e p r o t í n á v b o d e c h M, N; 

M', N'. T e č n y s e s t r o j e n é v t ě c h t o b o d e c h t v o ř í r o v n o b ě ž -
n í k , j e h o ž j e d n a ú h l o p ř í č k a p r o c h á z í b o d e m 0 a d r u h á 
l e ž í n a p e v n é p ř í m c e . D o k a ž t e . 

Řešeni ( o b r . 3 4 ) . U v a ž o v a n é t e č n y t v o ř í č t y ř ú h e l n í k 
KLGL'. P o n ě v a d ž t e č n y v b o d e c h M, M' j s o u r o v n o b ě ž -
n é ( j s o u t o p ř í m k y , z n ^ c h ž j e d n a j e o b r a z e m d r u h é v e 
z m í n ě n é s t e j n o l e h l o s t i ) a t e č n y v b o d e c h N, N' j s o u t a k é 
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r o v n o b ě ž n é z t é h o ž d ů v o d u , o m e z u j í t y t o č t y ř i t e č n y 
r o v n o b ě ž n í k . T í m j e p r v n í č á s t t v r z e n í d o k á z á n a . 

V u v a ž o v a n é s t e j n o l e h l o s t i si o d p o v í d a j í i b o d y L, L' a 
p r o t o j e j i c h s p o j n i c e p r o c h á z í s t ř e d e m s t e j n o l e h l o s t i 0 , 
j a k j s m e m ě l i d o k á z a t . 

A p o s l é z e , t r o j ú h e l n í k y LMN, KM'JVjsou t a k é s t e j n o -
l e h l é se s t ř e d e m s t e j n o l e h l o s t i v b o d ě JV. P o n ě v a d ž p l a t í 

LM = LN, 
m u s í t a k é p l a t i t 

KM = KM'. 

T o v š a k z n a m e n á , ž e b o d K m á s t e j n o u m o c n o s t k o b ě m a 
k r u ž n i c í m a l e ž í p r o t o n a c h o r d á l e d a n ý c h d v o u k r u ž n i c . 
A l e t o t é ž se d á d o k á z a t i p r o b o d G a o d t u d j e j i ž p a t r n o , 
ž e ú h l o p ř í č k a KG l e ž í n a c h o r d á l e d a n ý c h d v o u k r u ž n i c . 
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7 . J e d á n a p e v n á k r u ž n i c e k = ( S ; r) a p e v n ý b o d A 

n e l e ž í c í n a k r u ž n i c i k. B o d e m A p r o l o ž m e l i b o v o l n o u 
k r u ž n i c i m, k t e r á d a n o u k r u ž n i c i p r o t í n á p r a v o ú h l e . T a t o 
k r u ž n i c e p r o c h á z í d a l š í m p e v n ý m b o d e m B 0 A, n e z á -
v i s l ý m n a v o l b ě k r u ž n i c e m. D o k a ž t e . ( J i n a k f o r m u l o v á -
n o , m á m e d o k á z a t , ž e v š e c h n y k r u ž n i c e m t v o ř í s v a z e k . ) 

Obr. 35 

D ů k a z ( o b r . 3 5 ) . U v a ž u j m e n e j p r v e p ř í p a d , ž e b o d A 

l e ž í v n ě k r u ž n i c e k. Z v o l m e l i b o v o l n o u k r u ž n i c i m u v e -
d e n é v l a s t n o s t i . T a p r o t n e k r u ž n i c i k v b o d e c h K, L a 
p ř í m k u SA v b o d ě B. M o c n o s t Ms b o d u S v z h l e d e m k e 
k r u ž n i c i m j e 

Ms = SK2 = r 2 = SA.SB. 
Z t o h o 

SB = r * : SA. 

A l e n a p s a n ý v ý r a z j e k o n s t a n t n í , n e z á v i s l ý n a v o l b ě k r u ž -
n i c e m , a b o d B l e ž í n u t n ě n a p o l o p ř í m c e ( n e b o ť m o c -
n o s t b o d u S j e k l a d n á ) a p r o t o b o d B j e n e p r o m ě n n ý , 
p e v n ý , j a k j s m e m ě l i d o k á z a t . 
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K d y b y b o d A l e ž e l u v n i t ř k r u ž n i c e k, v y m ě n i l a b y se 
ú l o h a b o d ů A, B; d ů k a z b y se p r o v á d ě l s t e j n ý m z p ů s o -
b e m . 

8. N a d ú h l o p ř í č k a m i d a n é h o l i c h o b ě ž n í k a ABCD j a k o 
n a d p r ů m ě r y j s o u s e s t r o j e n y k r u ž n i c e . J e j i c h s p o l e č n á 
t ě t i v a MM p r o c h á z í ( v p r o d l o u ž e n í ) p r ů s e č í k e m r ů z n o -
b ě ž n ý c h s t r a n . D o k a ž t e . 

Řešení ( o b r . 3 6 ) . O z n a č m e F p r ů s e č í k k r u ž n i c e k, s e -
s t r o j e n é n a d ú h l o p ř í č k o u AC, s r a m e n e m BC, a G p r ů -
s e č í k k r u ž n i c e k', s e s t r o j e n é n a d p r ů m ě r e m BD, s r a m e -
n e m AD. J e p a t r n o , ž e 

•ZAGB = 3LAFB = 90°, 

a p r o t o b o d y F, G l e ž í n a k r u ž n i c i o p s a n é n a d p r ů m ě r e m 
AB. ( Č t y ř ú h e l n í k ABFG j e t ě t i v o v ý . ) 
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J e d e n z p r ů s e č í k ů k r u ž n i c k, k' o z n a č m e N. P ř í m k a 
EN p r o t n e k r u ž n i c i k v b o d ě M a k r u ž n i c i k' v b o d ě M'. 

U k á ž e m e , ž e M = M', a t í m b u d e d ů k a z p r o v e d e n . 
M o c n o s t i b o d u E k e k r u ž n i c í m k, k' p o ř a d ě j s o u : 

ME = EM. EN = EC.EF, ( a ) 

M'E = EM' .EN = ED. EG. ( b ) 

M o c n o s t M b o d u E v z h l e d e m k p o m o c n é k r u ž n i c i n a d 
p r ů m ě r e m AB j e 

M = EA.EG = EB.EF. ( c ) 

P o n ě v a d ž s t r a n y AB, CD j s o u r o v n o b ě ž n é , l z e p s á t 

EC : EB = ED : EA, 

t j -

EA.EC = EB.EJ). ( d ) 

Z r o v n i c ( c ) , ( d ) l z e d o s t a t r o v n i c i 

EG : EC = EF : ED 
č i l i 

EG.ED = EC.EF. 

A v š a k s o u č i n y v t é t o r o v n i c i j s o u m o c n o s t i ME, M'Z. T e d y 

ME = M'E 

a p o d o s a z e n í 
EM.EN = EM'.EN č i l i EM = EM'. 

A v š a k b o d y M, M' l e ž í n a p o l o p ř í m c e EN a t u d í ž M = 

= M', j a k j s m e m ě l i d o k á z a t . 
Z d e p l a t í i v ě t a o b r á c e n á . 

9 . J e d á n č t y ř ú h e l n í k ABCD. J e s t l i ž e s p o l e č n á t ě t i v a 
k r u ž n i c e k s e s t r o j e n é n a d p r ů m ě r e m AC a k r u ž n i c e k' 
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s e s t r o j e n é n a d p r ů m ě r e m BD p r o c h á z í p r ů s e č í k e m E 

s t r a n AD, BC, j e d a n ý č t y ř ú h e l n í k l i c h o b ě ž n í k e m . 

D ů k a z . M o c n o s t b o d u E, k t e r ý l e ž í n a c h o r d á l e k r u ž -
n i c k, k', j e 

Me - EM.EN = EC.EF = ED.EG. 

Z t o h o m á m e ú m ě r u 

ED : EC = EF : EG. 

Z t o h o u s u z u j e m e , ž e č t y ř ú h e l n í k CDGF j e t ě t i v o v ý . A l e 
č t y ř ú h e l n í k ABFG j e t a k é t ě t i v o v ý , n e b o ť 

<GAB = 180° — -ZGFB = $lGFC = 180° — <$.GDC, 

c o ž z n a m e n á , ž e s t r a n y AB, CD j s o u v z á j e m n ě r o v n o b ě ž -
n é , j a k j s m e c h t ě l i d o k á z a t . 

Cviíení 

1 . C o v y p l ň u j í v š e c h n y b o d y , j e j i c h ž m o c n o s t k d a n é 
k r u ž n i c i j e s t á l e t á ž ? 

2 . J e d á n a k r u ž n i c e k = (S, r). S e s t r o j t e m n o ž i n u 
v š e c h b o d ů , k t e r é m a j í k t é t o k r u ž n i c i m o c n o s t r2; 2 r 2 ; 
— lr2; — ir*. 

3 . J s o u d á n y d v ě n e s o u s t ř e d n é k r u ž n i c e k = (S, r ) , 
k' = (S', ť ) . N a j d ě t e b o d , j e h o ž m o c n o s t k p r v n í k r u ž -
n i c i j e r | a k d r u h é 2r\. P r o v e ď t e d i s k u s i . 

4 . J s o u d á n y t ř i k r u ž n i c e , z n i c h ž ž á d n é d v ě n e j s o u 
s o u s t ř e d n é a k a ž d á p r o t í n á d r u h é v ž d y v e d v o u r ů z n ý c h 
b o d e c h . U k a ž t e , ž e c h o r d á l y p r v n í a d r u h é k r u ž n i c e , 
d r u h é a t ř e t í , p r v n í a t ř e t í p r o c h á z e j í j e d i n ý m b o d e m . 
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P l a t í v ě t a i t e h d y , k d y ž v š e c h n y t ř i k r u ž n i c e m a j í s v é 
s t ř e d y v p ř í m c e ? 

5 . J e d á n a k r u ž n i c e k = ( S , r) a b o d A l e ž í c í v n ě t é t o 
k r u ž n i c e . N e c h ť A / . V j e l i b o v o l n ý p r ů m ě r k r u ž n i c e k, a t o 
t a k o v ý , ž e b o d y A, M, j V j s o u v r c h o l y t r o j ú h e l n í k a . D o -
k a ž t e , ž e k r u ž n i c e o p s a n á t r o j ú h l e n í k u AMN p r o c h á z í 
k r o m ě b o d u A j e š t ě d a l š í m p e v n ý m b o d e m , k t e r ý n e z á -
v i s í n a v o l b ě p r ů m ě r u MN. ( N á v o d : U v a ž u j t e m o c n o s t 
b o d u S k e k r u ž n i c i o p s a n é t r o j ú h e l n í k u AMN.) 

Poznámka. D á se u k á z a t , ž e AM2 + AN2 = k o n s t . ( V i z 
p a r t i i o t ě ž n i c i . ) 

6 . J e d á n a p e v n á k r u ž n i c e k = (S, r) a n a n í p e v n ý 
b o d A. V n ě m j e k e k r u ž n i c i s e s t r o j e n a t e č n a t a n a n i 
z v o l e n b o d B t a k , a b y AB = d ^ 0 . P a k j e s e s t r o j e n a l i -
b o v o l n á k r u ž n i c e k' = ( S ' , ť ) d o t ý k a j í c í se v b o d ě B 

?ř í m k y t a p r o t í n a j í c í k r u ž n i c i k v r ů z n ý c h b o d e c h C, D. 

ř e d p o k l á d á m e , ž e ú t v a r y k, A, ¿ j s o u n e p r o m ě n n é . 
a ) D o k a ž t e , ž e p ř í m k a CD p r o c h á z í p e v n ý m b o d e m . 
b ) N a j d ě t e m n o ž i n u v š e c h s t ř e d ů ú s e č e k SS'. 

c) N a j d ě t e m n o ž i n u v š e c h p r ů s e č í k ů p ř í m e k SS', CD. 

d ) Z j i s t ě t e , j a k ý j e v z t a h m e z i p o l o m ě r y u v a ž o v a n ý c h 
k r u ž n i c a d é l k o u d, j e s t l i ž e se k r u ž n i c e p r o t í n a j í k o l m o . 

7 . J e d á n t r o j ú h e l n í k ABC. N a d t ě ž n i c e m i AA', BB' 

j a k o n a d p r ů m ě r y j s o u o p s á n y k r u ž n i c e . D o k a ž t e , ž e 
j e j i c h c h o r d á l a j e v ý j k a d a n é h o t r o j ú h e l n í k a , j d o u c í 
v r c h o l e m C. 

8 . V d a n é k r u ž n i c i k = (S, r) j s o u d á n y d v ě t ě t i v y 
k o l m o se p r o t í n a j í c í v b o d ě E, k t e r ý j e v n i t ř n í m b o d e m 
k r u ž n i c e . T í m j e j e d n a t ě t i v a r o z d ě l e n a n a d v a ú s e k y , 
j e j i c h ž d é l k y j s o u a, b a d r u h á n a d v a ú s e k y d é l e k c, d. 

U k a ž t e , ž e 
a2 + b2 + c2 + d2 = 4 r2. 
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4. k a p i t o l a 

P Ř Í K L A D Y Ř E Š E N É J I N A K , 
Z E J M É N A S T E J N O L E H L O S T Í 

V í m e , ž e k a ž d é d v ě k r u ž n i c e r ů z n ý c h p o l o m ě r ů m a j í 
d v a s t ř e d y s t e j n o l e h l o s t i . J e s t l i ž e o b ě k r u ž n i c e n e m a j í 
ž á d n ý s p o l e č n ý b o d a j e d n a l e ž í v n ě d r u h é , p a k j e d e n 
s t ř e d s t e j n o l e h l o s t i j e p r ů s e č í k v n ě j š í c h t e č e n a d r u h ý j e 
p r ů s e č í k v n i t ř n í c h t e č e n . R o z u m í se , ž e o b a l e ž í n a 
s t ř e d n é . J e s t l i ž e k r u ž n i c e m a j í v n ě j š í n e b o v n i t ř n í d o t y k , 
j e j e d n í m s t ř e d e m s t e j n o l e h l o s t i s p o l e č n ý b o d . J e s t l i ž e 
k r u ž n i c e n e m a j í ž á d n ý s p o l e č n ý b o d a j e d n a l e ž í u v n i t ř 
d r u h é , d o s t a n e m e o b a s t ř e d y s t e j n o l e h l o s t i z n á m o u k o n -
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s t r u k c l , k t e r á j e p r o v e d e n a v o b r . 3 7 . K t o m u j e n p ř i p o -
m e n e m e , ž e p ř í m k a S A j e r o v n o b ě ž n á s p ř í m k o u A'A". 

Příklady 

i 1 . K d a n é k r u ž n i c i k s e s t r o j t e k r u ž n i c i k' s n í s t e j n o -
l e h l o u p r o s t ř e d s t e j n o l e h l o s t i v b o d ě C a p r o k o e f i c i e n t 
s t e j n o l e h l o s t i X . 

Řešeni ( o b r . 3 8 ) . O s t ř e d u S' h l e d a n é k r u ž n i c e k' p l a t í 

CS' = | X | . C S , X ^ O . 

J e - l i X > 0 , b o d S' l e ž í n a p o l o p ř í m c e CS; j e - l i X < 0 , 
b o d S' l e ž í n a o p a č n é p o l o p ř í m c e . P o l o m ě r h l e d a n é k r u ž -
n i c e j e 

r ' = | X | r . 
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P o d l e t o h o k r u ž n i c i k' s n a d n o s e s t r o j í m e . ( V o b r . 3 8 j e 
X = - 2 . ) 

V o b r . 3 8 si v š i m n ě m e j e š t ě j e d n é v ě c i . L i b o v o l n é m u 
b o d u A n a k r u ž n i c i k o d p o v í d á v n a š í s t e j n o l e h l o s t i b o d 
A' n a k r u ž n i c i k', a t o t a k , ž e 

CA' = | X | . C t f 

a p ř i t o m s o u č a s n ě & 4 | | . S " . 4 ' . O b r á c e n ě , b o d u B' n a k r u ž -
n i c i k' o d p o v í d á b o d B n a k r u ž n i c i k, a t o t a k , ž e 

| X | . C B = CB' 

a s o u č a s n ě p l a t í S5 | | .S" .B ' . T o p l a t í i p r o b o d M', k t e r ý j e 
p r ů s e č í k e m k r u ž n i c k, k'. J e m u , j a k o ž t o b o d u k r u ž n i c e k', 

v n a š í s t e j n o l e h l o s t i o d p o v í d á b o d M ria k r u ž n i c i k t a k , 
ž e 

CM' = | X | CM. 

T a t o o k o l n o s t n á s p ř i v á d í k ř e š e n í n á s l e d u j í c í h o p ř í k l a d u . 

2 . J e d á n a k r u ž n i c e k a u v n i t ř n í b o d C. B o d e m C 

v e ď t e s e č n u t a k , a b y o j e j í c h p r ů s e č í c í c h X, X' s d a n o u 
k r u ž n i c í p l a t i l o 

CX' = 2.CX. 

Řehní. D a n ý b o d C p o v a ž u j m e z a s t ř e d s t e j n o l e h l o s t i , 
j e j í ž k o e f i c i e n t j e 2 . V t é t o s t e j n o l e h l o s t i s e s t r o j m e k r u ž -
n i c i k' j a k o o b r a z k r u ž n i c e k. P r ů s e č í k y X', Y' k r u ž n i c k, 
k' j s o u k r a j n í b o d y ž á d a n ý c h t ě t i v . 

D ů k a z s p r á v n o s t i p o p s a n é k o n s t r u k c e p r o v e d e m e 
t a k t o . P ř í m k a CX' p r o t n e k r u ž n i c i k v b o d ě X, k t e r ý j e 
v z o r e m b o d u X' v u v a ž o v a n é s t e j n o l e h l o s t i . P r o t o p l a t í 

. 2 .CX = CX', 
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j a k b y l o ú l o h o u p o ž a d o v á n o . T o t é ž p l a t í i o d r u h é t ě t i v ě 
r r . 

P ř í k l a d m á d v ě r ů z n á ř e š e n í p r á v ě t e h d y , k d y ž 
SC > i r . J e s t l i ž e SC = J r , k r u ž n i c e k, k' se v z á j e m n ě 
d o t ý k a j í a j e p o u z e j e d n o ř e š e n í . J e s t l i ž e p o s l é z e SC < J r, 

ř e š e n í n e e x i s t u j e . 

3 . J s o u d á n y d v ě k r u ž n i c e k k', m a j í c í v n ě j š í d o t y k 
v b o d ě T. B o d e m T j e v e d e n a l i b o v o l n á p ř í m k a , k t e r á 
k r u ž n i c e k, k' p r o t n e p o ř a d ě v b o d e c h A =é T, A' T. 

T e č n a k r u ž n i c e k v b o d ě A a t e č n a k r u ž n i c e k' v b o d ě A' 

j s o u n a v z á j e m r o v n o b ě ž n é . D o k a ž t e . 

Řešeni. B o d 7 * j e s t ř e d s t e j n o l e h l o s t i o b o u k r u ž n i c . B o d 
A' j e o b r a z e m b o d u A v t é t o s t e j n o l e h l o s t i a p r o t o o b ě 
z m í n ě n é t e č n y j s o u v z á j e m n ě r o v n o b ě ž n é . 

4. J s o u d á n y d v ě k r u ž n i c e k, k' v t a k o v é p o l o z e , ž e 
k a ž d á z n i c h l e ž í v n ě d r u h é . S e s t r o j m e k r u ž n i c i m o s t ř e -
d u M, k t e r á se j i c h d o t ý k á p o ř a d ě v b o d e c h A, B. J e s t l i ž e 
k r u ž n i c e m m á s o b ě m a d a n ý m i v n ě j š í d o t y k n e b o s o b ě -
m a v n i t ř n í d o t y k , p r o c h á z í p ř í m k a AB p e v n ý m b o d e m 0 
n e z á v i s l ý m n a v o l b ě k r u ž n i c e m. M á - l i k r u ž n i c e m p r á v ě 
s j e d n o u z d a n ý c h k r u ž n i c v n i t ř n í d o t y k , p r o c h á z í p ř í m -
k a AB p e v n ý m b o d e m 0 ' ^ 0 . D o k a ž t e . J a k se t o t o 
t v r z e n í z m ě n í , j s o u - l i k r u ž n i c e k, k' s h o d n é ? 

Řešení ( o b r . 3 9 ) . Z v o l m e l i b o v o l n o u k r u ž n i c i m, k t e r á 
s o b ě m a d a n ý m i m á v n ě j š í d o t y k . P ř í m k a AB p r o t n e 
k r u ž n i c i A j e š t ě v b o d ě B' a s t ř e d n o u SS' d a n ý c h k r u ž n i c 
v b o d ě 0 . N y n í p l a t í 

-$.SB'A = ^SAB' = <$iMAB - <ABM = <£OBS' 
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a p r o t o p ř í m k y BS', SB' j s o u v z á j e m n ě r o v n o b ě ž n é a 
p ř í m k a BB' p r o c h á z í v n ě j š í m s t ř e d e m 0 s t e j n o l e h l o s t i 
k r u ž n i c k, k'. 

S a m i s i u ž n a r ý s u j t e o b r á z e k a d o k a ž t e , ž e v d r u h é m 
p ř í p a d ě b o d 0' j e v n i t ř n í s t ř e d s t e j n o l e h l o s t i k r u ž n i c k, k'. 

J e s t l i ž e d a n é k r u ž n i c e k, k' j s o u s h o d n é , p o t o m v n ě j š í 
s t ř e d s t e j n o l e h l o s t i 0 n e e x i s t u j e a p ř í m k a AB j e r o v n o -
b ě ž n á se s t ř e d n o u SS' n e z á v i s l e n a z v o l e n é k r u ž n i c i m , 
k t e r á m á s o b ě m a d a n ý m i k r u ž n i c e m i b u d v n ě j š í , n e b o 
v n i t ř n í d o t y k . V n i t ř n í s t ř e d s t e j n o l e h l o s t i o v š e m e x i s t u j e 
a j í m p r o c h á z í k a ž d á p ř í m k a AB, k t e r o u d ř í v e p o p s a n ý m 
z p ů s o b e m d o s t a n e m e z k r u ž n i c e m, m a j í c í p r á v ě s j e d n o u 
z d a n ý c h k r u ž n i c v n i t ř n í d o t y k . 

5 . N e c h ť d v ě k r u ž n i c e k, k' m a j í s p o l e č n é p r á v ě d v a 
r ů z n é b o d y A, B. B o d e m A v e ď m e p ř í m k u t a k , a b y v o b o u 
k r u ž n i c í c h v y t í n a l a s h o d n é t ě t i v y . 

Řešeni. S e s t r o j m e k r u ž n i c i k1} k t e r á j e s o u m ě r n ě s d r u -
ž e n á s k r u ž n i c í k p o d l e s t ř e d u s o u m ě r n o s t i A. K r u ž n i c e kx 

p r o t n e k r u ž n i c i k' v b o d ě X'. P ř í m k a AX' j e h l e d a n á 
p ř í m k a . 
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K r u ž n i c e ku k' m a j í s k u t e č n ě s p o l e č n é d v a r ů z n é b o d y 
A, X'. K d y b y t o t i ž m ě l y s p o l e č n ý p o u z e b o d A, k r u ž n i c e 
kx, k' b y se v z á j e m n ě d o t ý k a l y , a l e p o t o m b y se d o t ý k a l y 
i k r u ž n i c e k, k', c o ž b y b y l o p r o t i p ř e d p o k l a d u . 

P o p s a n á k o n s t r u k c e j e s k u t e č n ě s p r á v n á . B o d u X' j a k o 
b o d u k r u ž n i c e k' o d p o v í d á v u ž i t é s t ř e d o v é s o u m ě r n o s t i 
b o d X n a k r u ž n i c i k a n a p ř í m c e AX'. P r o t o t a k é AX = 

= AX'. 
T a k , j a k j e p ř í k l a d f o r m u l o v á n , e x i s t u j e p r á v ě j e d n o 

ř e š e n í . 

6 . J s o u d á n y d v ě s o u s t ř e d n é a r ů z n é k r u ž n i c e k = 
= (5, r), k' =s (S, r'). N a v n ě j š í j e z v o l e n b o d A. T í m t o 

b o d e m se m á p r o l o ž i t p ř í m k a p t a k , a b y j e j í t ě t i v a v e 
v ě t š í k r u ž n i c i b y l a m e n š í k r u ž n i c í r o z d ě l e n a n a t ř i s t e j n é 
d í l y . 

Obr. 40 

Řehní ( o b r . 4 0 ) . K e k r u ž n i c i k ( j e t o v n i t ř n í k r u ž n i c e ) 
s e s t r o j m e k r u ž n i c i kx s t e j n o l e h l o u p o d l e s t ř e d u A a o k o e -
ficientu 2 . K r u ž n i c e kx p r o t n e k r u ž n i c i k v b o d ě Xx. 
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P ř í m k a AXx v y h o v u j e n a š í ú l o z e . S k u t e č n ě , b o d u n a 
k r u ž n i c i kx o d p o v í d á v e z m í n ě n é s t e j n o l e h l o s t i b o d X n a 
p ř í m c e AXx a n a k r u ž n i c i k, a t o t a k , ž e 

AXx : AX = 2 : 1 . 
T e d y 

AX = XX1} 

a z e s o u m ě r n o s t i o b o u k r u ž n i c p l a t í t é ž 

AX = XXt = BX1} 

k d e B j e d r u h ý p r ů s e č í k p ř í m k y AXx s k r u ž n i c í k'. 

P ř í k l a d m á d v ě r ů z n á ř e š e n í , p o k u d r > J r ' . J e s t l i ž e 
r = £ r', m á p ř í k l a d j e d i n é ř e š e n í ( j e t o p r ů m ě r AS). 

J e s t l i ž e r < $ r', n e e x i s t u j e ž á d n é ř e š e n í . 

7 . J s o u d á n y d v ě n e s o u s t ř e d n é k r u ž n i c e k = (S, r ) , 
k' = (S', r') a m i m o n ě b o d P. S e s t r o j t e t e č n u t k r u ž n i c e k 

a t e č n u ť k r u ž n i c e k' t a k , a b y o b ě t y t o t e č n y b y l y v z á -
j e m n ě r o v n o b ě ž n é a a b y v z d á l e n o s t i b o d u P o d t ě c h t o 
d v o u t e č e n b y l y v p o m ě r u m : n. 

Řehní ( o b r . 4 1 ) . B o d y d o t y k u t e č e n t, ť s k r u ž n i c e m i k, 
k' o z n a č m e p o ř a d ě 7", T . P a t y k o l m i c , s p u š t ě n ý c h 
z b o d u P n a t e č n y t, ť , o z n a č m e p o s t u p n ě U, V. P o ž a d a -
v e k ú l o h y j e 

PU : PV = m : n. 

P ř í m k a PT p r o t n e t e č n u ť v b o d ě X a p l a t í 

PU : PV = PT : PX = m : n. 

S e s t r o j m e n y n í p o m o c n o u k r u ž n i c i k t , k t e r á j e s t e j n o -
l e h l á s k r u ž n i c í k p o d l e s t ř e d u s t e j n o l e h l o s t i P a p ř i t o m 
k o e f i c i e n t s t e j n o l e h l o s t i j e m : n. K r u ž n i c e k± se v b o d ě X 

d o t ý k á p ř í m k y ť . 
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K o n s t r u k c e t e č e n t, / ' j e p o d l e t o h o t a k o v á t o : S e s t r o j í -
m e k r u ž n i c i kx. S p o l e č n á t e č n a k r u ž n i c klt k' j e t e č n a ť. 

T e č n a t v b o d ě T, k t e r ý v e s t e j n o l e h l o s t i o d p o v í d á b o d u 
X, j e p a k s n í r o v n o b ě ž n á . 

P o č e t ř e š e n í z á v i s í n a p o č t u s p o l e č n ý c h t e č e n k r u ž n i c 
kXt k'. P o d l e t o h o m ů ž e m í t p ř i k l a d n e j v ý š e č t y ř i r ů z n á 
ř e š e n í ( p o k u d o v š e m kx ^ k'), a t o t e n k r á t , k d y ž k a ž d á 
z k r u ž n i c kx, A' l e ž í v n ě d r u h é . J e s t l i ž e t y t o d v ě k r u ž n i c e 
m a j í v n ě j š í d o t y k , e x i s t u j í t ř i r ů z n á ř e š e n í ; j e s t l i ž e m a j í 
s p o l e č n é p r á v ě d v ě r ů z n é t e č n y , e x i s t u j í d v ě r ů z n á ř e š e n í , 
a j e s t l i ž e m a j í v n i t ř n í d o t y k , e x i s t u j e j e d i n é ř e š e n í . J e s t l i -
ž e j e d n a z k r u ž n i c kx, k! l e ž í u v n i t ř d r u h é , n e e x i s t u j e 
ž á d n é ř e š e n í . J e s t l i ž e t e č n a ť j e z á r o v e ň t e č n o u k r u ž n i c e 
k', p a k t e č n y t, ť s p l ý v a j í . 

T o j s m e s t á l e p ř e d p o k l á d a l i , ž e k r u ž n i c e kx, k' j s o u 
r ů z n é . K d y b y s p l ý v a l y , p a k b y e x i s t o v a l o n e s č í s l n ě m n o -
h o ř e š e n i . 
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8 . B u c l t e ž E, F, G p a t y v ý š e k d a n é h o t r o j ú h e l n í k a 
ABC, k t e r ý n e n í p r a v o ú h l ý ; o r t o c e n t r u m o z n a č m e H. 

S e s t r o j m e k r u ž n i c i n a d p r ů m ě r y EH, FH, GH. U k a ž t e , 

ž e t ě t i v y s p o l e č n é p r v n í a d r u h é k r u ž n i c i , d r u h é a t ř e t í , 
p r v n í a t ř e t í j s o u s h o d n é . 

Řešení ( o b r . 4 2 ) . V í m e , ž e v ý š k y d a n é h o t r o j ú h e l n í k a 
j s o u o s a m i ú h l ů o r t i c k é h o t r o j ú h e l n í k a EFG. O r t o c e n t r u m 
H m á t e d y o d j e h o s t r a n EF, FG, EG s h o d n é v z d á l e n o s t i . 
V o b r . 4 2 j s o u n a r ý s o v á n y j e n d v ě k r u ž n i i c o p r ů m ě r e c h 
GH ( s e s t ř e d e m 0 3 ) a EH ( se s t ř e d e m 0 t ) . V t r o j ú h e l n í k u 
EGH j e ú s e č k a 0X03 s t ř e d n í p ř í č k o u a p ů l í p r o t o v z d á l e -
n o s t v r c h o l u H o d s t r a n y EG. A v š a k ú s e č k a j e z á -
r o v e ň s t ř e d n á u v a ž o v a n ý c h d v o u k r u ž n i c a p r o t o p ů l í 
s p o l e č n o u t ě t i v u k r u ž n i c klt k3, t j . t ě t i v u HK, k d e A" j e 
d r u h ý s p o l e č n ý b o d k r u ž n i c ku k3. T e n t o b o d K, j a k 
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p l y n e z p ř e d e š l é h o , l e ž í n u t n ě n a s t r a n ě EG a p l a t í o n ě m 
HK _L 0 ^ 3 a t u d í ž t a k é HK J_ EG. T o t é ž p l a t í o k r u ž -
n i c í c h kt, k2 a j e j i c h s p o l e č n é t ě t i v ě HL ( r e s p . o k r u ž n i -
c í c h k2, i 3 a j e j i c h s p o l e č n é t ě t i v ě HM). D é l k y ú s e č e k 
HK, HL, HM j s o u p o d l e t o h o v z d á l e n o s t i b o d u H o d 
s t r a n p o ř a d ě EG, EF, FG, a t y — j a k j s m e d ř í v e u v e d l i 
— j s o u s h o d n é . 

9 . S e s t r o j t e k r u ž n i c i , k t e r á se d o t ý k á d v o u r ů z n o b ě ž -
n ý c h p ř í m e k tu t2 a p r o c h á z í p ř i t o m d a n ý m b o d e m M, 

k t e r ý n e l e ž í n a ž á d n é z d a n ý c h p ř í m e k . 

Řešeni ( o b r . 4 3 ) . H l e d a n á k r u ž n i c e kx j e s t e j n o l e h l á 
s k a ž d o u k r u ž n i c í k, d o t ý k a j í c í se d a n ý c h d v o u t e č e n . 
S t ř e d s t e j n o l e h l o s t i j e p r ů s e č í k R p ř í m e k t1} t2. D a n é m u 
b o d u M p ř i t o m o d p o v í d á b o d M' n a k r u ž n i c i k. 

K o n s t r u k c e h l e d a n é k r u ž n i c e j e p a k t a t o . N e j d ř í v e s e -
s t r o j í m e p o m o c n o u k r u ž n i c i k l i b o v o l n é h o p o l o m ě r u , 
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k t e r á se d o t ý k á p ř í m e k tu t2; j e j í s t ř e d o z n a č í m e O . N a n í 
z j i s t í m e b o d M', k t e r ý v e z m í n ě n é s t e j n o l e h l o s t i o d p o v í -
d á b o d u M. P o t o m p o l o m ě r u O M' o d p o v í d á p o l o m ě r 
01M h l e d a n é k r u ž n i c e kv P o n ě v a d ž s t ř e d 0X l e ž í n a o s e 
ú h l u t e č e n tlt t2, j e t í m b o d 0 X u r č e n a j e u r č e n a i k r u ž n i -
c e kx. ( R o z u m í s e , ž e s e s t r o j u j e m e o s u t o h o ú h l u t e č e n 

t2, v n ě m ž l e ž í b o d M.) 

K r u ž n i c e kx s k u t e č n ě s p l ň u j e p o d m í n k y k l a d e n é ú l o -
h o u . P ř e d e v š í m j e o b r a z e m k r u ž n i c e k v p o u ž i t é s t e j n o -
l e h l o s t i a d o t ý k á se p r o t o p ř í m e k ř x , t2. P o n ě v a d ž k r u ž n i -
c e k p r o c h á z í b o d e m M', m u s í k r u ž n i c e kx p r o c h á z e t 
b o d e m M, k t e r ý j e o b r a z e m b o d u M' v u v e d e n é s t e j n o -
l e h l o s t i . 

P ř i k l a d m á p ř i d a n é f o r m u l a c i d v ě r ů z n á ř e š e n í , n e b o ť 
b o d M m á n a k r u ž n i c i k z a s v ů j v z o r b u d b o d M', n e b o 
M". 

1 0 . S e s t r o j t e k r u ž n i c i , k t e r á se d o t ý k á d v o u r ů z n o b ě ž -
n ý c h t e č e n t2 a d a n é k r u ž n i c e m = (M,r). 

Řešeni ( o b r . 4 4 a , b ) n e p r o v e d e m e c e l é ; s p o k o j í m e se 
s r o z b o r e m a s n á z n a k e m k o n s t r u k c e . V o b r . 4 4 a m á 
d a n á k r u ž n i c e m s v ý s l e d n o u k r u ž n i c í k v n ě j š í d o t y k . 
S e s t r o j m e p o m o c n o u k r u ž n i c i k' t a k , a b y p r o c h á z e l a 
b o d e m M a b y l a s k r u ž n i c í k s o u s t ř e d n á . K r u ž n i c e k' se 
d o t ý k á p ř í m e k t[, t2 r o v n o b ě ž n ý c h p o ř a d ě s p ř í m k a m i 
tly ř 2 a m a j í c í c h o d s t ř e d u S v z d á l e n o s t o r v ě t š í n e ž d a n é 
p ř í m k y . 

P o d l e t o h o s t a č í s e s t r o j i t p ř í m k y t\, ť2 a p a k k r u ž n i c i k', 

k t e r á se t ě c h t o p ř í m e k d o t ý k á a p r o c h á z í p ř i t o m b o -
d e m M. H l e d a n á k r u ž n i c e j e s n í s o u s t ř e d n á , a l e p o l o m ě r 
m á o r m e n š í . 

V o b r . 4 4 b m á h l e d a n á k r u ž n i c e s d a n o u k r u ž n i c í 
v n i t ř n í d o t y k . P o m o c n á k r u ž n i c e k', k t e r á j e s h l e d a n o u 
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s o u s t ř e d n á a p r o c h á z í p ř i t o m b o d e m M, d o t ý k á se p ř í -
m e k t[, t'z, k t e r é j s o u s p ř í m k a m i tlf / 2 r o v n o b ě ž n é a o d 
b o d u S m a j í v z d á l e n o s t o r m e n š í n e ž j e v z d á l e n o s t p ř í -
m e k f „ í 2 . D a l š í s i u ž č t e n á ř o d v o d í s á m . 

Ú l o h a m ů ž e m í t n e j v ý š e č t y ř i r ů z n á ř e š e n í . 
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1 1 . J e d á n a k r u ž n i c e k o s t ř e d u S a j e j í d v ě r ů z n o b ě ž n é 
t e č n y a, b, j e j i c h ž b o d y d o t y k u p o ř a d ě o z n a č í m e A, B; 

p r ů s e č í k t e č e n j e P. S e s t r o j m e d a l š í t e č n u t r ů z n o u o d 
t e č e n a, b, k t e r á p r o t n e t e č n u a v b o d ě X a t e č n u b v b o d ě 
T. S e s t r o j m e d á l e p ř í m k u c j d o u c í s t ř e d e m S k o l m o 

k p ř í m c e SP. T a p r o t n e t e č n u a v b o d ě U a t e č n u b 

v b o d ě V. D o k a ž t e , ž e p l a t í UX. VY = SU\ 

Řeíeni ( o b r . 4 5 ) . J e n u t n é p r o b r a t d v a p ř í p a d y . P r v n í 
j e t e n , k d y d a n á k r u ž n i c e j e u v n i t ř v e p s á n a t r o j ú h e l n í k u 
XTP a d r u h ý n a s t a n e , j e s t l i ž e k r u ž n i c e A j e v n ě v e p s á n a 
t r o j ú h e l n í k u XTP. P r o b e r e m e j e n p ř í p a d p r v n í a d r u h ý 
p ř e n e c h á m č t e n á ř i . 

V t r o j ú h e l n í k u XTP o z n a č m e 

^TXP = 2a, -ZXTP = 2p, <XPT = 2y. 
O n i c h t e d y p l a t í 

« + P + Y = 9 0 ° . 
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V d a l š í m d o k á ž e m e , ž e 

Asvr~ axus. 

T o p r o v e d e m e t a k t o : 

<srv = p, <$.svr = 90° + y. 

P r o t o t ř e t í ú h e l v t r o j ú h e l n í k u SVT m á v e l i k o s t a . 
V t r o j ú h e l n í k u ATtÁS1 m a j í v n i t ř n í ú h l y p o t o m t y t o v e -

l i k o s t i : 
<$SXU = a, •Š.SUX = 90° + y, 

a t o s t a č í k d ů k a z u t v r z e n í , ž e z m í n ě n é t r o j ú h e l n í k y j s o u 
p o d o b n é . P o t o m v š a k m ů ž e m e p s á t 

SV \ UX = VT : SU, 
t j . 

SU.SV = UX. VY, 

a t o j s m e m ě l i d o k á z a t . 

1 2 . K r u ž n i c e k', k t e r á p r o c h á z í s t ř e d y s t r a n d a n é h o 
t r o j ú h e l n í k a ABC, p r o c h á z í i p a t a m i v ý š e k a s t ř e d y ú s e -
č e k , o m e z e n ý c h o r t o c e n t r e m a v r c h o l y A, B, C. J e j í 
p o l o m ě r j e r o v e n p o l o v i n ě p o l o m ě r u k r u ž n i c e o p s a n é d a -
n é m u t r o j ú h e l n í k u . ( J e t o t z v . k r u ž n i c e d e v í t i b o d ů n e b o 
k r u ž n i c e E u l e r o v a , n e b o t é ž F e u e r b a c h o v a . ) 

D ů k a z ( o b r . 4 6 ) . a ) S t ř e d y s t r a n d a n é h o t r o j ú h e l n í k a 
o z n a č m e p o ř a d ě A', B', C' a p a t y v ý š e k o z n a č m e D ( n a 
s t r a n ě BC), E ( n a AC), F ( n a AB). S t ř e d k r u ž n i c e k 

o p s a n é t r o j ú h e l n í k u ABC j e S. J e o k a m ž i t ě z ř e j m é , ž e 
t r o j ú h e l n í k y ABC, A'B'C' j s o u s t e j n o l e h l é , n e b o ť AB\\ 
\\A'B', BC\\B'C' a AC\\A'C'. S t ř e d t é t o s t e j n o l e h l o s t i j e 
j e j i c h s p o l e č n é t ě ž i š t ě T a p o m ě r s t e j n o l e h l o s t i j e — 2 . 
P r o t o p o l o m ě r k r u ž n i c e k', k t e r á j e o p s á n a t r o j ú h e l n í k u 
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A'B'C',]t r o v e n p o l o v i n ě p o l o m ě r u k r u ž n i c e k, k t e r á j e 
o p s á n a t r o j ú h e l n í k u ABC. 

b ) T r o j ú h e l n í k ACF j e p r a v o ú h l ý a ú s e č k a FB' j e 
v n ě m t ě ž n i c e , j d o u c í v r c h o l e m p r a v é h o ú h l u . P r o t o 

\AC = AB' = CB' = FB'. 

T a k é v š a k p l a t í 
\AC = A'C' 

a p r o t o 
FB' = A'C'. 
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L i c h o b ě ž n í k FC'A'B' j e t u d í ž r o v n o r a m e n n ý a l z e m u 
t e d y o p s a t k r u ž n i c i . A l e t o j e k r u ž n i c e k', č í m ž j s m e d o k á -
z a l i , ž e b o d F l e ž í n a k r u ž n i c i k'. P o d o b n ě se d á u k á z a t , 
ž e i b o d y D, E l e ž í n a k r u ž n i c i k' a t í m m á m e d o k á z á n u 
d a l š í č á s t v y s l o v e n é h o t v r z e n í . 

c ) S t ř e d ú s e č k y HC o z n a č m e M. Ú s e č k a MB' j e s t ř e d -
n í p ř í č k a v t r o j ú h e l n í k u ADC a t u d í ž 

MB' || AD, 
z č e h o ž v y p l ý v á , ž e 

MB' _L B'C'. 

N a d p ř e p o n o u MC' j s o u p o d l e t o h o s e s t r o j e n y d v a p r a v o -
ú h l é t r o j ú h e l n í k y , MC'B', MFC'. T y m a j í s p o l e č n o u 
o p s a n o u k r u ž n i c i , c o ž j e p r á v ě k r u ž n i c e k'. T í m j s m e d o -
k á z a l i , ž e b o d A / l e ž í n a k r u ž n i c i k'. P o d o b n ě se d á d o k á -
z a t , ž e i b o d K ( s t ř e d ú s e č k y AH) a b o d L ( s t ř e d ú s e č k y 
BH) l e ž í n a k r u ž n i c i k', č í m ž j e p o s l e d n í č á s t n a š e h o 
t v r z e n í d o k á z á n a . 

D ů k a z b y l p r o v e d e n p r o o b e c n ý t r o j ú h e l n í k . V ě t a v š a k 
p l a t í i p r o t r o j ú h e l n í k p r a v o ú h l ý . V r o v n o r a m e n n é m 
t r o j ú h e l n í k u se k r u ž n i c e d e v í t i b o d ů d o t ý k á z á k l a d n y a 
v t r o j ú h e l n í k u r o v n o s t r a n n é m s p l ý v á s v e p s a n o u k r u ž -
n i c í . 

1 3 . K r u ž n i c e k, k' z p ř e d e š l é h o p ř í k l a d u m a j í s t ř e d 
s t e j n o l e h l o s t i j e d n a k v e s p o l e č n é m t ě ž i š t i T t r o j ú h e l n í k ů 
ABC, A'B'C', a j e d n a k v o r t o c e n t r u H d a n é h o t r o j ú h e l -
n í k a . 

D ů k a z ( o b r . 4 6 ) . O b o d u T j s m e t o d o k á z a l i v p ř e -
d e š l é m p ř í k l a d ě . V š i m n e m e s i p r o t o j e n b o d u H. Ú v a -
ž u j m e s t e j n o l e h l o s t se s t ř e d e m v b o d ě H a p o m ě r e m s t e j -
n o l e h l o s t i 2 : 1 . V n í b o d ů m A, B, C o d p o v í d a j í p o ř a d ě 
b o d y K,L, M a k r u ž n i c i k, k t e r á p r o c h á z í b o d y A, B, C, 
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o d p o v í d á k r u ž n i c e j d o u c í b o d y K, L, M; a l e t o j e p r á v ě 
k r u ž n i c e k'. T e d y k r u ž n i c e k, k' s i v u v a ž o v a n é s t e j n o -
l e h l o s t i o d p o v í d a j í , j a k j s m e m ě l i d o k á z a t . 

1 4 . O z n a č m e ( v i z o b r . 4 6 ) AH = v'a, HD = v'á; BH = 

= v'„, HE = v'b'; CH = v'c, HF = v'c'. D o k a ž t e , ž e 
t t* t tt t // va.va = Vb.Vb = Ve.Ve. 

D ů k a z . M o c n o s t b o d u H v z h l e d e m k e k r u ž n i c i A ' j e 

M = HK.HD - HL.HE = HM.HF. (1) 
A l e 

HK = \ AH = \ v'a, HD = v': a t d . 

P o d o s a z e n í d o ( 1 ) d o s t a n e m e d a n ý v z t a h . 

15. J e d á n r o v n o b ě ž n í k ABCD a k r u ž n i c e k o b s a h u j í c í 
j e h o v r c h o l A. N e c h ť p o l o p ř í m k y AB, AC, AD j s o u t o u t o 
k r u ž n i c í p r o ť a t y p o ř a d ě j e š t ě v b o d e c h K, L, M. D o k a ž t e , 
ž e p l a t í 

AC.AL = AB.AK + AD.AM. 
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D ů k a z ( o b r . 4 7 ) . C t y r ú h e l n í k AKLM j e t ě t i v o v ý a 
p l a t í t e d y o n ě m P t o l e m a i o v a v ě t a : 

AL.MK = AK.LM+ AM.KL. (1) 

T r o j ú h e l n í k y ABC, MLK j s o u p o d o b n é , n e b o ť 

<BAC = -ZKAL = <KML, 
<ACB = <£DAC - <$MAL = <^MKL. 

O s t r a n á c h t ě c h t o t r o j ú h e l n í k ů t u d í ž p l a t í 

AB : AC = LM : MK, 
BC -.AC = KL : MK. 

2, t ě c h t o r o v n i c v y j á d ř í m e LM, KL a p o d o s a z e n í d o ( 1 ) 
o b d r ž í m e ž á d a n ý v z t a h . 

1 6 . J s o u d á n y t ř i k r u ž n i c e kx = (0lt r j , k2 = (02, r2), 

k3 = ( O j , r 3 ) . N e c h ť k a ž d é d v ě z n i c h m a j í v n ě j š í d o t y k 
a n e c h ť k r u ž n i c e ku k2 (kly k3; k2, k3) se d o t ý k a j í v b o d e c h 
T a (T2; T,). P ř í m k a 7~,T" 3 (T2T3) p r o t í n á k r u ž n i c i k3 

j e š t ě v b o d ě K ( L ) . U k a ž t e , ž e ú s e č k a A T , j e p r ů m ě r e m 
k r u ž n i c e k3. 

D ů k a z . K r u ž n i c e k2, ka j s o u n a v z á j e m s t e j n o l e h l é 
p o d l e s t ř e d u s t e j n o l e h l o s t i T x . V t é t o s t e j n o l e h l o s t i o d p o -
v í d á ú s e č c e 02Ť3 ú s e č k a 03K. P l a t í t e d y 03K\\0X02. P o -
d o b n ě d o k á ž e m e , ž e i L0a|| 0102 a j s m e s d ů k a z e m h o -
t o v i . 

1 7 . J e d á n o s t r ý ú h e l a o v r c h o l u V a n a j e h o o s e s o u -
m ě r n o s t i j e d á n b o d 0 , n e s p l ý v a j í c í s v r c h o l e m V. K o l e m 
b o d u 0 o p i š t e k r u ž n i c i t a k , a b y j e j í p o l o m ě r b y l m e n š í 
n e ž O V a a b y j e j í p r ů s e č í k y s o b ě m a r a m e n y u r č o v a l y 
l i c h o b ě ž n í k d a n é h o o b s a h u k a . 
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Řešení. H l e d a n á k r u ž n i c e p r o t n e j e d n o r a m e n o ú h l u 
v b o d e c h A, B a d r u h é r a m e n o v b o d e c h C, D. L i c h o b ě ž -
n í k j e ABCD. P a t y k o l m i c , s p u š t ě n ý c h z b o d u 0 n a r a -
m e n a d a n é h o ú h l u , o z n a č m e K ( n a r a m e n i AB) a L ( n a 
CD). Ú s e č k a KL j e s t ř e d n í p ř í č k a l i c h o b ě ž n í k a a p r o t í n á 
o s u ú h l u v b o d ě M. V ý š k u l i c h o b ě ž n í k a o z n a č m e v. 

P o t o m p r o o b s a h l i c h o b ě ž n í k a p l a t í 

P = KL.v = k2, t j . v = k2 : KL. 

Z e z í s k a n é h o v z o r c e m ů ž e m e s n a d n o s e s t r o j i t v ý š k u v, 

j e j í p o l o v i n u n a n e s e m e o d b o d u M v o b o u s m ě r e c h n a 
o s u ú h l u a t a k t o z í s k a n ý m i b o d y p r o c h á z e j í z á k l a d n y 
l i c h o b ě ž n í k a ( k o l m o k o s e ) . 

J e - l i J V s t ř e d k r a t š í z á k l a d n y l i c h o b ě ž n í k a , p l a t í 

ON < OV. 
A l e 

ON = I v + OM = + O F . s i n ' | - , 

a p r o t o 

Z t o h o 

k% + OV.sin1 < 0 V . 
2 .KL ' 2 

k* < 2 . ^ Z . 0 F . c o s a y , 

a t o j e p o d m í n k a ř e š i t e l n o s t i . 

Cvičení 

1 . D v ě s h o d n é ú s e č k y AB, CD s v í r a j í o s t r ý ú h e l a a m a j í 
s p o l e č n ý v n i t ř n í b o d R t a k o v ý , ž e t r o j ú h e l n í k y ACR, 

BDR j s o u r o v n o r a m e n n é . D o t ě c h t o t r o j ú h e l n í k ů j s o u v e -
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p s á n y k r u ž n i c e . D o k a ž t e , ž e s o u č e t d é l e k o b o u k r u ž n i c 
j e n e z á v i s l ý n a d é l c e AR. 

2 . D v ě k r u ž n i c e kx = (Su r j , k2 = (.S^, h) m a j í s p o -
l e č n é p r á v ě d v a r ů z n é b o d y A, B. P ř í m k a ¿ S 1 ! p r o t n e 
k r u ž n i c i v b o d ě Bx a p ř í m k a ASt p r o t n e k2 v b o d ě B2. 

P ř í m k a ByB2 p r o c h á z í b o d e m B a j e r o v n o b ě ž n á s p ř í m -
k o u S j S j . D o k a ž t e . 

3 . J e d á n a k r u ž n i c e k a j e j í d v ě r ů z n é , v z á j e m n ě r o v n o -
b ě ž n é t e č n y a, b, j e j i c h ž b o d y d o t y k u j s o u p o ř a d ě A, B. 

Z v o l m e d a l š í t e č n u t k r u ž n i c e k, r ů z n o b ě ž n o u s t e č n a m i 
a, b, k t e r á t e č n y a , b p r o t n e p o s t u p n ě v b o d e c h K, L. D o -
k a ž t e , ž e s o u č i n AK.BL j e n e z á v i s l ý n a p o l o z e t e č n y t. 

4 . D o r o v n o r a m e n n é h o t r o j ú h e l n í k a j e v e p s á n a k r u ž -
n i c e k. P a k j e s e s t r o j e n a k r u ž n i c e k^ m e n š í h o p o l o m ě r u , 
k t e r á se d o t ý k á o b o u r a m e n d a n é h o t r o j ú h e l n í k a a k r u ž -
n i c e k. V y p o č t ě t e p o l o m ě r k r u ž n i c e kr. 

5 . D o r o v n o s t r a n n é h o t r o j ú h e l n í k a j s o u v e p s á n y t ř i 
k r u ž n i c e t a k o v é , ž e k a ž d á z n i c h se d o t ý k á d v o u s t r a n 
t r o j ú h e l n í k a a d r u h ý c h d v o u k r u ž n i c . V y p o č t ě t e p o l o m ě r 
t ě c h t o k r u ž n i c . 

6 . Z ř e š e n í p ř í k l a d u 1 3 j e p a t r n o , ž e s t ř e d k r u ž n i c e 
o p s a n é d a n é m u t r o j ú h e l n í k u , t ě ž i š t ě a o r t o c e n t r u m t o h o t o 
t r o j ú h e l n í k a l e ž í v p ř í m c e ( E u l e r o v a p ř í m k a ) . P r o v e ď t e 
p o d r o b n ě . J a k ý j e p o m ě r TS: TH? 

7 . Z j i s t ě t e , z d a v z t a h d o k á z a n ý v p ř í k l a d ě 1 5 p l a t í 
i t e h d y , k d y ž k r u ž n i c e k p r o t n e ú s e č k y AB, AC, AD v b o -
d e c h n a p r o d l o u ž e n í z a b o d A. 
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5 . k a p i t o l a 

K R U Ž N I C E J A K O M N O Ž I N A B O D Ů 

I . J e d á n a p ř í m k a p a n a n í d v a r ů z n é b o d y A, B. T u 
p l a t í : 

Věta 12. Na přímce p existují právě dva různé body X, T, 
které od bodů A, B (v tomto pořadí) mají daný pomžr vzdále-
ností X # 0, 1. Pro X = 1 existuje jediný bod této vlastnosti 
(střed úseíky AB) ; hodnotě X = 0 odpovídá sám bod A. 

D ů k a z ( o b r . 4 8 ) p r o v e d e m e p r o s t ě t a k , ž e t y t o d v a 
b o d y s e s t r o j í m e . Z a t í m ú č e l e m p r o l o ž m e b o d e m A p ř í m -
k u r ^ p a b o d e m B p ř í m k u r ' | | r . N a p ř í m c e r u r č e m e 
b o d L t a k , a b y AL = X a n a p ř í m c e r ' u r č e m e d v a r ů z -
n é b o d y J, J' t a k , a b y BJ = BJ' = 1 . P a k p ř í m k y LJ, 

LJ' v y t n o u n a p ř í m c e p ž á d a n é b o d y X, T, z n i c h ž j e d e n 
j e m e z i b o d y A, B a d r u h ý n a p r o d l o u ž e n í ú s e č k y AB. 

4 

Ir \ 

r' 

rk X\/B Y 
1 jí-

Obr. 48 

D ů k a z s p r á v n o s t i t é t o k o n s t r u k c e p l y n e z p o d o b n o s t i 
t r o j ú h e l n í k ů XAL, XBJ, p ř í p a d n ě TAL, TBJ'. 
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J e s t l i ž e X = 1 , p o t o m p o p s a n á k o n s t r u k c e n á s p ř i v e d e 
k j e d i n é m u b o d u — s t ř e d u ú s e č k y AB. 

J e s t l i ž e p o s l é z e X = 0 = 0 : 1 , d o s t a n e m e j e d i n ý b o d 
— b o d A. 

Věta 13. Osa vnitřního (vnějšího) úhlu protne protější 
stranu daného trojúhelníka v bodě M (N), o nimi platí 
AM -.BM = b:a {AN : BN = b : a). 

D ů k a z p r o v e d e m e p r o o s u v n i t ř n í h o ú h l u p ř i v r c h o l u 
C. V o b r . 4 9 j e d á n t r o j ú h e l n í k ABC; o s a ú h l u ACB p r o -
t í n á s t r a n u AB v b o d ě M. D a n ý t r o j ú h e l n í k j e r o z d ě l e n 
n a d v a t r o j ú h e l n í k y AMC, BMC. P o u ž i j e m e - l i s i n o v é 
v ě t y , d o s t a n e m e z p r v n í h o a z d r u h é h o t r o j ú h e l n í k a 

Obr. 49 

(to = <BMC) 

Y 

AM = AC. s i n £ • : s i n o , 

BM - BC. s i n - £ : s i n u . 
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Z t ě c h t o d v o u r o v n i c j i ž m á m e 

AM : BM = AC : BC = b : a. 

T í m j e v ě t a d o k á z á n a p r o o s u v n i t ř n í h o ú h l u , n e b o ť 
s t e j n ý m z p ů s o b e m se d á d o k á z a t p r o o s y v n i t ř n í c h ú h l ů 
CAB, CBA. 
i O s a v n ě j š í h o ú h l u p ř i v r c h o l u C p r o t n e p r o t i l e h l o u 
s t r a n u v b o d ě N, k t e r ý j e n a p r o d l o u ž e n í ú s e č k y AB. 

O z n a č í m e - l i -$CNB = to ' , p a k z t r o j ú h e l n í k ů ANC, BNC 
u ž i t í m s i n o v é v ě t y o b d r ž í m e 

AN : AC,= s i n ( 9 0 ° + : s i n to ' , 

BN : BC = s i n ( 9 0 ° — f s i n V . 

Z t ě c h t o d v o u r o v n i c d ě l e n í m d o j d e m e k v ý s l e d k u 

AN : BN = b : a. 

P l a t í v š a k i v ě t a o b r á c e n á : 

V ě t a 13'. Jestliže přímka CM Mi stranu AB trojúhelníka 
ABC v pomlru AM : BM = b : a, pak tato přímka je bud 
osou vnitřního, nebo osou vnéjšího úhlu při vrcholu C podle toho, 
zda bod M leží mezi body A, B, nebo na prodloužené úsečce AB. 

D ů k a z , a ) J e s t l i ž e AM : BM = 1 a b o d Mleží m e z i 
b o d y A, B, z n a m e n á t o , ž e a = b a v ě t a j e p r a v d i v á . 

b ) N e c h ť AM : BM =J= 1 a b o d Mleží m e z i b o d y A, B. 
O s a v n i t ř n í h o ú h l u ACB p r o t n e s t r a n u AB v b o d ě M', 
o n ě m ž p l a t í 

AM' : BM' = b : a. 

T o v š a k j e m o ž n é j e d i n ě t a k , ž e M' = M a v ě t a j e p r a v -
d i v á i v t o m t o p ř í p a d ě . 
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P o d o b n ě se p r o v e d e d ů k a z v p ř í p a d ě , ž e b o d M l e ž í n a 
p r o d l o u ž e n í ú s e č k y AB, a l e p o m ě r AM : BM ^ 0 , 1 . 

Věta 14. Množina všech bodů, které mají od dvou pevných 
a různých bodů stále stejný poměr vzdáleností m : n (různý od 
0 a l),je kružnice zvaná Apolloniova. 

D ů k a z ( o b r . 4 9 ) . D a n é d v a r ů z n é b o d y o z n a č m e A, B. 

T y l e ž í n a p ř í m c e p. N a n i e x i s t u j í , j a k v í m e , d v a r ů z n é 
b o d y M , JV, o n i c h ž p l a t í 

AM : BM = m : n, (1) 
AN : BN = m :n, 

k d e p o m ě r m : « j e d á n . B o d y M, J V n á l e ž í n a š í m n o ž i n ě 
b o d ů . 

N e c h ť b o d C, k t e r ý n e l e ž í n a p ř í m c e AB, n á l e ž í u v a ž o -
v a n é m n o ž i n ě b o d ů . P a k p l a t í 

AC : BC = m : n. ( 2 ) 

P o n ě v a d ž b o d y A, B, C m ů ž e m e p o v a ž o v a t z a v r c h o l y 
t r o j ú h e l n í k a , p l y n e z r o v n i c ( 1 ) a ( 2 ) z a p o u ž i t í v ě t y 13', 

ž e p ř í m k a CM je o s o u v n i t ř n í h o ú h l u a p ř í m k a C J V j e o s a 
v n ě j š í h o ú h l u v t r o j ú h e l n í k u ABC. A v š a k p o t o m p ř í m k y 
CM, CN j s o u n a v z á j e m k o l m é a b o d C j e b o d e m k r u ž n i -
c e k s e s t r o j e n é n a d p r ů m ě r e m MN. 

O b r á c e n ě . Z v o l m e n a k r u ž n i c i k l i b o v o l n ý b o d C' 

^ M, J V a s p o j m e j e j s b o d y A, B. D o s t a n e m e t a k t r o j -
ú h e l n í k ABC'. P ř í m k a MC' r o z d ě l í v n i t ř n í ú h e l AC'B n a 
d v a : 

$AC'M = Yl, <£BC'M = ya. 

R o z u m í se , ž e 

Ti + T2 = Y = <AC'B < 180°. (1) 
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P í s m e n e m v o z n a č m e j e š t ě v ý š k u t r o j ú h e l n í k a ABC' 

j d o u c í v r c h o l e m C'. O b s a h t r o j ú h e l n í k a AMC' l z e v y -
j á d ř i t d v ě m a z p ů s o b y : 

\AM.v = \AC'. MC' s i n Y i -

P o d o b n ě o b s a h t r o j ú h e l n í k a BMC' l z e v y j á d ř i t d v ě m a 
z p ů s o b y : 

i BM.v = i BC.MC' sin y2. (1') 
Z t ě c h t o d v o u r o v n i c z í s k á m e n o v o u 

AM : BM = . ¡4G"sin : BC' s i n Y2 . ( 2 ) 

P o d o b n ě z t r o j ú h e l n í k ů ANC', BNC' d o s t a n e m e 

AN: BN = AC s i n ( 9 0 ° + Y l ) : BC' s i n ( 9 0 ° — y O = 
= AC' c o s Y i : BC' c o s y2. ( 3 ) 

V í m e v š a k , ž e 

AM : BM = AN : BN = m : n 

a p r o t o z r o v n i c e ( 2 ) a ( 3 ) d o s t a n e m e d a l š í r o v n i c i 

s i n Y i : s i n y 2 = c o s Y i : c o s Ya 
č i l i 

t g Yi = t g Ya-

S o h l e d e m n a r o v n i c i ( 1 ) d o c h á z í m e k v z t a h u 

Yi = Ya» 

t j . p ř í m k a MC' j e o s o u v n i t ř n í h o ú h l u t r o j ú h e l n í k a ABC' 

a p ř í m k a NC' j e o s o u v n ě j š í h o ú h l u . B o d C' j e b o d e m 
u v a ž o v a n é m n o ž i n y . T í m j e t a k é d ů k a z v y s l o v e n é v ě t y 
p r o v e d e n . 
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Příklady 
1 . S e s t r o j t e t r o j ú h e l n í k , v n ě m ž c = 6 , y = 6 0 ° , a:b = 

= 2 : 3 . 

Obr. 50 

Řešeni ( o b r . 5 0 ) . V r c h o l C h l e d a n é h o t r o j ú h e l n í k a ABC 
m u s í l e ž e t n a t o m o b l o u k u k r u ž n i c e k, z j e h o ž b o d ů j e 
ú s e č k u AB v i d ě t p o d ú h l e m 6 0 ° . P o t o m l e ž í i n a A p o l l o -
n i o v ě k r u ž n i c i o p s a n é n a d p r ů m ě r e m M N , p ř i č e m ž 
b o d y M, J V j s o u u r č e n y v z t a h y 

AM : BM = 3 : 2 , AN \ BN = 3 : 2 . 

P o n ě v a d ž b o d o v é d v o j i c e A, B; M, N se v z á j e m n ě o d d ě -
l u j í , m á ú l o h a v ž d y ř e š e n í , a t o ( a ž n a ř e š e n í s o u m ě r n é ) 
j e d i n é . 

2 . N a d a n é p ř í m c e p j s o u d á n y t ř i r ů z n é b o d y B, O, C 

v t o m t o p o ř a d í . K o l e m b o d u O j e o p s á n a k r u ž n i c e k l i b o -
v o l n ý m p o l o m ě r e m , a l e t a k , a b y b o d y B, C l e ž e l y b u ď 
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v n ě t é t o k r u ž n i c e , n e b o j e d e n v n ě ( v z d á l e n ě j š í o d 0 ) a 
d r u h ý n a k r u ž n i c i ( b l i ž š í b o d u 0 ) . Z b o d ů B, C j s o u k n í 
s e s t r o j e n y t e č n y , k t e r é se p r o t n o u v b o d ě X. J a k á j e m n o -
ž i n a v š e c h b o d ů X, m ě n í - l i k r u ž n i c e k s v ů j p o l o m ě r ? 

Řešení ( o b r . 5 1 ) . a ) J e s t l i ž e BO = CO, p a k m n o ž i n o u 
v š e c h b o d ů d a n é v l a s t n o s t i j e o s a ú s e č k y BC s v ý j i m k o u 
b o d u 0 . 

b ) V ě n u j m e t e d y p o z o r n o s t p ř í p a d u , k d y BO CO. 

Z b o d u B s e s t r o j m e j e d n u t e č n u k r u ž n i c e k ( v o b r . j e t o 
t e č n a t) a z b o d u C s e s t r o j m e o b ě a o z n a č m e j e tt, t2. 

J e j i c h b o d y d o t y k u j s o u 7 " „ T2. P r ů s e č í k p ř í m e k t, ť , j e X. 

V t r o j ú h e l n í k u BCX j e p ř í m k a XO o s o u v n i t ř n í h o ú h l u 
BXC, n e b o ť č t y ř ú h e l n í k 0TXTx j e d e l t o i d . P r o t o p l a t í 

BX : CX = BO : CO 

a b o d A ' l e ž í n a A p o l l o n i o v ě k r u ž n i c i p ř í s l u š n é ú s e č c e BC; 
p o m ě r v z d á l e n o s t í j e r o v e n BO : CO. 

P o d o b n é t e č n y t, t2 se p r o t í n a j í v b o d ě T , o n ě m ž p l a t í 

BY : CY = BO : CO, 
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n e b o ť p ř í m k a TO j e o s o u v n i t ř n í h o ú h l u t r o j ú h e l n í k a 
BTC. T u d í ž i b o d T l e ž í n a t é ž e A p o l l o n i o v ě k r u ž n i c i 
j a k o b o d X. 

O b r á c e n ě . Z v o l m e n a A p o l l o n i o v ě k r u ž n i c i l i b o v o l n ý 
b o d X' n e l e ž í c í n a p ř í m c e p. P ř í m k a OX' j e o s o u ú h l u 
t r o j ú h e l n í k a BCX' a p r o t o e x i s t u j e ( j e d i n á ) k r u ž n i c e se 
s t ř e d e m 0 d o t ý k a j í c í se p ř í m e k BO', CO'. 

D o š l i j s m e t a k k v ý s l e d k u : 
M n o ž i n o u v š e c h p r ů s e č í k ů u v a ž o v a n ý c h t e č e n j e 

A p o l l o n i o v a k r u ž n i c e , j e j í ž k a ž d ý b o d m á t u v l a s t n o s t , ž e 
p o m ě r j e h o v z d á l e n o s t í o d b o d ů B, C j e r o v e n BO : CO. 

D o t é t o m n o ž i n y n e s m í m e p o č í t a t p r ů s e č í k y A p o l l o n i o v y 
k r u ž n i c e s p ř í m k o u BC. 

3 . J s o u d á n y d v ě k r u ž n i c e k = ( S , r), k' = (S', r'), 

z n i c h ž k a ž d á l e ž í v n ě d r u h é . N a j d ě t e m n o ž i n u v š e c h 
b o d ů , z n i c h ž v i d í m e t y t o d v ě k r u ž n i c e p o d ú h l e m k o n -
s t a n t n í v e l i k o s t i . 

Řešení, a ) J e s t l i ž e j s o u o b ě k r u ž n i c e s h o d n é , p a k h l e d a -
n o u m n o ž i n o u j e t a o s a s o u m ě r n o s t i o b o u k r u ž n i c , k t e r á 
p ů l í j e j i c h s t ř e d n o u . 

b ) M ě j m e t e d y k r u ž n i c e r ů z n ý c h p o l o m ě r ů a n e c h ť 
b o d M n á l e ž í h l e d a n é m n o ž i n ě b o d ů . V e ď m e z n ě h o 
t e č n y t, u k e k r u ž n i c i k a t e č n y ť , u' k e k r u ž n i c i k'. B o d y 
d o t y k u o z n a č í m e p o s t u p n ě T, U, T', U'. P o d l e d a n é h o 
p l a t í ( o b r . 5 2 ) 

= < í / V = 2 t ú < 1 8 0 ° . 

P ř í m k y MS, MS' p ů l í ú h l y t ě c h t o t e č e n . Z p r a v o ú h l ý c h 
t r o j ú h e l n í k ů MST, MS'T v y p l ý v á 

AÍS.s in (o = T, MS'.sin to = ť 
a z t o h o 

MS : MS' = r : r'. 

92 



B o d M l e ž í p o d l e t o h o n a A p o l l o n i o v ě k r u ž n i c i , k t e r á j e 
m n o ž i n o u v š e c h b o d ů , j e ž m a j í o d b o d ů S, S' p o m ě r 
v z d á l e n o s t í r o v n ý r : r'. 

O b r á c e n ě , z v o l m e n a t é t o k r u ž n i c i l i b o v o l n ý b o d M'. 
P o n ě v a d ž j e b o d e m A p o l l o n i o v y k r u ž n i c e , p l a t í 

SM' : S'M' = r : r ' . ( 1 ) 

Z b o d u M' s e s t r o j e n é t e č n y k e k r u ž n i c i k s v í r a j í ú h e l 
2 t o < 1 8 0 ° a t e č n y s e s t r o j e n é z t é h o ž b o d u k e k r u ž n i c i k 
s v í r a j í ú h e l 2 t o ' < 1 8 0 ° . P l a t í p r o t o 

SM'. s i n co = r , S'M'. s i n to ' = ť. 

D o s a d í m e - l i t y t o v ý r a z y d o r o v n i c e ( 1 ) , d o s t a n e m e 

s i n o = s i n OJ'. 
P o n ě v a d ž v š a k 

2co < 1 8 0 ° , t j . co < 9 0 ° , 
2 t i ) ' < 1 8 0 ° , t j . c o ' < 9 0 ° , 

p l y n e z t o h o , ž e 
to = t o ' . 
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D o š l i j s m e t a k k v ý s l e d k u : M n o ž i n o u v š e c h b o d ů , 
z n i c h ž j s o u v i d č t d v ě k r u ž n i c e r ů z n ý c h p o l o m ě r ů , z n i c h ž 
k a ž d á l e ž í v n ě d r u h é , p o d k o n s t a n t n í m ú h l e m , j e A p o l l o -
n i o v a k r u ž n i c e , k t e r á m á o b a s t ř e d y s t e j n o l e h l o s t i d a -
n ý c h k r u ž n i c z a p r ů m ě r . ( V i z c v i č . 2 0 . ) 

4. S e s t r o j t e t ě t i v o v ý č t y ř ú h e l n í k ABCD, j e s t l i ž e j s o u 
d á n y d é l k y j e h o s t r a n : AB = a = 6 , BC = b = 5 , 2 , 
CD =c = 2 , 2 , AD = d = 3 . 

Řešení ( o b r . 5 3 ) . T r o j ú h e l n í k ACD o t o č m e k o l e m 
v r c h o l u C t a k , a b y p o l o p ř í m k a CD s p l y n u l a s p o l o p ř í m -
k o u CB. V r c h o l D t í m p ř e j d e v b o d D' n a p o l o p ř í m c e 
CB a b o d A p ř e j d e d o b o d u A'. P l a t í t e d y 

A CDA A CD'A'. 

P o n ě v a d ž p r o t ě j š í ú h l y v e č t y ř ú h e l n í k u ABCD j s o u v ý -
p l ň k o v é , j e D'A'\\BE, k d e E j e p r ů s e č í k p ř í m k y CA' 
s p ř í m k o u AB. P o t o m v š a k 

A CD'A' ~ ACBE 
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a o d t u d CD' : D'A' = CB : BE. 

S t r u č n ě j š í z á p i s j e 

c : d = b : BE, t j . BE = —. 
c 

Z n á m e t e d y d é l k u ú s e č k y BE. P o č í t e j m e j e š t ě p o m ě r 

AC-.EC = A'C : EC = D'C : BC = c : b. 

P o d l e t o h o v r c h o l C m á p o m ě r v z d á l e n o s t í o d b o d ů A, E 

r o v e n p o m ě r u c : b a l e ž í t u d í ž n a A p o l l o n i o v ě k r u ž n i c i , 
k t e r á v z d á l e n o s t b o d ů A, E d ě l í v p o m ě r u c : b. 

Z p ř e d c h o z í ú v a h y p l y n e t a t o k o n s t r u k c e : 

a ) S e s t r o j í m e ú s e č k u BE = a p a k n a l i b o v o l n é 

p ř í m c e u r č í m e b o d y A, B, E t a k , a b y AB = a, BE = 

a a b y p ř i t o m p l a t i l o AE = AB + BE. c 

b ) S e s t r o j í m e A p o l l o n i o v u k r u ž n i c i , k t e r á b o d y A, E 

o d d ě l u j e v p o m ě r u c : b. N a n í a n a k r u ž n i c i ( B , b) 

l e ž í v r c h o l C. 

c ) S e s t r o j í m e v r c h o l D. 

S e s t r o j e n ý č t y ř ú h e l n í k j e s k u t e č n ě t ě t i v o v ý , n e b o ť s e -
s t r o j e n á d é l k a BE p ř e d p o k l á d á , ž e D'A' || BE, c o ž v e s v ý c h 
d ů s l e d c í c h v e d e k t o m u , ž e t r o j ú h e l n í k y CDA, CD'A' j s o u 
s h o d n é , a t o m á z a n á s l e d e k , ž e ú h l y ABC, CDA j s o u v ý -
p l ň k o v é . 

V d i s k u s i s i m u s í m e n e j p r v e v š i m n o u t t o h o , z a j a k ý c h 
p o d m í n e k d o s t a n e m e b o d C. T o j e p r ů s e č í k A p o l l o n i o v y 
k r u ž n i c e s k r u ž n i c í ( B ; b). P o č í t e j m e p r o t o p o l o m ě r 
A p o l l o n i o v y k r u ž n i c e . P ř e d e v š í m (X, T j s o u p r ů s e č í k y 
A p o l . k r u ž n i c e s AB). 

c 
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AX : EX = c : b. 

Ř e š e n í m t é t o s o u s t a v y d o s t a n e m e 

ac + bd „ b(ac + bd) 
A X = b + c ' E X - c{b + ¿ r ' 

P o d o b n ě ř e š e n í m s o u s t a v y 

E r + Ar=aí±bd 
c 

Ar : ET = c : b, 

d o s t a n e m e z a p ř e d p o k l a d u b > c. 

i v ac + bd b(ac + bd) 
A I = — 7 , IL 1 = r y \ — ' 

b — c c(b — c) 

O z n a č í m e - l i r p o l o m ě r A p o l l o n i o v y k r u ž n i c e , j e 

2 r = X r = E T - E X = 2 b ^ + b f ) • 
b2 — c2 

J e - l i 5 s t ř e d A p o l l o n i o v y k r u ž n i c e , p l a t í 

A b y v r c h o l C e x i s t o v a l , m u s í p l a t i t 

|SC — BC\ <SB <SC + BC. 

P o d o s a z e n í a ú p r a v ě d o j d e m e k d v ě m a n e r o v n o s t e m 

a — d < b + c, b — c<a+d. (1) 

P r o e x i s t e n c i b o d u D o b d o b n ě p l a t í 

| CD — AD\ < AC <CD + AD, 
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c o ž j i n a k p s á n o , d á 

\c-á\<y. 
(ad + bc) (ac + bd) , 

ab +cd < c + 

V š i m n e m e s i z a t í m n e r o v n o s t i 

\c-d\<T{ad+bc^acJ+bd^. 
1 ab + cd 

U m o c n í m e a p o k r a t š í ú p r a v ě d o s t a n e m e 

(c — d)* < (a 
tj-

| c — d\<a+b. (2) 

P o d o b n ě z n e r o v n o s t i (ad + bc) (ac + bd) < ( + d 

ab + cd 
d o s t a n e m e 

\a — b\<c+d. (3) 
V z t a h y ( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) j s o u p o d m í n k y p r o t o , a b y se č t y ř -
ú h e l n í k ABCD d a l s e s t r o j i t . D a l o b y se t a k é ř í c i , ž e p o d -
m í n k y ř e š e n í j s o u : K a ž d á s t r a n a č t y ř ú h e l n í k a j e m e n š í 
n e ž s o u č e t o s t a t n í c h s t r a n . 

V r a ť m e se n y n í k p ř í p a d u b = c, k t e r ý j s m e v d i s k u s i 
v y l o u č i l i . K d y b y t a t o r o v n o s t p l a t i l a , b y l o b y 

BE = d, t j . A' =E, D' = B. 

Z t o h o b y d á l e p l a t i l o 
CE = CA 

a p ř í k l a d b y se d a l ř e š i t p o d s t a t n ě j e d n o d u š e j i . 

7 Kružnice 



I I . K r u ž n i c e j a k o m n o ž i n a b o d ů u r č i t é v l a s t n o s t i se 
v y s k y t u j e v e l m i č a s t o . U v e d e m e s i j e š t ě n ě k o l i k p ř í k l a d ů , 
a v š a k p r o d a l š í b u d e m e p o t ř e b o v a t n ě k o l i k v ě t , k t e r é s i 
o d v o d í m e . 

V ě t a 15. Délka těžnice trojúhelníka ABC, jež vychází 
Z vrcholu C, je dána vzorcem 

<? = i [2 (a2 + b2) — c2]. 
£ 

Obr. 54 

A ci D C 

D ů k a z ( o b r . 5 4 ) . P a t u v ý š k y s p u š t ě n é z v r c h o l u C 

o z n a č m e D, s t ř e d s t r a n y AB o z n a č m e C'. T e d y 

CD = v, CC' = te. 

Z p r a v o ú h l é h o t r o j ú h e l n í k a CDC' p l y n e 

tl = CD* + C'D2. 

N e j p r v e v y p o č í t á m e d é l k y ú s e č e k 

q = AD, c2 = BD, 

p a k v y p o č í t á m e d é l k u v ý š k y v a n a p o s l e d d é l k u t ě ž n i c e tc. 

J e p a t r n o , ž e p l a t í 

v2 = AC2 — AD2 = b2 — c*=a2 — cl 
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O d t u d v y p l ý v á n á s l e d u j í c í v z t a h 

c\ — c\ = a2 — b2, 

a t e n p o s t u p n ě u p r a v u j e m e : 

( f . (c2 ~ O =a* — b\ 
c2 — t i = ( a 2 — ¿ 2 ) : c. 

K t é t o r o v n i c i p ř i p i š m e r o v n i c i 

f i + f i = f -

Ř e š e n í m s o u s t a v y p o s l e d n í c h d v o u r o v n i c d o s t a n e m e 

= ( ¿ a + c a _ f l 2 ) : 2 c , c 2 = (a2 — b2 + c2) :2c. 

N y n í se d á v y p o č í t a t d é l k a v ý š k y j a k o f u n k c e s t r a n : 

v2 = b2 — c\ = b2 — [(¿2 + c2 — a2) : 2 c ] 2 . 

J e š t ě v y j á d ř í m e d é l k u ú s e č k y DC': 

DC' = \c — cx - (a2 — b2) : 2c 

a m ů ž e m e j i ž p ř i s t o u p i t k v ý p o č t u d é l k y t ě ž n i c e . 

<« =b2 — [ ( 6 2 + c 2 — a 2 ) : 2 c ] 2 + [ ( a 2 — b2) : 2 c ] 2 . 

Z t o h o p a k p o k r a t š í ú p r a v ě d o s t a n e m e v z o r e c d ř í v e u v e -
d e n ý . C y k l i c k o u z á m ě n o u d o j d e m e k o b d o b n ý m v z o r c ů m 
p r o t ě ž n i c e /„ , tb. 

T a k , j a k j s m e p r á v ě v y j á d ř i l i d é l k u t ě ž n i c e p o m o c í 
s t r a n , m o h l i b y c h o m v y j á d ř i t i d é l k u v ý š e k n e b o d é l k u 
o s y v n i t ř n í h o č i v n ě j š í h o ú h l u . E x i s t u j e v š a k v z o r e c — 
t z v . Stewirtůo — k t e r ý v y j a d ř u j e d é l k u k t e r é k o l i ú s e č k y 
o m e z e n é v r c h o l e m t r o j ú h e l n í k a a b o d e m n a p r o t ě j š í 
s t r a n ě . 
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Věta 16. V trojúhelníku ABC je dána úsečka CM, kde M 
je bod na straní AB a džlí tuto stranu na úsečky délek AM = m, 
BM = n. Jestliže CM = p, pak platí 

cp2 = ma2 + nb2 — cmn. 

Obr. 55 

D ů k a z ( o b r . 5 5 ) . N a t r o j ú h e l n í k y AMC, BMC p o u ž i -
j e m e k o s i n o v é v ě t y : 

b2 = m2 +p2 — 2mp c o s to , ^ 1 
a2 = n2 + p2 + 2np c o s to. 

V y l o u č í m e - l i z o b o u r o v n i c c o s a p o u ž i j e m e - l i v z t a h u 
m + n = c, d o j d e m e k S t e w a r t o v u v z o r c i . 

V t o m t o v z o r c i j e o b s a ž e n v z o r e c d ř í v e o d v o z e n ý p r o 
£ 

d é l k u t ě ž n i c e tc. S t a č í t o t i ž p o l o ž i t m = n = J e v n ě m 

o b s a ž e n v z o r e c p r o d é l k u v ý š k y vc. T o b y c h o m m u s e l i p o -
l o ž i t 

m=cx = (b2 +c2 — a2) :2c,n = ci = (a2 — b2 +c2):2c. 

P r o v e ď t e o b a p ř í p a d y . 
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V r a ť m e se v š a k k e v z o r c i 

z n ě h o ž v y p l ý v á 

a * +b* = i ( 4 ř f + c 2 ) - (1) 
O d t u d j e p a t r n o : J s o u - l i v t r o j ú h e l n í k u d á n y s t r a n a c a 
t ě ž n i c e tc, p o t o m v r c h o l C l e ž í n a k r u ž n i c i (C', tc) a z b ý -
v a j í c í d v ě s t r a n y j s o u v á z á n y v z t a h e m ( 1 ) . M ů ž e m e v š a k 
v y s l o v i t v ě t u m n o h e m s i l n ě j š í . 

Věta 17. Množina všech bodů, pro něž souíet čtverců vzdá-
leností od dvou pevných a různých bodů je konstantní a roven 
k2 0, je kružnice. Její střed půlí vzdálenost pevných bodů. a 
její poloměr r je dán vzorcem r2 = (2k2 — c2): 4, kde c je 
vzdálenost daných dvou bodů. 

D ů k a z ( o b r . 5 6 ) . D a n é d v a b o d y o z n a č í m e A, B a 
s t ř e d ú s e č k y AB o z n a č í m e C'. B o d M, k t e r ý n e l e ž í n a 
p ř í m c e AB, j e b o d e m n a š í m n o ž i n y a t u d í ž o n ě m p l a t í 

\ 
\ 

B 

Obr. 56 

AM2 + BM2 = k\ 
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V t r o j ú h e l n í k u ABM j e MC' t ě ž n i c í a p l a t í t e d y 

MC'2 = [ 2 { A M 2 + BM2) — AB2] : 4. 

P o d o s a z e n í z a s o u č e t AM2 + 5 A f 2 n a b u d e r o v n i c e j e d -
n o d u š š í h o t v a r u : 

MC'2 - ( 2 k 2 — c2) : 4 = k o n s t . 

B o d M ] t p o d l e t o h o b o d e m k r u ž n i c e ( C , MC'), k t e r á m á 
p e v n ý s t ř e d C' a k o n s t a n t n í p o l o m ě r MC'. 

O b r á c e n ě , n a t é t o k r u ž n i c i z v o l m e l i b o v o l n ý b o d M', 
k t e r ý n e l e ž í n a p ř í m c e AB. P r o t ě ž n i c i M'C' t r o j ú h e l n í k a 
ABM' p l a t í 

M'C'2 = [2(AM'2 + BM'2) — AB2] : 4 , 

c o ž j i n a k p s á n o , d á 

AM'2 + BM'2 = ( 4 / 2 + c2) : 2 , 

c o ž j e v e l i č i n a k o n s t a n t n í . Z n a m e n á t o , ž e b o d M' a t e d y 
i k a ž d ý j i n ý b o d z m í n ě n é k r u ž n i c e m á s o u č e t č t v e r c ů 
v z d á l e n o s t í o d b o d ů A, B r o v n ý d a n é k o n s t a n t ě k2. T í m 
j e d ů k a z p r o v e d e n p r o b o d y n e l e ž í c í n a p ř í m c e AB. 
U k á ž e m e v š a k , ž e i b o d y s p o l e č n é p ř í m c e AB a u v a ž o -
v a n é k r u ž n i c e n á l e ž í n a š í m n o ž i n ě b o d ů . O z n a č m e t y -
t o b o d y X , Y. J e p a t r n o , ž e 

AX = c : 2 — tc, BX = c : 2 + tc, 
a p r o t o 

AX2 +BX2 = c2: 2 + 21\ = (4/2 + c2) : 2 = k2. 

P r o b o d Y se d ů k a z p r o v e d e p o d o b n ě . 
V o b r . 5 6 j e n a k r e s l e n a s i t u a c e p r o k < c. Ú s e č k a XY 

l e ž í p r o t o u v n i t ř ú s e č k y AB. P l a t í - l i k > c, p o t o m b y 
XY > AB. K d y b y p o s l é z e k = c, p l a t i l o b y p a k XY = 
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= AB, tj. X = A, T^B.V každém případě by však 
body X, T náležely uvažované množině bodů, i když 
rovnice, pomocí nichž by se to dokazovalo, by byly po-
někud jiné. 

Příklady 

1. Vypočtěte délky stran a, b v trojúhelníku ABC, jestli-
že je dána strana c, protilehlý úhel y = 60° a těžnice /„. 

Řešení. Víme, že 

a2 + b2 = (4/c2 + c2) : 2. (1) 

K tomu připíšeme kosinovou větu 

C2 = a3 + 62 — 2ab cos y = a2 + b2 — ab. 

Z obou rovnic dostaneme 

ab = (4i2 — c2) : 2. 
Známou úpravou rovnic (1) a (2) dojdeme k jednodušší 
soustavě 

a + b = V(12/? — c2) : 2, 

a — b = (3c2 — 4T?)T2. 

Odtud již snadno jednak 

^ = []/(12/e — c2) : 2 +y(3c 2 —4/c
2) : 2 ] : 2, 

= [ | / (12 t2 -c2 ) : 2 — V(3c2 — 4/£) : 2] : 2, 
a jednak 

aa = ¿i) ¿a = ai-
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Je okamžitě patrno, že podmínky řešitelnosti jsou 

12 t\ — ca > 0, 
3 ca — 41\ ^ 0, 

12 tl — c* > 3í2 — 4 tl 

Pro dané délky tak dostáváme 

f / c ] / 3 ^ c < 2te, 

což jsou podmínky řešitelnosti. V případě rovnosti má 
úloha jediné řešení — rovnoramenný trojúhelník. 

2. J e dána pevná kružnice k a na ní dva pevné a různé 
body A, B. Na kružnici k zvolme libovolný bod M A, 
B a na polopřímce BM sestrojme bod C ^ B tak, aby 
BM = CM. Bod C spojme ještě se středem O tětivy AB. 
Jaká je množina všech průsečíků X přímek AM, CO, 
jestliže se bod M pohybuje po kružnici k? 

Řeiení (obr. 57). V trojúhelníku ¿5(7jsou přímky AM, 
CO těžnice, bod X je těžiště a tudíž 

AX = f AM. 

Víme, že bod M opisuje kružnici k a z právě napsané 
rovnice plyne, že bod X leží na kružnici k', která ve stej-
nolehlosti o středu A a koeficientu f je obrazem kruž-
nice k. 

Obráceně, zvolme na kružnici k' bod Y mimo bod A 
a mimo průsečík přímky AB s kružnicí k'. Jemu v uvažo-
vané stejnolehlosti odpovídá na kružnici k bod N, a to 

AN =\AY, tj. AY = \AN. 

Vzhledem k tomuto vztahu se dá sestrojit trojúhelník 
ABC' tak, že Y je jeho těžiště a JVje střed strany BC'. 
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Z toho všeho je patrno: Množina všech bodů X (nebo 
též množina všech těžišť trojúhelníků ABC) je kružnice, 
která ve stejnolehlosti o středu A a koeficientu § je obra-
zem kružnice k. Přitom obrazy bodů A, B je nutné 
z množiny vyjmout. 

3. J e dán rovnoramenný trojúhelník ABC. Kolem 
jeho hlavního vrcholu C je opsána kružnice poloměrem 
r < CB = CA a z vrcholů A, B jsou k ní sestrojeny tečny. 
Najděte množinu všech průsečíků těchto tečen, jestliže 
poloměr r se mění. 

Řešení (obr. 58). a) Množina všech průsečíků tečen, 
které jsou souměrně sdružené podle osy souměrnosti da-
ného trojúhelníka, je právě tato osa s výjimkou bodu C. 
(Je to množina bodů U, V.) 

b) Hledejme tedy množinu všech průsečíků takových 
tečen, které nejsou souměrně sdružené podle osy sou-
měrnosti daného trojúhelníka. V obr. 58 jsou to např. 
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tečny t, u, jež se protínají v bodě X. Body dotyku tečen t, 
u označme po řadě K, L. Podle věty Sstt o shodnosti troj-
úhelníků je 

ACKB ^ acla, 
neboť 

CB = CA, CK = CL 

a oba trojúhelníky jsou pravoúhlé. Proto 

•$CBK = $iCAL = co. 
Důsledek toho je, že i 

•ZACB = <AXB. 

(Obě ramena úhlu ACB se v kladném smyslu otočila 
o týž úhel co.) Proto bod X leží na kružnici opsané troj-
úhelníku ABC. 

Obráceně. Na kružnici opsané trojúhelníku ABC zvol-
me libovolný bod X' různý od bodů A, B, C. Přímky 
u' = AX', ť = BX' jsou tečny kružnice o středu C. Toto 
tvrzení snadno dokážeme. Přímky u', ť jsou navzájem 

A 
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kolmé (obvodový úhel nad průměrem) a mají dvě osy 
souměrnosti, které procházejí středy oblouků AB; to jsou 
body U', C. Oba tyto středy jsou zároveň středy kružnic 
dotýkajících se přímek u', ť. Pro nás má význam jen 

Došli jsme tak k výsledku: Množina všech bodů J ř j e 
kružnice opsaná trojúhelníku ABC s výjimkou bodu C. 

4. Je dána přímka^ a mimo ni bod R. Bodem R je ve-
dena libovolná přímka a, která přímku p protne v bo-
dě M. Na polopřímce RM určíme bod X tak, aby RM. 
.RX = k2, kde i ^ 0. Najděte množinu všech bodů- X, 

jestliže přímka a se otáčí kolem bodu R. 

Řešení (obr. 59). Sestrojme přímku o jdoucí bodem R 
kolmo na přímku/». Její patu označme A. Na polopřímce 
RA existuje jediný bod B, pro nějž platí 

bod C. 

RA.RB = k\ 

Obr. 59 
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Pata kolmice, spuštěná z bodu B na přímku a, je hledaný 
bod X. Důkaz tohoto tvrzení provedeme takto: 

&RAM~UIXB, 

neboť mají jeden úhel společný a oba trojúhelníky jsou 
pravoúhlé. I platí 

RA : RM = RX : RB 

a odtud již máme 

RA.RB = RM.RX = k\ 

Bod X leží tedy na kružnici k sestrojené nad průměrem 
RB. 

Obráceně. Na kružnici k zvolme libovolný bod X' ̂ k 
^ R, B. Jeho spojnice s bodem R protne přímku p 
v bodě M'. Body R, B, X' jsou vrcholy pravoúhlého troj-
úhelníka podobného trojúhelníku RM'A. Z toho pak 
plyne 

RA : RM' = RX' : RB, 

z čehož opět dostaneme 

RA.RB = RM' .RX' = k\ 

Z toho vidíme, že bod X' odpovídá bodu M' na přímce p. 
Výsledek lze vyjádřit větou: Množina všech bodů X 
kružnice nad průměrem AB s výjimkou bodu R, který 
neodpovídá žádnému bodu přímky p. 

Poznámky. Rovnicí RM.RX = k\ kde k ^ 0, je v ro-
vině mezi body určena příbuznost, v níž bodu M odpo-
vídá bod X. Této příbuznosti říkáme kruhová inverze. 

Bod X můžeme také zvolit na polopřímce MR, ale pak 
bod B musí ležet na polopřímce AR. 

108 



5. J e dán proměnný konvexní čtyřúhelník ABCD, 
v němž protější strany AB, CD mají konstantní délku 
a v prodloužení se protínají v pevném bodě 0 . Stra-
na AB je kromě toho pevná, nepohyblivá, zatímco 
strana CD se otáčí kolem bodu 0 . Najděte množinu 
všech průsečíků M stran AD, BC. 

Řešení (obr. 60). Pro rychlejší vyjadřování označme 

0A = a, OB = b, 0C = c, OD = d, 
AB = 6 — a =k, CD = c — d. 

Bodem M veďme rovnoběžku s přímkou OC a ta protne 
přímku OB v bodě N. Z podobnosti trojúhelníků MNB, 
COB plyne 

MN: NB = CO : OB = c : b, 
z čehož 

MN = j NB. (1) 

109 



Dále je patrno, že 
AOAD~ ANAM, 

a proto 
OD : OA = MN : NA = d : a, 

A/JV = - JV4. (2) a 
Poněvadž levé strany rovnic (1) a (2) jsou shodné, sho-
dují se i pravé strany: 

4- NB = — JM. 
o a 

Ale JV5 = NA + k a tudíž po dosazení 

4-jm + = — NA, 

b b a 

z čehož se dá vypočítat NA: 
NA = , !íaC— = konst., 

bd — ac 

za předpokladu, že bd — ac ^ 0. Úsečka NA má tedy 
stálou, neproměnnou délku, což znamená, že bod JV je 
pevný. Procházejí jím tudíž všechny přímky rovnoběžné 
s OC a proložené průsečíkem M. Poněvadž zároveň 

MN = — NA = konst., 
a 

plyne odtud, že průsečík M leží na kružnici (N, NM). 
Zvolme obráceně na této kružnici bod M' a s přímkou 

NM' ved.ne bodem O rovnoběžku, která na kružnicích 
(O, OD), {O, OC) vytne body D', C'. Přímka M'D' protne 
přímku OB v bodě A'. Potom 

AM'NA' ~ AD'0A' 
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a proto 
M'N: NA' = OD' : OA'. 

Víme však, že 

M'N = MN = - NA. 
a 

Tím předešlá rovnice po dosazení nabude tvaru 

-NA: NA' = d: a. 
a 

Z toho máme 
NA' = NA 

čili body A, A' splývají, neboť oba leží na polopřímce 
NB. Důkaz tohoto tvrzení je jednoduchý. Přímky M'N, 
OCjsou rovnoběžné a body A, A' leží v polorovině OCB, 
opačné k polorovině OCM. To však znamená, že přímka 
M'D' prochází bodem A nebo jinak, body M', D', A leží 
v přímce. 

Podobně bychom dokázali, že i body M', C', B leží 
v přímce. Tím jsme dokázali, že množina všech bodů M 

je kružnice^jV, s výjimkou průsečíků s přím-

kou AB. 

Poznámky. Při řešení jsme vyloučili případ 

bd — ac = 0. 

Kdyby totiž tato rovnice platila, plynulo by z ní 

b : a = c : d. 
Přímky AD, BC by byly rovnoběžné a bod M by neexi-
stoval. Hledat množinu bodů M by ztratilo smysl. 

V kinematické geometrii, kam příklad svou povahou 
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náleží, se čtyřúhelníku ABCD říká kloubový. Strana AB 
se nazývá rám, strany AD, BC jsou vahadla (nebo 
kliky), strana CD je ojnice. 

6. J e dán rovnostranný trojúhelník ABC, který je 
pevný a množina všech rovnostranných trojúhelníků 
AB'C', které z něho vzniknou otočením kolem vrcholu A. 
Jaká je množina všech průsečíků přímek BB', CC'? 

Řehní (obr. 61). Z uvažované množiny trojúhelníků si 
zvolme trojúhelník AB'C', který je různý od trojúhel-
níka ABC. Trojúhelníky ABC, AB'C' jsou souhlasně 
shodné. Přímky BB', CC' se proto protnou a jejich prů-
sečík označme S. Body B, C, B', C' leží na kružnici 
k = (A, AB) a jsou vrcholy rovnoramenného lichoběž-
níka vepsaného kružnici k. Podle věty o obvodových 
úhlech platí 

Obr. 61 
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<$.CB'B = <£CC'B = i <CAB = 30°, 
-£C'BB'= <íG'GB'= i $.C'AB'= 30°. 

Podle toho 
<BSC' = 180° — <$.CC'B — -$C'BB' = 120% 

tj. -$BSC = 60°. To však znamená, že velikost úhlu BSC 
nezávisí na velikosti úhlu, o nějž se trojúhelník AB'C' 
otočil ze základní polohy ABC. Množina bodů S leží tedy 
na kružnici BSAC opsané trojúhelníku ABC. 

Kdyby velikost úhlu. o který se trojúhelník ABC oto-
čí do polohy AB'C', byla právě 60°, pak by B = C' = S 
a z toho je patrno, že bod B náleží uvažované množi-
ně búdů. Podobně při opačném smyslu otočení o 60° 
bychom ukázali, že i bod C náleží naší množině bodů. 

Kdyby posléze bod C' ležel na menším oblouku BC 
kružnice k, platilo by 

3.BCC' = -$BB'C = 30° 
a z toho 

<£CSB' = 120°. 

Vidíme, že i v tomto případě bod S leží na kružnici 
opsané trojúhelníku ABC. 

Obráceně, na kružnici opsané trojúhelníku ABC měj-
me libovolný bod S' a uvažujme nejprve případ, že 
leží na oblouku BAC. Spojme jej s body B, C. Tyto 
přímky protnou kružnici A ještě V bodech B", C". Tu platí 

B"C" = BC, 

neboť BCB"C" je rovnoramenný lichoběžník. Kromě 
toho 

C"S'B' = <£CS'B = 60° 

a proto kružnice opsaná trojúhelníku B"C"S' prochází 
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i bodem A. Vidíme, že trojúhelník AB"C" je rovnostran-
ný, tj. vznikl otočením trojúhelníka ABC kolem vrcholu 
A. S t j n ý m způsobem bychom postupovali, kdybychom 
5" zvolili na m« nším oblouku Bc. 

Můžeme tedy říci: Množina všech průsečíků přímek 
BB', CC' je kružnice opsaná trojúhelníku ABC. 

7. Jsou dány dvě kružnice k = (S, r), k' = (S', r'), 
které v bodě O mají vnější dotyk. Bodem 0 jsou prolo-
ženy dvě přímky, které spolu svírají ostrý úhel to kon-
stantní velikosti. Tyto přímky protnou první kružnici 
v bodech A,B a druhou kružnici v bodech C, D. Zjistěte, 
jaké křivky se dotýkají tětiva AB a tětiva CD, jestliže se 
obě přímky otáčejí kolem bodu 0, ale stále přitom sví-
rají týž úhel to. 

Řešeni (obr. 62). Úhel to v první kružnici je obvodový 
a poněvadž se otáčením jeho velikost nemění, vytínají jeho 
ramena na kružnici k (na kružnici k') tětivy stejné délky. 
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Proto se tyto tětivy dotýkají kružnice o (kružnice o') sou-
středné s kružnicí k (kružnicí k'). Ale při otáčení se 
stane, že obvodovým úhlem bude úhel velikosti 180°— co. 
Jeho ramena vytínají však na kružnici k (na kružnici k') 
tětivy téže délky; ty se pak dotýkají kružnice o (kružni-
ce o'). 

Jestliže máme obráceně tětivu A'B' kružnice k (tětivu 
C'D' kružnice k'), která se dotýká kružnice o (kružnice o'), 
musí být 

A'B' = AB (C'D' = CD) 
a potom buď 

<£A'OB' = to (<C'OZ>' = to), 
nebo 

< ¿ ' 0 5 ' = 180° —to ( ^ C O D ' = 180° —co). 

Máme tedy výsledek: Tětivy AB v první kružnici 
(tětivy CD v druhé kružnici) tvoří množinu všech tečen 
kružnice o, soustředné s kružnicí k (kružnice o' soustřed-
né s kružnicí k'). 
K tomu je však zapotřebí připustit i ty dvě polohy úhlu 
co, kdy se stane úsekovým. 

8. J e dána kružnice A a v ní tětiva AB, která není prů-
měrem. Sestrojme libovolnou kružnici m, která má střed 
na kružnici k a zároveň se dotýká přímky AB. Pak tečny 
a, b, sestrojené po řadě z bodů A, B, ke kružnici m 
(a různé od tečny AB), se protínají v bodě X. Najděte 
množinu všech bodů X při proměnné kružnici m. 

Řehní, a) Předpokládejme nejprve, že střed M kružni-
ce m je vnitřním bodem menšího oblouku AB kružnice k. 
Z trojúhelníka ABM plyne (obr. 63a) 

<£AMB = [i = 180° — (a + p). 
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Ale úhel ¡x má konstantní velikost, neboť to je obvodový 
úhel nad (větším) obloukem AB. Proto i 

a + p = konst. 
Z trojúhelníka ABX se dá vypočítat úhel \ = ^AXB: 

l = 180° — (2a + 2p) = konst. 
Tím jsme však dokázali: Jestliže bod M je vnitřním 
bodem menšího oblouku AB, pak velikost úhlu £ nezá-
visí na poloze bodu M. Důsledkem toho je, že bod X leží 
na kruhovém oblouku opsaném nad tětivou AB a polo-
měru rovném AB : 2sin 2(i. 

Ještě vypočteme, jak spolu souvisí úhly (x, !;. Snadno 
zjistíme, že „ 

IL = 9 0 ° 

Obráceně. Na kruhovém oblouku AXB zvolme libo-
volný bod X' různý od bodů A, B a spojme jej s body A, 
B. Tím vznikne trojúhelník ABX'. Tomuto trojúhelníku 
vepišme kružnici m' se středem M'. Ukážeme, že bod M' 
leží na menším oblouku AB kružnice k. 
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Označme 

3LBAX- = 2a', <$ABX' = 2(3', = 

O těchto úhlech platí 

2a' + 2(3' + l = 180°. 

Střed kružnice vepsané trojúhelníku ABX' označme M'. 
Počítejme: 

¡i' = <$AM'B = 180° — (a' + p') = 90° + = (i. 

To však znamená, že bod M' je bodem menšího oblouku 
AB kružnice k, jak jsme měli dokázat. 

b) Zvolme nyní bod M na větším kruhovém oblouku 
AB kružnice k, a to tak, aby pata kolmice spuštěné 
z bodu M na tětivu AB byla vnitřním bodem této tětivy 
(obr. 63b). Označme 

fix = ^ A M B = 180° — ji = konst. 

Přitom (x je velikost úhlu v případě a). Označíme-li ještě 

<$MAB = a, <$.MBA - (3, 
můžeme psát 

a + [3 = 180° — fij. 

Tečny, sestrojené z bodů A, B ke kružnici m, se protnou 
v bodě X^ a svírají přitom úhel velikosti o němž platí: 

h = -Š.AXJ - 180° — (180° — 2a) — (180° — 2p) = 
= 2a +2(3— 180° = 360° — 2 ^ — 180° = 
= 180° — 2(ix = 2 [i. — 180° = l = konst. 

Zde opět ^ je velikost úhlu z případu a). Z výpočtu je 

117 



patrno, že bod Xx leží na tomtéž kruhovém oblouku, na 
němž ležely body I v případě a). Docházíme tak k téže 
množině bodů jako prve. 

c) Zvolme ještě bod M na větším oblouku AB kružnice 
k, a to tak, aby se kružnice m dotýkala přímky AB na 
prodloužení, např. za bod B. Tečny ke kružnici m vedené 
body A, B se protnou v bodě X2. Označme opět (obr.63c) 

< MAB = a, «£ MBA = p, 

-ZA MB = 1x3 = 180° — n, <AX2B = 

O těchto úhlech platí 
p, = 180° — (a + p) 
í* = 2(180 p) — 2a = 360° — 2jt = 180° — i . 

Bod X2 leží podle toho na kruhovém oblouku, který 
oblouk z případů a), b) doplňuje — zatím s výjimkou 
bodů A, B — na kružnici. 

Obrácený postup se provádí obdobně jako u dřívěj-
ších dvou případů a proto je přenechávám čtenářům. 
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d) Všimněme si však ještě případu, kdy kružnice m se 
přímky AB dotýká právě v bodě A (nebo v bodě B). 
Potom bod B (nebo bod A) můžeme považovat za prů-
sečík tečen vedených z bodů A, B ke kružnici m a proto 
můžeme body A, B počítat k bodům uvažované mno-
žiny. 

9. J e dán pravý úhel GOH a jeho vnitřní bod B. Tímto 
bodem prochází pevná přímka p neobsahující bod 0 a 
proměnná přímka h také neobsahující bod 0. Přímka p 
protíná ramena OG, OH po řadě v bodech A, B a přímka 
h je protíná v bodech K> L. Trojúhelníkům BAK, BCL 
jsou opsány kružnice, které kromě bodu B mají společný 
ještě bod X. Zjistěte množinu všech bodů X, otáčí-li se 
přímka h kolem bodu B. 

Řešení. Mějme nejprve případ, kdy bod K leží mezi 
body 0, A a pak nutně bod C leží mezi body 0, L (obr. 
64). Nejdřív si dokážeme, že středy obou proměnných 
kružnic, a tím i bod X, leží v polorovině pL. Trojúhelník 
ABK je vždy tupoúhlý s tupým úhlem při vrcholu K. 
Střed jeho opsané kružnice leží tedy vně trojúhelníka, 
ale je to vnitřní bod úhlu AKB. Leží tedy v polorovině 
opačné k polorovně pK = pO, tj. v polorovině pL. Totéž 
se dá říci o středu kružnice opsané trojúhelníku BCL a to 
pak znamená, že tím spíš v této polorovině leží bod X. 

Všimněme si nyní, že čtyřúhelník AXBK je tětivový a 
proto 

<$AXB = 3:0 KL. 
Potom také je 

Š.CXB = <£CLB. 

Sečtením obou těchto rovnic dostaneme 
-ZAXC = <%AXB + •š.CXB = <OKL + <$.CLB = 90°. 
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Bod .X leží tudíž na kružnici opsané trojúhelníku OAC, 
přesněji řečeno (s ohledem na dřívější) leží na půlkruž-
nici ÁC této kružnice, která neobsahuje bod 0 . 

Stejným způsobem dojdeme k témuž výsledku, jestliže 
bod A leží mezi body 0 , K a bod L mezi body 0, C. 

Obráceně. Na této půlkružnici zvolme libovolný bod 
X' # A, C a trojúhelníkům ABX', BCX' opišme kruž-
nice. Ty protnou polopřímky OG, OH ještě v bodech K', 
L'. Nyní platí 

•$0L'B = 4:BX'C, 
<AK'B = -£AX'B. 

Sečtením obou těchto rovnic dostaneme 
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<OL'B + -$lAK'B = <$.BX'C + <£AX'B = 90° 
a body K, B, L leží v přímce. 

J e nutné si ještě všimnout případu, kdy kružnice opsa-
ná trojúhelníku BCX se dotýká (v bodě C) přímky OH. 
Znamená to, že body C, L splynou. Potom však nutně 
i kružnice opsaná trojúhelníku ABX se v bodě A dotýká 
přímky OG. Obě tyto kružnice se protínají v bodě, který 
náleží uvažované množině bodů. 

Výsledek shrneme do věty: Hledaná množina všech 
průsečíků Xje ta půlkružnice AC z kružnice opsané troj-
úhelníku ACO, která neleží v polorovině pO. Do množiny 
nesmíme počítat body A, C. 

Cviíeni 

1. Je dána úsečka AB = 7. Sestrojte a) vnitřní bod X 
této úsečky tak, aby AX : BX = ]/2, b) vnější bod Y tak, 
aby platilo A Y : BY = J/3, c) oba body přímky AB, pro 
něž A Z : B Z = 

2. Kde leží bod M, pro nějž AM : BM = — 1? 
3. Jsou dány dvě nesoustředné kružnice k = (S, r), 

k' = (S', r'). Jestliže O je jejich střed stejnolehlosti, platí 
SO : S'0 = r : r'. Dokažte. 

4. Sestrojte trojúhelník, jestliže je dána strana AB, na 
ní bod M fÉ A, B osy vnitřního úhlu ACB a výška vc. — 
Volte AB = 7, AM = 2,2, vc = 3,5. 

Návod: Sestrojte nejdřív průsečík Nosy vnějšího úhlu 
s přímkou AB. 

5. Větu 13 lze dokázat též na základě přiloženého 
obr. 65, v němž přímka CKje osa vnitřního úhlu a přím-
ka A'B' je osa vnějšího úhlu. 
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Návod: Vyjděte z toho, že &CAA' ~ ACBB' a 
A C A ' ^ ~ A-S'CL. 

6. Dokažte, že ve cvičení 5 z 3. kapitoly platí 
AM2 + A jV2 = A2, kde A: ^ 0 je konstanta nezávislá na 
poloze průměru MN. 

7. Vypočtěte délky těžnic v pravoúhlém trojúhelníku, 
v němž a = 3, b = 4, c = 5. 

8. Ze vzorců pro délky těžnic odvodte 

9. V Stewartově vzorci položte a) m = e, n = ?, b) 
m = 0, n = ?. Co dostanete? 

10. Jak se změní Stewartův vzorec, jestliže příčka CM 
protne stranu AB na prodloužení? Uvažujte oba možné 
případy. 

11. Vypočtěte délky úseček, které na straně AB troj-

1Ř 
\ 

Obr. 65 

a) 4(£ + t\ + = 3 (a2 + b2 + c2), 
b) 16(/í + t\ + t<c) = 9 (a* + b* + c*). 

122 



úhelníka ABC vytíná osa vnitřního úhlu a pak užitím 
Stewartovy věty vypočtěte délku osy vnitřního úhlu. 

12. Trojúhelník ABM má stranu AB pevnou, nepo-
hyblivou, ale vrchol M se pohybuje po kružnici opsané 
trojúhelníku ABM. 

a) Zjistěte množinu všech středů kružnic, vepsaných 
trojúhelníkům ABM. 

b) Zjistěte množinu všech ortocenter trojúhelníků 
ABM. 

c) Zjistěte množinu všech těžišť trojúhelníků ABM. 

13. Úsečka AB konstantní délky c ^ 0 se svými krajní-
mi body pohybuje po dvou přímkách k sobě kolmých. 
Jaká je množina všech středů těchto úseček? 

14. Je dána kružnice i a na ní pevný bod 0, který je 
vrcholem ostrého úhlu velikosti co. Tento úhel se otáčí 
kolem svého vrcholu, ale nemění svou velikost. Co oba-
luje tětiva, kterou ramena úhlu vytínají na kružnici? 

15. Kružnice k = (S, r) se otáčí kolem svého bodu A. 
Ke každé pootočené kružnici je sestrojena tečna daného 
pevného směru. Jaká je množina všech bodů dotyku? 

16. Trojúhelník ABC má pevnou stranu AB a těžnice 
AA' má konstantní délku ta. Zjistěte množinu všech 
vrcholů C trojúhelníků ABC, které je možné z daných 
dvou prvků sestrojit. 

17. Vnitřním bodem A dané kružnice k = (0, r) je 
proložena přímka, která kružnici k protne v bodech B, C. 
Pak jsou sestrojeny dvě kružnice, dotýkající se kružnice k, 
z nichž první prochází body A, B a druhá body A, C. 
Tyto dvě kružnice maji kromě bodu A společný ještě 
bod M. Určete množinu všech bodů M, jestliže sečna 
BC se mění. 
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18. Dvě dané kružnice k = (S, r), k' E= (S\ r') mají 
společné právě dva různé body A, B. Bodem A je pro-
ložena libovolná přímka, která dané kružnice protne po 
řadě v bodech K, K'. Najděte množinu průsečíků všech 
přímek KS, K'S', otáčí-li se přímka kolem bodu A. 

19. V dané kružnici je dána pevná tětiva AB jako zá-
kladna rovnoramenného lichoběžníka vepsaného dané 
kružnici. Druhá základna mění stále svou polohu. Na-
jděte množinu všech středů ramen lichoběžníků. 

20. Příklad 3 ze str. 92 řešte za předpokladu, že kruž-
nice k, k' mají společné dva body nebo že jedna z nich 
leží uvnitř druhé. 
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