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PREDMLUVA
[

Tato kniZka je vénovana tzv. rovnicim s parametry
a jejich soustavam; jsou to ulohy, které znéte ze stfedni
Skoly. V matematickych olympiadach patii tyto dlohy
k nejzajimavéj§im a nejcenné)$im, nebotf fefitelé pfi
nich mohou uplatnit svij vtip, znalost $kolské algebry
1 preciznost mysleni. Je samozfejmé, Ze tato kniZka
nenaudi Etendfe resit kteroukoli rovnici nebo soustavu
rovnic s parametry; uvadi jen vybrané tlohy a snaZi
se predvést a osvétlit metody, kterych se uziva.

Jak jisté vSichni vite, je rovnice s parametry takovd
uloha, kde mimo nezndmé se vyskytuji jesté dalsi
pismena — proménné, kterd se nazyvaji parametry.
Rovnice s parametry je vlastné mnoZina #lokh: jednotlivé
ulohy dostaneme, dosazujeme-li za proménné parametry
urcitd &isla. Obor proménnosti parametrd musi byt
v tloze udan pravé tak, jako musi byt udin obor fe-
Seni rovnice; téchto zdsad dbd naSe knizka dusledné.

Rovnici s parametry nebo soustavu takovych rovnic
fesime obdobnym postupem jako rovnice bez parametrii
(jejichZ koeficienty jsou uréita &isla). Ze skoly znate
tzv. metodu ekvivaleninich idprav; je to takové pretvoro-
véani pivodni rovnice, kterym se neméni kofeny rovnice
(zejména Z4dny novy kofen nepfibude). Takovym
postupem se nedaji fe§it viecky rovnice; napf. to neni

3



mozné u rovnic s odmocninami. Zna¢né potiZe pisobi
mctoda ekvivalence pravé u nékterych rovnic s para-
n.2try. Proto se naSe knizka pfidriuje spiSe metody
jiné.

,,Re¥ime* rovnici (soustavu rovnic) bez ohledu na
ekvivalentnost iprav. Providdime tpravy tak, aby kazda
dalii rovnice méla zaruéené tytéz kofeny jako predchozi
(ale moZn4 i né&jaké dalsi). Tento postup, ktery je v pod-
staté totoZny s obvyklym ,,poéitdnim®, jimz ,,fe§ime*
rovnici, se ma spravné nazyvat rozbor neboli analyza.
Na konci rozboru dostaneme jista &isla, vyjadfend tieba
vzorci, kterd udavaji vlecka moZnd Fesent dané rovnice,
. mezi nimi jsou jisté viechna feSeni dané rovnice,
aviak nékterd ze ziskanych &isel nemusi danou rovnici
splitovat. Nyni je tfeba prezkoudet, ktera z téchto &isel
jsou skuteéné kofeny dané rovnice; to zjistime zkouskou.
Zkoutka tedy nemd jen vyznam kontroly spravnosti
numerického vypoltu, ale je podstatnou ¢dstl Fesent.

U rovnic s parametry a jejich soustav se pfi Fefeni
objevuje jesté jedna &ist — zvani diskuse. Rekli jsme,
Ze rovnice s parametry je vlastné mnoZina Wloh; pii
diskusi jde o to roztFidit tuto mnoZinu, tj. zjistit, pro které
hodnoty parametru dostaneme tlohy nefefitelné, pro
které dostaneme tlohy s jednim, dvéma,..., nekone¢né
mnoha fefenimi. Vysledek diskuse je u kazdé dlohy
v nadi kniZzce upraven do piehledné tabulky.

Za zminku je§té stoji, Ze fefeni rovnice s parametry
(nebo soustavy takovych rovnic) je zpravidla déno vzor-
cem (vzorci), kde nezndmd je vyjadiena jako funkce
parametri; nékterd fefeni viak nelze vyjadfit v této
formé, jak sami uvidite v piikladech.

Mozina, Ze néktefi z vas nerozuméli viemu, co je
v této predmluvé. Doporuduji vam, abyste si predmluvu
pretetli znovu, aZ rozrefite né&kolik vzorovych uloh,
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a abyste ji po pfipadé pfeetli jeté jednou po prostudo-
vani celé kniZky; pak uréit¢ viemu porozumite.

Pr vybéru zafazenych uloh byly mirou obtiZnosti
ulohy dosavadnich ro¢nikt MO; nékterych z nich jsem
v textu pfimo uzil. Hodné jscm Cerpal ze sovétské
sbirky P. S. Modénova ,,Sbornik zada¢ po specialnomu
kursu elementarnoj matématiki“ a z Casopiseckych
¢lankd. Vzorova reSeni dalfich dloh s parametry lze
najit v broZurich o jednotlivych roZnicich MO. Také
v nefefenych dlohach pfipojenych k textu najdete dalif
material ke cviceni.

Doporutuji vim, abyste viecky tlohy podrobné fe-
§ili a promygleli, a pfeji vAm hodné uspéchu pii &teni
knizky.

Autor






1. kapitola

LINEARNI ROVNICE
O JEDNE NEZNAME

V této kapitole se budeme zabyvat tlohami, které bu-
dou vyjadfeny linearnimi rovnicemi o jedné neznimé
s jednim parametrem. Poznamenejme na zalétku, Ze
o parametrech v rovnici hovotime tehdy, obsahuje-li
rovnice kromé neznamé x je§t¢ proménnou, kterou
budeme obvykle oznalovat pismenem a nebo &; té
budeme fikat parametr.

Uloha 1. V oboru ptirozenych &isel x fejte rovnici
2ax = (e + 1) x + 18, ()

kde a je pfirozené &islo.

Piedpokliddejme, Ze rovnice (1) ma feSeni. Potom
pro kazdé x, které rovnici (1) spliiuje, musf platit té2
rovnice

(@a—1)x =18 2)

Nyni musime rozbor 3tépit ve dva pfipady. Je-li a —
— 1 #£0, je kazdé ¢&islo x, které muzZe byt FeSenim
rovnice (1), nutné ddno vzorcem

x= 10 (2a)

a—1




Je-lia — 1 = 0, pak nema rovnice (2),a tedy ani rovnice
(1) zFeymé Zadné Fedeni.

Protoze kazdé feSeni rovnice (1) musi byt vyjadieno
vzorcem (2a) a protoZe hledime pouze pfirozend ¢&isla
x, musi byt &islo @ — 1 délitelem &isla 18.

Vysledek miZeme shrnout do tabulky:

Parametr a Prisluiné refeni
a= 2 x =18
a= 3 o x= 9
a= 4 x= 6
a= 7 x= 3
a=10 x= 2
a=19 x= 1

Pro jiné hodnoty parametru ¢ nem4 uloha Feeni.

Uloha 2. V oboru reédlnych &isel x feite rovnici
a(x—1)==x+ g, (3)

kde a je realné ¢&islo.

Kazdé redlné &islo x, které vyhovuje rovnici (3), vy-
hovuje téZ rovnici
x(a — 1) = 2q, (4)



kterd vznikne z rovnice (3) snadnymi dpravami, pfi
nichZ nezileZi na hodnoté parametru a. Podobné jako
v uloze 1 proviadime rozbor souhrnné, tj. fedime vlastné
najednou nekone¢né mnoho iloh. Pomoci rovnice (4)
nalezneme feSeni rovnice (3). Rozbor oviem musime
§tépit ve dva piipady:

Je-li a — 1 £ 0, je readlné fefeni rovnice (3) dano
vzorcem

X=—7. (4a)

a—1

Jeli a—1=0, tj. a=1, md rovnice (3) tvar
x — 1 =x 41 a nevyhovuje ji Zddné redlné ¢&islo x.

Zkousku provedeme dosazenim x z formule (4a) do
rovnice (3). Na zdkladé rozboru a zkoufky provedeme
diskusi a vysledek shrneme do piehledné tabulky:

Parametr a Potet reSend
a=1 zddné
a+# 1 jedno, viz (4a)

V§imnéme si, Ze pro a # 1 je feSeni rovnice (3) dano
formuli (4a). Reseni x rovnice (3) je funkci parametru a.
Sestrojime graf této funkce pomoci jednotlivych funké-
nich hodnot (obr. 1). Upravime-li rovnici (3) na tvar
(x — 2)(a — 1) = 2, zjistime, Ze je v pravouhlych sou-
fadnicich ¢, x pofetnim vyjidfenim rovnoosé hyper-
boly %; asymptotami jsou pfimky o podetnim vyjadieni
x=2,a=1.



Kazdému redlnému &islu ¢ # 1 odpovida jediny bod
[a, x] hyperboly k; z pfedchozi diskuse vime, Ze rovnice
(3) ma skutetné pro kazdé a # 1 jediné rfeSeni .
Asymptota o rovnici ¢ =1 neprotne hyperbolu £
v z4dném bodé&; rovnice (3) — jak vime z predchoziho
vykladu — nema pro ¢ = 1 Zidné fefeni.

X
A
—

=2

P

l

|

l

|

|

T | x=2
|

|

|

|

|

! avf

Obr. 1.

Kazd4 pfimka rovnob&znd s osou g, vyjma pfimku
o rovnici x = 2, protne hyperbolu £ v jediném bodé¢;
to znamend, Ze kaZdé realné ¢islo x == 2 je kofenem
rovnice (3) pti vhodné zvoleném parametru a. Cislo
x¥ = 2 neni kofenem rovnice (3) pro Zadné a; presvédéte
se.

Jednu nebo vice nezndmych funkci nalezneme pii
fefeni mnoha dalSich rovnic s parametrem; nezavisle
proménnou bude parametr rovnice. Je samoziejmé,
Ze jednotlivé funkce budou podstatné zaviset na tom,
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jakych ¢&iselnych hodnot mtiZe nabyvat parametr a
a do jakého &iselného oboru ma ndileZet refeni rovnice.
Predpokladdme-li napf., Ze v rovnici (3) je parametr
a piirozené ¢islo, a chceme-li, aby té2 fefeni této rovnice
nalezelo do oboru pfirozenych ¢&isel, zjistime, Ze dand
rovnice ma feSeni pouze pro dvé hodnoty parametru a.
Hodnoté a = 2 odpovida x = 4, hodnoté @ = 3 odpo-
vida x = 3. DokaZte uZitim vztahu (4a), Ze jiné dvojice
¢isel a, x nespliiuji pozadované podminky.

Uloha 3.V oboru redlnych &isel x feite rovnici

x—a x+a
l—a 1+4a (5)

kde a je realné (islo.

Z rovnice (5) vyplyva, Ze parametr ¢ nesmi nabyt
hodnot a =1 a a = — 1, pro néz by uloha neméla
vyznam. PouZijeme-li jiného vyjiddfeni, fekneme, Ze
oborem proménnosti parametru g jsou viechna redlna
isla's vyjimkou &isel 1 a —1.

Pro kazdé realné &islo x, které vyhovuje rovnici (5),
musi platit rovnice

(x—a) (1 +a)= (x4 a)(l —a)
a po jeji upravé rovnice
ax = a. (6)
Nyni musime rozbor $tépit. Je-li ¢ = 0, dostdvame je-
diné feSeni x = 1, a to pro jakoukoliv hodnotu para-
metru a s vyjimkou hodnot jiz vylou¢enych. Je-lia = 0,

ma rovnice (5) tvar ¥ = x a vyhovuje ji libovolné redlné
¢islo x.
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Provedeme zkousku dosazenim x = 1 do rovnice (5)
a vysledek shrneme v tabulce:

Parametr a Poéet redeni
a# —l,a#0,a#1 jedno, x =1
a=20 nekoneéné mnoho

Pri rozboru jsme byli nuceni zabyvat se vymezenim
oboru proménnosti parametru a. V ulohich byvé &asto
toto vymezeni provedeno jiz v zadani. Naje uloha by
znéla takto:

V oboru reélnych &isel x fefte rovnici (5), kde a je
redlné &islo, a # 1,a # —1.

Vysledna tabulka by se oviem zménila:

Parametr a Poéet redeni
a+*0 jedno, x =1
a=20 nekoneén& mnoho

Refeni rovnice (5) mlZeme vyloZit geometricky
dvojim zptsobem. Prvni zplisob zndme jiz z tlohy 2:
Povazujme a, x za pravothlé soufadnice v roviné a rov-
nici (6) upravime na tvar g (x — 1) = 0. Grafem této
rovnice je dvojice riznobézek, skladdajici se z osy x
a z pfimky x = 1, rovnobéZné s osou a. Nalrtnéte
graf rovnice (6) a provedte znovu diskusi jako v tlo-
ze 2,
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Druhy zpisob geometrického vykladu diskuse se opira
o obvyklou metodu grafického fefeni rovnice o jedné
nezndmé. V rovnici (5) poloZime
x—a x -+ a

)’1=1_a, )’z=m- (7)

Pii pevné zvoleném ¢&isle a vyjadfuji rovnice (7) dvé
linedrni funkce nezavisle proménné x; grafem kazdé
z funkci (7) je piimka. Refeni x rovnice (5) je pak sou-
fadnice x spole¢ného bodu (prusetiku) obou téchto pfi-
mek.

Pii pevné zvoleném parametru a vyjadiuje kazda
z rovnic (7) pfimku; méni-li se g, vyjadfuje kazda
z rovnic (7) mnoZinu pfimek. Zkoumejme napf. mno-
Zinu pfimek vyjddfenou prvni rovnici (7), tj. rovnici

x—a

I = | (7a)

Ka?d4 ptimka mnoZiny obsahuje zfejmé& bod S =
= [1,1] (pro¢?); do mnoziny patii viecky piimky pro-
chézejici bodem S s vyjimkou pfimky x = 1 (obr. 2).
Mnozina ptimek vyjddfenych rovnici (7a) pfi ménicim
se parametru g je tedy svazek pfimek se sttedem S s vy-
lou¢enim pfimky x = 1.

Obdobné zjistime, Ze mnoZina pfimek vyjadfenych
rovnici

_x+ta
J2 = T+a (7b)
je tyZz svazek se stfedem S opét s vylou€enim pfimky
x=1

Zvolime-li urdité &islo @ % 1, —1, vyjadfuji rovnice
(7a), (7b) dvé piimky p,, p, svazku. Primky p;, p, jsou
navzajem razné, je-li a # 0 (pro¢?); proto maji spo-
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le¢ny jediny bod S. Pfimky p,, p, splynou, je-li a = 0.
Vyloite pomoci. toho geometricky diskusi rovnice (35).

Vratte se nyni k rovnici (3) z ulohy 2 a uZijte téhoZ
zplisobu pro geometrické provcdem diskuse; pfitom
budete vyietfovat dvé mnoziny pfimek dané rovnicemi

Nn=ax—1),3=x+a

“lae 2, - .
\ g sp (ae())

2
Pfas2)

| S=(1,1)
— -2 -1 ] 2\

Uloha 4. Pro kter4 reilna &isla @ ma rovnice

Obr. 2.

X
X —a

=a+1 (8)
aspoi jedno zdporné fedeni x?

Pii feSeni ulohy 4 jde o feSeni soustavy
x
x —

a=a—|—1,x<0. (9)
Kazdé #, které splituje soustavu (9), spliuje i soustavu
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x={(a+1)(x—a), x <0,
neboli
ax =ala+ 1), x <O0. (10)

Je-i a =0, splituji soustavu (10) viechna redlnd
x < 0; zkouska ukaZe, Ze spliiuji také rovnici (8).

Je-li a £ 0, musi platit

x=a+4+1, x <0,

coZ znamend, Ze musi byt a +1 <0, tj. a < —1.
Zkouskou se pfesvédéime, Ze fefeni x = ¢ 4 1 rovnici
(8) opravdu vyhovuje.

Shrneme-li dosavadni vysledky, dostaneme, Ze poZa-
davky dlohy spliiuji ¢isla e < —1 aa = 0.

Uloha 5. V oboru realnych &isel x fefte rovnici
%] + ] = 1, (11)
kde a je realné &fslo.

Pri feSeni rovnice (11) je tfeba rozbor rozdélit do dvou
¢asti (viz definici absolutni hodnoty redlného ¢&isla).

1. Je-li @ = 0, musi pro kazdé x spliujici rovnici (11)
platit téZ rovnice
|x| =1 — a. (12)

ProtoZe absolutni hodnota redlného ¢&isla je vidy Cislo
nezdporné, ma rovnice (12) feSeni jen tehdy, je-li
1 —a=0,t.a = 1. Potomplati bud x = 1 — 4, nebo

x=—(1—a)=a—1 pro kaidé a4, pro nézi je
0=a=1.
2. Je-li @ < 0, musi pro kazdé x spliiujici rovnici (11)

platit rovnice

x| =1+ a. | (13)
15



Opét snadno usoudime, Ze rovnice (13) ma fefeni jen
tehdy, je-li 1 +e¢ 2 0, tj. a 2 —1. Potom plati bud
x =14 a, nebo x = — (1 + a) pro kaidé a, pro néz
je —1 = a < 0. Snadno zjistime, jaky utvar je grafem
rovnice (11); je to obvod étverce (viz obr. 3).

Diskusi dlohy shrneme do piehledné tabulky:

Parametr a Polet fedeni
a<—l,a>1 Zadné
a= —l,a=1 _jedno,x=0
-1l <a<xl dvé, viz rozbor
X
1

P
DN

4

Obr. 3.

Uloha 6. V oboru redlnych &isel x feite rovnici
[* —2|—|x+2|=|a+2|—|a—2|, (14)
kde @ je realné &islo.
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ProtoZe v rovnici (14) se vyskytuji absolutni hodnoty
|a + 2|,|a — 2|, rozdélime obor proménnosti parametru a
na tf &¢asti, z nichZ kazdou se budeme zabyvat zvl4it.
Budeme vy3etfovat intervaly:

e =2,

2) 2 =a<2,

3)a < —-2.

1. Pro kazdé x, které spliiuje rovnici (14), musi platit

[x — 2| —|x+2|=a+2—a+ 2
a tedy rovnice
|x — 2] —|x+ 2| =4. (15)

Kazdé x, které splituje rovnici (15), musf spliiovat aspori
jednu ze soustav

(a) x—2 —(x+2)=4, x=2,
b) —(x—2)—(x+2)=4, —2=x<2,
) —(x—2)+(x+2)=4 x<-2.

Snadnym vypoétem zjistime, Ze soustava (a) neni
splnéna pro Zadné x, soustava (b) je splnéna pro x =
= —2, soustava (c) je splnéna pro kazdé x < —2.

2. Pro kazdé x, které splituje rovnici (14), musi byt
splnéna obdobné rovnice

|x — 2| —|x 4+ 2| = 2a. (16)

Kazdé x, které splituje rovnici (16), musi spliiovat aspon
jednu ze soustav

(a) x—2 —(x4+2)=2a, x=2,

(by —(x—2) — (x+2) =22 —2=x<2

(€ —(x—2) + (x +2) =24, x<—2.
Retime-li kazdou z uvedenych soustav zvladt, zjistime,
Ze soustava (a) ma pro a = —2 nekone¢né mnoho feSenf
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¥ Z2 a pro a> —2 74dné feleni, soustava (b) mi
jedno fefeni x = —a, soustava (c) nemé Zadné fefeni.
3. Kazdé x spliiujici rovnici (14) musi spliovat téZ
rovnici
x—2|— s 42/ =—(a+2) +a—2
a tedy rovnici
| — 2| —|x+ 2| = —4. (17)

Opét pro kaZdé x, které splituje rovnici (17), musi byt
splnéna aspofi jedna ze soustav

(a) x_2_(x+2)=_4) x =2,

(b) —(x—2) — (x+2) = —4, —2=x<2,

€ —(x—2)+(x+2)=—4 x<-—2.
Zjistime, Ze soustava (a) je splnéna pro kazdé
x 2 2, soustava (b) a soustava (c) nemd Zidné fefeni.

Zkousku provadime po dosaZeni kaZzdého ¢4stetného
vysledku.

V této tloze ma grafické fefeni je¥té vétsi vyznam
neZ v ulohdch predchiazejicich, protoze algebraické fe-
Seni je dosti nepfehledné. UZijeme pravoihlého systému
soufadnic s osami g, x. V obr. 4 jsou &asti roviny, jejichz
soufadnice a, x vyhovuji rovnici (14) vytaZeny silnéji
nebo vyfrafoviny. Provéite podrobné, Ze je grafické
zobrazeni provedeno spravné. Vysledek diskuse zkontro-
lované geometrickym znézornénim shrneme do tabulky:

Parametr a Potet reeni
-2 <a<?2 jedno
as —22=a nekone¢né mnoho

18



% % x I
2l
|
| |
| |
-2, P l[? a
| |
|
————— I, e
| A
Obr. 4.

NéEkolik nefeSenych dloh

1. Relte v oboru celych &isel » rovnici
x(a+4) t+a(x+2) =2,
kde a je celé &islo.
2. Redte v oboru realnych &isel x rovnici
ax —6 1
ax + 62 a’
kde g je realné &islo.
3. Reste v oboru ptirozenych &isel x rovnici
a 5

34+x «’
kde a je pfirozené cislo.

19



4. Pro kter4 reilné &sla 2 ma rovnice
8x — 1 _
x—2

aspoii jeden kladny kofen?

2=a

5. Pro ktera realnd &isla @ m4 rovnice

a(x—1)
x4+ 1 =3
aspoii jeden zédporny kofen?

6. Reste v oboru redlnych &isel x rovnici

) x|~ lal =2

b) |#| +|a] +1—,3<|x—a|+|x+a|)=l/2+ L

c) [lxt —1al| =1,

d) ix1 +lel — 3| =3| =1,

3
& Yo (x| — 0 =a,

kde a je redlné ¢islo. Znazornéte geometricky!
7. Redte v oboru reélnych &isel x rovnici

x| = |x— 8| =|a+4| + |4 —al,

kde a je realné &islo. Geometricky znézornéte!

Vytvdrejte si sami podobné ilohy a Feste je!
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2. kapitola

SOUSTAVY LINEARNICH
ROVNIC

Zabyvejme se nyni soustavami linedrnich rovnic s pa-
rametrem. Pfi jejich fefeni uplatnime znalosti ziskan¢
fefenfm linedrnich rovnic o jedné nezndmé. Diskus!
budeme i zde rozumét zji§téni, za jakych podminelk
je soustava fefitelnd a kolik m4 fe¥eni.

Uloha 1. Reste v oboru redlnych &fsel soustavu rovnic
ax +y = 1, ( 1)
x+a=1

o neznamych x, y, pfiemz a je redlné &fslo.

Predpokladejme, Ze soustava (1) ma fefenf. Potom

musi platit
y=1—ax (2)

Dosadime-li y ze vztahu (2) do druhé rovnice soustavy
(1), obdrzime pro x rovnici

x+a—ax=1
(1—a)x=1—a (3)

Nyni musime rozbor $tépit.
1. Je-li 1 — a2 # 0, plyne z rovnice (3) po upravé

1
T+ (4a)

a tedy rovnici
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a z rovnice (2) po upravé
1
Y= +a

2.Je-li 1 — @ = 0, musime rozbor dale 5tépit, a to
na dva pfipady: a = 1,a = —1.
a) Je-li a = 1, mé soustava (1) tvar

(4b)

x+y=1,
*+y=1
a je splnéna pro kaZdé redlné &islo xa y = 1 — x.
b) Je-li @ = — 1, m4 soustava (1) tvar
—x+y=1,
x—y=1

Tato soustava je nefeitelnd, tj. soustava (1) je pro
a = —1 nefefitelnd.

Kkouska. Dosadime-li x, y ze vztahd (4a) a (4b) do
rovnic soustavy (1), jsou rovnice splnény.

Z rozboru a zkougky vyplyva vysledek diskuse, ktery
shrnente do ptehledné tabulky:

Parametr a Pocet feSeni
a= —1 %4dné
a# —l,a#1 jedno, viz (4a), (4b)
a=1 nekoneéné mnoho,
xlibovolné, y =1 — »
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Pozndmky. VySetfovani zvlastnich pripadd (zde napf.
a =1 nebo @ = —1) providime nejcastéji tak, Ze pa-
rametr dosadime do rovnic soustavy a vzniklou soustavu
reSime. Viimnéte si jesté, Ze do vzorci (4a) (4b) mu-
Zeme dosadit ¢ =1 a dostaneme Fefeni x =y = §;
totéZz feSeni dostaneme, zvolime-li x = } a vypolteme

=1 — x. V piipadé¢ ¢ = | ndm davaji tedy vzorce
(4a), (4b) jen jedno z nekonedné mnoha feeni, a to
protg), Ze byly odvozeny za jiného predpokladu (2?2 #
# 1),
Pri grafickém feSeni uvazime, Ze kazd4 z obou rovnic
vyjadiuje jistou mnoZinu pfimek. Tyto mnoZiny bude-
me zkoumat obdobné jako v tloze 3 kapitoly 1. Zjisti-
me, Ze rovnice ax + y = 1 vyjadfuje svazek pfimek se
sttedem §; = [0,1]; z n&ho je vyloutena pfimka x = 0,
tj. osa y. Rovnice x 4+ ay = 1 vyjadiuje svazek piimek,
jehoz stied je bod §, = [1,0]; ze svazku je vylouena
piimka y = 0, tj. osa x.

Zvolime-li urcité &islo a, dostaneme v kazdém svazku
jednu pfimku — tyto pfimky jsou si pfifadény; sou-
fadnice x, y jejich spole¢ného bodu (pruasetiku) jsou re-
$enim soustavy (1) pro zvolenou hodnotu a. Je otézka,
jaky tdtvar U vyplni spole¢né body (prusetiky) pfimek,
které jsou si prifadény. Analytické vyjddieni tohoto
utvaru dostaneme, kdyZz vyloud¢ime (eliminujeme) pa-
rametr & z obou rovnic (1). Z prvni rovnice (1) dosta-
neme po znasobeni &islem y

axy = (1 —y)y;
obdobné dostaneme z druhé rovnice (1)
axy = (1 — x)x.
Po porovnani a dpravé vyjde
x—=2)x+y—1)=0. (5)
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Rovnice (5) vyjadfuje dvé riznobézky (viz obr. 5): je
to piimka p o rovnici y = x a pfimka ¢ o rovnici x +
+ y = 1. Pi{mka ¢ je spojnici obou stfedi S, S,.

y
Mo [ ]
S-log =~
X
-~ P S [1;0]
>
Obr. 5.

Z piedchézejictho vypoltu vyplyva, Ze kazdy spo-
le¢ny bod sobé& pfifadénych pfimek obou svazkd na-
lez{ ttvaru U o rovnici (5). Obricené, kterykoli bod [x, y]
dtvaru U rdzny od pocatku P, je spoleénym bodem
nékteré dvojice prifadénych primek obou svazkd; toto
tvrzen{ 1ze dokazat obracenim predchoziho postupu.

Utvar U je tedy dvojice riiznobé%ek p, ¢ s vyloudenim
podétku P soufadnic.

Chceme-li nyni graficky fefit soustavu (1), postupuje-
me takto: Pro ¢ = 1 splynou obé navzijem piifadéné
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pfimky obou svazki s pfimkou ¢ = §,S,; jejf body dé-
vaji v tomto piipadé viecka fefeni soustavy (1).

Je-li a = —1, jsou navzijem pfifadéné pfimky obou
svazkid rovnobéiné a bez spole¢ného bodu: soustava (1)
je nefefitelnd.

Je-li a # 1, —1, protnou se pfifadéné ptimky obou
svazkt na pfimce p; jejich priseéik je sestrojen na obr. 5
pro a = —4%, kdy pfimka prvniho svazku ma smérnici §.
Soufadnice prisefiku M uddvaji fefeni soustavy (1).

Uloha 2. V oboru realnych &isel feite soustavu rovnic

ax —y+2=0
x+y—b=0, (6)

o neznamych x, y, pfitemz g, b jsou redlnd &isla.

Piedpokladejme, Ze soustava (6) mé fefeni. Potom
pro kazdé x, které danou soustavu spliiuje, musi platit
rovnice, kterou dostaneme seétenim obou rovnic (6):

ax+x+2—5b=0,
x(a+1)=b—2. (7
Je tfeba vySettit tyto pfipady:
LJedlia+1#£0,t.a+# —1,je
b—2

neboli

X = aF 1) (8)
a dale snadno vypotteme
ab + 2
=TT ®)

2. Je-i a = —1, mé rovnice (7) tvar 0.x = b — 2.
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Pri b = 2 je tato rovnice splnéna pro libovolné redlné
&islo x. Soustava (6) mé pak tvar

—x—3+2=0,
x+y—2=0
a zfejmé ji vyhovuje libovolné ¢islo x a y = 2 — «. Je-li
b # 2, nema rovnice (7) fefeni, a tedy ani soustava (6)
nemd refeni. ZkouSku vykondme dosazenim vypocte-
nych hodnot do rovnic soustavy (6). Diskusi shrneme
do tabulky:

Parametry q, & Polet feseni

a=—1,b%2 34dné

a # —1, blibovolné jedno, viz (8), (9)

a=—1,6=2 nekoneéné mnoho,
x libovolné, y = 2 — x

Viimnéme si rovnic soustavy (6). Prva rovnice je
analytickym vyjddfenim svazku pfimek prochazeji-
cich bodem [0,2] s vylou¢enim osy y. Druha rovnice
je analytickym vyjadfenim mnozZiny pifimek rovno-
b&Znych s osou 2. a 4. kvadrantu (y = —x), tzv. osnovy
piimek. Pii fedeni soustavy (6) hleddme soufadnice
praseliku jedné pifimky svazku a jedné piimky osnovy.
Zakreslete v pravotihlém systému soufadnic x, .

Volba parametru & v druhé rovnici soustavy (6) ne-
z4visi na volbé parametru ¢ v prvé rovnici. Je oviem
mozné stanovit pro né dalsi podminky, napt. b = 22 —
— 1. Geometricky to znamend pfiradéni mezi pfimkami
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svazku a osnovy. Sestrojte pomoci jednotlivych bodu
kiivku, na niz lezi priseciky pirimek odpovidajicich téze
hodnoté parametru, predpokladate-li a = —1. Volte
jiny vztah mezi @, b. Prozkoumejte podobné dlohu la
z nefefenych uloh v této kapitole.

Uloha 3. V oboru realnych &isel feite soustavu rovnic
@+ Nx—a@ty=—@+1),
(@+1)x— (a+1)y=a*+1 (10)

o neznamych x, y, kde a je realné &islo.

Pro kazdé x, y splilujici soustavu (10), musi platit
soustava rovnic

2(a* + Nx — (a4 1)2y =0, 1
(2 — 1)y =2 (& + 1), ()
které vznikly seétenim a odedtenim rovnic soustavy (10).

Viimnéme si druhé rovnice soustavy (11).
Jelia®—1#0,tj.a+#1,a# —1,je

_ 2@+ 1)
a1 (12)
Dosazenim do prvni rovnice soustavy (11) zjistime, Ze
je pak
_a+1
x=_-—F (13)

Je-li a = 1, ma soustava (10) tvar

2c — 2y = =2,
2x — 2y =2
a zfejmé& nem4 Fefeni.
Je-li a = —1, mé soustava (10) tvar
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2 = —2, 2x =2

a nespliiuje ji Zddn4d dvojice redlnych &fsel x, y.
Provedeme zkousku a vysledek diskuse zapiSeme
do tabulky:

Parametr a Pocet refeni
a=1,a= --1 Zadné
a? £ 1 jedno, viz (12), (13)

Pokusite-li se fedit soustavu (10) graficky, setkite se
s Cimsi novym. Probfha-li parametr ¢ viecka redlna
isla, vyjadfuje napt. prvni rovnice (10) jakousi mno-
zinu M primek. Snadno nahlédneme, Ze vSecky pfimky
této mnoziny obsahuji bod §; = [—1; 0]; mohlo by se
tedy zdat, Ze tato mnozina M je svazek piimek se stie-
dem S;. Ale neni tomu tak. Upravime-li rovnici libo-
volné piimky mnoziny M do tvaru

a2x—y+1)—ay+x+1=0, (14)
mizZeme snadno zjistit podminku pro to, aby bodem
[x, ¥] prochdzela pfimka mnozZiny M. Jsou-li &isla x, y
pevné zvolena tak, Ze je x — y + 1 3 0, pak rovnice
(14) je kvadratickd rovnice pro neznidmou a. Tato
rovnice ma aspon jedno reilné fefeni pravé tehdy,
Jje-li jeji diskriminant D nezaporny. Diskriminant

D=y —4(x+1(x—y+1)
Ize uvést na tvar

D=4+ 4y(x + 1) — 4(x + 1)
28



a dile rozloZit;

=+20+12) x+DIIy+2 Q=)=+ 1]

Podminka D = 0 je splnéna pravé tehdy, plati-li bud z4-
roven nerovnosti

I+2(01+72) x+1) 20,
Y420 =) e+ 120,

nebo kdyZ platf sou¢asné nerovnosti

y+2(1+12) = +1) =0, (14b)
y+2(1—=)2)@x+1) =0

Nerovnosti (14a) jsou splnény pravé pro viecky body
[x, »] uréitého thlu sevieného ptimkami

I+2(1+)2) ¢ +1)=0, (14¢)
y+201—=V2) (x+1) =0,

nerovnosti (14b) jsou splnény pravé pro viecky body
thlu k nému vrcholového. Podminka D = 0 vyjadiuje
tedy analyticky dvojici vrcholovych ahld, jejichZ spo-
le¢ny vrchol je prusecik primek (l4c), tj. bod [—1,0].
To znamend, Ze prvni rovnice (10) nevyjadfuje svazek
piimek, ale jen jeho ¢4st — mnoZinu piimek, vypliuji-
cich dva vrcholové uhly (obr. 6). Obdobné tomu je
s druhou rovnici (10).

Z t&chto uvah je patrné, Ze geometrické fefeni sousta-
vy (10) je sloZitéjsi nez v predchozich tlohach; to proto,
Ze parametr g se vyskytuje v rovnicich ve vysiich mocni-
nich neZ prvni. Pokuste se provést grafické reseni
podrobné.

29



Obr. 6.

Uloha 4. Reste v oboru redlnych &isel soustavu rovnic

ax+y—z=1,
xt+ay—z=1, (15)
—x+y+a=1,

o nezndmych x, y, z, pfitemz a je redlné &islo.

Zabyvejme se nejprve soustavou rovnic

2x+y—2z=1,
x+29—2z=1, (16)
—x+y+2=1

kterd vznikne ze soustavy (15) volbou a = 2.

30



Predpoklddejme, 2e soustava (16) m4 teleni. Potom
&isla x, 9, z, které jsou feSenim soustavy (16), musi splfio-
vat rovnici
x—y=0,
kterd vznikne odeétenim druhé rovnice soustavy od
prvai, tj. rovnici x = (17)

Uzijeme-li vztahu (17) a dosadime-li do tfeti rovnice
soustavy (16), zjistime, Ze mus{ platit

2z=1,
4. 1
=—_. 1
5 (18)
Uzijeme-li vztaht (17) a (18) a dosadime-li napf. do
prvé rovnice soustavy (16), vypoéteme x = }. Podobné
vypolteme y = %

Zkousku provedeme dosazenim vypoltenych hodnot
x = y = z = } do rovnic soustavy (16).

Nyni budeme fefit tymZ postupem soustavu (15). Pro
¢isla x, y, z, kterd jsou jejim feSenim, musi platit rovnice,
kterd vznikne odeftenim druhé rovnice soustavy od
prvni; po upravé zni:

(a—1Dx+(1—a)y=0. (19)
Nyni musime rozbor §tépit.

I. Je-li a — 1 # O, plyne z rovnice (19) vztah x = y.
Dosadime-li do tieti rovnice soustavy (15), zjistime, Ze
pro z musi platit .

az = 1. (20)

Nyni musime rozbor $tépit znovu. Je-li a # 0, plyne
z (20), Ze je
z=—. (21)

a
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UZijeme-li vztahu (21) a vztahu x = y k dosazeni do
prvni rovnice soustavy (15), dostaneme po upravé

@+ )x =2 + 1. (22)

a

Jedlinynfa + 1 # 0, plyne z (22), Ze je ¥ = . Obdobné

vypoéteme, Ze proa # —1l,a # 0, a # 1 plati y =%.
2. Vsimnéme si nyni vylou¢enych pfipadd.

a) Je-li a = —1, ma soustava (15) tvar
—x+y—z=1
x—y—z=1,
—x+y—z=1

a fefeni je x = 3, y libovolné redlné &islo, z = —1.

b) Je-li @ = 0, neni rovnice (20) splnéna pro Zidné
redlné &islo z, a tedy ani soustava (15) neméd proa =0
24dné feSeni. (VSimnéme si, Ze jsme vlastné dospéli ke
sporu s piedpokladem, Ze soustava (15) mé feleni.)

c) Je-li a = 1, maé soustava (15) tvar

xt+y—z=1
x4+y—2z=1,
—x+y+z=1

a fefenf je x = 2z, y = 1, z libovolné redlné &islo.
_Zkousku provedeme dosazenim hodnot x =y =

=z=_ do rovnic soustavy (15), které jsou jimi splné-

ny. Pak shrneme diskusi do tabulky:
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Parametr a Pocet refeni

a=0 Zadné

a#* —1l,a#0,a#1 jcdno,x=y=z=%

a=—l,a=1 » nekone¢né mnoho

Vidéli jsme ndzorné, Ze je opravdu tG&elné rozhodovat
o zvlastnich ptipadech dosazenim parametru do rovnic
soustavy. Rozbor je pak prehlednéjsi a je usnadnéno
sledovani celého myslenkového postupu. Kromé toho
se snadpéji vyhneme chybim. Z rovnice (19) bychom
napt. mohli nespravné soudit, e pro ¢ = 1 vyhovuje
soustavé (15) jakakoliv dvojice &isel x, y. Rovnice (19)
je oviem pro a = 1 totoznosti a Zadny takovy zavér z ni
nelze udinit.

Pred fefenim soustavy rovnic (15) jsme vyfesili sousta-
vu (16), kterd vznikla dosazenim hodnoty parametru
a = 2 do rovnic soustavy (15). Refeni soustavy (15)
tim bylo usnadnéno, nebot jsme v tomto zvlastnim pfi-
padé nalezli vhodny postup eliminace neznamych. Je
mo?ny i opalny postup. Resime-li soustavu rovnic s nu-
merickymi koeficienty, je moZné né&ktery z nich na-
hradit parametrem. Ctenafi doporuéujeme, aby to né&-
kolikrat provedl pfi fefeni soustavy o dvou neznamych.
Stejné cenné je malé obméinovani fefené soustavy (zmé-
nou jednoho znameni, ponékud jinym umisténim pa-
rametru apod.). Napf. po vyfeSeni soustavy rovnic (15)
je moZné zabyvat se soustavou
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ax +y—z=1,
x—ap+z2=1,

—x+y+az=1.

Uloha 5. V oboru redlnych &isel Feite soustavu rovnic
ax +y+z=1,
x+ay+z=a, (23)

x+y+az=a?
o nezndmych x, y, z, pfitemz a je redlné tislo.

Piedpokladejme, Ze soustava (23) m4 fefeni. Pro isla
x, J, Z, kterd jsou felenim soustavy (23), musi platit rov-
nice

: @a—Dx+(1—a)y=1—a.

1. Je-li a = 1, m4 soustava (23) tvar

x+y+z=1,
x+y+z=1,
x+y+z=1

a jejim feSenim jsou trojice sloZené z libovolnych reél-
nych &isel x, yazéfslaz=1—x — y.
2. Je-li a — 1 # 0, musi platit

—x+y=1
y=1+4+=x (24)

Pro &sla x, y, z, kterd jsou feSenfm soustavy (23), musi
déle platit rovnice

@—DNx+(1—a)z=1—a?
tj. po déleni &fslem 1 — a
—x+z=1+a

t.
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Odtud plyne

z=x+4+a+ 1. (25)
UZijeme vztahi (24) a (25); po dosazeni do prvni rov-
nice soustavy (23) a po upravé dostaneme

(e+2)x=—(a+1). (26)
a) Je-li a 4+ 2 s 0, plyne z rovnice (26)
— 1
=T @)
Dosazenim do vztahi (24), (25) a po Gpravé dostaneme
1
J = P L (28)
_ (a4 1)?
=aTo (29)

b) Je-li a = —2, nenf rovnice (26) splnéna pro 24dné
redlné &islo x, a tedy ani soustava (23) nema pro ¢ =
= —2 74dné feleni.

KZkouska. Dosadime-li ze vzorca (27), (28), (29) do
rovnic soustavy (23), zjistime, Ze jsou splnény. Vysledek
diskuse shrneme do tabulky:

Parametr a Polet fe$eni
a= —2 Zadné
a# —2,a+#1 jedno, viz (27), (28), (29)
a=1 _ nekoneéné mnoho
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Zapis postupu fefeni ma byt co nejpfehledn&j¥i. Z4-
visi to do jisté miry na obratnosti a zkuSenosti Fefitele,
zaleZi to viak také na zpusobu eliminace. Neni pochyby
o tom, Ze napf. uziti dosazovaci metody pfi FeSeni sousta-
vy (23) by bylo zdlouhavéjsi nez na§ postup. Volba
postupu feseni nékdy ovlivni 1 §tépeni rozboru. Vysledek
diskuse v3ak na zpusobu reSeni nezavisi. Jako p¥iklad
fe¥me znovu soustavu rovnic (1) ze str. 20.

Z prvni rovnice soustavy (1) dostaneme

ax =1—3y. (30)
Chceme-li vyjadfit nezndmou x, musime rozliit dva
piipady.
1. Je-li a = 0, mé soustava (1) tvar
y=1
x=1,

z n¢hoZ je feSeni ihned patrno.
2. Je-li a % 0, plyne z rovnice (30)

_1—=y
x = (31)

Po dosazeni do druhé rovnice soustavy (1) a po dpravé
dostaneme rovnici
1—a)y=1-—a (32)
Nyni provedeme §tépeni rozboru znovu.
a) Je-li |a| # 1, potom z rovnice (32) plyne, Ze je

y = ﬁ, a po dosazeni do (31), je x = i _*1_ =
b) Je-li ¢ = 1, m4 soustava (1) tvar
x+y=1,
x+y=1

a vyhovuje ji kazdé x a y =1 — «.
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c) Je-li a = — 1, mé soustava (1) tvar

—x+y=1
x—y=1
a nema Zadné fefeni.
Po provedeni zkousky miZeme sestavit tabulku:

Parametr a Pocet FeSeni
a= —1 2adné
a=0 jedno
a «—1,a £0,a +1 jedno
a=1 nekonedné mnoho

Vidime vsak, Ze vytteni hodnoty a = 0 je pro diskusi
zbytetné a Ze tabulka mizZe byt sestavena takto:

Parametr a Polet feseni
a= —1 ' Zadné
a# —l,a#1 jedno
a=1 . nekone¢né mnoho

Shoduje se oviem s tabulkou, kterou jsme ziskali pfi
prvém feSeni soustavy (1).
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Uloha 6. Pro ktera cel4 isla ¢ m4 soustava rovnic
ax — 2y =3,
fefeni x, y, pro které plati x > 0,y < 0.

Predpoklddejme, Ze soustava (33) ma Zadané fedeni.
Predpokladejme, Ze je a # 0, a vynasobme jim jednou
prvou z rovnic soustavy (33), po druhé druhou z rovnic
soustavy (33). Zjistime, Ze kazda dvojice Cisel x, y,
spliiujicich soustavu (33), spliiuje téz soustavu

a*x — 2ay = 3a,

6x + 22y =8
a také soustavu

3ax — 6y =9,

3ax + a%y = 4a

a ddle soustavu
(® + 6) x = 3a + 8,

(a®+6)y =4a — 9. (34)
ProtoZe tislo a je redlné, je a® + 6 > 0 a z (34) plyne
_ 32+ 8 _4a—9

x = F16 y = 216
Je-li kofep x je kladny, kofen y ziporny, plati soustava
nerovnosti 30 4 8 o
at + 6 >0, a2 +6
Jeito je a® + 6 > 0, je nutnd
3a4+8> 0, 4a — 9> 0,

coZz znamen4, Ze pro ¢&islo a spliiujici podminky dlohy
plati

< 0.
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— g <a <%, a+#0,
a protoZe nis zajimaji pouze celd &isla, miZe a nabyt
jen hodnot —2, —1, 1, 2; tyto hodnoty skute¢né vyho-
vuji, jak se presvéd¢ime zkouskou.
Zbyvéa prozkoumat soustavu rovnic (33) pro a = 0.
Potom jde o soustavu

—2y =3,
3x = 4,

——3. Tedy také &islo a = 0

kterd mé feSeni x = -4—', )=

3
podminkdm dlohy vyhovuje.

Shrneme-li dosavadni vysledky, zjistime, %e Fe§enim
ulohy jsou éisla —2, —1, 0, 1, 2. Zjistéte, jaky je geo-
metricky vyznam ulohy 6.

Uloha 7. Pro kter4 re4ln4 &isla a mé soustava rovnic
z ulohy 5
ax+y+z=1,
*x+ay+z=na, (23 bis)
x+y+az=a
za fefeni: a) aspon jednu trojici kladnych &isel,
b) asporii jednu trojici zapornych &isel?

Pii fefeni dlohy 7 uZijeme vysledkd ulohy 5.

a) Resenim soustavy nerovnostf

—(a+1) 1 (a + 1)2
a-+2 >0, a+2>0’ a+2

zjistime, Ze musi platit nerovnosti —2 <a < —1.

>0
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Kromé toho musime zkoumat téz hodnotu ¢ = 1, nebot
je mozné volit ¢isla x, y, z tak, aby bylo x> 0, y > 0,
x +y < 1; pak je také z > 0.

b) Refenim soustavy nerovnosti

—(a+1) 1 (@ + 1)2

17 <0, a+2<0, ——a+2<0
zjistime, Ze musi platit nerovnost a < —2. Hodnoty
parametru ¢ = | nelze pouZit, nebot neni mozné volit
realnd ¢&isla x, y, z tak, aby soufasné platilo x <O,
<0, z=1—x—y <0. Viecky podminky pro pa-
rametr a, které byly odvozeny jako nutné, jsou také
postadujici, jak se snadno piesvédéime obracenim postu-
pu.
Shrneme: poZadavek a) je splnén pro hodnoty para-
metru ¢ uréené nerovnostmi —2 <4 < —l aproa =

pozadavek b) pro hodnoty parametru a uréené ne-
rovnosti ¢ < —2.

Na zavér kapitoly uvedme jednu z dloh minulych
ro¢nikti matematické olympiady.

Uloha 8. Reite v oboru relnych &sel soustavu rovnic
1

x+1
a

x4+ 1

o nezndmych x, », kde a je redlné &islo.

+a()’—2)=1,
(35)
+y—1=2

Predpokladejme, Ze soustava (35) ma reSeni. Zavede-
me-li dal¥f nezndmou z vztahem
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1
x4+ D
musi pro kazdd x, y, ktera spliiuji soustavu (35), byt spl-
néna soustava

Z (36)

z+a(}’—2)=1,

az+y—1=2a (37)
o neznamych gz, y.
Z prvé rovnice soustavy (37) dostaneme
z=1—a(y—2) (38)
a po dosazeni do druhé rovnice soustavy a po tpravé
y(1 —a®)=1+4+a— 2a (39)
Je-li a® 3 1, plyne z rovnice (39)
1 +a—22
T l—a
neboli
(I —a) (14 2a)
)= 1 —a?
neboli
1 4 2a
) =Txa (40)

Uzijme vztahu (40) a dosadme do rovnice (38); dosta-
neme :

14 2a
2= Trq

Je-lia # — %, je podle (40a) z # 0 a ze vztahu (36) vy-

(40a)

polteme x = % — 1; vyjde
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_ l—i—a_1
T 14 2 ’

neboli
P — 41
1424 (41)
Zkoumejme nyni \fylouéene pfipady.

a) Je-li @ = —1, neni rovnice (39) splnéna pro z4dné
redlné &islo y, tj. soustava rovnic (35) nemd fedeni.

b) Je-lia = — 4, je z = 0, rovnice (36) neni fefiteln4
podle x a soustava (35) je opét neresitelna.

c) Je-li a = 1, ma soustava rovnic (35) tvar

x + x+1 tr—2=1

L +y—1=2.

x+41
Rovnice této soustavy jsou totoZné. Vypolteme, Ze
soustava je splnéna pro kazdé x = —1 a y = 3;—_:_—12

Zkouskou se presvédéime, Ze vzorce (40), (41) davaji
skuteéné fefeni soustavy (35).
Vysledek diskuse shrneme do tabulky:

Parametr a Polet fedeni

a=—1l,a= —% Z4dné

a# —l,a+* —%,a#1 jedno, viz (40), (41)

a=1 nekoneéné mnoho
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Ctenati doporudujeme, aby stanovil podminky pro
parametr a, za kterych maji oba kofeny x, y soustavy
piedepsané znameni. Pokuste se Fefit soustavu (35)
graficky. KaZda z rovnic (35) vyjadfuje mnoZinu rovno-
osych hyperbol; pruseéiky sobé ptitadénych hyperbol
vyplni viak sloZitéjsi kfivku 4. stupné. Pomérné jedno-
duse lze vSak fedit graficky soustavu (35) pro nékteré
zvlastni hodnoty parametru g, napt. proa =0, 1, —1.

Nékolik nefeSenych dloh

1. Reste v oboru redlnych &isel soustavu rovnic

a)x 4+ = a,
x+a =13
b) |x[ + [y| = 4,
ax +2y =4,
c)ax+y =a,

atx —y =a 41
o neznamych x, y, pfiemz a je redlné slo.

2. Jsou déany velikosti stran a, & trojuhelnika ABC,
jehoz téZnice prisluiné k strandm a, b sviraji pravy uhel.
Vypoitéte velikost strany ¢. Stanovte podminky fedi-
telnosti této ulohy.

3. Reste v oboru redlnych &isel soustavu rovnic
a)ax + by =0,
a*x — by = ab;
b) (a+ ) x + (@ — b) p = a* + B,
(@a—b)x+ (a+ &)y = a® — b2
o neznamych x, y, pfitemz a, b jsou redlna &isla.
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4. Reste v oboru redlnych &isel soustavu rovnic
aya+x+y +2=a+1,

x4+ @+ 1l)y+z=a+43,

x+rt(@+1)z=—22—4
byax +y +2z =4,

x+b)’+z =3’

x4+ 20+ 2=4

o neznamych x, y, z, pfitemZ g, b jsou redlna ¢&isla.

Vyhledejte si ve sbirkdch dloh podobné dlohy a feste je!



3. kapitola

KVADRATICKE ROVNICE

Dtive, nez uvedeme nékolik fefenych piikladd, pfi-
pomeiime, Ze nam v této kapitole pujde predeviim
o zkoumdni Feitelnosti kvadratické rovnice v oboru
redlnych &isel. Vime, Ze o reditelnosti a poltu fedeni
kvadratické rovnice s redlnymi koeficienty, tj. rovnice

ax? + bx + ¢ = 0, (1)
kde je a # 0, rozhoduje jeji diskriminant

D = b — 4ac.

Je-li D < 0, nema rovnice (1) Zadny redlny koien.

Je-li D = 0, mé rovnice (1) jeden reélny kofen, tzv.
dvojndsobny.

Je-li D > 0, mé4 rovnice (1) dva rizné redlné kofeny.
Diskusi budeme providét vétSinou pomocf diskrimi-
nantu.

Uloha 1. Reite v oboru realnych &isel x rovnici
(@ — 2)x2 — 2ax + 2¢ — 3 =0, (2)
kde a je reilné &islo.

Pti rozboru je tfeba rozlisit dva ptipady:
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1.Je-i ¢ — 2 =0, tj. a =2, mé rovnice (2) tvar
—4x + 1 = 0 a vyhovuje ji jediné &islo x = }.

2. Je-lia—2+#0, tj. a # 2, je rovnice (2) rovnici
kvadratickou a jeji feSitelnost zavisi na diskriminantu
D = 4(—a? 4 7a — 6). Podminka fefitelnosti je
—a%+ 7a — 6 2 0, neboli

—(a—1)(a—6) =0. 3)

Nerovnost (3) je splnéna pravé tehdy, plati-li podminka
l=ac<6.

Proa =1 nebo ¢ = 6 je D = 0 a rovnice (2) ma je-

diny kofen. Po dosazeni téchto hodnot parametru a do
rovnice (2) dostaneme rovnice

x4+ 2+ 1 =0,
452 — 12x + 9 =0,
z nichZ prvni mé kofen x = —1 a druhd x = %

Prol <a <6 je D> 0 a rovnice (2) mé4 dva rizné
reilné kofeny. Jsou diny vzorci .

=a—|—V—a2+7a—6

%1 a—9 ) (43')
a—|=a*+7a—6
ty = £ : (4b)

Zkou¥ku provedeme dosazenim do rovnice (2). Napf.
pro 1 < a < 6 dostaneme pro koten x;:

o). (2 vm—e)z_

a—2



_20a+]/—a2+7a—6

pR— + 22 — 3 =
_a2+2al/—a2+7a—6—a’+7a—6— 2a2+
o a—2
_ — 2 - —4q —
+ 2= a +7a -6 + 2 —4a 3a+6=0.
a—2
Vysledek diskuse shrneme do tabulky:

Parametr a Polet Fefeni
a<l,a> 6 zaddné
a=1l,a=2,a=6 jedno
l <a<6,a+#2 dvé, viz (4a), 4b)

Graficky lze fefit Glohu 1 takto: Rovnici (2) upravime

na tvar

(@ —2)x* = 2ax — 2a + 3
a oznatime

= (a— 2)¥%; (52)

¥y = 2ax — 2a + 3. (5b)
Rovnice (5a) je analytickym vyjadfenim mnoZiny pa-
rabol, prochézejicich po&itkem pravoihlé soutfadni-
cové soustavy s osami x, y (pro ¢ = 2 dostaneme piim-
ku y = 0). Osou kazdé z téchto parabol je osa y, jejich
parametry jsou ¢isla

1

P =g
Jaky je geometricky vyznam rovnice (5b)? Vygetite,
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jaké utvary vyjadfuji rovnice (5a), (5b) pro hodnoty
a=—1l,a=0,a=1,a=2,a=3,a=6, a=10.
(V obr. 7 je zvoleno a = 1.)

Obr. 7.

ye-x*

Predchozi zplsob grafického fefeni je nevyhodny,
nebot vyzaduje rysovani mnoziny parabol. Vyhodné&jii
je tento zpusob: Vylou¢ime piipad ¢ = 2 a rovnici (2)
uvedeme na tvar

2 2a 2a — 3
x a_2x+ P = 0.
Polozime
y =3
_ 2a 2¢ — 3 (6)

e M L

Tim jsme zavedli novou pomocnou neznadmou 3. Gra-
fem prvni rovnice (6) je urita parabola (nezdvisla na
volbé parametru a), grafem druhé rovnice (6) je mnozina
piimek; snadno lze dokazat, Ze tato mnoZina je svazkem
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ptimek o sttedu § = [%, —%] s vyloutenim ptimky
¥ = }. Dané hodnoté¢ parametru ¢ odpovidid uréitd

pfimka p svazku; soufadnice x bodi, které ma tato
piimka p spole€né s parabolou, jsou feSenim rovnice (2).

J=3x -4

Y=2%4

Na obr. 8 je zobrazena pfimka p pro hodnotu ¢ = 5;

pfimka p ma rovnici y = 1% — % Z obr. 8 je zaroven
vidét, Ze rovnice (2) neni feSitelnd pro kazdou hodnotu
a; ma-h byt rovnice (2) feditelna pro uréitou hodnotu a,

musi byt pfisluind pfimka p se¢nou nebo te¢nou para-
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boly. Tak napt. ptimka y = — %, kter4 odpovida hod-

not¢ ¢ =0, nema s parabolou Zidny spole¢ny bod.
To souhlasi s vysledkem diskuse (viz tabulku), podle
néhoZ je rovnice (2) pro a = 0 skutelné nefefitelna.

Uloha 2. Pro které hodnoty parametru a spliiuji ko-
feny x,;, x; rovnice
222 —(a+lx+a+3=0
podminku x;, — x, = 1?
Ff Pfi fefeni dlohy 2 uZijeme zndmych vztaht pro kofe-
ny x,, x, kvadratické rovnice s redlnymi koeficienty
ax® + bx +¢c=0,ato
. b
xl +.x2 = — z,
.
X1Xg = E‘.

V nalem piipad¢ musf platit soustava rovnic

1

* + Xy = a-;— >
3

x1x2=a; ’

% —xy=1
o nezndmych x,, x,, a. Odtud vypoéteme, Ze podminky
ulohy 2 spliiuji &isla a = —3, @ = 9. Provedte zkousku!

Uloha 3. Stanovte podminku, kterd musi byt splnéna,
aby bylo moZné do kruZnice o priméru d vepsat obdél-
nik o daném obsahu a2 > 0.
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Podle obr. 9 oznalme x = AB = CD, y =AD =
= BC. Potom plati soustava rovnic

x4 y2 = d? -
o = at (7
0 —\C
A x 8
Obr. 9.

Pro kazdou dvojici x, y, kterd spliuje soustavu (7), musi
byt splnéna rovnice

x4 2xy 4+t = d* 4 242

a déle rovnice

(x + )% = d% + 2a2 (8)

ProtoZe x, y jsou velikostmi stran obdélniku, plyne z (8),
Ze je

x+y=|dF 2 (9)

Utzijeme-li ve spojenf s rovnici (9) druhé rovnice sousta-
vy (7), zjistime, Ze kaZdé Feeni x, y soustavy (7) je také
feSenim soustavy
x+y=|dF 2,
xy = a?,
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coZ znamend, e &isla x, y jsou kofeny kvadratické
rovnice
2=V 124 a2 = (10)
o nezndmé z. Co muZeme fici o znamenich kofena?
Podminku fefitelnosti alohy stanovime pomoci diskri-
minantu rovnice (10). Podminka zni D 2 0, tj. 4% 4
+ 242 — 44® 2 0. ProtoZe je d > 0, a > 0, je podminka
FeSitelnosti 3
dzal2

Uloha 4. Reite v oboru realnych &isel x rovnici

2% + ax = Jx, (11)
kde a je redlné &fslo.

Piedpoklddejme, Ze rovnice (11) ma feleni. Potom
kaZdé x, které je jejim kofenem, splituje postupné tyto
rovnice:

4x2 4 4ax? 4 a%x2 = x,
%% (a® + 4a + 4) ==, (12)
%2 (a+ 2)2=nx.
Rovnice (12) ma kofen x = 0, dalii jeji kofen x £ 0
je kofenem rovnice

x(a + 2)2 =1,
kterd pro a # —2 m4 jediné fefeni
] :
R )
a pro a = —2 nema 24dné fefeni.

Provedeme zkousku, zda nalezené vysledky vyhovuji téz
rovnici (11). Dosadime-li ze vztahu (13), dostaneme, Ze
ma platit rovnost
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2 n 1
(a+2) (a + 2 a2
Je-li a + 2 > 0, d4 leva strana E + (

(13a)

a—[—2)2

% coZzznamena, ze

(+2

1 1
= 1 prava strana rEvr +
rovnice (11) ma pro a > —2 kofen dany vzorcem (13).
Je-lia + 2 < 0, neni rovnost (13a) splnéna.

Vysledek diskuse shrneme do tabulky:

Parametr a Poéet releni
a < —2 jedno, x = 0
a> —2 dvé, x = 0, viz (13)

Uloba 5. Reite v oboru redlnych &isel x rovnici

Jx=3+)x =7 =g, (14)
kde a je realné &islo.

Predpokladame-li, Ze rovnice (14) ma feSeni, musi
zfejmé byt a > 0. Pro ¢ = 0 rovnice (14) nema Zidny
realny kofen x. Po umocnéni a dalsich Gpravach rovnice
(14) dostaneme, Ze pro kazdé x, které je jejim fefenim,
musi postupné platit

Vx—3=a—Vx—7,

x—3—a2—2al/x— T7+x—17,

2 |x =7 = a® — 4,

4a%c = a* 4 20a® 4 16. -(15)
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ProtoZe je a > 0, je a2 > 0 a z (15) dostaneme:
__a* + 20q% + 16
402 )

Nyni provedeme zkoutku. UZijeme-li vztahu (16), zjisti-

(1
1 4
me, Ze je ¥ — 3 = 7 (* + 8a* + 16) = (a 4+ )’

(16)

1 (a® — 4)3
x—17 =ip (a* — 8a? 4 16) = —3F Leva strana
. . _ |/ (a* + 4)? (a® — 4)®
rovnice (14) je tedy L = V i + =

a®+4 |a®—4 :
= 2_}; +| % l,nebof_jea>0,a’+4>0-JC

tedy déle bud

l.L=aproa® 4,
nebo

2.L=%proa2§4.

Rovnice (14) mé jedno fe¥eni pro kaidé a = 2; pro
a < 2jen tehdy, je-li ¢* = 4, tj. ¢ = 2. Diskusi mizeme
shrnout pfehlednéji v tabulce:

Parametr a ~ Pocet fefeni
a<? z4dné
az? Jjedno, viz (16)

Reste rovnici Jx — 3 — [/x — 7 = ¢, kde a je redlné
&slo. Porovnejte postup feSeni této rovnice a rovnice
(14).
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Uloha 6. Je d4na &tvrtkruznice 4B o poloméru r
a stiedu S. Urtete bod M této &tvrtkruZnice tak, aby
bylo MP 4+ 2MQ =1, kde ! je kladné &fslo a P, Q
jsou paty kolmic spuiténych z bodu M na pi{mky S4,
SB (obr. 10). Stanovte podminku Fefitelnosti této lohy!

a M
S x P A
Obr. 10.

Pii feSeni dlohy hledejme velikost x se¢ky SP. Veli-
kost use¢ky MP je pak vyjaddiena vztahem
MP = |/t — 42, (17
Z geometrického vyznamu proménné x a ze znéni textu
ulohy vyplyvaji pro x podminky:
O=sx=r, 0sx=<3l (18)

Z podminky MP + 2M(Q = | dostaneme podle (17)
Ppro x rovnici

Jrr—=% + 22 =1 (18a)
Jejim umocnénim vyjde
2 —xt = (I — 2x)2 (19)
Po tipravé rovnice (19) dostaneme rovnici
5% — 4lx + (B —r*) = 0. (20)
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Rovnice (20) ma reélné kofeny pravé tehdy, plati-li ne-
rovnost
162 — 20(2 — 1?) 2 0,

2 — 1220,

neboli

neboli

I =r]|5. (21)
Kofteny rovnice (20) jsou pak dany vztahy

2 + |5rr — 12
- R

Q2T

Nyni je tfeba provést zkousku. Oba kofeny (22), (23)
vyhovuji (za predpokladu (21)) rovnici (20), tudiz
i rovnici (19). Budou-li splnény ob& podminky (18),
bude mozno obé strany (19) odmocnit a vyjde (18a),
tj. piislusny kofen x bude refenim Wlohy. Je tedy tieba
zjistit, zda jsou splnény podminky (18) za predpokladu

21).

( P)fedné je patrné, Ze je x, = x;. Kofen x; je vidy
kladny, kofen x, je nezdporny jen tehdy, je-li 2/ =
= V512 — [ neboli ! 2 r. Je-li [ = r, vyjde obrdcenim
postupu nerovnost x, = 0. Dale dokdzeme, Ze je vidy
% S r,atudiZix, < r. Skutené z nerovnosti

2l + ]/grz —F_

(22)

(23)

plyne po upravé
V5rf — 1 = 5r — 215

umocnénim této nerovnosti vyjde po upravé

56



5(2r — )2 2 0. (23a)

Nerovnost (23a) je splnéna pro kaZdé /, r; obricenim
postupu z ni dostaneme nerovnost x; < 1.

Shraut{: Pro kofen x, platl vidy prvni nerovnost (18),
pro kofen x, jen v piipadé, Ze je [ 2 r.

Zbyva vysetfit druhou nerovnost (18). Je-li x, é%,
je 2|/57 — # <1 neboli 2r = [; obricenim postupu
dostancme z této nerovnosti nerovnost x, g - Je-li

2, je —2]/572 — I# < I, coz je splnéno pro kaidé
l r; obracenim postupu zjistime, Zc¢ je vidy x, = 7

Ldvér: Pro kofen x, plati oba vztahy (18) jediné v pH-
padé, Ze je 2r < [, pro kotfen x, jediné v pripadé, Ze je
lzr

Vysledek diskuse zapifeme pomoci podminek pro po-

mér parametrd —:
T

Podil parametrt é Pocet Fedeni
/ l =
— <1, =>15 74dné
T r
l l =
1§7<2, 7=V5 jedno
l _
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Pri sestavovéni této tabulky jsme pouZili jedté skute€nosti

Ze x; = x, jen v tom pfipadé, Ze je - = 1/5.

Uloha 7. V oboru redlnych &fsel feste soustavu rovnic

4y =25,
2 —y+a=0, (24)

o neznidmych x, y, kde a je redlné ¢&islo.
Pfedpoklddejme, Ze soustava (24) méd feSenf. Kazdd

dvojice x, , kter4 ji spliluje, vyhovuje rovnici
y=2x+a (25)
x4+ (2x + a)? = 25,
z nfZ dostaneme pro nezndmou x po upravé rovnici
5x3 4 4ax + a2 — 25 = 0. (26)

Podminky Fefitelnosti rovnice (26) zjistime pomocf jeji-
ho diskriminantu. Rovnice (26) m4 asporn jeden redlny
kofen prévé tehdy, je-li splnéna podminka

164> — 20(a* — 25) 2 0,

a rovnici

neboli
neboli

125 — a2 2 0,
—5)5 = a = 5)5. (27)

Pro éfsla a spliiujfci nerovnosti (27) jsou kofeny x,, x,
rovnice (26) dény vztahy

_ —2 + [125 — &

X = 5 ] (28 a)
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—2 — /125 — &

xz = 5 (29 a)
Z nich dosadime do (25) a zjistime, Ze je
a+ 2)/125 — a*
= V5 ) (28b)
— 2125 — a®
p=a= W2 (29b)

Po provedeni zkousky shrneme diskusi do tabulky:

Parametra Pocet redeni

a < —5)5, a> 5|/5 74dné

a= —5|/5,a =5|/5 jedno, viz (28a), (28b)

_5)/5 <a < 55 ?;g;)v,l@gg)a), (28b),

Geometrické fefeni soustavy rovnic (24) je velmi
pékné. Prvni rovnice (24) je pocetnim vyjidienim
kruZnice se stfedem v polatku systému soufadnic
a s polomérem r = 5. Druha rovnice je poletnim vy-
jadfenim osnovy pifimek rovnobéZnych s pfimkou y =
= 2x (obr. 11). Které primky osnovy dostaneme, zvo-
lime-li hodnoty parametru ¢ = —5/5, @ = 5}/5?

Touto ulohou konéi naje knizka. Mohli bychom je§té
pokralovat v feleni dalSich a daldich uloh. Zvlast za-
Jimavé by bylo studium jejich grafického feSeni. Ale to
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bychom se museli podrobnéji zabyvat analytickou geo-
metrif, coz presahuje rdmec nasi knizky.

Obr. 11.

Nékolik neFesenych dloh

1. Reste v oboru realnych &isel x rovnici
a)a(a+ 2t 4 2x —a* +1=0,
by % 2¢  8a®
)x—a+x+a— x2 — a2’
kde a je reilné &islo.

2. Reite v oboru realnych &isel x rovnici

1 1 1 1
e Tr—b - a T

kde a, b jsou reédlna &isla a plati ab - 0.
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3. Pro které hodnoty parametru a plati pro kofeny x,,
x, kvadratické rovnice
2ax* — 2x — 3¢ —2=0
podminky x; <1, x, > 1?
4. Pro které hodnoty parametru a jsou oba kofeny

%;, x, kvadratické rovnice (2 — a)x? — 3ax + 22 =0
vétd nez 4?

5. Pro které hodnoty parametru a platf pro kofeny x;,
x, kvadratické rovnice
24+2+a=0
podminky —1 <, <x; <1?

6. DokaZte, Ze rovnice
2) (r — a)(x — b) + (x — a) (x —0) +
+ (x =b)(x — ¢) = 0;
b) a(x — b)(x —¢) + b(x —¢) +
+e(x—a)(x—05)=0
ma vidy redlné kofeny.

7. V rovin¢ je dano nékolik bodu, z nichz 24dné tii
neleZi v jedné pfimce. Stanovte jejich polet, vite-li, Ze
je jimi uréeno

a) 28 primek,

b) a pfimek.

8. Reste v oboru redlnych &sel x rovnici
Q_Vaz—i—x—a_l/az-{—x—l
Va2 4+ x4+ 1 a ’

kde a je redlny parametr, ¢ = 0.
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9. Pro jakou hodnotu parametru ¢ mé soustava rovnic
ta)# + 5 = 5;

Fec) f4x2 — 92 = 36,

2x—y+a=0
o neznamych x, y jediné fefeni? Jaky je geometricky-
vyznam téchto uloh?

10. Redte v oboru reilnych &isel soustavu rovnic
a)xt+?—2x— 3y =0,
ax +y — 3 =0;
b) 2x2 4+ 8y% = 16,
ax +y+22=3
o neznamych x, y, pfi€emz a je redlné &islo. Jaky je geo-
metricky vyznam téchto aloh?

Vyhledejte v nékteré ulebnici analytické geometrie, jak lze
poletné vyjddfit kruZnici, elipsu a hyperbolu.
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