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PREDMLUVA

Dwacdté stolet! ziistane ve vyvoji idstva vyznamnym mez-
ntkem pro revoluini zmény spoleCenské i pro neobylejny
rogmach védy a techniky. Tyto jevy spolu velmi tésné souvisi.
Matematikové podporovali svou praci takovy vyvoj vidy,
kdy% wsilovali o to, aby pomdhali pracovnikim v jinych
véddch nebo v praktickém Zivoté. Soucasny stav spoleCenského
vyvoje vysaduje, aby se stile zvySovalo vzdéldnt vsech lidi
o matematice a aby byly odkryvdny miadé talenty a vychovd-
vdny pro prdci v matematickych véddch. Tyto ukoly se snast
plnit téZ tradicni Zdkovské soutése Matematické olympiddy.
Na jejich podporu vznikla knignice Skola mladych matema-
ki, jejig vyddvdni bylo usnadnéno porozuménim nakladatel-
stvf Mladd fronta.

Ukolem tohoto svazku je osvéZit nebo prehledné zopakovat
a pak prohloubit vase védomosti z nauky o nerovnostech.
Dobrd znalost uliva o nerovnostech md totiz velky vyznam
nejen pro studium matematické analyzy, ale i pro Feseni
Cetnych problémi praktického Zivota, jak se to nejvice proje-
vuje v 120, linedrnim programovdni. V tomto svazku se poku-
sime vysvétlit vam mimo jiné 1é zdkladni pojmy, podstatu
tiloh 1 pracovni metody linedrniho programovdni, které se
stalo nepostradatelnym pomocnikem velkého poltu nasich
technikit i ekonomil. Jeho vyklad se opird jen o takové védo-
mosti z elementdrnf matematiky, které ji2 mdte nebo je ziskdte
DT studiu této knizky. V él. 7— 8 je ukdzdn pohled na jedno-
duché vlohy linedrniho programovdni, které v obecnéjsi formé
se vyskytwt v technické i hospoddiské praxi. Pii FeSeni tako-
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vych uloh uvidite, jak tzce spolu souvist detné poznatky
2 ruznych obord matematzky, a to daleko vic, nez se to Jevi ve
Skolské praxi, kde ucivo aritmetiky, algebry i geometrie je
casto od sebe odtrZeno. Md-li matematika dobfe slouzit pra-
covnikum v praxi, pak je casto nutné pouifvar poznatki
z riznych oborii matematiky, které se musi vzdjemné podpo-
rovat a doplriovat. Jen tak je moino ziskdvat nové pohledy
na tesené problémy a hledat nové cesty k vyuziti matematické
védy.

Omezeny rozsah této knitky vyZadoval, aby vyklad byl
strucny. Jeho studium je viak usnadnéno tim, Ze do textu bylo
zarazeno 30 piikladi, v nichg byly nékteré lohy bud zcela
vyreseny nebo byl popsdn postup fesent, které si podle ndvodu
milZete jiZ provést sami. TéméF do 'vsech Cldnki jsou zafazena
cvilent, ]zchz je celkem 33 a obsahuji celkem 82 tiloh. Resenim
tloh upevnite nové ziskané poznatky a vycviite se v nume-
rickém pocitdni., Nepodati-li se vam nékteré dlohy rozreit,
nedejte se tim odradit od studia dalsich ldnki. V #ddném
2 nich nepredpokldddme pri vykladu znalost Feseni nékterych
tiloh ze cviceni. Radime vdm, abyste si soustavné délali
obrdzky p¥i studiu celé knizky. Jedno staré dinské piislovi Fikd,
Ze je lépe jednou uvidér ne stokrdt uslySet. O moudrosti skryté
o tomto pFislovt se jisté mnohokrdt presvédiite.

Nejvétsi zisk z této kniky budete mit tehdy, budete-li ji
soustavné a samostatné studovar. Jestlife vsak narazite na
prekdzky, které by vdm znemoZriovaly pokralovar v jejim
studiu, obrafte se se £ddosti o radu na svého ucitele mate-

matiky.
Frantisek Vesely



1. VZNIK HLAVNICH OBORU
MATEMATIKY

Z price na feSeni n€kterych otazek skuteCného Zivota se
vyvijely jiz v nejstardich dobach spolecenského vyvoje
dovednosti poétifské a zeméméfi¢ské. Pfi rozvoji uméni
poctafského i zeméméfi¢ského piibyvalo stile vice novych
poznatkil, které bylo tfeba roztridit a uspofadat. Tak vzni-
kala matematicka véda jako jedna z nejstar$ich véd. Velikou
zdsluhu o to si ziskali ve starovéku zejména felti udenci,
'z nichZ nejznaméjsi jsou Pythagoras (zil v 6. stol. pfed
n. 1), Euklides (Zil kolem roku 325 pred n. 1.) a Archimédes
(287—212 pfed n. 1.). Cela matematicka véda byla v dobé
svého vzniku v Recku oznadovina nizvem geometrie, ktery
zfetelné ukazoval na jeji prakticky ptivod. Recké slovo gé
znamend totiz zemé, fecké slovo metrein méfiti. Teprve
pozd&ji se vyznam nazvu geometrie ziZil na oznaleni té
Casti matematiky, kterd se zabyva vztahy mezi prostoro-
vymi prvky, jako jsou body, piimky, roviny, kfivky, plochy,
télesa apod.

Ndzvem aritmetika oznacujeme dnes tu ¢4st matematiky,
kterd jednd o vlastnostech Cisel rGznych Ciselnych obori
a o potitdni s uréitymi Cisly. Proto zkoumdni vlastnosti
celych ¢&isel (délitelnost, prvocis'a apod.), zahrnované do
tzv. Ciselné teorie, tvofi jen Cast aritmetiky. Ve star$i dobé
patfilo do aritmetiky i fedeni rovnic, z néhoZ se vyvinula
novd samostatnd Cdst matematiky, oznafovand slovem
arabského puvodu algebra. K velkému rozvoji algebry
pfispélo uZivini pismen ve vyznamu cisel, k némuZz doslo
zejména od konce 16. stoleti. Moderni algebra se vSak
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rozvinula tak, Ze nauka o feSeni rovmic tvoii jen jeji po-
mérné malou a ne nejdaleZitéjsi Cast. Dnes se Casto déli
matematika zhruba na geometrii, na matematickou analyzu
a algebru.

Od starovéku se geometrie jako v&da vyvijela nejprve
tak, Ze po zavedeni zdkladnich geometrickych pojmi a za-
kladnich vét, jejichZ platnost byla uznivina bez dﬁkazu,
byly dalii geometrické poucky odvozovany logickymi tva-
hami. Pro oznaleni této Cisti dneSni geometrie se Casto
uZivd nazvu syntetickd geometrie. Od 17. stoleti se zaala
v geometrii vyvijet novd pracovni metoda tim, Ze geo-
metrickym prvkum, napf. bodim, pfimkim, kfivkdm,
rovindm, plochdm apod., byly pfifazoviny prvky aritme-
tické a algebraicke, tj. Cisla, Ciselné dvojice nebo trojice,
rovnice apod., s nimiZ byly providény pocetni operace a po
jejichZz provedeni byly dosaZené vysledky vykladany opét
geometricky. Pro tuto ¢ast geometrie, ktera fesi geometric-
ké tlohy prostfedky poletnimi (analytickymi), ustilil se
nizev analytické geometrie.

Jako zakladatel analytické geometrie byva zpravidla
uvidén francouzsky filosof a matematik René Descartes')
(1596—1650), ktery je v odborné literatufe uvadén Casto
téz latinskym jménem Cartesius?). Zaklady analytické geo-
metrie i jeji pracovni metodu naznacil v dopliiku k svému
slavnému spisu ,,Rozprava o metodé“, ktery vysel roku
1637, Francouzsky matematik Pierre de Fermar®) (1601—
1665), ktery se proslavil n€kterymi vysledky svych praci
v Ciselné teorii, budoval také zédklady analytické geometrie,

1) &ti Dék4r

?) &i Kartézius; spisovate]l Zikmund Winter ve svém historickém
romanu Mistr Kampanus pfipomind Descartesiv (¢ti Dékartuv)
pobyt v Praze v dobé bitvy na Bilé hofe 1620; uvidi jej tam se jménem
Cartesius

3) &ti Pier d’Ferma



a to snad o né&co diive i hloubéji ne? Descartes, jemuZ je
pfiznivino prvenstvi jen proto, Ze jako prvmi své dvahy
o analytické geomertii uvefejnil, zatimco Fermatav spis
$ Gvahami o analytické geometrii vySel a2 po Fermatové
smrti. Vznik analytické geometrie a jeji rozvoj mél silny
vliv nejen na dalsi vyvoj matematiky, ale i na vyvoj pfirod-
nich véd, zejména fyzikdlnich.

I kdyZ matematika vyrtstala z price na feSeni otdzek
skuteného Zivota, stivaly se Casem tUvahy matematiki
stdle abstraktnéjsi, takZe Casto souvislost nékterych tvah
s otizkami praktického Zivota nebyla jiZ zfejmd. Tak se
stalo, Ze se zaCala rozliSovat matematika ryzi a matematika
uZit4 &ili aplikovana. V poslednich dvou desitiletich vzrostl
pronikavé spoleensky vyznam matematiky proto, Ze se
jejich poznatki vyu2iva nejen ve v&dich fyzikdlnich a tech-
nicky.’r.ch, ale i ve v&dich spoletenskych, zejména v eko-
nomii,



2. NEKTERE POZNATKY
Z ANALYTICKE
GEOMETRIE

(analyticky popis polorovin)

Ze $koly je vim zndmo, jak lze v roving, v ni% byla zvo-
lena pravodhld soufadnicovd soustava, pfifadit viem
bodim [x, y] dané piimky p linedrni rovnici, kterd méi
obecny tvar ax + by + ¢ = 0. V tomto ¢lanku vim chceme
ukdzat, jak lze v takové roviné pfifadit vSiem bodim [x, y]
poloroviny vytaté pfimkou p linedrni nerovnost ax + by +
-+ ¢ = 0 nebo nerovnost obracenou, tj. ax -} by 4+ ¢ =
= 0, a vSem vnitinim bodim téchto polorovin nerov-
nost ax + by + ¢ > 0 nebo nerovmost obricenou, tj.
ax + by + ¢ < 0. Dfive nez tak ulinime, pfipomene-
me vam nékteré zdkladni pojmy z geometrie a pak se
umluvime na uZivini nékterych ndzvu a znalek, jimZ se
umozZni strucnost v naSich pozdéjsich vykladech.

Je-li ddna pfimka p a mimo m leZici bod A, jest jimi
urlena rovina pA4. Piimka p rozdéiuje body této roviny
na tfi Casti:

I. Vsechny takové body X roviny pA, pro které plati,
Ze usetka AX nemd Z4ddny bod spoleény s pfimkou p;
nevylucujeme X = A.
I1. Vsechny body pfimky p.

III. VSechny takové body X roviny pA, pro které plati,
%e GseCka AX ma vnitfni bod spolecny s pfimkou p.

Souhrn viech bodu, které lezi v Casti I. a II, na-
zveme polorovinou, urenou pfimkou p a bodem A4,
a oznadime ji p (p, A). Souhrn viech bodul, které lezi
v Casti II. nebo III. nazveme polorovinou opacnou k
¢ (p, A). Polorovina o (p, A) a polorovina k ni opand maiji
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spolené body pfimky p, kterou nazyvime hraniéni
piimkou obou polorovin. Body &sti I. nazveme vnitfnimi
body o (p, A) abody &asti III. vnitfnimi body poloroviny
opacné k o (p, A).

V roviné, v niZ byla zvolena kartézskd pravoihld soufad-
nicovd soustava, miZeme si oznaCovini obou polorovin
vytatych pfimkou p je§t€ vice zjednodusit. Za pfedpo-
kladu, Ze soufadnicové soustava s po¢itkem O a jednotko-
vymi body ¥, na prvni soufadnicové ose?) a ¥, na druhé by-
la zvolena tak, Ze osa x je vodorovnd, osa y svisld, bod ¥,
leZi vpravo od bodu O a bod ¥, nad bodem O, miZeme
rozliSeni polorovin vytatych pfimkou p charakterizovat
zhruba takto: a) Je-li prunka p ruznobéinia s osou y,
pak dolni polorovinu oznacime g (p) a horni p (p). b) Je-l
pfimka p rovnobéZna s osou y, oznacime levou polorovmu
¢ (p) a pravou { (p). Pro prakiickou potfebu FeSeni tloh
v této kniZce by snad stacila tato umluva, kterd se odvoldva
na smyslovy nazor pfi volbé zvliStni soufadnicové sou-
stavy. UkaZeme vSak, Ze¢ miZeme zavést ozmaCeni ¢ (p)
a ¢ (p) bez odvolini na nizor takto:

1. Prochdzi-li pfimka p, pofitkem a je rizna od osy y,
pak oznacime o (p,) polorovinu ¢ (p,, J) a o(p,) polo-
rovinu opacnou. JestliZe posuneme pfimku p, tak, aby
se dostala do polohy p || p, a protinala osu y v bodé¢ Q,
pak oznalime p (p) a o (p) ty poloroviny, které dostaneme
posunutim o (p,) a 2 (p,), pfi némZ politek O piejde
do bodu Q.

2. Jestlie p, splyvd s osou y, pak ozmalime p (p,)
polorovinu ¢ (p,, #,) a ¢ (p.) polorovinu opacnou. JestliZe
posuneme pfimku p, tak, aby se dostala do polohy p || p,
a protinala osu x v bod® P, pak oznalime ¢ (p) a ¢ (p)

9 5L = [1:0] F, = [051]



ty poloroviny, které dostaneme posunutim g (p,) a ¢ (p,),
pH némzZ politek O piejde do bodu P.

Necht je déna pfimka p riiznobéZna s osou y rovnici ve
smérnicovém tvaru y = kx 4+ ¢. Zvolme nyni libovoln&
mimo piimku p leZici bod M = [x,y], tj. vnitfni bod
z ¢ (p) nebo 5 (p). (Ud€lejte si nacrtek.) Bod P pfimky p,
ktery mi s bodem M stejnou soufadnici x, je bod [x,
kx + ¢]. Pro soufadnici y bodu M vsak plati:
y> kx + g, je-li M vnitfnim bodem poloroviny g (p) 0
y <kx + g, je-li M vnitinim bodem poloroviny ¢ (p) 0.
PonévadZ k polorovinam p (p) i ¢ (p) pocitime téZ body
hrani¢ni pfimky y = kx 4+ ¢, dostavime pro body obou
polorovin tyto nerovnosti:

y = kx + q pro body z poloroviny ¢ (),

Y = kx 4 g pro body z poloroviny ¢ (p).
Zndsobime-li druhou z téchto nerovmosti islem — 1
a v obou nerovnostech pievedeme viechny Cleny na levou
stranu nerovnosti, dostaneme

— kx 4+ y — ¢ = 0 pro body z poloroviny ¢ (p),3

kx —y + ¢ = 0 pro body z poloroviny o (p).
Jsou to nerovnosti souhlasného druhu (=) a jejich platnost
pro ob& poloroviny se snadno mnemotechnicky zapa-
matuje: je-li koeficient pfi y rovny cislu + 1, jde o polo-
rovinu p (p) (homni), je-li — 1, jde o polorovinu ¢ (p)
(dolni). Na tento tvar v§ak pfevedeme kaZdou nerovnost
tvaru

ax +by+c=0, 2.1
jestlize celou nerovnost délime kladnym Cislem |b). Podil

% = + 1 podle toho, je-li &> 0 nebo 4 < 0. Déleni

viak neni nutno provadét, nebot stafi, kdyz urlime
znameni Cisla b.

Je-li p pfimka jdouci bodem [r; 0] rovnob&Zni s o-
sou y, snadno zjistime, Ze plati x = r pro body z ¢ (p)
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ax=r¢dli—x = —r pro body z ¢ (p). Na tento tvar
miZeme vSak snadno pfevést nerovnost ax + ¢ = 0,
jestlize absolutni ¢len ¢ pfevedeme na pravou stranu
a pak celou nerovnost délime kladnym (islem |aj.

Shrnutim téchto vysledki miZeme stanovit pravidlo pro
urleni polorovin popsanych nerovmosti tvaru (2.1) takto:

1. Je-li b = 0, pak pfi b < 0 plati nerovnost pro body
zg(p)apﬁb> 0 pro bodyz@(p).

2. Je-li b = 0, pak pfi ¢ < 0 plati nerovnost pro body
z g(p) a pfi a> 0 pro body z o (p).

Bylo by oviem moZné odvodit i jind pravidla pro rozho-
dovani o tom, pro kterou polorovinu nerovnost (2.1) plati.
Nebudeme je oviem odvozovat, ponévadZ pro feSeni dloh
v dalSich ¢lincich této kniZky obsaZenych vystalime
s timto pravidlem. Dobfe si vSak zapamatujeme, Ze
hrani¢ni pfimkou poloroviny, pro kterou plati nerovnost
(2.1), je pfimka o rovnmici ax + by + ¢ =0, a Ze pro
voitini body pfisluinych polorovin dostaneme platnou
nerovnost, kdyZ neostrou nerovnost napf. se znaménkem =
zménime na ostrou nerovnost se znaménkem > .

P#iklad 1. Rozhodnéte, pro které body plati nerovnost
3x+2y—15 <0 a také o tom, zda plati pro body
A=1[0;0], B=[4;1], C=[2;6], D=[—1;9].

Tato nerovnost plati pro vnitfni body poloroviny vytaté
pfimkou r, kterd ma rovnici 3 x + 2y — 15 = 0. Aby-
chom danou nerovnost pfevedli na nerovnost se znamén-
kem >, znisobime ji Cislem — 1 a podle ziporného
koeficientu pfi y v nerovmosti —3x —2y+4 15> 0
rozhodneme, Ze jde o dolni polorovinu ¢ (r). Dosadime-li
tfebas do puvodni nerovnosti soufadnice bodu 4, ob-
drzime — 15 < 0; je tedy bod A vnitfnim bodem polo-
roviny g (r). Podobné to zjistime i o bodu B. Pfi dosazeni
soufadnic bodu C do_plvodni nerovmosti dostaneme
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3 <0, coz neplati; bod C lezi v g (r). Dosadime-li do
puvodni nerovnosti soufadnice bodu D, dostaneme
0 <0, coz neplati. Bod D neni vnitinim bodem g (r),
lezi vSak zfejmé na hraniéni pfimce r, jejiz rovnici vy-
hovuje.

P#iklad 2. Rozhodn&te, zda pfimka s dand rovnici
x — 2y -+ 4 = 0 protind strany trojtihelnika o vrcholech
A=[—3;1], B=[4;—1]), C=[2;3). Po dosazeni
soufadnic vrcholi A4, B, C daného trojihelnika ABC
do levé strany rovnice pfimky s dostaneme vysledky — 1,
10, 0. Bod C leZi tedy na pfimce s, kterd protind stranu
AB daného trojuhelnika ABC, ponévad? body A4, B
lezi v opacnych polorovinich vytatych pfimkou s.

Piiklad 3. Najdéte nerovnost, kterd plati pro polo-
rovinu ¢ (p, M), je-li hranini pfimka p urCena body
[0'1], [5'5], a bod M = [9;8]). Ze znimého vzorce

_ Y2 s — 5_1 fl,-
k= xz_ . najdeme k& = 5—0—% 2 dosazenim

soufadnic bodu M do rovnice y = —:.i x 4+ ¢q vypolteme

q Po 1ipravé ma rovnice pfimky p tvar4x — 5y + 5=
= 0. Dosadime-li do levé strany této rovnice
soufadnice bodu M, dostaneme jako hodnotu vy-
razu 4x—5y+5 &Gslo 1. Pro bod M plat tedy
nerovnost 4x — 5y + 5> 0. Podle znimého pravidla
miZeme urit o (p) = o (p, M). Lezi tedy bod M pod
piimkou p.

Uvédomte si, Ze jsme zjiStovali nékteré vztahy mezi
geometrickymi prvky jen pocetnimi metodami. Pfi studiu
téchto piikladi i pfi feSeni tiloh v nisledujicich cvidenich
rysujte piisludné obrazce, abyste se pfesvéddili o vyznamu
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pocetnich metod pro geometrii, kterd jindy vydatné po-
mdhd vypoctafské technmice. Poloroviny, pro které plati
dané nebo nalezené nerovmosti, si vyzmalte néjakou
znackou nebo Srafovanim.

Tento ¢ldnek zakonlime tim, Ze bez dukazu uvedeme
vzorec pro vypocet vzdalenosti v dan¢ho bodu [xg, y,] od
pfimky dané rovnici ax + &y + ¢ = 0. Plati pro ni

[axg + byy + ¢|
= yare
P¥iklad 4. Vypoctéte vzdilenosti v,, v, boda M, = [1; 0],
M, = [—5; —4] od ptimky p dané rovnici
12x — 5y + 14 = 0.

Snadno provedeme vypodet

|12.1 - 5.0 + 14| | 26]
U=V e 13 2
v=|12(—5)—5(—4)+14|_|—26|
: Viz+ (-] 1B %

Oba body M,, M, maji od pfimky p stejnou vzdailenost
v, = v, = 2. Pfitom snadno téZ zjistime, Ze body M,, M,
leZi v opacnych polorovinich vytatych ptimkou p.

Cviceni

2.1 Rozhodnéte, zda body A4 = [2;4], B = [6;2],
C = [8; 3] leZi v poloroviné dané nerovnosti
a)x—2y—2=0,

b) 3x+2y—21=0,
c x=17
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2.2 Rozhodnéte pocetné, zda trojihelnik o vrcholech
A=[—2;—1], B=[4;2], C=[2;3] mé spolecné
body s pfimkou, kterd je ddna rovnicia) 3x—4y + 4 =0,
b) x+y=0,¢) 2x—y—6=0.

2.3 Narysujte hraniéni primky polorovin, které jsou
dény nerovmostmi 3x+y=0, x—y =0, y=3 a
Srafovanim vyznacte ¢ast roviny, v niZ lezi body spolecné
viem danym polorovindm.

24 S pouZitim nilrtu charakterizujte body, které
vyhovuji souasné tfem danym ostrym nerovnostem
x+y>0, x—y <0, x—3y+8=>0.
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3. MNOZINY
[ J

Pojem mnoZiny je blizky pojmu souhrn nebo soubor.
Ka?d4 mnoZina se sklddd z pfedmétid, které mohou byt
jakékoli povahy (konkrétni nebo abstraktni) a jsou od sebe
dobfe rozliSitelné; nazyvime je prvky mnoZiny. MnoZina
je urlena, je-li din pfedpis, podle kterého miZeme
o kazdém pfedmétu jakékoli povahy rozhodnout, zda je
nebo neni prvkem této mnoZiny. Prvky tvofici mnoZinu
mohou byt rliiznorodé predméty, nebot pfedmétem studia
v teorii mnoZin nejsou jednotlivé prvky, nybrZ jen vlast-
nosti pfisluSnych soubord, pfi nichZz se k vlastnostem
jeho prvka nepfihlizi. Stanovime-li na pfiklad, ze prvky
Jisté mnoZiny jsou planeta Mars, Cislo 7 a pismeno A4,
je tim tato mnoZina ur¢ena. My se oviem budeme zajimat
hlavné o mnozZiny sloZené z takovych prvki, s nimiz se
setkdvime v aritmetice, v algebfe a v geometrii. V mate-
matice se téZ zavadi tzv. prizdnd mnozina. Tak ozna-
fujeme mnoZinu, kterdi nemd Zidny prvek. Prizdni
mnozina se obvykle oznatuje znakem 0.

Pro oznmafovini mnoZin se uZivd nejfastéji velkych
pismen, pro ozmacovini jejich prvki malych pismen.
Rekne-li se, Ze ,,x je prvkem mnoZiny M, zaznamend
matematik tento vztah mezi mnoZinou M a prvkem x
zipisem x ¢ M. Uvedeny zipis se ¢te nékdy i jinak,
jako napf. ,,x patfi do mnoZiny M* nebo ,,x nileZi do
mnoZiny M apod. Pfi uZivini takovych réeni je vSak
tfeba ddvat pozor na to, Ze slovesa patfit a nilezet mohou
mit i jiny vyznam. V této kniZce nebudeme uZivat spe-
cidlnich zdpisd, jich? matematikové uzivaji v teorii mnoZin,
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nebot ndm jde jen o to, abyste se trochu seznimili s pojmy
prvek mnoZiny, mnoZina, sjednoceni a prinik mnoZin.
Nekdy se uziva k zdpisu mnoZin takového zpusobu, Ze do
sloZenych zavorek se zapiSi oznaceni vSech prvkii mnoZiny.
Jindy se do takovych zavorek nebo do zdvorek jiného
druhu zapisi takové matematické vyrazy, které podle
smluvené dohody umoZiuji zjistit prvky takto oznalené
mnoZiny. S nékterymi zipisy tohoto druhu se v této
kniZce setkite. Uvedeme nyni nékolik pfikladi mnoZin,
pfiemZ? se omezime jen na mnoZiny Cdisel redlnych:

M ={0}, 2. M={1}, 3. M={0,1,2}
4. M, ={2, 0,1}, 5 M, oznatime mnoZinu viech
reidlnych kofenu rovmice »® —3x2+2x=0, 6. M,
ozna¢ime mnoZinu vSech racionilnich kofeni rovmice
x2—-2x—7=0, 7. M, oznalime mnoZinu vsech
pfirozenych Cisel, 8. M, oznaime mnoZinu vSech
celych ¢isel, 9. M, oznatime mnoZin u viech redlnych ¢&i-
sel, 10. M,, oznaCime mnoZinu, kterd nema zadny prvek.

K uvedenym pfikladim pfipojime tyto poznimky:

a) 1 je prvkem mnoziny M,, My, M,, M,, M,, M,
M,. Cislo 1+ 2 |2 je prvkem mno¥iny M,.

b) Na pfikladu mnoZiny M, je vidét ilelnost pojmu
prizdné mnoZiny. Je oviem tfeba rozliSovat mezi mno-
zinou M, a M,,, nebot mnoZina M, mi jeden prvek,
tj. Cislo 0, avSak M, a M,, nemaji Zddnych prvkd. Stejné
je tfeba opatrnosti a nezaméfiovat pojem mnozZiny o jednom
prvku s pojmem prvku této mnoZiny. Je totiz pravdivy
vyrok »l je prvkem {1} “, ale véta ,, {1} je prvkem 1
nema vibec smysl

c) Dvé mnozZiny poklidime za rovné, jestliZe se sklidaji
z tychz prvka. Je tedy napf. M; = M, = M;. Také
Mg= M, =0.

d) Mno¥ina viech pfirozenych Cisel je pfesné oznaleni
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urité mnoZiny, tj. v naSem pfipad¢ M,, kdeZto ndzev
mnoZina pfirozenych Cisel je oznaCeni pro takové mnoZi-
ny, jejichz prvky jsou jen pfirozena cisla. Obdobnou
poznamku bychom mohli ucinit o mnoZinich vSech
celych Cisel nebo viech redlnych Cisel.

Sjednoceni dvou mnoZin A4, B nazyvime takovou
mnozinu C, o jejichz prvcich plati, e kaZdy z nich je
prvkem mnoZiny 4 nebo mnoZiny B. Tak napf. sjedno-
cenim mnoZin {1, 2,3, 4 } a {3, 4, 5} je mnoZina {l, 2,
3, 4, 5). Obdobn& se definuje sjednoceni libovolného
potu mnoZin. Tak napf. sjednocenim mnozin M,, M,, M,
je mnoZina M, = M, = M;. Prinikem dvou mnozin
A, B nazyvime takovou mmnoZinu D, jejimiZz prvky jsou
vSechny spoletné prvky mnoZin 4, B. Je tedy prinikem
mnozin {1, 2, 3, 4}, {3, 4, 5} mnoZina {3, 4}. Obdobn&
se definuje prumik libovolného poftu mnozin. Je jisté
zfejmé, Ze¢ prunikem dvou mnozin, které nemaji zadné
spole¢né prvky, je prizdnd mnoZina. Tak napf. pri-
nikem mnoziny M; a M, je M,,.

Nékterych pojmi teorie mnoZin i mmnoZinovych ope-
raci se uZivalo jiz dfive, neZ vznikl ndzev mnoZiny { jiné
odborné ndzvy s pojmem mnoZiny souvisici. V budovéni
teorie mnoZin ucinil prvni kroky prazsky rodak Bernard
Bolzano (1781 — 1848), vynikajici logik a matematik. O jeji
rozvoj se zaslouzil zejména némecky matematik Georg
Cantor (1845—1918). K mohutnému rozvoji teorie
mnozin doSlo vSak teprve v poslednich 40 letech a valmi
se o né&j zaslouZili matematikové sovétsti a polSti. V teorii
mnoZin a v oborech matematiky, které na ni byly nej-
dfive budovany, dosdhli vyznamnych vysledktl téZ mate-
matikové Cesti, zejména akademik Eduard Cech (1893—
1960) a jeho velmi nadany Zzik Bedfich Pospisil (1912—
1944), ktery se stal obéti nacistické perzekuce.
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4. MNOZINY BODU
V PRIMCE
INTERVALY

Naézvem &iselnd mnoZina budeme v této kni%ce oznaCovat
stile jen takové mnoZiny, jejichZz prvky jsou realna Cisla.
Z téchto ¢iselnych mnoZin uZivime v matematice zzjména
asto takovych, jimZ na ¢iselné ose odpovidaji tsecky nebo
polopfimky a celd Ciselnd osa. Nazyvaji se intervaly
a v tomto ¢lanku pojednidme o nich podle druhi, na které
se rozdéluj.

Necht jsou dina dvé& &isla a, b, pro néZ plati a < b,
Pak mnoZina vSech reilnych Cisel, pro ktera plati dvé ne-
rovnosti x = a, ¥ < b, coZ zapisujeme struénéjia < x < b,
se nazyva uzavieny interval. Pro takovou mnoZinu budeme
uZivat téZ zdpisu (a, b). Obrazem této mnoZiny bodua
na Ciselné ose je tseCka s krajnimi body, které odpovidaji
&slam a, b. Ciselnou mnoZinu, pro kterou plati ¢ < x < &,
nazyvame otevieny interval a uZivime pro né&j zépisu (a, b).
Obrazem této mnoZiny na Ciselné ose jsou vnitfni body
usecky s krajnimi body a, b. Lisi se tedy (a, b) a (a, b)
tim, Ze krajni body intervalu v prvnim piipadé k intervalu
patfi a v druhém ptipadé nepatfi. Symboly (a, b) 2 (a,
b) znamenaji ovSem intervaly (polouzaviené), k nimZ je-
den krajni bod intervalu patfi a druhy nepatfi.

Pti feSeni dloh na operace s intervaly si pomdhime
nékdy tim, Ze je znizorfiujeme bud na Ciselné ose s vy-
znaCenim krajnich bodd dhlovymi nebo okrouhlymi zi-
vorkami nebo pfi vyznacovani v&tsiho poctu intervali po-
mocnymi useckami, které rysujeme rovnobé&Zné s Ciselnou
osou a blizko ni. Pfiklady jsou narysovany v obr. la, kde
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jsou vyznaleny tyto intervaly: I, = (— 2; 1), I, = (2;
4, I,=(—1;3), 1, =(4; 6). Na obr. Ic je vyznaen
téz otevieny interval (@ — ¢, a + &), ktery je mnoZinou
viech bodi z okoli bodu a takovych, Ze jejich vzdalenost
od bodu a je mensi neZ dané kladné &islo . Matematikové
nazyvaji takovy interval epsilonovym okolim bodu a.

2 4 0 1 2 3 4 5 6

K4

3 4 LY
¥ A Y 7’

-2-4’0123456

I

c) +— & + 3
Obr. 1.

V matematice uZivime téZ intervali neomezen)'rch Jsou
to Ciselné mnoZiny popsané jednou z nerovnosti tvaru
x=¢,x=¢ x<c¢ x> ¢ v nichZ ¢ je dané &islo. Jim
na Ciselné ose odpovidaji polopfimky s krajnim bodem c,
ktery k intervalu patfi nebo nepatfi podle toho, je-li pfi-
sluSnd mnoZina popsana nerovnosti neostrou nebo ostrou.
Chceme-li pro oznacovini neomezenych intervald uZit ob-
dobného zpusobu jako pfi intervalech omezenych, uZije-
me symbolli — =, + o, které ¢teme ,,minus nekoneéno*
a ,,plus nekone¢no®, a které pouZivime k vyznaleni, Ze
interval neni zleva nebo zprava omezen. Vyse uvedené in-
tervaly oznalujeme takto: (— =, ¢), {¢, + ), (— =, ¢),
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(¢, + ). Celou ciselnou osu oznafujeme nékdy jako
interval (— e, -+ o). Pomocné znalky — e, 4 e jsme
tu zavedli jen k Uspornému oznacovani neomezenych inter-
vald. Na obr. 1b jsou vyznaleny tyto neomezené intervaly:
Iy =(— o5 — 1), Iy=(— 15+ =), I; = (— =3 3),
I, = (0; + =).

Ponévadz intervaly jsou mnoZiny, muZeme tvofit jejich
sjednoceni nebo pruniky, jak to bylo vysvétleno v pied-
chozim ¢lanku. UkédZeme to na nékolika prikladech s vyse
uvedenymi intervaly.

P#klad 1. Sjednocenim intervala I, a I, je interval
{(— 2; 3), jejich prunikem {( — 1; 1). Sjednocenim
intervald I, a I, je interval { — 1;4), jejich prinikem
(2; 3). Sjednocenim intervalu I a I, je interval I, jejich
prunikem je I,. Sjednocenim intervala I, a I, je interval
(— o, + o), jejich pranikem je (0; 3). Sjednocenim
intervald I; a I, je interval (— 2; 4 ), jejich prua-
nikem je (— 1;1).

P¥iklad 2. Sjednccenim intervala I, a I, je mnoZina
viech prvkid z I, a I, aviak nelze ji zapsat jako jeden in-
terval, jejich prinikem je prdzdnd mnozZina, nebot tyto inter-
valy nemaji Zadny spolelny prvek. Sjednocenim intervali
I, a I je interval (— oo, 4 ), jejich prinikem je mnoZina
majici jen jeden prvek, totiz Cislo 1. Sjednocenim tfi inter-
vald I, I,, I, je interval (— 2; 4), jejich prunikem je §.

V zavéru tohoto ¢lanku vis upozornime na nékteré zaji-
mavé vlastnosti intervalll a jim odpovidajicich geometric-
kych dtvart na Ciselné ose, tj. pfimky, polopfimky a dsec-
ky.

1. Geometricky ttvar se nazyva konvexni, jestliZe pro
kazdé dva jeho libovolné zvolené body X, Y plat, Ze
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viechny body tsetky XY jsou body tohoto tutvaru. Je
zfejmé, Ze pfimka, polopfimka i usecka jsou konvexni
utvary. Pro konvexni dtvary plati véta, Ze jejich prunik je
opét konvexni utvar. MizZete si to ovéfit na usecce, ktera
je prunikem dvou polopfimek.

2. Jestlize k intervalu patfi levy krzajni bod, existuje
v ném dislo neimenéi, a jestlize k nému patfi pravy krajni
bod, existuje v né€m Cislo nejvétdi. V uzavieném intervalu
existuje nejmensi i nejvetsi c1slo, v otevieném intervalu
neexistuje ani nejmensi ani nejvétsi Cislo.

Cviceni

4.1 Urcete sjednoceni a pruniky dv011c neomezenych
mtervalu v té&chto pfipadech: a) (— «; 2), (— =3 4),
b) (15 + =), (5; + =), C)(—w'3):<_ :+°°)’
d) (= =35 24), (2,45 + =), €) (— =3 1), <15+ °°)

4.2 Urcete sjednoceni a priniky dv0]1c omezenych in-
tervald a) (— 2; 1), (—1; 3), b) (— 2; 1), (— 1; 3),
8 fl)_ 2515, (152), d) (—2;1),(1;2), ¢ (—2;1),

4.3 Urlete sjednoccni a pruniky intervald v téchto
piipadech: a) (— e 1), (—153), b)(— 251), (— 151),
C) (—3; + °°)’ (355

44 Urcete s1ednocem a pruniky tfi danych intervali:
a) (= 2),( 2; + =) (=15 1), b) (—2; 4),
0;5), <1 3).
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5. ZAKLADNI VETY
O NEROVNOSTECH

V matematice uZfvime velmi &asto vztah®, oznadova-
nych zhalkami =, #, <, >, =, =. Je uZitetné pfehledn&
pfipomenout vlastnosti téchto vztahii a jejich vzijemnou
souvislost. Pismena budou oznacovat redlna {isla. Vztah
rovnosti (=) ma4 tyto vlastnosti: Plati vZdy a=a. Soucasné
plati a =b, b = a. Z platnosti a = b, b = ¢ plyne a = .
Vztah nerovnosti (#) Cili rGznosti méd tyto vlastnosti:
Nikdy neplati @ + a. Soucasné plati @ = b, b # a. Z plat-
nosti @ = b, b # ¢ nelze soudit o vztahu g, ¢. Ze vztahi
= a » mezi dvéma Cisly plati pravé jeden. JestliZe tedy
jeden z t&hto vztahl popirdme, musime uznat platnost
druhého. Vztah a = b souvisi s nasledujicimi vztahy tak,
Ze pfi jeho platnosti musi platit jeden ze vztahli @ < b
nebo b > a.

Spoleénym nizvem nerovnosti (v uZ$im smyslu tohoto
nizvu) oznacujeme ty vztahy, které v matematice zapisu-
jeme znackami <, >, =, =.. Vztahy zapsané znaky <, >
se Casto nazyvaji nerovnosti ostré, vztahy zapsané znaky
<, = nerovnosti neostré, Vztahy ¢<b, b>a, o nichZ
fikdme, Ze jsou navzijem obricené (konverzni), soucasné
plati nebo soucasné neplati. Také nerovnosti a<b, b=a
jsou navzijem obricené. Dvojice nerovnosti a<b, a=b
a také dvojice a>b, a=b maji tu vlastnost, Ze z kazdé
dvojice plati pravé jedna nerovnost. ¢ popieni (negace)
platnosti kterékoli z téchto nerovnosti vyplyvd platnost
druhé nerovnosti v téZe dvojici. Rikdme téZ, %e nerovnosti
v téhto dvojicich jsou navzijem protikladné (kontra-
diktorické).
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Nyni uvedeme n&kolik definic:

1. Plati-li a>0, tikdme, Ze &islo a je kladné, plati-li a <0,
Fikdme, Ze Cislo a je zdporné. 2. Jsou-li dvé Cisla obé& kladna
nebo obé& ziporn4, fikdme, Ze jsou souhlasné. Je-li ze dvou
Cisel jedno kladné a jedno zédporné, fikime, Ze jsou nesou-
hlasna. 3. Souhlasné nerovnosti jsou takové, v jejichZ
zdpisu je stejnd znaCka nerovnosti. 4. Zdpis soustavy ne-
rovnosti a <b, b<c providime strucnéji a <b<c a takto
zapsanou soustavu nerovnosti nazyvdme postupnd nerov-
nost a Cisla a, b, ¢ jeji Cleny.

Ostré a neostré nerovnosti maji tyto vlastnosti:
N Nikdy neplati a <a ani a>a.
P Vidy plati a=<a a také a=a.
R Ze soufasné platnosti a<b, a=b plyne a = b.
S,  Plati-li a<b, pak plati té% a<b.
S, Plati-li a>b, pak plati téZ a=5b.

Nyni uvedeme nejduleZitéj§i véty o nerovnostech mezi

realnymi &isly a, b, c.

T, Plati privé jeden ze vztahi a <b nebo a = b nebo
a>b.

T, a) Je-li a<b, b<c, pak plati a<c.

b) Je-li a> b, b> ¢, pak plati a>c.
Plati obdobné téZ pro nerovnosti neostré.

Ty  Nerovnost mezi Cisly zlistane v platnosti, jestliZe
na obou jejich strandch totéz &islo pficteme.

T, Nerovnost mezi Cisly zlistane v platnosti, jestlize
Cisla na obou jejich stranich tymZ kladnym &islem
znasobime,

Ty,  Znisobime-li &isla na obou stranich nerovnosti
tymZ Cislem zipornym, pak plati mezi nimi ne-
rovnost obricend,

T, Soudin dvou ¢&isel souhlasnych je kladny, nesou-
hlasnych ziporny.
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T, VZdy plati a? = 0; je-li a + 0, pak a% > 0.

T, Kazdé &islo a # 0 je souhlasné s Cislem k nému
pievricenym.

T, Souhlasné nerovnosti je dovoleno scitat.

Pro nerovnosti mezi kladnymi &isly plati jesté tyto dalsi

véty: ’

K, Souhlasné nerovnosti mezi kladnymi ¢isly je do-
voleno spolu znasobit.

K, Nerovnost mezi kladnymi ¢isly je dovoleno umoc-
nit nebo odmocnit.

K, Plati-li mezi dvéma kladnymi Cisly nerovnost, pak
mezi Cisly k nim pfevracenymi plati nerovnost obra-
cend.

K, Pro kladné ¢islo ¢ apro pfirozena &isla m < n plati:
a)je-lia< 1, pak a= >a";
b)je-lia=1,paka" =a* =1;

c) je-li a> 1, pak a” <a".

Pro absolutni hodnoty realnych Cisel plati:
A, Ia—a,je-ha_>_0 la = —a,je-ia=0.
s —ldzZa=|d.
A, a<e, kde e>02namenatotez;ako—e<a<e
A, lal=|6]] =fe + b =|a] + [b].

Vsechny véty uvedené v tomto pfehledu nejsou na sobé
nezdvislé. Da se dokonce ukazat, Ze uZitim vét T,, T,, T,
T, bylo by moZno dokazat vSechny dalsi véty v tomto pfe-
hledu za nimi uvedené. Z toho je ziejmd velka dilezitost
vét T, —T,, které byste si méli pfedev§im dobie zapama-
tovat. Budete-li v8ak zn4t i véty za nimi nasledujici, urych-
lite tim svou préci pfi feSeni mnohych tloh.

P#iklad 1. Na ukidzku toho, jak se dokazuji véty vyse
uvedené, dokdzeme vétu T za pfedpokladu spravnosti vét
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T, az T,. Vétu T, dokiZeme nejprve pro nerovnost g <b.
Zaporné &islo, jimZ chceme nerovnost zndsobit, ozna¢ime
¢; plati tedy ¢ <0. Jestlize k &islim na obou stranich této
nerovnosti pficteme — ¢ podle véty T,, dostaneme 0< —c¢
¢ili pfechodem k obricené nerovnosti — ¢> 0, coZ zname-
nd, Ze ¢islo — ¢ je Cislo kladné. JestliZe timto Cislem zndso-
bime nerovnost a<b, coz je dovoleno podle véty T,, do-
staneme — ca <<— cb. JestliZe na obou stranich této ne-
rovnosti pfi¢teme dCislo ca + cb, dostaneme bc <<ac. Pte-
chodem k zapisu s obracenou nerovnosti dostaneme ac> bc.
Tim je dokdzana jiz podstatna ¢ast nasi poucky T;. Je nyni
potiebi dokdzat vétu o nisobeni nerovnosti a>b Cislem
¢<<0. To je snadné, a to tieba tak, Ze uZijeme obdobného
postupu jako v pfipadé piedchizejicim. Je vSak moZno
také nerovnost a> b pfepsat na tvar b <a a provést ndso-
beni této nerovnosti kladnym cislem — ¢> 0 a postupovat
dale stejné jako v pfipadé piedchozim. Zjistime pfitom, Ze
posledni krok nebude nutné provadét jiz tak jako v pfipadé
pfedchozim. Tim je jiz véta dokdzdna pro obé ostré ne-
rovnosti. PonévadZ v8ak rovnost a = b smime ndsobit
Cistem ¢, at je jakékoli, vede nds toto zjiSténi k tomu, Ze
véta T; plati i pro nerovnosti neostré.

Piiklad 2, Mime dokézat, Ze pro kladna Cisla a, b plati

nerovnost a + é = 2.
b ' a

Jestlize danou nerovnost zndsobime ¢islem ab >0, do-
staneme @? |+ b*=2ab. (5.1
Po pfevedeni ¢isla 2ab na levou stranu a po jednoduché
upravé dostaneme (¢ — b)®2 = 0. Nerovnost plati tehdy
a jen tehdy, plati-li (@ — 5)? = 0. Tento vztah viak platd
podle T, . Dtkaz je proveden.

Jestlize z dané nerovnosti dostaneme upravou druhou
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nerovnost takovou, e ob& nerovnosti sou¢asné plati nebo
souCasné neplati pfi jakémkoli dosazeni urcitych &isel do
pocetnich vyrazd, z nichZ se nerovnosti skladaji, pak takové
nerovnosti nazyvime ekvivalentni a pfislufnou upravu
ckvivalentni tdpravou. Dikaz platnosti dané nerovnosti
muZeme proto provadét tak, Ze ji ekvivalentnimi Gpravami
ptevedeme na nerovnost, jejfZ platnost je jiz dokdzina.

Pfiklad 3. Mdme dokézat, Ze pro libovolna redlna ¢isla
a, b, ¢ plati nerovnost a® + b% + ¢ = ab + ac + be.

1) Znisobime-li danou nerovnost ¢islem 2 a viechny
¢leny pfevedeme na levou stranu, pak vyraz na levé strang
upravime tak, %e dostaneme (a — b2 4+ (b — ¢)* + (¢ —
— a)? = 0. Tento vztah vSak plati, nebot podle T, je
¢tverec kazdého dvojclenu na levé strané nezaporny a pro-
to je nezdporny i jejich soucet. Pon€vadZ jsme od ptvodni
nerovnosti k nerovnosti (¢ — b)* + (b — ¢)®> + (¢ — a)*2
20 dospéli ekvivalentnimi Upravami, je diikaz proveden.

2) Ma-li n€kdo v paméti vztah (5.1), pak ho snad na-
padne, aby k nému pfripsal dalsi nerovnosti z n¢ho plynou-
ci ziménou pismen, tj. &% + ¢ = 2bc, ¢ + a? = 2ac;
viechny plati pro libovolnid redlna Cisla. Sefteme-li tyto
nerovnosti podle véty T,, pak po zkriceni Cislem 2 dosta-
neme hned nerovnost, kterou jsme méli dokdzat.

P#iklad 4. Pro libovolna reilnd ¢isla a, b, ¢ plati ne-
rovnost a + b = |/2 (a® + b%). Dokaite.

Podle znéni dané ulohy muZe byt na levé strané dané
nerovnosti i ¢islo ziporné a danou nerovnost nelze umoc-
nit, nebot umocnovani je podle véty K, ekvivalentni upra-
vou jen pro nerovnosti mezi kladnymi Cisly. Rozpomene-
me-li se viak na vétu A,, pak podle nerovnosti, kterou
pfedstavuje druhy a tfeti clen postupné nerovnosti A,, mu-
Zeme psita + b = |a 4 b|. Kdybychom k ni pripsali dalsf
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nerovnost |a + b < |/ 2 (a® + %), pak by z této dvojice
nerovnosti plynula podle véty T, nerovnost, kterou mame
dokézat, oviem za pfedpokladu, Ze nerovnost |@ + &| =
= /2 (a* + #?) plati. Diikaz jeji platnosti je vsak nyni
snadny, kdyZ ji jako nerovnost mezi nezdpornymi Cisly
miZeme umocnit a dalSimi ekvivalentnimi tipravami uvést
na tvar (@ — b)? = 0. Provedte podrobné sami.

Cviteni
5.1 Jsou-li a, b libovolnd kladna Cisla takovd, Ze a > b,
plati tato tvrzeni: a) zlomek %se zmensi, kdyZ jeho Citatele
i jmenovatele zvétSime o stejné kladné &islo; b) zlomek
% se zvét§i, kdyZ jeho Citatele 1 jmenovatele zvétSime o stejné
kladné Cislo. DokaZte.

5.2 Do tfidy, do niZ chodi chlapci i dévcata, pfistoupil
stejny pocet chlapctii dévcat. Co lze usoudit o vztahu mezi
puvodnim poctem chlapct i dévcat, vi-li se, Ze po pfistou-
peni novych Zaki a Zakyi puvodni polet 9, chlapct a) se
zvysil, b) se nezménil, c) klesl,

5.3 DokaZte, Ze geometricky pramér dvou nezépornjch

Cisel se nejvys rovnd jejich aritmetickému pruméru Kdy
nastane rovnost ?

5.4 DokaZte, e pro kladn4 &isla a, b plati:
@a+l;%
a

D@+BG+p =4
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5.5 DokaZte, Ze pro reilnd Cisla a takovd, Ze la| < 1,
plati:

a) =2 2 1+ a
1
)y +a
Kdy nastane rovnost?
5.6 Jsou-li g, b velikosti odvésen a ¢ velikost pfepony
pravouhlého trojihelnika, pak o nich plati: a) a + & =

=1l—a.

— 2
=cl/2,b)ec> "3 (@ + b). DokaZte tato tvrzeni.

5.7 DokaZte, Ze pro libovolni realnd Cisla a plati ne-
rovnost
a1
at+1~=2
5.8 DokaZte, Ze pro libovolnd kladni &isla a, b, ¢ plati
nerovnosti

D@t+b+o(iri+l)zo,

1 1 1 9
a+b+b —l—c_‘_c—l—ag 2@+ b+o

Rozhodnéte téZ, kdy plati rovnost.

b)
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6. ALGEBRAICKE
NEROVNOSTI
O JEDNE NEZNAME

Maite-li za dkol nalézt ta Cisla, ktera vyhovuji nerovnosti
2x 4+ 3 > 0, pak postupujete tak, Ze nejprve k Cislim na
obou stranich této merovnosti pi'ic':tete Cislo — 3 a dosta-
nete nerovnost 2x > — 3; fikate tez, Ze )ste prevedh sCi-
tance 3 na druhou stranu nerovnosti s opa‘nym znamén-

kem. KdyZ ndsobite obé& strany kladnym Cislem - l , dosta-

nete nerovnost x > — 1,5 a Fikdte, e jste nasli f resem dané
nerovnosti. Na tomto jednoduchém piikladé si uvédomite
podstatu i postup pfi feSeni nerovnosti. Od nerovnosti dané
jste dosli k nerovnosti posledni ekvivalentnimi tipravami
podle vét T,, T,. To znamend, Ze vSechna takova Cisla x,
kterd vyhovuji nerovnosti prvmi, vyhovuji i nerovnosti
posledni. Kdybychom vSak méli zjistit, zda néjaké ¢islo,
napf. — 1, vyhovuje podmince dané nerovnosti 2x + 3 >
> 0, pak bychom o této otazce rozhodli prostym dosazenim
tohoto ¢isla do dané nerovnosti. Nebudeme v tom pfipadé
provadét ekvivalentni Upravy a pak zjistovat, Ze Cislo — 1
vyhovuje nerovnosti x > — 1,5. Ekvivalentni Gpravy pro-
vadime zpravidla tehdy, kdyZz chceme mit pfehled po
mnoZiné viech Cisel, ktera dané nerovnosti vyhovuji. V na-
$em pfipadé nam ekvivalentni upravy pomohly ke zjiSténi,
Ze dané nerovnosti vyhovuji viechna realna ¢isla otevieného
intervalu (— 1,5; 4+ o) a Z4dn4 jind. P¥i této pfileZitosti
vis upozorfiujeme na jedno tskali pfi chdpani naSich vy-
kladi. Nazvem feSeni oznadujeme nejen vSechna Cisla
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z mnoZiny t&ch redlnych (isel, kterd vyhovuji dané nerov-
nosti, ale i postup, jimZ z dané nerovmosti odvozujeme
dalsi ekvivalentni nerovnosti, z nichZ posledni m4 byt ta-
kovi, aby nim poskytovala jasny pohled na tu &iselnou
mnoZinu, jejiz prvky dané nerovnosti vyhovuji.

Pro feSeni nerovnosti maji zékladni vyznam ty véty,
podle nichz provddime jejich ekvivalentni upravy. Jsou
to pfedevsim véty T,, T,, T;, které maji obecnou platnost
pro viechny nerovnosti, a véta K,, ktera plati pro nerovnos-
td mezi kladnymi Cisly. V tomto ¢ldnku vim ukiZeme, Ze
lze s vyhodou pouzivat k feSeni nerovnosti i jinych vét
z pfehledu uvedeného v pfedchazejicim ¢lanku. PonévadZ
feSeni linedrnich nerovnosti tvaru ax + b < 0, kde a =
« 0, b jsou dand Cisla, x neznimd, p¥ipadné s jinym zna-
kem nerovnosti mezi linedrnim dvoj¢lenem a &islem 0,
je vam dobfe zndmo, omezime se tu jen na nékolik pozn4-
mek o soustavich linedrnich nerovnosti o jedné neznimé
a takovych nelineirnich nerovnosti, jejichZ feSeni se snad-
no prevede na feSeni nerovnosti linearnich.

gasto se stivd, Ze je d4na soustava dvou nebo n&kolika
nerovnosti, které je tieba rozfesit a pak vybrat takova feSeni,
kterd jsou vdzana jistymi podminkami mezi danymi ne-
rovnostmi. Pro jednoduchost pfedpoklidejme, Ze je dina
soustava dvou nerovnosti s neznimou x a Ze je dovedeme
rozieSit. Pak miZeme divat tyto otizky:

1. Ktera Cisla x vyhovuji obéma danym nerovnostem?

2. Kter4 &isla x vyhovuji prvni nerovmosti a nevyhovuji
druhé?

3. Kterd Cisla x nevyhovuji nzrovnosti prvni a vyhovuji
piitom nerovnosti druhé?

4. Kterd Cisla x vyhovuji aspoti jedné z danych nerovnos-
ti?

5. Kterd ¢isla x nevyhovuji Zadné z danych nerovnosti ?
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6. Kterd &isla x vyhovuji nejvys jedné z danych nerov-
nosti?

7. Ktera Cisla x vyhovuji pravé jedné z danych nerov-
nosti?

Nejcastéji nds ovSem zajimd otdzka, kterd {isla x vyho-
vuji obéma danym nerovnostem. Odpovéd najdeme, kdyZ
dovedeme najit prinik mnoZin (intervalt), z nichZ kazda
je mnozinou viech FeSeni jedné z danych nerovnosti. Re-
Seni takovych tloh je pfilezitosti k dobrému vycviku v lo-
gickém mysleni. Pfitom jist€¢ dite pozor na vyznam slov
aspoii jeden, nejvys jeden a pravé jeden, coz ma velky
vyznam. Pfitom se upevni v4$ poznatek, Ze popfit platnost
nékteré z nerovnosti x = a,y = b, 2 > ¢, ¥ < d znamend
totéZ jako uznat platnost nerovnosti protikladné ji odpovi-
dajicid podle pfedchazejiciho pofadi x <a, y> b, 2 =o¢,
u=d.

Soustava nerovnosti byva nékdy déna tak, Ze je struné
zapsina postupnou nerovnosti. Nejlastéji to byva troj-
¢lennd postupnd nerovnost tvaru f(x) = g(x) = h(x) (resp.
s ostrymi nerovnostmi nebo s nékterou nerovnosti ostrou),
kde jsme symboly f(x), g(x), A(x) naznadili, Ze jde o pocetni
vyrazy, v nichZ se vyskytuje pismeno x ve vjznamu nezné-
mého &isla. V tom pfipadé miZeme pfepsat tento zdpis na
zdpis dvou nerovnosti f(x) = g(x), g(x) = h(x). Snadno lze
dokazat, Ze lze provadét ekvivalentni dpravy postupnych
nerovnosti tim, Ze ke viem ¢lenim postupné nerovnosti
stejné Cislo pfi¢teme nebo kazdy ¢&len stejnym kladnym
Cislem zniasobime. JestliZe kazdy Clen znisobime stejnym
Cislem zdpornym, musime vSechny znaky nerovmosti po
znisobeni nahradit znaky nerovmosti obracenych. Téchto
vé&t vyuZijeme pfi feSeni n€kterych nerovnosti.

Vsechny mocniny z%%*-1, kde z je realné Cislo a k Cislo
pfirozené, tj. tedy mocniny s lichym pfirozenym mocnite-
lem, nabyvaji vSechny soucasné hodnot kladnych pro z >
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> 0, hodnoty 0 pro z = 0 a hodnot zapornych pro z < 0.
Jsou proto vSechny nerovmosti tvaru 2%+-! < 0 navzi-
jem ekvivalentni, 2 tedy i ekvivalentni s nerovnosti z < 0.
Vyloucime-li pfipad z = 0, jsou vSechny mocniny s li-
chym zipornym exponentem téZ Cisly souhlasnymi, nebot
jsou pfevracenymi Cisly k mocnindm s lichym kladnym
mocnitelem. Pfi vylouceni 2 = 0 jsou také vSechny moc-
niny 2z2* a z-%% ¢isly souhlasnymi, a proto nerovnosti
2%* > 0, 2-% > 0 jsou vSechny ekvivalentni, tedy ekvi-
valentni s nerovmosti 22 > 0. Viechna tato tvrzeni plati
obdobné i pro nerovnosti s jinymi znaky nerovnosti. Do-
sadime-li 2 = ax + b nebo 2 = x — x, do nerovnosti vyse
uvedenych, ukiZe se, Ze feSeni nerovnosti (ax + b)* <0,
resp. (x — x,)* << 0 lze pfevést na feSeni jednoduchych
linearnich nebo kvadratickych nerovnosti, coZ ukidZeme na
pfikladech.

Ptiklad 1. ReSme nerovnost x3 — 3x% + 3x — 1> 0.
Tuto algebraickou nerovnost tfetiho stupné snadno rozte-
Sime, kdyZ ji pfevedeme na tvar

(x—1¥>0,
ktera je ekvivalentni s nerovnosti x — 1 > 0. Hledané feSe-
ni je

> 1.

P#iklad 2. ReSme nerovnost
3
x2—6x+9
Ponévadz x2 — 6x + 9 = (x — 3)% nema zlomek na levé
strané smysl pro x =3. Nerovnost kriatime cislem 5 a pak
pfejdeme k nerovnosti (x — 3)? == 0. Pro x = 3 jsou obé&

nerovnosti ekvivalentni. Aviak pro x = 3 nemd posledni
nerovnost feSeni. Tedy pivodni nerovmost nema feSeni.
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Priklad 3. Reste soustavu nerovnosti

2 ; 5x = 2.
Viechny ¢leny této postupné nerovnosti zndsobime klad-
nym Cislem 3 a pak od nich ode¢teme &islo 2. Tak dostane-

me postupnou nerovnost — 5 < — 5x = 4. Viechny jeji

— 1<

¢leny zndsobime zdpornym Cislem — ;_-,
mezi jednotlivymi Cleny obritime a dostaneme tak ne-

pfi¢emZ znaménka

4 s ,
rovnost 1 > x = — 5> kterou miiZeme psit téZ ve tvaru

——:51 = x < 1. KaZda z téchto postupnych nerovnosti uda-

véa pfehledné, kterd Cisla x dané soustavy nerovnosti vyho-

vuji. Jsou to vSechna disla x z intervalu ( — isl 5 1)

P¥iklad 4. Hledejme na Ciselné ose vSechny body x,
které maji od bodu a vzdilenost men$i nez ¢ > 0 (viz
obr. lc).

Matematicky zdpis této ulohy je |x — a| < e. Podle
véty A; ji muZeme napsat ve tvaru — e <x —a < &,
JestliZe ke vSem ¢lentun této postupné nerovnosti pfiteme
¢islo a, dostaneme jiZ feSeni nasi tlohy ve tvaru a — ¢ <
< x < a -+ e. Hledané body x leZi zfejmé v otevieném
intervalu (@ — ¢; a + ¢).

Pozndmka: Pii studiu mat. analyzy se setkite s nerov-
nostmi v tomto piikladé uvedenymi tak Casto, Ze je uZi-
tené, kdyZ se vam pfi pohledu na né vybavi ihned pfed-
stava okoli bodu a. Znamenaji tedy napf. [x — 7| <2
otevieny interval (5;9) nebo |x 4 3| < 0,2 otevfeny in-
terval (— 3,2; — 2,8).
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Piiklad 5. Jak musime volit Cislo m, aby soustava rovnic
3x + 2y = 15, x + 2y = m méla fefeni x, y, kterd jsou
a) nezdpornd, b) kladnd. Kterd feSeni soustavy maji tu
vlastnost, Ze Cislo m je pfi uvedenych podminkich 1) co
nejmensi, 2) co nejvétsi?

Resime-li tuto soustavu rovnic, dostaneme pro neznimé

15—m 3m — 15
-T2 YT
a) Maji-li byt Cisla x, y nezapornd, musi platit nerovnosti
15—m_ 0 3m— 15

2 =7 4
m = 5. To znameni, Ze Cislo m musi byt prvkem uzavfe-
ného intervalu {(5; 15 ).

b) Maji-li byt ¢isla x, y kladnd, musi platit ostré nerovnosti
15—m 3m—15

T2 7 0 4

islo m musi byt prvkem otevieného intervalu (5; 15).
1) Pii feSeni v oboru nezipornych &isel miiZeme vybrat
nejmensi hodnotu m = 5 z intervalu (5; 15). Této
hodnoté m odpovida feSeni x = 5,y = 0. Pti feSeni v obo-
ru kladnych ¢isel nemiZeme z intervalu (5; 15) vybrat
nejmensi hodnotu. I kdyZ zvolime pro m islo hodné blizké
¢islu 5, jako napf. 5 000 001, pak v otevieném intervalu
(5; 15) najdeme snadno dal§i (islo, které je men$i nez
5000 001. Nejmensi &islo v tomto otevieném intervalu ne-
existuje.

2) Pfi feSeni v oboru nezipornych ¢&isel miZeme vybrat
nejvetsi m = 15, jemuZ odpovidd feleni x =0, y = 7,5.
Pfi feSeni v oboru kladnych ¢isel neexistuje Zddnd dvojice
cisel x, y, pro n&% m by bylo nejvétsi.

= 0, které maji feSeni m =< 15,

> 0. Jejich feSenim dostaneme, Ze
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P#iklad 6. ReSme nerovnost |/x* + 5 < x — 3.

Nejprve zjistime, Ze poletni vyrazy na levé i na pravé
strané nerovnosti maji smysl pro libovoina reilna Cisla x.
PonévadZ druhd odmocnina z nezdporného ¢isla je defino-
vina jako nezdporné Cislo, musi platit x — 3 = 0 ¢ili
x = 3. S touto podminkou miiZeme nerovnost umocnit

TSR T . 2
a pak feSenim linedrni nerovnosti dostaneme x < 3 Tento
neomezeny interval nemd vSak Ziadny spolecny prvek s ne-
omezenym intervalem x = 3. Dand nerovnost neplati tedy
pro zadné realné cislo x.

Cvicent

6.1 Niérodni podnik musi vynakladat m K&s na jednu
vyrobni jednotku ke kryti ndkladd zdvislych na velikosti
vyroby (suroviny, polotovary, mzdy apod.) a mimo to
s K& ro¢né na kryti stalych vydaji nezivislych na veli-
kosti vyroby. Kolik vyrobkd musi ro¢né produkovat, ma-li
celkovy zisk podniku byt z K& pfi prodejni cené ¢ K¢s
na jednotku produkce. Provedte diskusi FeSeni.

6.2 Osazenstvo dolu ma vyté%it ¢ tun uhli denné a t&%
denné b tun. Tim plni pldn na p procent. Kdy? se plano-
vana denni téZba i skuteCna denni té€ba zvyiily o d tun,
zménil se tim procentovy ukazatel plnéni planunap’ pro-
cent. Porovnejte rozdilem procentové ukazatele p, p’ a pro-
vedte diskusi feSeni.

6.3 Reite nerovnosti:
a) x%2+4 10x + 25 >0, b) (x®* —3x243x— 1) =0,
Q) @ —dx+ 1)-3>0, d) (4x + 3)-5 =0,

35



6.4 Kterd ¢isla x vyhovuji viem nerovnostem dané
soustavy:
a)2x+1<0, 2x+5> 0, 0<x+42<3
b)5x+3>0, jx <05, x — 1| < 0,6,
)3 <2x4+5<7, 2x—1=4x4+2=2x+1,
d) Jox —~T <)ax—1, 0 <3 —x <05

6.5 Pro ktera Cisla m ma soustava rovmic x — 2y +
+ 4 =0, 4x + 3y + m = 0 takova feSeni, Ze x, y jsou
¢isla nezdporna. Zvolte pak nejvétsi moZnou hodnotu ¢isla
m a urCete k nému pfisluSné feSeni dané soustavy rovnmic.
Ptitom si vSimnéte, Ze neexistuje Z4dné FeSeni soustavy,
pfi némz Cislo m by bylo nejmensi.

Nyni se naucime feSit algebraické nerovnosti tvaru

(F—x)(x—x)(x— %) ...(x—x) =0 (6.1)
v nichZ leva strana je soufinem linedrnich Ciniteld tvaru
x—xi(1=1,2,3, ..., n). Pfitom se ma rozhodnout, zda
a pro kterd x plati mezi timto souXinem a &islem 0 ostré
nebo neostrd nerovnost. Pfi dalsich Gvahich budeme nei-
prve pfedpokladat, Ze Cisla x; jsou navzijem ruzna a Ze
jejich oznaleni bylo zvoleno tak, aby platilo x; < x, <

. <X, < x,. Soudin lmearmch Cinitell nerovmosti
(6.1) bude rovny nule privé jen pro tato Cisla x,, x,,
X35 ... X,. Jejich soudin bude rizny od nuly jen ve vnitf-
nich bodech intervaly, jejichZ délicimi body na Ciselné ose
jsou &isla x,. Znaménko souéinu je tfeba urcit jen pro body
zminénych intervald, coZ vas pro vétsi nazornost i struCnost
nautime na vhodné zvolenych pfikladech. Pfitom budeme
pfedpoklddat, Ze umite rozlozit kvadraticky trojclen v sou-
¢in redlnych linedrnich initeld, coZ je vidy moZné, kdyZ
diskriminant kvadratického troj¢lenu neni zaporny.

P#iklad 7. ReSme nerovnost x (x2 — 4) (x® — 4x — 5) = 0.
Po rozkladu x* —4 = (x +2)(x — 2), x*— 4x —
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—5=(x+ 1) (x —5), po dosazeni do dané nerovnost
a po uspofddani linedrnich Ciniteld dostaneme

x+2x+DE-0)x—2)(x—5=0. (6.2)
Plati tedy rovnost pro body ¥, = — 2, x, = — 1, x, = 0,
Xy = 2, x5 = 5. Vyznacte si tyto body na nirtu Ciselné
osy, abyste mohli dobfe sledovat dalsi vyklad. Pét bodi
— 2, — 1,0, 2, 5 rozdéluje Ciselnou osu na Sest ¢4sti a na-
§im ukolem nyni je zjistit znaménko soulinu linedrnich
Cinitel z nerovnosti (6.2) pro €isla x v otevienych inter-
valech (— =3 — 2), (— 2; — 1), (— 15 0), (05 2), (2; 5),
(5; + o). Pfedpoklddejme nejprve, Ze jsme zvolili Cislo
x z posledniho intervalu, takZe platix +2 > 0, x + 1 >
>0 x—0>0,x—2>0, x— 5> 0. Soulin viech
péti Ciniteld bude pro ¢isla x z posledniho neomezeného
intervalu kladny, a proto tato x patfi k feSeni dané ne-
rovnosti. Zvolme nyni x z pfedposledniho intervalu (2; 5).
Pro body z tohoto intervalu plati x +2> 0, x + 1> 0,
x> 0,x— 2> 0,x — 5 < 0. Soucin Ctyf kladnych ¢ini-
teld s jednim zdpornym bude zdporny, a proto body in-
tervalu (2; 5) nebudou dané nerovnosti vyhovovat. Zvo-
lime-li nyni x z intervalu (0; 2), budou tfi ¢initelé kladni,
dva zaporni. Soudin viech péti Cinitelt bude kladny a vSech-
ny body intervalu (0; 2) budou patfit k feSeni dané ne-
rovnosti. Tak postupujeme déle od jednoho intervalu
kdruhému v témZ sméru, aZz dojdeme konecné do| prvniho
neomezeného intervalu (— e ; — 2). Pfi tomto zkoumani
soulinu linedrnich Ciniteld v nerovnosti (6.2) se stfidaly
oteviené intervaly, jejichZ prvky patfily k feSeni, s inter-
valy, jejichZz prvky k feSeni nepatfily. Shrneme-li vysledky
zkoumnini dané nerovnosti v otevienych intervalech se
zji§ténim, Ze v krajnich bodech intervall plati v dané ne-
rovnosti rovnost, dostaneme tento vysledek: Nerovnost
(6.2) plati pro viechny body zintervald ( — 2; — 1), ( 0;
2>s < 5; + °'°)'
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Pozndmka: VySetfovini dané nerovnosti jsme mohli pro-
vadét pii libovolném pofadi intervalti. Vyhodné je ovSem,
kdyZ je probirame v uspofadaném pofadi odleva doprava
nebo odprava doleva.

P#iklad 8. Reime algebraickou nerovnost 6. stupng
(®—4x+5(x*—4d4x+ 4 (x*—4x—5) < 0.
Prvni z kvadratickych troj¢lent mé zdporny diskriminant
a nelze jej rozloZit na soucin redinych linedrnich {initeld.
PonévadZ pro n&j plati x2 —4x + 5= (x— 22+ 1> 0
pro libovolné x, miZeme kladnym Cislem, které tento troj-
¢len predstavuje, nerovnost zkratit a po rozkladu zbyvajicich
kvadratickych troj¢lenti dostaneme ekvivalentni nerovnost
(x—22x+ 1D(x—5 =0.
Rovnost bude platit v této nerovnosti pro Cisla x = 2,
x = — laprox = 5. Ctverec prvniho dvojélenu mé mimo
vyjime¢ny bod x = 2 stile kladnou hodnotu, takZe timto
&tvercem miZeme nerovnost kratit a hledat nyni jen feSeni
ostré nerovnosti (kvadratické)
x+1x—5 <0,

kterou vySetfime podle vzoru z pifedchazejici ulohy pro
hodnoty x ve tfech otevienych intervalech (— e« ; — 1),
(— 15 5), (55 + =). Jen v prostfednim z téchto intervali
jsou linedrni Cinitelé Cisly nesouhlasnymi, jejichZ soudin
je zdporny. Cisla x z tohoto intervaiu dané nerovmosti
vyhovuji. Shrneme-li vysledky naseho zkoumdni, dosta-
neme: Dand nerovnost je spinéna pro Cislo x = 2 a pro
¢isla z intervalu (— 1;5). Tedy nerovnost je splnéna pro
disla z intervalu (— 1;5).

P¥iklad 9. ReSme nerovnost
x—2 5
g =L
x—3 x—17




Vyrazy na levé stran€ nerovnosti maji smysl, jen kdyZ
x # 1, x # 3. Pfevedeme-li vSechny vyrazy na zlomky
0 spoleCném jmenovateli, dostaneme po secteni a po zkra-
ceni nerovnost

x—35

x—1(x—3)
Vyraz na levé strané posledni nerovnosti nabyvd nulové
hodnoty jen pro x = 3,5. Pon¢vadZ pfipad, kdy nastivd
v této nmerovnosti rovnost, jsme jiz vySetfili, miZeme vy-
Setfovat jiZ jen ostrou nerovnost

(x—D1x—3)1(x—35>0,
kterd je viak (za pfedpokladu x # 1, x # 3) ekvivalentni
s nerovnqsti
x—Dx—3)(x—35) <0.

Tato nerovnost je splnéna pro x z intervala (1; 3), (3,5;
+ ). Shmutl Dana nerovnost je splnéna pro x z mtervalu
(153), (3,55 + ).

= 0.

PFiklad 10. ReSme nerovnost

x+22x+ D1 x—D2(x—3p3(x—5=0.

Vyraz na levé stran€ ma smysl, jen kdyz x # — 1, x # 1.
Rovnost nastane v dané nerovnosti pro x; = — 2, x, = 3,
%3 = 5. Po vy3etfeni pfipadi, kdy nastdva rovnost, miiZzeme
vySetfovat ostrou nerovmnost, kterou z této posledni ne-
rovnosti dostaneme vynechanim znaménka =. Pfitom vy-
nechime lineirni dvojCleny se sudymi exponenty, nebot
predstavuji kladnd &isla v intervalech, o kterych budeme
uvaZovat, a vSechny dvojcleny s lichymi exponenty nahra-
dime dvojcleny s exponentem 1, takZe dostaneme nerovnost

(x+2)(x+1)(x—3) <0.
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Tats) 1(1erovno)st mad FeSeni, a to Cisla x z intervald (— oo ; —
—2),(— 153

Shrnuti. Dand nerovnost je splnéna pro Cislo 5 a pro
Cisla z intervalli (— e ; — 2 ), (— 1;3).

Nerovnosu, které se da11 pfevést na tvar

|x—x1|+k|x—x2|+k\x—x3|+ - kol —
— Xp| = kox + g feSime tak, Ze je vysetrujeme v interva-
lech, jejichZ krajnimi body jsou ¢isla x; < x, < 2,3 ... <
< X,, presnéji v intervalech (— o; x,), (x5 x,),
(%5 %35 +os{Xnmy Xn)s (Xn3 + =)

Priklad 11. ReSme nerovnost [x| — |x — 2| + |x — 5| =
= 4. Délici body x, = 0, x, = 2, x; = 5 jsou krajnimi body
intervalt (— «=; 0), {(0; 2), (2;5), (5; + =), v nichZ
miZeme danou nerovnost vy$etfovat v libovolné zvoleném
pofadi intervali. Zvolme je napf. odprava doleva.

a) Zkoumadni v intervalu (5; + «). Kdyz x = 5, pak
plati x| = %, [x — 2l = x — 2, |[x — 5] = x — 5. Po do-
sazeni do dané nerovnosti dostaneme
x—(x—2)—(x—5)<4
Po tpravé dostaneme x = 7. Ve zkoumaném intervalu
plati tedy dand nerovnost, ]esthie 5=x=17
b) Zkoumdni v intervalu (2; 5). V tomto intervalu je
jiZ x — 5 = 0, zatimco ostatni vyrazy, a to x, x — 2 zl-
stdvaji jeSt€ nezdporné. Proto plati v tomto intervalu x| =
=x lx—2/=x—2, |x—5 = — (x—5). Po dosa-
zeni do dané nerovnosti a po kratké dpravé dostaneme
x = 3. Ve zkoumaném intervalu mé tedy dana nerovnost
feSeni 3 == x = 5.
¢) Zkoumani v intervalu (0; 2). V tomto intervalu plati
¥ =2x'x—2/=—(x—2), x—5 =—(x—5). Po
dosazeni a jednoduché dupravé dostaneme x = + 1.
V tomto intervalu ma tedy dand nerovnost feSeni 0 = x = 1.
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d) Zkoumini v intervalu (— == ; 0.V tomto intervalu plati
fl=—xx—2/= —(x—2), |x—5=— (x—35).
Po dosazeni a dpravé dostaneme x = — 1. V tomto inter-
valu m4 tedy dand nerovnost feSenf — 1 < x < 0.

Shrmuti. Dani nerovnost plati pro viechna x z inter-
valia (— 1;1), (3; 7).

Pi¥iklad 12. Reste nerovnost |4(x? + 2x)| < 3 a rozhod-
néte pak, zda existuje néjaké okoli bodu 0, jehoZ prvky
vyhovuji dané nerovnosti.

PrepiSete-li danou nerovnost podle véty A, na tvar
— 3 < 4(x® 4 2x) < 3, zjistite, Ze je tfeba nalézt viechna
&isla x, ktera vyhovuji souasné dvéma kvadratickym ne-
rovnostem:

1. 4x* + 8x+ 3> 0, 2. 4x* 4+ 8x— 3 <.
Nisobite-li tyto nerovnosti kladnym ¢&islem % a provedete-
li rozklad kvadratickych trojélenti na soudin lineirnich ko-
fenovych Ciniteld, dostanete misto nich ekvivalentni ne-
rovnosti:

L (x4 )@+ 1D>0,

2. (x+1+ %VT)(x+ 1 —%VT)< 0.

Ostré kvadratické nerovnosti tohoto typu, v nichZ levou
stranu tvofi souin dvou linedrnich ¢initeld (x — x,) (x —
— x,), muzZete podle vzoru piedchazejicich tvah tohoto
Clinku gozfedit zkoumdnim znameni hodnot tohoto sou-
¢inu v intervalech —( e ; x,), (%1, %), (X3, + =). Snadno se
ukiZe, Ze kvadraticky trojélen x? 4 px + ¢ = (x — x,)
(x — x,) je kladny v prvnim i tfetim z téchto intervala
a zidporny v druhém z nich. Je Ulelné pamatovat si tento
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vysledek pro rychlé feleni kvadratickych nerovnosti; k za-
pamatovini vim bude jisté napomahat poznatek, Ze graf
funce y = x*> + px 4 ¢, kterd v bodech x,, x, nabyva
nulovych hodnot, leZi v neomezeném prvnim i tfetim in-
tervalu nad osou x a v druhém intervalu (x,, x,) pod osou
x (nalrtnéte si pfisluSny graf, jimZ jest parabola protina-
jici osu x v bodech x,, x,). Tak zjistite, Ze vySe uvedenym
nerovnostem vyhovuji ¢isla x v intervalech

Lo (== —2h (a5 4+ =) 2 (14|

)
—14 -21/7 ).

Dile zjistite, Ze obéma nerovnostem vyhovuji Cisla x z in-
tervall

1. 3 1 15<

(—1- 5]/7;—5)5 (—55 —1 +§V7)-
Na dodatkovou otizku dané ilohy miiZeme nyni odpovédét,
Ze okoli bodu 0, vyhovujici dané podmince, musi byt ¢asti
druhého z téchto intervall, ktery po jednoduchém vy-
poctu miZeme zapsat (— 0,5; 0,3). Jeho ¢astmi jsou napf.
intervaly (— 0,3; + 0,3) nebo (— 0,25; + 0,25) apod.

Pozndmka: Pri studiu matematické analyzy se setkdte
s feSenim uloh typu, ktery byl v tomto pfikladé naznacden.
Zpravidla viak staci nalézt odpovéd na otdzku toho druhu,
kterd byla uvedena jako dodatkovd otdzka v na$i uloze.
Ukazeme, Ze feleni lze pak nalézt rychle uZitim vét K,
a A,. Budeme-li pfedpoklddat pro feSeni nadi ulohy |x| <
< 1, pak plati x2 = |x!. Za tohoto pfedpokladu lze vSak
danou nerovnost upravit tak, Ze existence feSeni se snadno
prokédZe. Podle véty A, miZete psit
|4x2 + 8x| = [4x? 4 |8x| = 4x% 4 8 |x| = 4x + 8]

= 12 |x| < 3. Odtud plyne: je-li |x| <711, tj. — 0,25 <
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< x < 0,25, potom je pivodni nerovnost splnéna. Tento
pfiklad ukazuje téZ uZiteCnost véty A, kterd se ¢asto na-
zyv4 trojihelnikova nerovnost.

Cviteni

6.6 Reite soustavy nerovnosti:
a) x*—x—2=0, 4x? — 12x 4+ 5 = 0;
b) x*+x—2>0, x?—2x—3 <0
c) (x®—2x+5) (x® —4) <0, (x%+ 2x — 3)(x% —
—2x+1)> 0;
d) |« —3x <2;
e) |6x* — 5x| <6.

6.7 Reite nerovnosti:
2x—5 —2
a) -3"_ 5= = 25 b) =

*x+3 x+4 .
3x2—Tx+ 2
F_xF2
2 _ 2+1 ..
€) §=x2+x+l=2’ f)

2% 3= 05

d) <0;

x—1 >1
x+1 :



7. SOUSTAVY LINEARNICH
ROVNIC A NEROVNOSTI
O DVOU NEZNAMYCH

V 9. t¥id& ZDS jste Fedili soustavy dvou linedrnich rovnic
o 2 neznimych, pfifemZ grafické zndzornéni rovnic vim
usnadnilo jejich feSeni. Vase védomosti v tomto oboru
chceme nyni osvézit a trochu roz§ifit, a to zejména tim, Ze
budeme uvaZovat téZ o soustavich linedrnich rovnic i ne-
rovnosti 0 2 neznimych. Nerovnostem o dvou neznamych
odpovidaji pfi geometrickém zndzornéni poloroviny, jak
jste se o tom poucili jiZ v €l. 2, ktery si pfed studiem tohoto
¢lanku znovu preftéte. Pro omezeny rozsah této knizky
seznimime vas hlavné s témi novymi poznatky, které bu-
dete potfebovat ke studiu dal$iho ¢ldnku. Budeme vas
o nich poucovat hlavné na pfikladech s urcitymi Cisly.
Pro tsporu mista nejsou v této kniZce otiStény takové
obrizky, které si sami snadno narysujete podle znéni
textu.

Jedna linedrni rovnice o 2 neznadmych, napf. 3x + 2y —
— 15 = 0 mé nekonecny pocet feSeni. Kazdému z nich
odpovidd bod [x, y] pfimky, ktera je grafickym znédzornénim
ptislusné rovnice. V pfipadé ndmi zvoleném je to pfimka
r = PQvobr.2. Body P = [5;0],G= [0;%] najdete snadno

jako prusefniky dané pfimky se soufadnicovymi osami.

Rysujete-li obraz pfimky na Ctveretkovaném papife, pak
nékdy velmi snadno postiehnete, %e pfimka prochazi né-
kolika mfiZovymi body roviny, tj. takovymi body, jejichZ
obé¢ soufadnice jsou Cisla celd. Soufadnice téchto boda pak
pfedstavuji feSeni dané rovnice v oboru celych Cisel. Tak

4“4



napf. u pfimky r snadno najdete mfiZové body [— 1; 9],
[15 6), {3; 3}, [5; 0], [7; —3] atd. Vsimnete-li si dobfe
zdpisu téchto po sobé jdoucich mfiZzovych bodi na pfimce,
pak snadno objevite, Ze pfi pfechodu od jednoho bodu k dru-
hému za nim nisledujicimu se prvai soufadnice zvétsi o 2,

AN

o

Ls

druh4 se zmensi o 3. Zvolime-li néktery bod z této mno-
Ziny za zékladni, pak miZeme vSechna celoiselnd Feleni
dané rovnice zapsat jednoduchym zpisobem. Zvolime-li
napf. bod [1 ;6] za zdkladni, pak pro vSechny mfiZové body
roviny na pfimce r plati: x =1 + 2r,y = 6 — 3t,kde r je
libovolné celé ¢islo. Snadno Ize dokézat, Ze na kaZzdé pfimce
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soufadnicové roviny leZi bud nekonecné mnoho mfiZo-
vych bodt nebo jen jeden nebo Zidny. Reseni rovnic v obo-
ru celych Cisel patfi k velmi starym obortim aritmetiky.
Jejich feSenim se zabyval mimo jiné téZ fecky matematik
Diofantos (il koncem 3. stol. n. 1.). Proto se nékdy téz
uZiva nazvu diofantické rovnice. Poznimky tohoto odstav-
ce nesméfovaly k tomu, abyste se naudili fefit diofantické
rovnice, nybrz jen k tomu, abyste n&co védéli o existenci
téchto problémi, které patti do ¢iselné teorie.

Je-li dana soustava dvou linedrnich rovnic o 2 neznai-
mych
ax +by+e =0 ax + by +¢y=0, (1.1)
v nichZ koeficienty pfi obou neznimych nejsou soulasné
rovné nule, pak pfi feSeni této soustavy mohou nastat tyto
ptipady:
a) Je a,:b, :¢,=a,:b,:¢, a plati @, = ra,, b, =rb,,
¢, = rcy, kde r je redlné Cislo rizné od nuly. Po dosazeni
do druhé rovnice soustavy (7.1) a po vytknuti r dostaneme
r(ax + b,y + ¢;) = 0, co? ukazuje, Ze tato rovmice je
ekvivalentni s prvni rovnici soustavy. Soustava rovmic,
kterd je v tomto pfipadé znizornéna dvéma splyvajicimi
pfimkami, méd nekonecny pocet fedeni.

b) Je a; :b, =a, : b,, aviak g, : ¢; = a, : ¢, TESP. €%
by : ¢, =+ b, : ¢, pak jde o rovnice tzv. sporné, které nemaji
spolecné feSeni. Dvé rovnice soustavy (7.1)jsou v tomto
pfipadé znazornény riznymi rovnob&Znvmi pfimkami, kte-
ré nemaji Zddny spolecny bod.

c) Nenastane-li Zddny z pfedchézejicich vyjime¢nych pFi-
padd, soustava rovnic (7.1) md pak jediné feseni. V tomto
pfipadé jsou rovmice znizornény dvéma riznob&Znymi
pfimkami a soufadnice x, y jejich pruseCiku udédvaji fe-
Seni dané soustavy.
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Je-li ddna soustava » lineirnich rovnic o 2 neznamych
(ai® 4 b2 # 0)
ax+by+ca=0:=1,273,...,n, (7.2)

pak ma jediné feSeni jen tehdy, kdyZ viechny pfimky odpo-
vidajici jednotlivym rovnicim soustavy (7.2) prochizeji
jednim bodem. Neexistuje-li bod, jim? vSechny pfimky
prochazeji, nema soustava (7.2) Zddné feSeni. Nekonecny
pocet feSeni by méla soustava (7.2) v tom pfipadé, kdyby
viechny pfimky odpovidajici jednotlivym rovnicim sply-
nuly v jedinou. V tom pfipadé by vsechny rovnice byly
nenulovymi nisobky 1edne z nich.

Jestlize v dané soustavé rovnic je nékterd rovnice nenu-
lovym nisobkem jiné rovnice soustavy, muZeme jednu
z t&chto navzdjem ekvivalentnich rovnic ze soustavy vy-
pustit, imZ si vySetfovani soustavy rovmic zjednoduSime.
O tom, jak lze pocetni cestou vysetfit feSitelnost soustavy
rovnic a vzijemné vztahy mezi jednotlivymi rovnicemi,
vas pouli ndsledujici pfiklady, v nichZ budeme pfedpokld-
iiat, Ze 7adné dvé& rovmice dané soustavy nejsou ekviva-
entni.

PFiklad 1. VySetfme feSitelnost soustavy linedrnich
rovnic

x—3y—4=0, 2x+y—8=0,

2x+5y—16=0, —2x+y—2=0.

Oznalme p;, Py, Py Py Primky, jeZ odpovidaji danym
rovnicim v pofadi, v ném?Z jsou v tloze uvedeny, a hle-
dejme priseciky vSech dvojic pfimek. Abychom méli pfe-
hled o postupu vypoltu a nezapomnéli vypocist prisecik
n&které dvojice ptimek, zapiime vysledky rovnic do tabul-
ky (7.3). Soufadnice priseciku pfimek p, p, jsou uvedeny
v tabulce tam, kde se protind fidek oznmadeny zahlavim
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p, se sloupcem se zdhlavim p, a obdobn& pro viechny
ostatni dvojice pfimek. Tabulka je ,,Ctvercova®, nebot ma
stejny pocet fadek i sloupci. Ze zfejmych davodi je sou-
mérna podle Ghlopficky jdouci z levého horniho rohu do
pravého dolniho a mista na vthlopfice zlistanou nezapl-
néna.

| h Pa ?s | y
n * [4;0] % 13] [— 25— 2]
| [40] Al (35 as
pl[s] [ sal | 353
P | [—25-2] [%;5] [%, 3] *

Prohlédneme-li si tabulku (7.3), zjistime, Ze viechny
priseCiky riznych dvojic pfimek jsou rizné, takZe dand
soustava nema FeSeni. Vsechny Ctyfi pfimky odpovidajici
danym rovnicim se protinaji po dvou v $esti bodech.

K tomu, abychom Z]lStlll Ze dand soustava nemd fe-
Seni, staCilo ovSem zjistit, Ze pouze dva body v tabulce
(7.3) )sou ruzné. UZiteCnost tabulky (7.3) poznime jesté
pozdep pfi jiné pr11czntost1 Kdybychom vsak chtéli do-
kazat, Ze soustava ma feSeni, museli bychom zjistit, Ze
viecky body v tabulce (7.3) splyvaji.

PFiklad 2. VySetfme feSitelnost soustavy linedrnich
rovoic

x—3y—4=0, —2x+y—
6x+ 7y — 24 =0, -2x+y—

0,
0
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Ozmalme ¢, ¢, g5 ¢; PEimky, odpovidajici rovnicim
dané soustavy a sestavme pFisluinou tabulku pro priisediky
dvojic pfimek.

R N N
) * 4;0) | [450] | [—2;—2]
g2 * | [450] 1” (7.4)
% | [z
¢ *

V tabulce (7.4) jsou zapsény priseciky jednotlivych dvo-
jic pfimek jiZ jen v horni ¢asti étvercové tabulky, a to nad
jeji thlopfickou vyzna¢emou hvézdi¢kami. Kdybychom
oznaceni v zahlavi jednotlivych fadek pfesunuli doprava
aZ na misto pfisluSnych hvézdifek, dostali bychom snad
jesté pfehlednéjsi ,,trojithelnikovou” tabulku. Ze zipisi
v tabulce je zfejmé, Ze priseCiky pfimek ¢,4¢,, 4143 9293
splyvaji, coZ znamend, Ze pfimky ¢, ¢,, ¢, prochdzeji bo-
dem [4; 0]; pfimky ¢, a ¢, jsou navzijem rovnobéZné, coZz
bylo na pfislusném misté tabulky vyznaceno znackou v ge-
ometrii pro rovnob&Znost uZivanou. Z hlediska algebraic-
kého to znamend, Ze soustava rovnic utvofend z prvmich
tfi rovnic dané soustavy ma feSeni a Ze ¢tvrtd rovmice je
ve sporu s druhou rovnici dané soustavy.

Priklad 3. VySetfme soustavu pfimek, které jsou diny
rovnicemi
y=0, x=0, x+2y—2=0,
x+4y—20=0, 2x+y—12=0
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a vyhledejme viechny body, v nichZ se protinaji aspofi dv&
pEimky této soustavy.

Oznalme 7y, 1y, 73, 74, 75 piimky v tom pofadi, jak jsou
dany rovnicemi. Ze zkuSenosti z piedchdzejici tabulky
vime, Ze do prvni fadky tabulky mame zapsat praseéiky
ptimek 77, n7ry, 71y, rrs do druhé Fadky priseciky
pimek ryr;, o7y, 7.rs, do tfeti Fiddky pruseciky pfimek
r3rys T3ts @ do Ctvrté radky prusecik pfimek r.r;. JestliZe
tento vypocet provedeme a zapiSeme priseciky v uvede-
ném pofadi, dostaneme celkem 10 riznych bodu, v nich
se protinaji pfimky dané soustavy, a to: [0; 0], [2; O],

(205 01, [65 01, [05 11, [05 51, [0 121, [— 165 91 %5 5],

30
[4; 4].

I kdyZ tabulkové metody nebudeme jiZ mnoho pouZi-
vat, vyvodime jejim uZitim vzorec pro nejvyssi moiny
pocet vSech bodd, v nichZ se protind soustava n danych
piimek. Ctvercovd tabulka n-fadovd obsahuje celkem
n? poli, z mnichZ je tieba vyplnit jen »* — n poli,
aviak jen polovina z nich stac1 pro zipis nejvys§1ho mo%-

ného poctu bodu. Je jich tedy -~ (n2 —n) c111 7" (n—1).

Pokud se tyka soustav hnearmch nerovnosn 0 2 nezna-
mych, je dobfe mit stile na paméti, Ze nerovnostem
ax + by +¢c =0, —ax—by—cz0 (1.5
vyhovuji soufadnice bodi ve dvou navzijem opalnych
polorovinach s hrani¢ni pfimkou o rovnici ax + by + ¢ =
= 0. Sjednocenim mnoZin bodd té&chto dvou polorovin
je mnozina vSech bodu celé roviny, jejich prinikem hra-
nicni pfimka. V 2. kapitole jsme se téZ naulili pravidlu,
podle né€hoZz lze rychle rozhodmout, kterou polorovinu
danid nerovnost popisuje. Dal§i uvahy o geometrickych
utvarech popsanych dvéma nebo nékolika nerovmostmi
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ukiZeme na pfikladech, v nichZ misto pismen a, b, ¢
v nerovnostech tvaru (7.5) budou zvolena urlitd ¢&isla,
Pritom budeme pamatovat na to, Ze mnoZina vSech
bodi, které vyhovuji aspon jedné nerovnosti dané sou-
stavy, je sjednocenim mnoZin, z nichz kazda je popsdna
jednou nerovnosti. MnoZinu vSech bodi, které vyhovuji
souCasné viem nerovnostem dané soustavy, najdeme,
kdyZz vyhledame prunik, tj. spole¢né¢ body mnoZin, kter¢
jsou popsiny jednotlivymi nerovnostmi. Vyhleddvani
pruniku nékolika polorovm budeme ¢astéji potfebovat,
a proto je budeme vice procviCovat.

Piiklad 4. Vysetfime, které poloroviny jsou popsiny
nerovnostmi
1. x+2y=0; 2. x+2y—52=0;

3. —x—2y+15=0; 4 —3x—2y+15=0;
pak ukiZeme sjednoceni nebo priniky nékterych téchto
polorovin.

Hrani¢ni pfimky téchto polorovin oznalime po, py,
P2 7V tom pofadi, v jakém byly uvedeny poloroviny j )1m1
vytaté. Tyto pfimky jsou zobrazeny na obr. 2. Po oznaceni
hraniCnich pfimek polorovin miZeme dané poloroviny
podle umluvy v kapitole 2 zapsat struné takto: 1. g (p,);
2. 2(p); 3. 0(py); 4. o(r). V prvnich dvou pfipadech
]de o poloroviny nad prunkou Po» TESP. Py, Debot koeficient
pti y je kladny, ve druhych dvou piipadech o poloroviny
pod pfimkou p,, resp. r, nebot koeficient pfi y je v po-
slednich dvou nerovnostech ziporny.

Siednocenim o (p,) a ¢ (pl) jest ¢ (po), jejich primikem
jest o (p,). Sjednocenim po'orovin ¢ (p,)a ¢ (p,) je mno-
Zina vSech bodd celé roviny, jejich prunikem mnoZina
bodi, které tvofi pis ohranifeny rovnobézkami p,, p,;
stejné sjednoceni i prunik maji mnoZiny bodi tfi polo-

rovin g (po); 0 (21)> 0 (22
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Priinikem g (p,) a ¢ (r) je &st roviny tvofici ostry dhel
ORQ. Jejich sjednocenim je mnoZina téch bodid roviny,
které v ni zlistanou po vynéti vnitfnich bodd priniku po-
lorovin opa¢nych k polorovinim g (p,) a o (r), tj. tedy
pruniku polorovin ¢ (p,), ¢ (r). Pokud nejste jesté vy-
cvieni v urovani sjednoceni a primiku dvou polorovin,
miiZete pouzit této pomucky: Vysrafujte polorovinu
¢ (po) Sraty rovnobéZnymi s hrani¢ni pfimkou p, a polo-
rovinu o (r) Srafy rovnobéznyml s hrani¢ni pfimkou r.
Do sjednoceni mnozin vSech bodi obou polorovin patfi
pak viechny body z téch Casti roviny, které jsou Srafoviny
jakkoli, do priniku body té Cisti roviny, ktera md Srafy
obojiho sméru.

P¥iklad 5. Vyhledejme mnoZinu viech bodl v roviné,
jejichZz soufadnice vyhovuji soulasné nerovnostem:
y20,x=20,x+2y—2=20,x+4y—20=0,
2x+y—12=0.

HraniCnimi pfimkami polorovin popsanych t&mito
nerovnostmi jsou pr:mky, které jsme v prikladu 3 tohoto
Clénku oznalili pismeny 7y, ry, 73, 74, 75. Jde tedy o to
najit pranik polorovin g (1), @ (ra)s 6 (a)s © (re)s @ (rs):
Snad jste si povsimli, Ze v poslednich dvou nerovnostech
tohoto pfikladu jsou znaky nerovnosti = a Ze je tedy
nutné zndsobit tyto nerovnosti Cislem — 1 nebo jinym
zépornym Cislem, aby vSechny nerovnosti mély souhlasny’r
znak = ; v tom piipad€ je pak koeficient pri y zaporny
a podle prav1dla v kapltole 2 je hned zfejmé, Ze posledni
dvé nerovnosti popisuji poloroviny pod pnmkalm Ty Tse
Do mnozZiny viech bodu, které vyhovuji prvnim dvéma
nerovnostem této ulohy, patfi ty body soufadmicové
roviny, které vypliiuji pravy uhel s vrcholem v pocitku O;
jeho rameny jsou kladné Casti os x, y a je to tedy neomezend
¢4st roviny. Prunikem tohoto pravého hlu s tfeti polo-
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rovinou g (r,) je opét neomezend &4st roviny v kvadrantu
I, kterd je ohranicena polopfimkami P4, OB a useckou PQ.
Do mnoziny viech boda, které vyhovuji jen poslednim
dvéma nerovmostem, patfi vSechny body neomezené
&asti roviny, kterou tvofi tupy thel ACB. Prinikem
viech pét polorovin je pak pétitthelnik PACBQ (viz
obr. 3).

~. Obr. 3.

P'\.\ A

RN

Priinikem dvou polorovin, jejichZ hrani¢ni pfimky jsou
riznob&Zné, je vidy neomezend Cist roviny, a to thel,
jehoZ vrcholem je pruse¢ik hrani¢nich pfimek. JestliZe
tfeti polorovina mad hrani¢ni pfimku, kterd neprotini
obé ramena hlu vytvofeného prinikem dvou polorovin,
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pak primik viech t¥i polorovin je bud prizdnd mnoZina
nebo mnoZina obsahujici jen jeden bod (vrchol thlu) nebo
mnozina viech bodi na jednom rameni i s vrcholem thlu;
sami si nacrtnéte piiklady tu:kovych t¥i polorovin. Pro-
tind-li hrani¢ni pfimka tfeti poloroviny obé€ ramena daného
Ghlu, ktery vznikl jako prunik dvou polorovin, pak pri-
nikem tfi takovych polorovin je bud trojuhelnik, tj.
omezena Cist roviny ohranifend tfemi useCkami, nebo
neomezend Cdst roviny, kterd je ohraniena dvéma polo-
pfimkami a jednou useckou. Sami si jiz dovedete pro-
myslit a naértnout ruzné piiklady priniku nékolika
danych polorovin. Ty body, které jsou krajnimi body
usecek nebo polopfimek ohranicujicich geometricky utvar,
vznikly prinikem né&kolika polorovin, budeme v dalSim
textu nazyvat vrcholy tohoto utvaru, af jde o dtvar ome-
zeny nebo neomezeny.

V zavéru kap. 4. jste se sezndmili s pojmem konvexni
geometricky utvar a s poznatkem, Ze prinik konvexnich
utvarli je téZ konvexni Wtvar. PonévadZ polorovina je
utvar konvexni, jsou vSechny utvary vzniklé prinikem
n&kolika polorovin konvexni. Pfitom vrcholy téchto
utvart maji zvlaStni postaveni mezi ostatnimi body
dtvari, které jsou prunikem nékolika polorovin, a to tim,
%e kterykoli z nich mulZete z Wtvaru vyjmout, pfiCemz
utvar zustane konvexni. Vynétim vnitiniho bodu hrani¢ni
useCky nebo polopfimky porusi se konvexita Wtvaru.
Zustala by vSak zachovéana, kdybychom z tutvaru vynali
viechny body nékteré hrani¢ni useCky nebo polopfimky.

Nakonec rozhodneme jeSté€ otézku, zda Ize vrcholy kon-
vexniho tutvaru, ktery 1e prumkem nékolika polorovin
danych nerovnostmi, urcit poletni cestou. Uvaime, Ze
vrcholem takového konvexniho tdtvaru miiZze byt jen
takovy bod, v némZ se protinaji aspoii dvé hranicni
piimky danych polorovin. Ty dovedeme urlit tak, jak
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jsme to ukdzali v pfikladech 1, 2, 3 tohoto ¢linku. Obecné
pti n danych polorovinich existuje neivﬁe—; nn—1)

takovych bodi, které pfichdzeji v twvahu jako hledané
vrcholy. Musime z nich vybrat viak jen ty, které lezi ve
viech polorovinich, tj. vyhovuji vSem danym nerov-
nostem. Body, které jsou pruseCiky hranic¢nich pfimek
polorovin z pfikladu 5, byly nalezeny jiz v pfikladu 3.
Prvnim z nich je bod [0; 0], ktery vyhovuje vSem danym
nerovnostem s vyjimkou tfeti; neni tedy hledanym vr-
cholem. Bod [2;0] vyhovuje viem danym nerovnostem
a patfi tedy k hledanym vrcholim. Takovou pocetni
cestou urlime mezi 10 body, nalezenymi v pfikladu 3,
viechny vrcholy konvexniho pétithelnika PACBQ bez
pomocnych nicrtl.

Cviceni

7.1 Dokafte, %e na ka?dé z danjch primek
a) x)2+y=0, b) x—y}3+1=0
lezi pravé jeden miiZovy bod roviny.
7.2 Jsou dany Ctyfi linearni rovmice o 2 neznimych
5x+ 3y— 8=0, 2x— 4y—11=0,
4x+ 18y +17=0, x+1ly+14=0.

Sestavte tabulku feSeni vSech dvojic rovnic vybranych
z danych &tyf rovnic a z vysledku vyvodte zavér o vlast-
nostech dané soustavy rovnic i pfimek jim odpovidajicich.

7.3 Z danych péti rovnic vyberte co nejvétsi pocet
takovych rovnic, které tvofi feSitelnou soustavu. Dané
rovnice:
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x4+2y— 4=0, x—y— 1
4x— y+11=0, 2x—y—1
x+5y—13=0.

7.4 Na grafu dané pfimky vyhledejte n&€kolik mfiZo-
vych bodt roviny a urlete pak pocetni vyrazy, které
parametricky uddvaji celoliselnd FeSeni dané rovnice:
a) 5x—3y—2=0, b) 4x+3y—8=0.

7.5 Jsou-li [x,v,], [*3y.] dva mfiZové body na
pfimce p, pak [x,y] je rovnéZ mfiZovy bod roviny na
pfimce p, jestlize pro néj plati '
x=1u + (% — %) 1 y=nt+0:—y)t
kde t je libovolné celé &islo. Jsou-li [x;, ], [x2s 2] dva
sousedni mfiZové body roviny na pfimce p, pak uvedené
vzorce zahrnuji viechny mfiZové body roviny na pfimce
p. Dokazte.

7.6 Poletné urCete vrcholy geometrického tvaru,
pro jehoZ body [x,y] plati tyto nerovnosti:

—2=0, x4+ y—7=0,
—3x4+2y—4=0, x—4y—2=0.

Po vypoltu provedte kontrolu s uZitim ni&rtu.

7.7 Reste ptedchazejici tlohu s tou obménou, Ze prvni
nerovnost nahradite nerovmnosti y — 2 = 0.

7.8 Které geometrické utvary v rovin€ jsou popsiny
nerovnostmi: a) |x|] <5, b) |y| <3, ¢) |x|> 5,

d) Iy[>3, e [ <5, [|y|>3, ) [x|=5, y=3
g 3<|xl <5 1<y <2

7.9 Naclrtnéte obrazy geometrickych ttvard, jejichZ
body [x,y] vyhovuji nerovmostem: a) |x— 3| <2,
b) |ly+2/<1, ¢ |x—3<2 |[y+2/<],

d x4+ <2 x—y <2

710 Je-li [x,,y,] dany bod v roviné a ¢ libovolné
kladné ¢islo, pak mnoZina viech bodu, které vyhovujf
podmince
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8) |x—x]<e ly—y' < e se nazyvd Ctv
(kvadrat.ické) okoli bodu [xll,lyll, ereove

b) V& —x)2+(»—3) <e se nazjvd kruhové
(eyKlické) ofoll bod [x, 7). Zdivodn&te tyto ndzvy
mnozin.
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8. LINEARNf PROGRAMOVAN{
°

Pomérné malé rozsifeni sttedoSkolského uliva o linedr-
nich rovnicich a nerovnostech nim umoZiiuje, aby<hom
v tomto Cldnku ukdzali na spolecné vlastnosti i metody
feSeni nékterych matematickych iloh, které jsou spjaty
s aktuilnimi problémy soucasného spoleCenského Zivota.
Jejich podstatu je moZno takto charakterizovat:

I. Dana dloha vede k sestaveni linedrnich rovnic nebo
nerovnosti o n neznamych, pro néz se maji nalézt reSeni
v oboru nezipornych Cisel. Pro takova feSeni budeme
uzivat ndzvu piipustnd feleni.

II. V mnoziné pfipustnych feSeni maji byt nalezena
takova, pro néZ veli¢ina stanoveni linedrnim pocetnim
vyrazem vzhledem k neznimym nabyvd hodnoty co
n¢jmensi nebo co nejvétsi, a to podle ucelu, ktery ma
feSeni dlohy sledovat. Rovnici pro stanoveni této nejmensi
(minimalni) nebo nejvétsi (maximélni) hodnoty veliciny,
kterou v nasich tlohiach budeme oznzlovat pismenem m,
nazveme ucelovou rovnici.

Reseni tloh tohoto druhu objasnime na jednoduchych
ptikladech, pfi nichZ pfistup k nému ukiZeme nejprve
geometricky a pak teprve vyloZime pocetni postup. Pro
omezeny rozsah této knizky budou pfiklady voleny tak,
aby zahrnovaly vZdy nékolik tloh.

Piiklad 1. Hledejme takové feSeni rovmnice 3 x +
+2y—15=0, pro které plati x=0, y =0 a pro
které je Cislo m = x + 2y a) co nejmensi, b) co nejvétsi.
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I. MnoZinu pfipustnych feSeni této dlohy jsme ji
hledali polemé& v pifikladu 5 &ldnku 6. Geometricky
jim odpovidd mnoZina viech bodu usecky PQ na pfimce r
v obr. 2.

II. Rovnici ¥ + 2y = 0 odpovidd pfimka OR, ozna-
cend p, v obr. 2. Body [x, y], které jsou obrazy pfipustnych
YeSeni, le2f v g (p,) 2 plati proné tedy x + 2y =m > 0.
Pro vzdilenost v bodu [x, y] v poloroviné g (p,) od pfimky

b, plati:
o x+2y _Iml_m,

) J1z+22 5 )5
Bude-li m nejmensi, bude téZ v nejmensi a obricené;
z bodua usecky PQ mad od pfimky p, nejmensi vzdilenost
bod P = [5;0] a v tom pfipadé¢ m = 5. Bude-li m nej-
vétsi, bude téZ v nejvétsi a obracené; z bodu usecky PQ
mi od pfimky p, nejvétsi vzdilenost bod Q = [0;7,5]
a v tom pfipadé m = 15.

Hledan4 feSeni danych uloh v tomto pfiklad€ jsou:
a) x=59y=0m=5, b)) x=0,y="75m=15,

Pozndmka: Kdybychom tlohy feSené v pfedchdzejicim
piikladu obménili tak, %e bychom poZadovali FeSeni
v oboru celych cisel, pak by pfipustnd feSeni byla zobra-
zena jen tfemi body [5;0], [3; 3], [1; 6] na tsecce PQ
(viz tfeti odstavec pfedchazejiciho ¢&lanku). V tomto
piipad¢ by bylo nejmensi m =5 pro x=5, y=10
a nejvétsi m pro x =1, y =6,

P¥iklad 2. Hledejme takova feSeni nerovmosti y = 0,
x=0,x4+2y—2=0,x4+4y—-20=0,
2x+y—12 <0, pro kterd m = x + 2y nabyvd hod-
noty a) nejmensi, b) nejvétsi.

I. Viechna piipustnd feSeni danych uloh jsou zobra-
zena body konvexniho pétithelnika PACBQ (viz pfiklad
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5 pfedchizejici kapitoly), jehoZ vrcholy dovedeme urlit
geometrickymi konstrukcemi i analyticky.

II. Oznalime-li p, piimku o rovmici x + 2y = 0,
pak obrazy viech bodu, jejichz soufadnice udivaji pfi-
pustnd feSeni dané ulohy, lezi opét v p (p,). Obdobnou
uvahou jako v pfedchédzejicim pfikladé dostaneme tyto
vysledky:

a) Nejmensi hodnoty m = 2 nabyvd m pro takovi
pfipustnd feSeni x, y, jejichZ obrazy [x, y] leZi na uselce
PQ. V tomto pfipadé mé tloha nekonecny pocet FeSeni.

b) Nejvétsi hodnoty m = 12 nabyvd m pro x =4,
y = 4, jehoZ obrazem je bod C, ktery je nejvzdailenéjsi
od pifimky p,. V tomto pfipad¢ ma tuloha jediné feSeni.

Pfi ruznych ulelovych rovnicich miZeme pochopitelng
dostat rtznd feSemi, i kdyZ pfipustna feSemi zustanou
stejnd. Z geometrického nidzoru je zfejmé, Ze Cislo m
nabude nékteré krajni hodnoty, at jiZ minimalni & maxi-
malni, bud jen v jednom vrcholu konvexniho geometric-
kého utvaru, jehoZ body jsou obrazy pfipustnych feseni,
nebo v jeho dvou vrcholech, pfiCemZ ma pak tiloha neko-
nelny polet feSeni, jez odpovidaji bodiim na spojnici
pfislusnych dvou sousednich vrcholi. Tento poznatek
(ktery pfijmeme za sprivny bez dikazu) nim umoZnf,
abychom celou tlohu feSili pocetné. Urdime-li totiZ
pocetné viechny vrcholy konvexniho pétiuhelnika PACBQ
postupem, ktery jsme vyloZili v pfikladu 5 pfedchazeji-
ciho ¢lianku, je moZno soufadnice téchto vrcholi dosadit
do udelové rovnice a zjistit pak pfislu$né feSeni. Snadnym
vypoftem najdeme P = [2;0], 4 = [6;0], C = [4;4],
B =[0;5], Q = [0;1]. Dosadime-li soufadnice téchto
vrcholi do udelové rovmice, dostaneme pro né cCisla
m=2, 6, 12, 10, 2. Tak najdeme dva vrcholy P, Q,
v nichZ m nabyvé minimalni hodnoty 2, a bod C, v ném#
m nabyvd maximdlni hodnoty 12.
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P#iklad 3. Vyrobni podnik md 100 strojia druhu S,
a 150 stroji druhu S,, jeZ slouzi k vyrobé nékolika typu
vyrobkid pro tuzemskou potfebu i pro vyvoz do zahranidi.
Z nich jen vyrobky typu 4 a typu B jsou exportovany
do SSSR a pfindSeji naSemu ndrodnimu hospodéfstvi
zisk 5 rubld za 1 vyrobek typu A a 4 ruble za 1 vyrobek
typu B. Ke zhotoveni jednoho vyrobku typu A je po-
trebi 2 pracovnich hodin na stroji S, a 4 pracovnich hodin
na stroji S,, zatimco pro zhotoveni jednoho vyrobku
typu B je potfebi 2 pracovnich hodin na stroji S, a 2 pra-
covnich hodin na stroji S,. Vyrobni podnik je vizin
stitnim plinem, aby zajistil denné zisk 1000 rubld pro
naSe socialistické hospodafstvi. Z provoznich duavodii
mohou pro export do SSSR pracovat stroje S, nejvys
ve 2 sménich po 8 hodinich a stroje S, nejvys v 1 sméné
8 hodin denné. Za téchto podminek mime nalézt FeSeni
tii dloh na stanoveni pracovniho planu urcujiciho pocet
exportnich vyrobkd typu 4 a typu B, aby byl splnén
tento ucel:

1. aby vyrobni podnik zajistil co nejvétsi zisk z exportu
do SSSR,

2. aby vyrabél co nejvétsi celkovy polet vyrobku pro
export do SSSR,

3. aby byla co nejmensi spotfeba uréité suroviny za pfed-
pokladu, Ze se ji spotfebuje 1 kg na jeden vyrobek

typu A nebo B.

I. Podminky omezujici vyrobu exportnich pfedméta
typu A nebo B jsou ve viech tfech ulohich stejné. Ozna-
¢ime-li x planovany pocet vyrobku typu A4 a y plianovany
pocet vyrobku typu B, pak snadno sestavime nerovmosti
2x+ 4y =100.8.2, 2x+2y=150.8.1,

5%+ 4y = 1000.
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Prvni dvé& z nich vyjadfuji, Ze polet pracovnich hodin na
strojich druhu S, nemuZe pfekrocit 100 . 8 . 2 pracovnich
hodin (100 stroji1 pracujicich nejvys ve dvou osmihodino-
vych sméndch) a na strojich druhu S, nemtZe pfekrodit
150 . 8 pracovmnich hodin (150 stroji pracujicich nejvys
8 hodin. denné). Tteti nerovnost vyjadfuje, Ze zisk z ex-
portu musi byt aspori 1000 rublii denng&. Upravou téchto
tfi nerovnosti a pfipojenim podminek, Ze disla x, y ne-
mohou byt ziporni, dostaneme tyto merovnosti:

x+2y=800, x+y=2600, 5x+4y=1000, (8.1
x=0, y=0.

Obr. 4.

N

>

Grafickou metodou nebo podetné uréime vrcholy konvex-
niho pétitheinika ABCDE, v némZ leZi obrazy vsech
bodd [x,y], jejichz soufadmice pfedstavuji pfipustna
FeSeni nasich tloh.
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Pétithelntk ABCDE je znizornén ve vhodném méfitku
na obr. 4. Chce-li vedeni vyrobniho podniku pfihlédnout
ke vSem podminkdm, které byly uvedeny ve znéni tloh,
musi pfi stanoveni vyrobnfho plinu volit takovd celd
Cisla x, y, aby vyhovovala podm’n%dm v nerovnostech
(8.1), tj. aby body [x, y] leZely v pétitihelniku ABCDE.
Rozhodne-li vedeni podniku napiiklad, Ze se denné bude
vyriabét 300 vyrobka typu A a 200 vyrobki typu B,
bude vyhovéno viem danym podminkim, nebot stroje
druhu S§; budou pracovat 1400 hodin, stroje druhu S,
1000 hodin a celkovy zisk z vyvozu do SSSR bude 2300
rublid denné. Snadno se presvédCite, Ze bod [300; 200]
je bodem pétithelnika ABCDE.

Kazdému feSeni nerovnosti (8.1) odpovidd bod péti-
tihelnika ABCDE, avSak neni pravda, Ze by kaZzdému
bodu pétithelnika odpovidalo feSeni nerovnosti (8.1),
které lze ve vyrob& realizovat. Musime totiz v tulohich
tohoto pfikladu pamatovat na to, Ze planovany pocet
vyrobkd typu 4 i B musi byt din celym nezipornym
Cislem. Proto nis z bodii pétithelnika ABCDE zajimaji
jen ty body, které jsou mfizovymi body roviny.

II. Z mnoZiny viech celodiselnych pfipustnych FeSeni,
ktera je pro vSechny tfi ulohy tohoto pfikladu spolecnd,
musime nyni vybrat takova feSeni, aby jista veliéina,
urlend udlelovou rovnici, nabyvala maximdilni nebo
minimalni hodnoty. Nyni ukdZeme postup pfi dalSim
feSeni danych dloh.

Uloha 1. Oznadime-li m celkovy zisk z exportu do
SSSR, ktery podnik denné zajiStuje, pak ucelova rovnice
zni m=5x+ 4y. Piitom se md z pfipustnych celo-
¢iselnych feSeni vybrat takové, pro které je m nejvétsi.
Oznalime-li m, (viz obr. 4) pfimku danou rovnici 5 x +
+4y=0, pak viechna pfipustnid feSeni maji obrazy
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v o (m,), takZe pro n& plati 5x + 4y =m = 0. Veli¢ina
m bude nejvétdi pro ty body pétidhelnika, které maji od
piimky m, nejvétSi vzdalenost. Tuto vlastnost md jediny
bod B pétidhelnika ABCDE. Ponévad? B = [600; 0],
plyne odtud odpovéd na poloZenou otdzku: M4-li podnik
za danych podminek dosahovat maximalniho zisku z ex-
portu do SSSR, musi vyribét denné& 600 vyrobki typu A4
a zastavit vyrobu typu B pro export; denni zisk podniku
z exportu bude 3000 rubld.

Uloha 2. Oznadime-li p celkovy polet denn& vyrdbé-
nych vyrobkil typu 4 i B, pak ucelovd rovnice m4 tvar
p = x + y, pficemZ hledime z p¥ipustnych celoéiselnych
feSeni takové, pro které je p nejvétsi. Oznafime p, pfimku
danou rovmici x + y = 0 a opét vyhleddme v pétithel-
niku ABCDE takové body, které maji od pfimky p, vzda-
lenost co nejvétsi. Smadno zjistime, Ze jsou to vrcholy
B,C a s nimi vSechny body na stran® BC. Z nich nis
zajimaji jen ty body, které jsou mfiZovymi body roviny.
Jsou to body [400;200], [401;199], [402;198], ...,
[599; 1], [600;0]. V tomto pfipadé¢ ma tedy tloha 201
feSeni, z nichZ si vedeni podniku muZe vybrat kterékoli;
pfitom bude celkovy pocet denné vyrabénych exportnich
vyrobka 600.

Pozndmka: Kdyby se poZadovalo, aby celkovy pocet
vyrobkl byl maximdlni, a soucasné téZ maximdlni zisk,
pak by existovalo jediné feSeni (x = 600, y = 0, p = 600,
m = 3000).

Uloha 3. Oznalime-li s velikost mnoZstvi spotfebované
suroviny, pak Ucelov4 rovnice mi tvar s = x + y, pfi¢emZ
viak poZadujeme, aby s bylo co moZnd nejmensi. Snadno
se ukaZe, Ze obrazem ptislusného FeSeni je bod 4 = [200;0],
ktery je nejméné vzdalen od pfimky s, = p,. V tomto
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ptipadé bude podnik vyrib&t 200 vyrobkl typu A denné,
spotfebuje 200 kg suroviny a bude pfitom plnit zivazny
plan zisku 1000 rublid denné.

Sami si jist€ roziesite viechny tfi lohy tohoto pfikladu
analyticky a bez pomoci jakychkoli na¢rtii. Pfitom budete
postupovat takto:

a) Najdete priisetiky vSech dvojic hrani¢nich pfimek
polorovin (8.1).

b) Uréite, které z nalezenych bodi vyhovuji viem
nerovnostem (8.1), tj. najdete ty body, které jsou vrcholy
geometrického utvaru popsaného nerovnostmi (8.1).

c) Uréite pro vSechny vrcholy hodnoty té velifiny,
ktera je mirou 1icelu sledovaného feSenim, a rozhodnete,
v kterych vrcholech nabyvad poZadované krajni hodnoty
(maximélni nebo minimalni).

d) Nabyva—li tato veli¢ina krajni hodnoty ve dvou vrcho-
lech, coZz mohou byt jen dva sousedni vrcholy, pak maji
tuto vlastnost téZ vSechna pfipustnd feSeni na spojnici
obou vrchola.

Ruzné otizky hospodaiského Zivota, strategické otizky
vojenské i mnohé problémy primyslové Ci zemédélské
vyroby vedou k podobnym matematickym tlohdm, s ja-
kymi jsme se setkali a které jsme fefili v tomto ¢lanku.
PonévadZ pfi matematickém feSeni téchto otazek jde o fe-
Seni linedrnich rovnic a nerovnosti s vedlej§i podminkou,
kterd je vymezena rovnéz linedrni rovnici vzhledem k ne-
znamym, dostal tento obor matematiky nédzev linedrni
programovani. Je to jeden z nejmladSich obora aplikované
matematiky, ktery zacal vyrustat pied 20 lety, kdyZ mate-
matikové za druhé svétové valky musili fesit nékteré otazky
vojenskych operaci. Dnes se ho vyuZiva k feSeni nejroz-
manit&jsich problému civilniho spoleenského Zivota. Pfi
feSeni takovych problému ze skute¢ného Zivota nejde viak
o jednoduché ulohy se dvéma nezndmymi, nybrz o feSeni
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uloh s velkym poltem neznimych, pfi‘emZ vztahy mezi
nimi jsou ureny velkym poltem lineirnich nerovnosti
nebo rovnic. ReSeni takovych tloh by viak bylo velmi
zdlouhavé a nikladné, kdyby k jejich FeSeni nebyla nalezena
fada mnohem u¢innéjSich metod (s kterymi se oviem zde
nemuZeme seznamovat) a kdyby se pro jejich providéni
nemohlo pouZivat modernich rychle pracujicich samo-
¢innych poditacich strojii. NaSe tlohy vam zatim ukézaly
jen pohled na podstatu tloh linedrniho programovini.

Ponévad? texty uloh z oboru linedrniho programovini
jsou zpravidla dlouhé, neuvddime tu dalsi jednoduché
pfiklady tdloh se dvéma neznimymi. Misto toho ukiZeme
FeSeni ﬁlohy, v niZ pfi sestaveni pfisluinych rovnic a ne-
rovnosti zavedeme Sest neznamych aviak vztahy mezi
nimi ndm dovoli vyloucit ¢tyfi z nich tak, Ze se pak feseni
ulohy da provést metodami nim jiZ znimymi.

P¥iklad 4. Dl D, t&%i denné 800 tun, dal D, 600 tun
uhli. VytéZené uhli se md dopravovat do tii spotfebnich
stfedisek S;, S,, S, z nichz S, potfebuje 500 tun, S,
500 tun, S, 400 tun denné. Jak je tfeba rozvrhnout do-
davky uhli z doli do spotfebnich stiedisek, aby dopravni
niklady byly minimalni, jestliie dopravné za 1 tunu
z dolu D, do S, S,, S, stoji 16 K¢, 10 K¢s, 15 K¢&s
a z dolu D2 do S,, S,, S stoji 10 K¢, 12 Kds, 10 Kds.

ReSeni tlohy se stane pifehledngj$im uZitim téchto
tabulek:

S, S, S, S, S, S,
D, 16 10 15 D, x y z
D, 10 12 10 D, u v W

Prvni z téchto tabulek uddvd dopravmné za 1 tunu uhli
z obou doli do spotfebnich stfedisek S;, S, S;; druhd
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tabulka obsahuje zipisy pismen, jimiZ budou oznafena
mnoZstvi uhli pfepravovaného z obou dolid do spotiebnich
stfedisek S;, S;, S, pfitemzZ za jednotku zvolime 100 tun.
Celkové dopravni niklady oznalime pismenem m a za
jejich jednotku zvolime 100 K¢s. Nyni sestavime 3 skupiny
linedrnich rovnic a nerovnosti, jejichz smysl sami po-
znate:

x+u=>5, y+ov=5, z+w=4 8.2
x+y+2=28, ut+ov+w=26 8.
x=0, y=0, 2=0, u=0, v=0, w=0. (84)

Pro celkové dopravni ndklady sestavme ucelovou
rovnici
m=16x+10y+ 152+ 10u 1204 10w,  (8.5)
Z rovnic (8.2) a (8.3) vypolteme
u=5—x, o=5—3y w=4—z, z=8—x—y
a po dosazeni do (8.4) a (8.5) dostaneme po snadné upravé
x=0,y=0,x+y=8x=5y=5x+y=4, (86)
m=2x— Ty 190. 8.7

MnoZina vSech pfipustnych feSeni, ktera vyhovuji nerov-
nostem (8.6) je zobrazena body konvexniho Sestitihelnika
ABCDEF (viz obr. 5). Z pnpustnych feSeni ma se vybrat
takové, pro které m, uréené rovnici (8.7), nabyva hodnoty
mlmmalm Rovnici x — 7 y+ 190 =0 by odpovidala
na obr. 5 pfimka protinajici soufadnicové osy x, y v bo-

dech P =[—190;0],G = [0; g)] , kterou si jen pfedsta-

vime. Je rovnobéZna s pfimkou o rovmici x — 7 y = 0,
ktera prochdzi pocitkem a je v obr. 5 zobrazena. VSechny
body Sestitthelnika ABCDEF lezi v poloroviné x —7y +
+ 190 =0 adislo m=x— 7y - 190 bude nejmensi
pro bod E = [0;5], pro ktery m = 155. Dopravni
ndklady ve vysi 15500 K& budou tedy nejmensi, kdyz
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—— Obr. 5.

B8

distribuce dodivek uhl{ bude provedena tak, jak je zfejmé
z nasledujici tabulky:

1S S S
D,|0 5 3
D,|5 o0 1

V této tabulce znamena oviem jednotka doddvku 100 tun
uhli

Analytické feSeni této ulohy provedete si jist€ sami iako
cvi¢eni, Pfi tom se jednoduchym vypoftem miZeme pie-
svédélt, Ze ro¢ni uspora na dopravném pfi ne;lepsun roz-
vrZeni miiZze pfesahovat milién K& proti jinému nepnzm-
vé&j§imu rozvrZeni dodévek, a¢ jsme zvolili pro nd§ pfiklad
jen.dva doly s nizkou téibou. Proto si jist& dovedete udélat
spravnou predstavu o usporach, jichZ je mozno dosihnout,



kdy? sc pro celostitni distribuci uhli ze viech doli pouZije
nejvyhodnéjiiho feSeni, které ziskime pracovmm.l meto-
dami linearniho progra.rnovam Obdobné je moZné do-
sdhnout velkych tspor pfi rozvrhovini dodédvek cihel
Z riznych cihelen na pocetna staveniSté, doddvek mouky
z velkomlyni do velkych pekaren apod. Z téchto pfiklada
vybranych z jediného oboru uZité matematiky si muZete
udélat predstavu o vyznamu cel¢ matematiky, kterd umoz-
fluje ve staté socialisticky organizovaném hospodarné
vyuZiti energie i pracovnich sil k prospéchu vieho lidu.
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