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PREDMLUVA
[ J

V kasdém roéniku na¥f matematické olympiddy byvd za-
fazeno nékolik tloh z teorie Cisel, a také v mezindrodnich
matematickych olympidddch najdeme ptiklady na délitelnost
pFirozenych cisel. Tato Cdst sifedoskolské matematiky je cel-
kem jednoduchd a velmi zajimavd a milZe tedy dobie slouZit
k vycviku v pFesném matematickém usuzovdni. To jsou zhruba
divody, proc jsme v této kniZnici pripravili jako druhy svazek
brofurku s ndzvem ,,Co vime o pfirozenych &islech.

PFdli bychom si, aby se mladi Ctend¥i naucili samostatné
Fesit jednoduché matematické slohy a problémy — a z tohoto
hlediska je prdvé veden vyklad na strdnkdch nafeho sesitu.
Prevdind vétsina zdkladnich pojmil, které se zde vyskytujt,
je nasim studentiim dobfe zndmd ze Skoly, takse jisté v mno-
hych pfipadech stall jen letmd pFipominka. Nebudeme si tu
vyklddat samoicelnou teorii, nybrs vsechny vlastnosti pfiro-
zenych Cisel budeme studooat tak, Ze spolu se Ctendfem roz-
FeSime Fadu prikladi. Kasdy z péti paragrafii, které v knice
budete Cist, je pak zakonlen nékolika ulohami. V nich najdete
Jak cvileni k numerickému pocitdni, tak i ulohy s jednoduchym
matematickym vtipenm, a miiZete si zde tedy ovéfit svou schop-
nost samostatného uvaZovdni. V zdvéru knifky jsme sice
uvedli vysledky nékeerych uloh, navody nebo struénd fefent,
pouzwe]te jich viak ve svém vlastn{m zdjmu aZ pro srovndni
se suvym vysledkem nebo Felenim.

Teorie Cisel md velmi starou historii a také v soucasné dobé
je horlivé péstovdna na celém svété. Domnival jsem se, Ze Cte-

3



ndfe tohoto pojedndni budou zajimat rovnés historické po-
zndmky z doby starst i neddvné, a zatadil jsem do kniZky také
nékolik zcela novych udaji, k nim# doslo soucasné bdddnt
o prvocislech.

V zdvéru spisku najdete nékolik odkazi na dals{ literaturu
2 elementdrni teorie Ciselné, s kterou by se mohl sezndmit étendr
po prostudovdni naseho sesitu.

Dékuji srdecné Dr. Karlu Cultkovi, Viadimiru Dolezalovi,
doc. Janu Vysinovi a Rudolfu Zelinkovi, ktefl obétavé cetls
rukopis této brodurky a ¥adou prpominek pfispéli k jeho
zlepsent.

JS.



ZOPAKUJME SI
ZAKLADNI POJMY

V této kniZce budeme piedpoklddat, Ze Ctendf umi potitat

s pFirozenymi Cisly

1, 2, 3, 4, 5, 6,..

Ziklady této znalosti si kazdy z nds pfinasi uZ z pfedskolni-
ho véku: Takfka soubéZné s tim, jak si dité osvojuje matef-
sky jazyk, seznamuje se i s vyznamem malych pfirozenych
Cisel. Poditdni s pfirozenymi Cisly nds uci ovSem aZ nirodni
Skola. Pfirozena isla s¢itame, od¢itame, nasobime a délime
a pozdgji se sezndmime i s umocfiovinim a odmocfiovanim.
Viechny tyto poletni vykony se Fidi urlitymi pravidly;
tak napf. pro sCitdni plati zdkon komutativnia + b = b + a
a zikon asociativni (a + b) + ¢ = a + (b + ¢) apod. Bu-
deme zde pfedpoklidat, ze jsou &tenéfi ze Skoly zndmy
ivéechny tyto aritmetické zékony.

V této kniZce si budeme viimat delitelnosti pfirozenych
Cisel; je vSak ulelné rozsifit obor viech prlrozenych Cisel
jeSt& o Cislo 0. Cisla 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,... se struéné nazyvaji
celd nezdpornd Cisla.

Ve skole i v praxi zapisujeme Cisla obvykle v tzv. desit-
kové (dekadické) soustavé, pfiemZ pouzivime deseti Cislic
(cifer) 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. V této kniZce budeme mluvit
vesmés jen o Cislech vyjadfenych v desitkové soustavé
a nebude tedy nutné, abychom v jednotlivych pfipadech
zvlast zduraznovali, Ze se jedna o soustavu de:ikovou.

V fadé Skolskych i olympijskych tloh je tfeba dobfe znat
razné vlastnosti Cisel vyplyvajici z vyjadieni v desitkové
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soustavé. Zopakujme si proto tuto 3kolskou partii na pfi-
kladech 1 a 2.

P#iklad 1. Dvojciferné &slo ma. ciferny souet rovny
gislu 9. JestliZe vzijemné vyménime obé &islice, dostaneme
nové Cislo, které je o 45 v&tdi neZ ¢&islo pavodni. Urlete
puvodni &islo.

Reseni. Jestlize hledané dvojciferné &islo ma prvni Cislici
x a druhou y, potom toto Cislo md ciferny soudetx + y = 9.
Ze $koly vime, Ze hledané Cislo je moZno vyjadfit ve tvaru
10x + y. Vyménime-li vzdjemné obé& dislice, dostaneme
nové Cislo, které ma prvni Eislici ¥ a druhou x; toto nové
&islo je mozno tedy psat ve tvaru 10y + x. Podle podminek
uvedenych v textu pfikladu je Cislo 10y + x o 45 vétsi neZ
&slo 10x + y, coz miZzeme vyjadfit rovmici‘10y + x =
= 10x + y + 45. Tuto rovnici uZ snadno upravime na
tvar9y — 9x = 45¢iliy — x = 5.
Zatim jsme tedy nasli soustavu dvou lineidrnich rovnic
o dvou neznamych
x+y=9,
y—x=>5.

Sedtenim dostaneme 2y = 14 &ili y = 7, odeétenim vy-
chizi 2x = 4 ¢ili x = 2.

Odpovéd. Hledané dvojciferné Cislo je &islo 27.%)

Dalii pfiklad, kterym se zde budeme zabyvat, je zaji-
mavy tim, Ze vede k sestaveni jedné linedrni rovnice o dvou
neznimych. To vypadd na prvni pohled jako nedostatecné
urcend iloha, nebot ze §koly vime, Ze rovnice tohoto druhu
ma nekonené mnoho fefeni. NS pfiklad je viak zvlditnim

*) Pfenechidvame Ctenéfi, aby se zkoudkou pfesvédéil, ze &fslo 27 sku-
teéné vyhovuje podminkidm popsanym v piikladé 1.



piipadem takovéto rovnice a touto zvliStnosti je pravé
zajimavy.

Priklad 2. Trojciferné Cislo je- zakonleno C¢islici 4.
Pfesuneme-li tuto Cislici na prvni misto (2 ostatni dvé ¢is-
lice ponechime beze zmény), dostaneme dislo, které je
o 81 mensi neZ ¢islo plivodni. Uréete pavodni Cislo.

Reseni. Prvni &islici hledaného &isla oznalme x a druhou
Cislici y. Hledané &islo mi tedy tvar 100x 4+ 10y + 4.
Pfesuneme-li &islici 4 na prvni misto, vznikne nové lislo
400 4 10x + v, které je o 81 menSi neZ Cislo plivodni.
Tuto okolnost miZeme nyni vyjidFit rovnici

400 + 10x + y = 100x + 10y + 4 — 81.

Sestavili jsme tedy jednu linedrni rovnici o dvou nezni-
mych a v naSem pfiklade¢ nejsou jiZ pro hledané cislo po-
psany Zadné dalsi podminky, kterych bychom pfi feSeni
mohli vyuZit. To vSak nevadi, nebot naSe rovnice se snad-
nou upravou pfevede na tvar 90x + 9y = 477. Délime-li
ob¢ strany této rovmice deviti, vychazi 10x + y = 53.
Na levé strané této rovnice mime vlastné vyjddfeno dvoj-
ciferné é:slo, jehoZ prvni Cislice j jexa druhd y, na druhé
strané této rovnice je pak mapsino dvojciferné Cislo 53.
Z této tivahy vyplyvi, Ze plati x = 5, y = 3.

Odpovéd. Nasli jsme Cislo 534.%)

Ulohy

1. Které n-ciferné dislo (» = 2) m4 prvni dislici x, dru-
hou dislici y a ostatni Cislice rovné nule ?

*) Zkou$ku zde opét pienechivime Etendfi.



2. Které dvojciferné Cislo se po vzédjemné vyméné obou
Cislic zvétsi o 372

3. Je-li ¢islo zakonleno &islici 5, pak jeho druhd mocnina
je zakondena dvojdislim 25. DokaZte!

4. Cryiciferné &islo je zakonleno &islici 2. Pfesuneme-li
tuto Cislici na prvni misto (a ostatni tfi Cislice ponechime
beze zmény), dostaneme &islo, které je o 234 vétsi ne2
¢islo puvodni. Uréete piivodni ¢islo.



2.

DELENI SE ZBYTKEM
A DELENI BEZE ZBYTKU

Ve stfedoSkolské aritmetice miZeme sledovat dva sméry:
miZeme bud vice zduraziiovat numerické pocitini, nebo
se vice pfiklonit k teorii. NeZ pfikroCime k numerickym
pfikladim na déleni dvou pfirozenych disel, pfipomefime
si pfesny matematicky vyznam tohoto pocetniho vykomu.

Jsou-li dina libovolnd dvé pfirozena lisla a, b, potom
vZdycky je moZno majit dv& celd neziporna Cisla &, r tak,
Zeplati

a=>bk+r, 0=r<b. (¢))

Dvojice &sel k, r je &isly a, b uréena jednozna&ng&. Uloze,
ve které se ma k dané dvojici pfirozenych &isel a; b najit
dvojice celych nezapornych Cisel &, r spliiujicich vztahy (1),
se fika délent; Cislo a je dé€lenec, &islo b je délitel. Viimnéme
si nyni podrobnéji &isla r. Je-li r > 0, mluvime o délent
se zbytkem. V tomto pfipadé se Cislo % nazyvad Cdstecny
podil a &islo r je zbytek. JestliZe je r = 0, mluvime o déleni
beze zbyrku; Cislo k se pak nazyva podil.

Pkiklad 3. Vypoltéte CisteCny podil a zbytek, je-li
délenec a = 100, délitel b = 27.

Reseni. Pro a = 100, b = 27 snadno nalezneme, Ze je
k=3, r=19. Plati totiZ 100 = 27.3 + 19, pfifem2
0 < 19 < 27. Numericky vypolet jsme ze Skoly zvykli
vyjadfovat napt. Ye tvaru 100 :27 | 3,
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z n&hoZ je téZ patrno, jak vySel ¢astedny podil a jak zbytek.

Dile si vSimn&€me podrobnéji d&leni beze zbytku. Jestlize
plati @ = b.k, pak fikdme, Ze islo b délf Cislo a nebo Ze
&islo b je délitelem™) Cisla a nebo Ze Cislo a je délitelné
¢islem b nebo koneCné té%, Ze &islo a je ndsobkem &isla b.
Pro stru¢nost vyjadfovini je utelné roz$ifit délitelnost i na
dislo uula: podle této roziifené definice plati, Ze kazdé
prirozené Cislo déli ¢islo 0.

P¥iklad 4. Které z &sel 1352 a 1757 je délitelné sedmi?

Resent. Cislo 1352 neni délitelné sedmi; plati totiZ
1352 = 7.193 + 1. Cislo 1757 je sedmi délitelné, nebot
1757 = 7.251.

Vyjadfeni ¢isla pomoci &istedného podilu a zbytku
miZeme nékdy s vyhodou uZit pro zkriceni numerického
vypocftu, jak si to ukdZeme v dal%im prikladé.

PFiklad 5. UkaZte, Ze &islo 2% + 10 je délitelné
tHinict. 1

Resent. Nejprve budeme upravovat mocninu 21%, Plati
2100 — (24)26 — 1626 = (13.1 - 3)25. DalSi umocfiovani zde
nemusime aZ do konce providét. Podle binomické véty**)
je totiZ (13 + 3)2 = (23).13% | (23).13%4.3 + (23).13%,
324 L+ (31). 131324 4 (33).3%,

*) Prosim &tendfe, aby si uvédomil, Ze samotné slovo ,,dé&litel‘* ma
v nafich dvahich dva odliiné vyznamy. ZileZi oviem vidy na
spojeni, v jakém toto slovo uZijeme. To ostatné neni celkem nic
divného, vidy? i slova ,,d€leni zde uZivime rovné% ve dvou riz-
nych vyznamech. .

#*#) Pfipomefime si definici kombina&niho &isla. Plati

(n)_n.(ﬁ—l).(n-2)...(n—k+1)
)71 23 0k
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Posledniho Clenu na pravé strané si na okamZik nevsi-
mejme. Vidime, Ze ze vSech zbyvajicich ¢lenti na stran&
pravé je moZno vytknout &islo 13, plati tedy (13 + 3)% =
= 13a 4 3%, kde a je vhodné pfirozené Cislo*). |

Dile si vSéimnéme mocniny 325, kterd se vyskytuje ve vy-
sledku dosud nalezeném. Plati 328 = 324,31 — (3%)8.3 =
= 278.3 = (13.2 + 1)%.3. Opét budeme pouZivat. bino-
mické poucky a uZijeme obdobného obratu jako pfi upravé
mocniny 16%5. Vyraz (13.2 4 1)8 maZeme vyjadiit ve tvaru
136 + 15, kde & je vhodné ptirozené &islo (jehoZ vypoctem
se zde opét nemusime zabyvat). Dostali jsme tedy, Ze 326 =
(136 + 1).3 = 13.3b + 3. Vratime-li se k pivodn& dané-
mu Cislu 2% + 10 a pouZijeme-li vSech dil¢ich vysledka,
mame .
210+ 10=13a+ (13.35+3)+ 10=13a+ 30+ 1).

Odpovéd. Cislo 21% 4~ 10 je skutedné délitelné tfindcti_

Casto se vyskytuje tiloha, ve které se ma dokazat, %e
dany mnohoclen f(r) je pro vSechna pfirozena Cisla n dé-
litelny nékterym pevné danym pfirozenym dCislem. Tuto
problematiku si ukdZeme na pfikladech 6 a 7.

Priklad 6. Je-li n libovolné pfirozené Cislo, pak Cislo
n® — n je d&litelné Sesti. DokaZte.

Reseni. Doka%eme nejprve, %e &islo 72 — n je délitelné
tfemi. Dvojélen #* — n upravujeme postupné takto

n—n=nm—-1)=nMm—1).(n+1)=
=m—1D.n(n+1).

Rozlozili jsme tedy vyraz n® — n v soulin tfi {initeld;

*) Nebudeme se zde zabyvat pfesnym vypoltem &isla a, nebot to je
pro naje ucely zbyteéné.
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tito Cinitelé jsou tfi po sob& jdouci celd nezipornd Cisla
n— 1, n, n 4+ 1. Probirame-li po fad& vSechna celd neza-
porné Cisla, je zndmo, Ze kaZdé tfeti z nich je délitelné
tfemi. ProtoZe &isla n — 1, n, n + 1 tvofi trojici po sobé
jdoucich celych nezdpomnych &isel, musi byt jedno z nich
délitelné tfemi a proto takeé jejich soudin #° — n je délitelny
tfemi.

Dile dokiZzeme, Ze Cislo n® — n je délitelné dvéma. Pro-
birame-li po fad¢ viechna celd nezdpornd Cisla, stfida se
vZdy Cislo sudé s Cislem lichym.*) Z toho plyne, Ze alespoii
jedno z &isel n — 1, m, n + 1 .je sudé, a tedy také soucin
téchto &isel je sudy.

ProtoZe pro libovolné Cislo n je rozdil »® — n délitelny
jednak tfemi, jednak dvéma, je tento rozdil (jak jisté vite
ze $koly) nutné délitelny Sesti. To je prévé tvrzeni, které
jsme méli dokdzat,

Jiné ¥eseni. Ctenat, ktery zni princip matematické in-
dukce,**) miZe nasi dlohu fesit takto:

“Pro n=1plati n* —n=13—1=0; Cislo 0 je dé-
litelné Sesti, takZe tvrzeni v tomto pripadé plati.

Ptedpoklidejme, %e tvrzeni, které mame dokazat, plati
pro nékteré pfirozené Cislo 7, a budeme je dokazovat pro
piirozené Cislo n + 1. Jestlize ve vyrazu »® — n misto n
piseme n + 1, dostdvime (n + 1)® — (» + 1). Upravu-
jeme tento vysledek takto:

m+1P—m+1D)=n*+3n*+3n+1—n—1=
=M -+ +3m)=00*—n)+3n.(n+1).
Vyraz 3n.(n + 1) je délitelny tfemi, snadno v3ak na-

*) Ze $koly vime, Ze &islo sud¢ je to, které je délitelné dv&ma, a &islo
liché to, které neni délitelné dvéma.

**) Pouleni 0 matematické indukci najdete napf. v knifce I. S. So-
minského ,,Metoda matematické indukce (1. sv. Populdrnich pfed-
nisek 0 matematice, SNTL).
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hlédneme, Ze je délitelny také dvéma. Je délitelny tedy
Sesti. Vyraz n® — n je délitelny Sesti, nebot to je pfedpo-
klad, ze kterého jsme vySli. Je tedy také soucet téchto
dvou vyrazh délitelny Sesti. Tento soulet je viak (jak vime)
roven (n + 1)° — (n + 1). Z ptedpokladu, Ze naSe tvrzeni
plati pro n&které pru‘ozene islo n, plyne, Ze toto tvrzeni
plati téZ pro pfirozené dislo n + 1. Dikaz matematickou
indukci je tim podan.

Ptiklad 7. je obdobny tomu, ktery jsme pravé rozfesili,
avsak pfi jeho feSeni budeme potfebovat sloZit&jSich mate-
matickych obrati.

Pi"lklad 7. Je-li n libovolné pfirozené Cislo, pak éislo
— n je délitelné péti. DokaZte.

Reseni. Rozdil #° — n upravujme takto: n% —n =
=n.(m—1D=n@—-1D.r+D=n.(n—1).(n+1).
.(n? + 1). Nepodafilo se nim zde rozloZit uvaZované &islo
v soudlin péti po sobé jdoucich celych &isel (pak bychom
totiZ tvrzeni snadno dokizali obdobnym pestupem, jak to
bylo provedeno v pfedchazejicim piiklad€). PomtZeme si
v3ak timto obratem:

UvaZme, jak se lifi soudin (n — 1).n.(n + 1).(n + 2).
.(n + 3) od naseho soutinu (n — 1).7n.(n + 1).(n%2 4+ 1).
Jejich rozdil je

m—Dnm+1D.[n+2)(n+3)— 0+ 1)]=

=mn—Dnm+1D).[m+5n+6—n*—1]=
=m—Dn(n+D.0Gn+5=50—1.n(n+ 132

Je vidét, Ze tento rozdil je délitelny péu. Soucin
(n— 1).n. (n + 1.(n + 2) (n -+ 3) je viak zfejmé dé&li-
telny péti, nebot je to soucin péti po sobé jdoucich celych
nezdpomnych isel. Z dvahy o rozdilu proto vyplyva, Ze také
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na$ soulin (n — 1).n.(r 4+ 1).(n?* + 1) je délitelny p&d.
Tim je dilkaz proveden.

Pienechdvame Ctenifi, aby i v tomto pfiklad& podal jiné
feSeni, pfi kterém se pouZivé principu matematické indukce.

Poznamenejme, Ze pfiklady 6 a 7 jsou vlastn€ speciilnim
tvarem jedné slavné Ciselné&teoretické véty, kterd se nazyva
mald véta Fermarova.*) Francouzsky pravnik a matematik
Pierre de Fermar (1601—1665) si dobyl pfedniho mista
v matematice svymi pracemi z teorie Cisel a patfi mezi prvni
péstitele analytické geometrie.

V daldim pfikladé budeme opé&t pouzivat matematické
indukce.

PFiklad 8. Je-li n libovolné pfirozené dislo, pak &islo
6 — 8 je délitelné sedmi. DokaZte.

Resent. Diikaz poddme matematickou indukci.
Pro n = 1 dostavame
6" —8—=62—8=36—8=28,
takZe v tomto pfipad€ vychdzi Cislo délitelné sedmi.
Pfedpoklidejme nyni, Ze naSe tvrzeni plati pro jisté
firozené Cislo n a dokiZeme, Ze plati také pro pfirozené
islo n + 1. JestliZe ve vyrazu 62* — 8 misto » piSeme
n + 1, dostdvdme vyraz 6% (» + 1) — 8, Upravme
62(n+1) _8—_@0+2_ 8 — G20 62— 8§ —
= 621.36 — 8 = (62" — 8) + 35.6%".

Podle pfedpokladu je &islo 62 — 8 délitelné sedmi; je
vidé&t, Ze také &islo 35.6% je sedmi délitelné, takZe i soulet
(6% — 8) + 35.6%»
je délitelny sedmi. To vSak znamend, %e jsme provedli

i druhy indukéni krok a dikaz tvrzeni je dm podén.

*) Tato véta,z‘m : je-li p libovolnd prvodisio a n libovolné pFirozené Hslo,
pak nP — n je delitelné Eislem p.
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Ulohy

5. Ve skole jste se ulili znaky délitelnosti dvéma, tfemi,
&tyfmi, péti, osmi, deviti, desiti a jedenicti. Zopakujte si
tyto poucky.

6. Urclete nejmensi pi'irozcné ¢islo délitelné jedendcti,
které je zapsino Cislicemi vesmés riiznymi.

7. Urlete vSechna pfirozena cxsla, jimiz je délitelné
dislo 60.

8. Vyhledejte ne]men§1 pru'ozené c1slo, které je délitelné
kazdym z &isel 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9, 10.

9. Kazdé celé nezaporne c1slo je moZno vyjadfit v- pravé
jednom ze tvari 5%, 5k + 1, 5k + 2, 5k + 3, 5k + 4, kde
% je vhodné celé nezdporné Cislo. DokaZte.

10. UkaZte, Ze &islo 1724 4 35313 je délitelné sedmnacti.

11. Jsou-li g, b libovolnd dvé pfirozena Cisla, pak Cislo
a® + b? je délitelné Cislem a 4+ b; dokaZte.

12. Pita mocnina libovolného pfirozeného ¢isla je za-
konCena stejnou Cislici jako Cislo, které se umociovalo.
Zdtvodnéte, pro¢ je tomu tak.

13. Je-li n libovolné pfirozené Cislo, pak islo n? — n
je délitelné sedmi. DokaZte.

14. Cislo a, = 2.3% — 4 4- 5 je délitelné jedenicti pro
kazdé ptirozené Cislo n. Dokazte.
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3.

iPRVOCfSLA
A CISLA SLOZENA

Cislo 1 je délitelné jedinym pfirozenym dislem, toti%
pravé Cislem 1. Zvolimg-li libovolné pfirozené Cislo n > 1,
pak vidycky existuji alespoi dvé pfirozena dCisla, kterd
déli ¢islo n. Jsou to &isla 1 a n, kterym fikame samozfejmi
délitelé Cisla n. Prirozené Cislo p > 1, které kromé samo-
zfejmych déliteli neni uZ délitelné Zadnym jinym ptiroze-
nym Cislem, se nazyvd prvodislo. Pfirozené Cislo s > 1,
které neni prvocislo, se nazyvi slofené. Ze Skoly jisté znite
ptiklady prvocisel

2,3,5,7,11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37,...

i pfiklady cisel sloZenych

4,6, 8,9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22,...

Studium prvodisel patfi mezi nejstarsi a také nejobtiz-
n&j§{ otazky, jimiZ se matematikové zabyvaji. Vidyt u2
starofeckd matematika znala dikaz tvrzeni, Ze prvocisel je
nekonecné mnoho. Tato matematickd poucka je toti% ob-
saZena a dokizédna ve znimém dile starofeckého matema-
tika Euklida, ktery Zil v Alexandrii kolem roku 300 pfed
n. 1. Euklidav spis ,,Zaklady* obsahoval 13 knih a pra-
covali na ném vedle Euklida uZ néktefi jeho pfedchudci
(napt. Eudoxos, Theaitetos aj.)*)

*) Snad vis bude zajimat tato mal4 historka, kterou dé&jepisec pozna-
menal o setkidni Buklida s faraonem Ptolemaiem I. Farao pry poZidal
jednou Euklida, aby mu vyloZil jednoduchym zptsobem ziklady geo-
metrie. Euklides odpov&dél: ,,Neni pro krile soukromé cesty ke geo-
metrii‘‘. Na vysvétlenou uvedme, Ze krdlové mivali ke svym komnatim
v palacich soukromé schodiftg, jehaZ nesmél nikdo jiny pouZivat.
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Hledéni nepfili§ velkych prvocisel se nékdy provadi me-
todou, kterd se nazyva Eratosthenovo sito.*) Chceme-li
urdit vSechna prvocisla, ktera jsou mensi nebo nejvyse
rovna danému pfirozenému ¢islu a (vétSimu neZ 1), postu-
pujeme takto:

VypiSeme nejprve po fadé vSechna pfirozena Cisla od
&isla 1 do ¢&isla a. Cislo 1, které nepoéitdme ani mezi prvo-
¢isla ani mezi Cisla sloZend, ponechdme stranou, a dali
¢islo, tj. Cislo 2, podtrhneme. Nyni budeme v napsané po-
sloupnosti vySkrtiavat kazdé druhé pfirozené Cislo tak
dlouho, dokud vSechna napsand Cisla nevycerpame. V- al-
$im kroku se vratime opét na zaCitek napsané posloup-
nosti a vyhleddme to prvni Cislo, které neni ani podtrhnuto
ani vySkrtnuto; je to zfejmé Cislo 3, a toto &islo tedy pod-
trhneme. Dile budeme vySkrtavat kazdé treti Cislo v napsa-
né posloupnosti (pokud ovSem toto Cislo uz nevypadlo pfi
predchédzejicim vySkrtidvani). Znovu se vratime na zacatek
posloupnosti, podtrhneme Cislo 5 a zaneme vySkrtavat
kaZdé paté (dosud nevyskrtnuté) pfirozené cislo. Tyto
kroky opakujeme tak dlouho, dokud je to viibec moiné,
tj. dokud nejsou vSechna napsani &isla bud podtrZera
nebo vyskrtnuta. D4 se snadno ukdzat, Ze timto postupem
najdeme vSechna prvocisla, kterd jsou = a. Pro a = 19
vypadd konecny zapis takto (tu¢né = vySkrtnuto):

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19.

Je patrné, Ze v piipadé, je-li Cislo a je dosti veliké, je
metoda Eratosthenova sita velmi pracni. Ostatné studium
velkych prvocisel patfi mezi nejobtiZnéj$i otizky jak po
strdnce teoretické, tak i po strdnce praktické. Prici si mu-
Jeme mnohdy usnadnit tim, e nahlédneme do nékterjch

*) Tato metoda je nazvina podle feckého matematika Eratosthena
z Kyrene (III. stol. pf. n. 1.).
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matematickych tabulek, které obsahuji téZ tabulku prvo-
Cisel. Tak napf. ve Skolnich matematickych tabulkach je
tabulka vSech prvolisel mensich neZ Cislo 1000, zatimco
Valouchovy Pétimistné tabulky logaritmické uva-
déji viechna prvocisla = 5 309. Nékteré cizojazycné tabulky
davaji moZnost seznamit se s prvolisly jesté vétSimi. Tak
napf. I. G. Popov vydal r. 1952 v Moskvé knizku s ndzvem
MarematuueckHe Tabauubl, kde jsou uvedena vSechna
prvocisla mensi neZ 10 000.%)

Viechny uvedené tabulky mohou dobfe slouzit ke Skol-
skym ucellim, ale pro ucely védecké je n€kdy pottebi jit
jest& déle. V posledni dobé bylo pfi sestavovani tabulky

rvocisel uZito nejmodernéjsich technickych metod. Tak
Svédsti matematikové vypocetli roku 1957 na elektronko-
vém pocitati BESK, Ze Cislo 2?27 — 1 je prvocislo. Tento
Ciselny obr, ktery ma 969 cislic, je nejvétsim prvocislem,
které dnes znime. Pokud se tyée soustavné tabulky vSech
prvocisel, tu nejdéle saha tabulka, kterou r. 1959 pfipravili
C. L. Baker a F. J. Gruenberger. Tabulka téchto autorit
je obsaZena na mikrofilmu a je v ni systematicky vypsiano
Sest milionu prvolisel. Posledni (Sestimilionté) prvocislo,
které je zde uvedeno, je Cislo psocoocco = 104 395 301.

Nemdme-li po ruce tabulky prvocisel, musime ¢asto vy-
pocCtem rozhodovat o tom, zda dané pfirozené Cislo je prvo-
Cislo nebe ¢islo slozené. V piikladé 9 si pfipomeneme jednu
pomocnou metodu, ktera je pfi takovych vypocltech velmi
uzitecna.

Priklad 9. Je-li Cislo m sloZené, pak je vZdy moZno najit
prvodislo p < |/m, které déli &islo m.

Resent. Ka?dé sloZené &islo m muizeme vyjadfit ve tvaru

*) Posledné jmenované tabulky jsou zajimavé také tim, Ze v nich na-
jdeme rozklad v prvolinitele pro kaZzdé prirozené &islo = 4850.
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m=xy,kde x > 1,y > 1, x = y. Kdyby bylo y > Vm,
bylo by té2 x > ]/m a z té&chto dvou nerovnosti by ply-
nulo xy > ([/m)2=m tedy xy > m. To viak je spor
s predpokladem xy = m, tak¥e o &isle y plati y < |[/m.
Je-li y prvocislo, jsme s hleddnim hotovi. Je-li y Cislo slo-
Zené, pak je moZno (jak vime ze Skoly) najit prvocislo p,
které déli y; ptitom je p <y a tedy i p < |/m. Cislo p
je tedy tim prvocislem, jehoZ existenci jsme méli v dané
tiloze prokazat. :

V dalsich dvou pfikladech si ukiZeme, jak se prakticky
vyuZije poznatku, se kterym jsme se seznimili v prikladé 9.

P¥iklad 10. Rozhodnéte, zda &islo 827 je prvodislo nebo
Cislo sloZené.

Reseni. Presvéd&ime se, Ze &islo 827 je prvotislo. K tomu
je tieba zjistit, Ze toto Cislo neni délitelné Zzadnym prvo-
Cislem mens$im nez 827. P tomto zkoumdni stali vSak
prezkouset jen ta prvocisla, kterd jsou mensi _nez 1827,
jak plyne z predchazejiciho ptikladu. Plati /827 - 28,7,
takZe budeme zde zkouset jen délitelnost prvocisly 2, 3, 5,
7, 11, 13, 17, 19 a 23.

Prvocisly 2, 3, 5a 11 neni nase Cislo délitelné, jak plyne
ze znaku délitelnosti probiranych na stfedni $kole. Zby-
vaji ndm prvocisla 7, 13, 17, 19 a 23, u nichZ musime déli-
telnost provéfit tim, Ze provedeme pfisluSné déleni. Tak
déleni 827 : 7 vychazi se zbytkem 1, déleni 827 : 13 dava
zbytek 8 a také zbyvajici tfi pfipady ukazuji, Ze Cislo 827
neni délitelné prvodisly 17, 19, 23.

Odpovéd. Cislo 827 je prvodislo.

Priklad 11. Urlete nejmenSi Ctyfciferné Cislo, které je
prvocislem.
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Reseni. Nejmensi tyfciferné &islo vibec je &islo 1000;
je to zfejmé Cislo sloZené. V dal$ich vahach si pochopitelng
nemusime vSimat &isel sudych. Cislo 1001 je délitelné je-
denacti, takze je slozené. Dale plati 1003 = 17.59, &islo
1005 je délitelné pétia 1007 = 19.53. Ve viech téchto pfi-
padech $lo tedy o Cisla sloZend. Snadno se presv&d¢ime,
Ze Cislo 1009 je prvocislo. Pfitom budeme postupovat ob-
dobnym zptsobem, s kterym jsme se seznamili pfi FeSeni
ptikladu 10.

Odpovéd. Nejmensi Cryiciferné prvodislo je Cislo 1009.

Ze skoly jisté vite, Ze kaZdé sloZené {islo je moZno napsat
jako soulin nékolika prvocisel, a to aZ na pofadi Ciniteld
jedinym zpusobem. Prvoéisla, jejichZz soulinem je dané
sloZené Cislo, jsou tzv. proocinitelé, Vyjadfime-li dané slo-
Zené Cislo jako soutin mocnin prvociniteld, fikdme, Ze jsme
provedli jeho rozklad v proocinitele.

Pti feSeni nékterych uloh je tfeba nejprve provést roz-
klad sloZeného &isla v prvolinitele, jak uvidime v dalSim
prikladé.

Priklad 12. UrCete nejmensi pfirozené ¢islo, kterym je
tieba znasobit Cislo 1224, abychom dostali druhou mocninu
piirozeného Cisla.

Rejeni. Nejprve rozlozime &islo 1224 v prvodinitele;
plati 1224 = 23,3%,17. Prvocisla 2 a 17 jsou zde umocnéna
lichym exponentem, proto musime Cislo 1224 zndsobit
alespoii souinem 2.17, abychom dostali druhou mocninu
ptirozeného Cisla. Tato mocnina je pak rovna 24.3%2,172 =
= (22.3.17)2 = 2042,

Odpovéd. Nejmensi pfirozené Cislo, kterym musime
nasobit, je Cislo 34.

Prvodisla jsou v posloupnosti pfirozenych ¢isel rozloZena
velmi nepravidelné. V nékterych intervalech pozorujeme,
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Ze je tu nakupeno velmi mnoho prvocisel, jinde miiZeme
opét najit velikou skupinu vytvofenou vyhradné z Cisel
slozenych. O této otdzce nds trochu pouci dalsi ptiklad.

Piiklad 13. UkaZte, Ze je moZno najit tisic po sob&
jdoucich pfirozenych Cisel, jeZ jsou vesmés sloZena.

Resent. Ptikladem takové skupiny tisice po sob& jdoucich
sloZenych Cisel je skupina*)

1001! + 2, 1001! 4 3, 1001! + 4, 1001! + 5,...,
1001! + 1000, 1001! + 1001.

Cisio 1001! + 2 je zFejmé délitelné dvéma, &islo 1001! +
+ 3 tfemi a konecné Cislo 1001! 4 1001 je d&litelné &islem
1001¢ vSechna tato Cisla jsou tedy sloZena.

Poznamenejme, Ze¢ z naSi uvahy nijak nevyplyvd, Ze
v posloupnosti vSech pfirozenych &isel existuje mezi prvo-
Cisly mezera obsahujici prav& 1000 Cisel sloZzenych. V pfed-
chizejici tivaze jsme totiZ nezkoumali, zda &islo 10011 4+ 1
je sloZzené nebo neni, a na prvni pohled je patrno, Ze Cislo
1001! + 1002 je sloZené (je totiZ sudé).

Zavérem tohoto paragrafu si viimnéme jedné aritme-
tické posloupnosti, v niZ po sobé nésleduje pét prvocisel.

PFiklad 14. P&t prvolisel tvofi pét po sobé jdoucich
¢lent aritmetické posloupnosti s diferenci d = 6. Urcete
tato prvocisla.

Reseni. Nejprve ukiZeme toto: Je-li a libovolné celé
neziporné Cislo, pak alespoil jedno z &isel
a, a+6, a+12, a+ 18, a+ 24 (¢))

*) Pripomefime, Ze zipis n! (i » faktoridl) znamend soulin viech
pfirozenych &isel podinaje Eislem 1 a kon&e &slem n; je tedy napt. 4] =
=1.2.3.4 = 24.
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je délitelné péti. Podle cvifeni 9 je moZno vyjadfit Cislo a
v privé jednom ze tvara 5k, 5k 4+ 1, 5k 4+ 2, 5k 4 3,
5k + 4. Je-li a = 5k, pak prvni z Cisel v Fadku (1) je déli-
telné péti. Je-li a =5k + 1, pak a+24—5k+25—
= 5(k -+ 5), takZe posledni z lisel v (1) je péti délitelné.
Obdobné pro a = 5k + 2 vychédzia - 18 = 5(k - 4), pro
a=5k+3 je a+ 12=5(k + 3) a koneCn¢ pro a =
= 5k + 4 mime a + 6 = 5(k + 2).

Ukazali jsme tedy, Ze v fadku (1) je jedno z Cisel délitelné
péti. Podle podminek uvedenych v textu pfikladu chceme,
aby vSechna Cisla v fadku (1) byla prvocisla. Z toho vyplyvi,
Ze Cislo, pro néz jsme pfed chvili prokazali délitelnost péti,
je rovno pravé Cislu 5. Vzhledem k tomu, Ze d = 6, stoji
Cislo 5 nutné na prvnim misté mezi uvaZovanymi prvocisly,
tak’e a=15, a+6=11, a+12=17, a + 18 = 23,

a+ 24 = 29.
Zkouska ukazuje, Ze vSech pét nalezenych Cisel jsou
prvocisla.

Odpovéd. Uloze vyhovuje ]edma pétice prvodisel, totiz
5,11, 17, 23, 29.%)

Ulohy

15. Pomoci Eratosthenova sita urete viechna prvocisla
mensi nez cislo 100.

16. Rozhodnéte zda &slo 2437 je prvoc1slo nebo Cdislo
sloZzené. Obdobnou otizku zodpovézte téZ pro Cislo 2771.

17. RozloZte v prvolinitele a) 3248; b) 2418; c) 3819.

*) Ctendf se snadno’ presvedél, Ze §esty tlen uvaZované aritmetické
posloupnosti jiZ neni prvoéislo.
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18. Vyhledejte nejvétsi prvocislo, jimZ je délitelné Eislo
4812,

19. Urlete nejmensi pfirozené ¢&islo, kterym je tfeba
znasobit ¢islo 600, abychom dostali tfeti mocninu pfiroze-
ného Cisla. v

20. Rozhodnéte, zda cislo 10! + 1 je prvolislo nebo
¢islo slozené.

21. Urcete nejvétsi trojciferné prvodislo.

22. Prvociselnymi dvojcaty nazyvame. takovou dvojici
prvocisel (p, ¢), o nichZ plati ¢ = p + 2. Vyhledejte vse-
chna prvociselnd dvojtata mensi neZz 100.

23. V posloupnosti pfirozenych Cisel neni moZno najit
mezeru mezi prvoCisly obsahujici pravé tisic ¢isel sloZenych.
DokaZte.

24. Pét prvodisel tvofi pét pe sobé jdoucich Clent aritme-
tické posloupnosti s diferenci d = 12. UrCete tato prvo-
Cisla.

25. Je moZno najit pét prvocisel, kterd tvoti pét po sobé
jdoucich ¢lend aritmetické posloupnosti s diferenci d = 8?

26. KaZdé prvolislo vétsi nez 3 je moZno vyjadfit bud
ve tvaru 6k +- 1 nebo ve tvaru 6% + 5, kde & je vhodné celé
nezaporné ¢islo. Dokazte.

27. a) Rozhodnéte, zda kazdé prirczené Cislo vétdi nez 3,
které je tvaru 6% + 1, je prvocislem. b) Obdobnou otazku
zodpovézte téZ pro tvar 6k + 5.

28, Urlete nejmensi sloZené Cislo, které neni mozno vy-
jadfit jako soulet dvou prvocisel.



4.

NEJVETSI SPOLECNY DELITEL
A NEJMENS{ SPOLECNY
NASOBEK

Spolecnym délitelem ptirozenych Cisel ay, a,, as,..., ay
nazyvame to pfirozené Cislo d, kterym je kazdé z Cisel ay,
Qsy..., a; délitelné. Je-li ddna skupina pfirozenych Cisel
a,, dy, dsy... ag, je vidy moZno vyhledat nejvétsi z jejich
spolecnych délitelti. Toto Cislo se nazyva nejvéts? spolecny
délitel Cisel ay, a,y ays..., ar 2 0znatuje se D (a;, gy, dsy...»
ak). '

Nejvétsi spoletny délitel dvou danych pfirozenych ¢isel
se hledd bud rozkladem v prvocinitele nebo metodou po-
stupného déleni, zvanou téz Euklidiv algoritmus. Oba zpa-
soby si ukdZeme v piikladech.

P¥iklad 15. Urdete D (165, 198).

Reseni. V ptikladé jsou déna mald &sla, kterd snadno
rozloZime v prvoCinitele. K uréeni D (165, 198) uZijeme
tedy metody prvni.

Obé¢ dana disla rozloZime v prvocinitele. Plati 165 =
=3.5.11, 198 = 2.3%.11. Ze ziskanych prvoliniteld vy-
bereme vSechny spolecné prvocinitele a kaZzdého z nich
vezmeme s nejmensim mocnitelem, jaky se vyskytuje v na-
lezenych rozkladech; vysledna cisla znasobime. Vychazi
tedy D (165, 198) = 3.11 = 33.
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P#iklad 16. Urlete D (9694, 4181).

Resent. Zde je rozklad v prvolinitele dosti obtiZny, proto
pouZijeme metody postupného déleni. Nejprve délime véisi
Cislo Cislem menSim, potom mensi &islo délime prvnim
zbytkem, dile prvni zbytek délime druhym zbytkem a po-
dobn¢ pokracujeme tak dlouho, aZ dostaneme podil beze
zbytku. Prvni délitel, pfi kterém vyjde déleni beze zbytku,
je hledany nejvétsi spoleCny délitel.

Pro vypocet D (9694, 4181) dostavame postupné

} 9694 = 4181.2 + 1332,
4181 = 1332.3 + 185,
1332 = 185.7 + 37,
185 = 37.5.

Je tedy D (9694, 4181) = 37.

Poznamenejme jesté, Ze metoda postupné¢ho déleni je
pro vyhledani nejvétSiho spoledného délitele zvlast vhodna,
chceme-li pfi vypoctu pouZit b&Znych kancelafskych poci-
tacich strojii. Na téchto strojich se totiZ déleni provadi
velmi snadno a cely postup — i pfi dosti velkych Cislech —
provedeme tak ve velmi kritké dobé.

Plati-li D (a,, a,, as,..., a,) = 1 fikdme, Ze Cisla a,
ay, a3, . . ., ag jsou nesoudéind. 1 tento pojem si pocvi¢ime na
dvou piikladech.

P¥iklad 17. Kolika zpisoby je moZno vyjadfit ¢islo 60
jako soulin dvou nesoudélnych ptirozenych cisel?

Resent. Delitelé &isla 60 jsou po fadé &isla 1, 2, 3, 4, 5,
6, 10, 12, 15, 20, 30, 60. Plati
60 = 1.60, 60 = 2.30, 60 =3.20, 60 =4.15,
60 =5.12, 60 = 6.10, 60 =10.6, 60 =12.5,
60 = 15.4, 60 = 20.3, 60 = 30.2, 60=60.1.
Je patrné, Ze rozklady 60 = 2.30, 60 = 6.10, 60 =
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= 10.6, 60 = 30.2 nevyhovuji podminkidm na$i dlohy.

Odpovéd. Nehledime-1i k pofadi cm.ttelu, je moZno Cislo
60 vyjadrit étyfmi zplisoby jako soudin dvou nesoudélnych
pfirozenych ¢isel. Kdybychom oviem k porad1 Ciniteld pfi-
hliZeli, méla by tato \iloha celkem osm FeSeni.

Priklad 18. Kolika zpiasoby je moZno vyjadfit &islo 60
jako soucet dvou nesoudélnych pfirozenych Cisel ?

Reseni. Mame vyjadfit &islo. 60 ve tvaru 60 = x + y,
kde x, y jsou nesoudélna ¢isla. Z tohoto vyjadfeni vyplyva,
Ze také Cisla 60 a x jsou nesoudélnd. Kdyby totiZ nesoudélna
nebyla, delil by jejich nejv&tsi spolecny délitel také &islo y,
takZe by ani Cisla x, y nebyla nesoudélna.

Vyhleddme tedy nejprve vSechna pfirozena Cisla x, ktera
)solu mensi nez 60 a nesoudélna s Cislem 60. Jsou to tato
Cisla:

1,7, 11, 13, 17, 1923293137414347495359

Dochazune tak k témto souctim

60 = 1+ 59, 60 = 74 53, 60 =11 + 49,

60 = 13 4 47, 60 = 17 + 43, 60 = 19 4- 41,

60 = 23 + 37, 60 = 29 4 31, 60 = 31 + 29,

60 = 37 - 23, 60 =41+ 19, 60 = 43 4 17,

60 = 47 + 13, 60 = 49 4 11, 60 =534 17,
60 =59 + 1.

Odpovéd. Nehledime-li k pofadi s¢itancu, je moZno Cislo
60 vyjadfit osmi zphsoby jako souCet dvou nesoudélnych
pfirozenych cCisel. Pfihlédneme-li oviem k pofadi s¢itancd,
m4 tato 1loha celkem 16 feSeni.

Pojem nejvétsiho spoletného délitele se Casto vyskytuje
pfi numerickém pocitdni. UkaZme si jeden pfiklad, kdy se
nejvétsiho spoletného-délitele vyuZiva k tomu, aby se na-
vrhl co nejvhodnéjsi ozubeny pfevod v urditém stroji.

26



P¥iklad 19. Na obr. 1 vidime ozubeny pfevod sloZeny
ze dvou kol: men3i kolo mé 10 zub1, kolo vétsi ma 20 zubu.
Srovnejme tento obrazek s obr. 2, ktery znazoriuje rovnéz
ozubeny prevod sloZeny ze dvou kol. Kolo mensi mé zde 12
zub, kolo vétsi 25 zubl. Ktery pievod se méné opotie-
buje pfi nahodilé vadé zubu?

Obr. 1.

Obr. 2.

Reseni. Abychom na danou otdzlku odpovédéli, uvaZujme
takto: U prvni dvojice kol bude vzdy tyZz zub vétiiho kola
(na obr. 1 jsme jej oznalili teCkou) zapadat do téZze mezery
kola menSiho; nastane to totiz po kazdé druhé plné oticce
mensiho kola, nebot D (10, 20) = 10. Bude-li tedy ndho-
dou zub, ktery jsme v obr. 1 oznalili teCkou, néjak zi-
vadny, bude se i druhé, mensi kolo, v uréitém misté velmi
rychle opotfebovavat.

V piipadé druhém je situace zcela jind. Zub, ktery jsme
na vétSim kole oznacili teckou, zapadne znovu do téZe
mezery mensiho kola teprve tehdy, aZ mensi kolo vykona
25 plnych otacek, Cisla 12 a 25 jsou totiZ nesoudélnd —
plati D (12, 25) = 1. Nahodild vada zubu se tak rovnomér-
néji rozdéli pfi svém plsobeni na viechny mezery mensiho
kola a soukoli se bude méné opotfebovivat. Tim jsme tedy
nasli odpovéd na otdzku, ktery z obou pievodi je vyhod-
né&jsi.
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Spoleénym ndsobkem plirozenych &sel a,, a5 ag..., @i
nazyvame to pfirozené Cislo n, které je déliteiné kazdym
z tisel a;, ay, ay;..., ar. K dané skuping pfirozenych Cisel
@y, gy Qgs- - - » Ax j€ VZAy moZno najit nejmensi z jejich spo-
le¢nych nasobkii. Cislo, které takto nalezneme, se nazyvi
nejmen$i spolecny ndsobek Lisel a,, a,, a,,..., a; a oznaluje
se n(ay, ag ds;---> Ak)-

Nejmensi spolecny ndsobek dvou pfirozenych Cisel hle-
dame bud rozkladem v prvocinitele nebo pomoci jistého
vztahu mezi nejmenSim spoletnym ndsobkem a nejvESim
spoletnym délitelem. Probereme si to opét na pfikladech.

Piiklad 20. Urcete n(440, 660).

Reseni. Cisla 440 a 660 snadno rozloZime v prvotinitele;
plati 440 = 28.5.11, 660 = 22.3.5.11. Abychom ur¢ili
n (440, 660) vezmeme ziskané prvoginitele s nejvétsimi moc-
niteli, jaké se u nich v rozkladech vyskytuji, a tato isla
znisobime. Dostivime tak n(440, 660) = 23.3.5.11 =
= 1320.

P¥iklad 21. Urcete n (9694, 4181).

Reseni. UrCovéinim D (9694, 4181) jsme se uZ zabjvali
v piiklad¢ 16. Konstatovali jsme tam, Ze rozklad v prvo-
Cinitele by byl pro dani Cisla dosti pracny. Pro vypocet
n (9694, 4181) pouzijeme zde této poudky:

Soucin nejmensiho spoleéného ndsobku a nejvétstho spo-
lecného délitele dvou danych piirozenych Cisel je roven sou-
éinu téchto pfirozenych cisel,

Pro na3 pfipad to znamen4, %e plad
n(9694, 4181).D (9694, 4181) = 9694.4181.

Z ptilkladu 16 vime, Ze D (9694, 4181) = 37, takZe
n(9694, 4181).37 = 9694.4181
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a dale
9694 .4181
37 ’

Pro numericky vypocet je zbytetné proviadét nisobeni
v Citateli, plati totiz 4181 : 37 = 113, takZe

n(9694, 4181) = 9694.113 = 1 095 422.

Odpovéd. n(9694, 4181) = 1 095 422.

Vénujme nyni pozornost pfikladim, ve kterych se vy-
skytuje jak pojem nejvétiiho spoleéného délitele, tak pojem
nejmensiho spoleCného nisobku.

n(9694, 4181) =

PFiklad 22. Urlete dve &isla, jejichZ nejvétsi spoletny
délitel je 2 a nejmensi spolecny nasobek je 12.

Reseni. Ozname hledani &isla pismena x, y ; oznaceni &isel
muZeme volit tak, Ze x < y. ProtoZe nejvetsi spoleCny déli-
tel Cisel x, y je roven &islu 2, miZeme Cisla x, y vyjadrit
ve tvaru x = 2x,, y = 2y;, kde x,, y; jsou vhodna Cisla
navzajem nesoudélni. Nejmensi spoleCry nasobek Cisel
2x,, 2y, je ztejmé roven Cislu 2x, y,, takZe mad platit 2x,y, =
= 12 ¢ili x,y, = 6. Protoze &isla x,, y, maji byt nesoudélna
a protoZe ma ziroved platit x, < y,, vyplyva ze vztahu
%y, = 6 bud fefeni x, = 1, y, = 6 nebo feleni x; = 2,
»1 = 3. Vratime-li se nyni k ¢islim x, y, dostivime bud
dvojici x = 2, y = 12 nebo dvojici x = 4, y = 6. Zkous-
kou se snadno pfesvédéime, Ze obé tyto dvojice vyhovuji
nasi aloze. ,

Odpovéd. Nehledime-li na pofadi hledanych Cisel, vy-
hovuji dané tloze pravé dvé dvojice x = 2, y = 12 nebo
x=4,y=6.

Pkiklad 23. Urlete dvé &isla, jejich? nejvétdi spolelny
délitel je 7 a nejmensi spoleény nisobek je 22.
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Reseni. Snadno nahlédneme, ¥e neni moZno najét Zadnou
-dvojici Cisel, kterd by vyhovovala uvaZovanym podmin-
kdm. Nejmensi spolecny nasobek musi byt totiz vidycky
nisobkem nejvétsiho spoletného délitele, to vSak neni
splnéno v textu nasi ulohy (Cislo 7 nedéli ¢islo 22).

PFiklad 24. Urcete dvé Cisla, jejichZ nejmensi spoleny
nasobek je o 7 vétsi neZ jejich nejvétsi spolecny délitel,

Refeni. Oznalme opét hledana Cisla pismeny x, y, pHi
cemZ volime oznaceni tak, aby platilo x < y. Podle textu
nasi dilohy ma platit

n(x, y) — D(x, 3) = 7. 1

Protoze D(x, y) déli &islo n(x, y), dostdvime z tohoto
vztahu, Ze D (x, y) déli také &islo 7. Mame tedy dvé moz-
nosti: bud D(x, y) = 1 nebo D(x, y) = 7. Probereme kazdy
z té€chto pfipadn zvlast.

]e-h D(x, y) = 1, jsou disla Xy nesoudélnd. Pro nej-
mensi spolecny nasobek pak mame vztah n(x, y) = xy,
takZe rovnice (1) pfejde na tvar xy — 1 = 7 ¢ili xy = 8.
Vzhledem k predpokladum x =<y, D(x, y) =1 vyplyva
odtud snadno, Ze x =1, y =

Je-li D(x, ) =17, pak Cisla x, y muZeme vyjadfit ve
tvaru x = 7x,, y = 7y1, kde x;, y, jsou nesoudélna Cisla
spliujici nerovnost x; < y,. Pro n(x, y) dostivime pak
postupné n(x, y) = n(7x1, Ty) = 7n(x1, y1) = Tx,y,. Vra-
time-li se opét k rovnici (1), mame 7x,y, — 7 = 7 Cili
Tx,y; = 14 ¢ili x,y;, = 2. Vzhledem k pfedpokladiim o ¢is-
lech x,, y, dostivime zde jediny vysledek toti% x, = 1,
¥, = 2, coZ pro Cisla x, y znameni, Ze x = 7,y = 14.

Zkouskou se muZeme piesvedcit, Ze obé dvojice, ke kte-
rym jsme dospéli, vyhovuji dané tloze. Plati totizn (1,8) =
=8, D(1, 8) =1, takZe rovnice (1) je skutetné spinéna;
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dile je n(7, 14) = 14, D(7, 14) = 7, takZe opét plati rov-
nice (1).

Ulohy

29. Vypoctéte a) D(396, 444); b) D(3293, 3827);
c) D(3797, 4129); d) D(396, 444, 616); e) D(910, 1012,
1020, 1291).

30. Vypoltéte a) n (43, 258); b) n (1000, 1283); c)
n (12, 15, 18); d) n (10, 15, 20, 25).

31. Jak se zméni nejvétsi spolecny délitel dvou pfiroze-
nych Cisel, jestliZe kazdé z Cisel znasobime dvéma.

32. Jak se zméni nejmensi spole¢ny nasobek dvou pfiro-
zenych Cisel, jestlize kazdé z Cisel zndsobime tfemi.

33. Jsou-li dana libovolnd dvé pfirozena Cisla a, b ta-
kova, Ze b déli a, pak vZdy je moZno najit aspoii jednu dvo-
jici pfirozenych C&isel x, y takovou, Ze n(x, y) = a,
D (x, y) = b. DokaZte.

34. Kolika zpusoby je moZno vyjadfit &islo 21 jako soulet
tfi prvocisel ?
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NEURCITE ROVNICE
e

Neur&itou (diofantskou) rovnici nazyvime jednu rovnici
0 né€kolika neznimych x, y, z,..., jestliZe se za tyto nezna-
mé pfipoustéji vyhradné jen Cisla celd. Nékdy se na neurdité
rovnice klade omezeni jeSté véti a tento smér budeme sle-
dovat i v nasi kniZce. ProtoZe zde studujeme rizné vlast-
nosti pfirozenych Cisel a nuly, budeme i pfi neuritych
tovnicich pfipoustét jako FeSeni jen ¢isla celd nezdporna.

Nizev ,,diofantska rovnice pfipomind nidm jméno fec-
kého matematika Diofanta, ktery Zil v Alexandrii ve I1I. sto-
leti n. 1. Diofantos napsal knihu s nizvem ,,Aritmetika®,
ve které se takika uZ modernim zpiisobem zabyval riznymi
aritmetickymi a algebraickymi problémy. Teorie neurCi-
tych (diofantskych) rovnic je dnes velmi obsahld, takZe ji
zde nemtizeme vyklddat v plné $ifi. Vybrali jsme proto jen
razné zajimavosti do né€kolika pfikladu.

P¥iklad 25. Dopis mdme oznidmkovat zndmkami v cel-
kové cené 1,60 Kcs. Kolika zpusoby to miZeme provést,
jestlize smime pouZit jen zndmek CEtyficetihaléfovych a 3e-
desatihaléfovych *)

Reseni. Oznatme x polet znimek CtyFicetihaléfovych,
y poclet znidmek Sedesdtihaléfovych, jichz pouZijeme pfi

*) Prosime &tenéfe, aby si uvédomil, 2e v pfikladé 25 neklademe poZa-
davek, aby se pfi kazdém znamkovani skutené vyuZilo obou druhu
znamek.
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jednom ozndmkovini. Podle podminek na3f tlohy m4 platit
40x + 60y = 160 Cili po malé uprave
2x + 3y =8. 1
Je pochopitelné, Ze pfi feSeni rovnice (1) budeme za
isla x, y pripoustét jen pfirozend Cisla a nulu. Setkdvime
se zde tedy s prvnim pfikladem neurcité rovnice; je to —
jak vidime — neurcita rovnice 1. stupné o dvou neznidmych
x, y. Jak buderne tuto rovnici feit? PopiSeme jednu me-
todu, kterd zde snadno povede k cili. Abychom nemuseli
zbytetné probirat pfiliS mnoho pfipadiu, povSimnéme si,
Ze v rovnici (1) jsou Cisla 2x a 8 suda, takZe i Cislo 3y must
byt sudé. To znamen4, Ze samo ¢islo y musi byt sudé. Nyni
systematicky prozkoumdme vSechna suda Cisla y = 0, 2,

yeos

Dosadime-li y = 0 do rovnice (1), vychizi 2x = 8 ¢&ili
x = 4. Dvojice x = 4, y = 0 vyhovuje tedy rovnici (1).

Dosadime-li y = 2, vychazi 2x =8 — 6 ¢&ili x= 1.
Také dvojice x = 1, y = 2 vyhovuje.

Konecné dosadime-li do rovnice (1) za y Cislo 4 nebo
Cislo jest& v&tsi, dostdvame na levé strang rovnice (1) &islo
vétsi nebo rovné dvandcti;.v tomto pfipadé¢ nemuZeme
najit Zadné vyhovujici Cislo x.

Odpovéd. Znamkovini miZeme provést dvéma zpisoby;
PouZijeme bud 4 znimky Ctyficetihaléfové nebo nalepime
1 zndmku Ctyficetihaléfovou a 2 znamky Sedesatihaléfové.

Regeni ptikladu 25 si miizeme dobfe pfiblizit, jestlize
pouzijeme grafického znazornéni. Rovnici (1), kterou jsme
se prve zabyvali, uvedme nejprve na tvar.

2 8 .
y=-—3x+3- (2)

Pohledme nyni na rovnici (2) ze stanoviska teorie funkci.
Ve $kole jste se udili, 2e grafem funkce (2) je pfimka p,
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kterou vidite znizornénou na obr. 3. Body, jejichZz ob2
sou.radmce jsou celd nezdporni Cisla, jsou na obr. 3 vy-
znaleny ndpadnymi teCkami. Jak vidite, prochizi ptimka

NG

~N
L]
L]
L ]
L]

Obr. 8.
p dvéma teCkami, které odpovidaji bodtim [4, 0] a [1, 2].
Je tedy i z tohoto graﬁckeho znizornéni patrmo, Ze tloha
m4i pravé dv& feSeni — totiZ ta, ke kterym jsme dospéli
prve vypoctem.

PFiklad 26. KdyZ se skupina cvifencii postavila do
osmistupil, nedostdval se v posledni fad€ jeden cvienec;
kdyZ se td% skupina postavila do devitistupli, chyb&li
v posledni fad& cviCenci dva. UrcCete, kolik bylo cvicencd,
vite-li, Ze jich bylo mén¢& neZ sto.

Reieni., Oznalme x pocet osmistupl a y polet deviti-
stupi. Podle podminek iilohy je polet cviCenci moZno
vyjadfit jednak &slem 8x — 1, ‘jednak &islem 9y — 2,
tak¥e plat
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8x —1=9y— 2. 1

Budeme se nyni zabyvat feSenim neur¢ité rovnice (1).
Seznimime se zde s jinym matematickym obratem, neZ
jakého jsme pouZili v pfikladé 25.

Rovnici (1) uvedeme na tvar 8x =9y — 1 a dale

9y — 1
*=—%

Gli x =y + yg !, ProtoZe &islo x m4 byt

pirozené, je tfeba, aby také &slo 2 ; 1 bylo ptirozené.
y—1
8

+ladilex=9y+u=9u+ 1.

PoloZme pro stru¢nost = u ; odtud plyne y=8u+

Co jsme zatim pHi vySetfovini rovnice (1) nalezli? Vy-
hovuje-li néjakd dvojice pfirozenych disel x, y rovnici (1),
pak je moZno Cisla x, y vyjadfit ve tvaru

x=9%+1, y=8u+1, 2)
kde u je né&jaké pfirozené Cislo. Viimnéme si viak jestd
toho, Ze Cisla x, y jsou jesté omezena podminkou, Ze podet
cvitencl je mensi nez 100. Vyjadfime-li pocCet cviCencd
napf. tvarem 8x — 1, mdme nerovnost 8x — 1 < 100. Do-
sadime-li sem podle (2), vychézi

809 + 1) — 1 < 100

a po dal§i malé dprave je 72u < 107. Této nerovnosti vy-
hovuje jediné pFirozené Cislo u, totiz u = 1. Zbyva jesté
vypodist pEislusné ¢isla x, y podle rovnic (2); vychazi x =
=10, y = 9. Polet cviencu je pak 8x — 1 =9y — 2 =
=179
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Odpovéd. Ve skupiné bylo 79 cviencu.*)

V dalim ptiklade se seznidmime s neuritou rovnici 1.
stupné o tfech nezndmych.

Priklad 27. Kolika zpasoby je moZno v na$i ménd
rozménit desetihaléf?

Reseni. Pfi rozmétovini miZeme pouZivat minci halé-
fovych, tiihaléfovych nebo pétihaléfovych. Oznatme x po-
et pouzitych haléfu, y polet tfihaléfa a z poCet pétihaléfu.
Potom ziejmé plati

x+ 3y +‘ 5z = 10. ¢))

Pti feSeni rovnice (1) budeme oviem za &isla x, y, 2
ptipoustét zase jen Cisla pfirozend nebo nulu. Jakym zpi-
sobem budeme pfi feSeni postupovat ? Neni k tomu v pod-
stat¢ potfeba Zidnych mimoskolskych znalosti, musime
si dét jen pozor, abychom na Zidnou trojici x, y, z neza-
pomnéli.

Cislo z nemazZe byt zfejmé vétsi ne? &islo 2, nebot pak
by bylo 5z > 10.

Pro z mame tedy tfi moZnosti: bud je z = 2nebo z = 1
nebo konetné¢ z = 0. Probereme kaZdy z t&chto pfipadi
zvlast,

Pro z = 2 pfechdzi rovnice (1) na tvar x + 3y =0,
z ¢ehoZ plyne x = 0 a soucasné y = 0.

Pro z = 1 ma rovnice (1) tvar

x+3y=>5. (2)
V rovnici (2) nemuZe byt y > 1, nebot pak by bylo

*) Pfenechdvime &tenifi, aby si fefen{ tohoto pfikladu graficky znizor-
nil obdobnym zpusobem, jak jsme to provedli v piikladé 25.
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3y > 5. Zbyvia tedy bud y = 1 nebo y = 0. V prvnim pH-
pad€ nachézime x = 2, v pfipad€ drubém x = 5.

Znova se vratme k rovnici (1) a dosadme do ni 2 = 0.
Dostivame tak rovnici -

x4+ 3y =10. 3)

Je vidét, Ze v rovnici (3) nemiiZe byt y > 3, takZe zbyva
bud y = 3 nebo y = 2 nebo y = 1 nebo konetn& y = 0.
Témto (islim odpovidaji po fad® C&isla x =1, x =4,
x=17,x=10.

Vysledky, ke kterym jsme dospéli, miZeme shrnout do
této tabulky.

Potet
haléfa téfhaléft pedhaléit
0 0 2
2 1 1
5 0 1
1 3 0
4 2 0
7 1 0
10 0 0

Pt sestavovini této tabulky jsme vlastn€ soucasné pro-
vadéli zkousku, zda nalezené vysledky vyhovuji rovnici (1).
Odpovéd. Desetihaléf je moZno rozménit sedmi zptsoby.
Zavérem budeme fesit jednu neurditou rovnici 2. stupné.

PFiklad 28. Jedna odvé&sna pravodhlého trojihelnika ma
velikost 5 cm. Vypoltéte velikost pfepony a druhé odvésny,
vite-li, Ze velikost téchto stran (v centimetrech) je vy-
jédfena ptirozenymi Cisly.
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Resenf. Oznalme x velikost drubé odvésny a y velikost
piepony hledaného pravoiihlého trojtihelnika. Podle Pytha-
gorovy véty plati x2 4 5% = y? Cili y2 — x2 = 25. Na levé
strané této rovnice mifeme rozloZit dvojélen v soulin,
takZe dostaviame

(y + x)(y — x) = 25. 1)

Abychom neurcitou rovnici (1) roziesili, rozloZme nej-
prve Cislo 25 viemi moZnymi zpusoby v soucin dvou pfi-
rozenych &isel. Plati 25 =1.25,25 = 5.5,25 = 25.1. Na
levé strané rovnice (1) mime rovn&Z dva &initele (prvni
je &islo y + x, druhy y — x). Podle vyznamu ¢&isel x, y je
ziejmé Cinitel y + x v&t3i neZ Cinitel y — x. To nis vede
k soustavé dvou linedrnich rovnic o dvou neznimych, totiZ
k soustavé .

Yy +x=25
y—x= 1.

Snadnym vypoctem nahlédneme, Ze tato soustava ma
jediné feSeni x = 12, y = 13,

Odpovéd. Uloze vyhovuje jediny pravouhly trojuhelnik,
jehoZ strany maji velikosti po fadé 5 c¢m, 12 cm, 13 cm.

Pravouhlé trojuhelniky, jejich? strany maji velikosti vy-
jadfené pfirozenymi Cisly, se nazyvaji trojihelniky pytha-
gorejské. Tento nazev je odvozen od jména starofeckého
filosofa a matematika Pythagora (asi 570 aZ 500 pfed n. L.).
Pythagoras zaloZil v VL. a V. stoleti pfed n. 1. na ostrové
Samu Skolu, které jsou pfisuzoviny velké zasluhy o rozvoj
tehdejsi matematiky. Pythagorovi Z4ci se zabyvali zejména
naukou o €islech a ¢iselnych posloupnostech, v geometrii
pak studovali zvla3t& pravouhly trojuhelnik. Nejzndméjsim
ptikladem pythagorejského trojiihelnika je pravouhly troj-
uhelnik, jehoZ strany maji velikost po fad& 3, 4 a 5. Teorie
Cisel se zabyvala pozdéji velmi zevrubng studiem pythago-
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rejskych trojahelnikd a nasla nutné a postacujici podminky
k tomu, aby trojihelnik byl pythagorejsky. Zijemce o tuto
problematiku musime v3ak odkazat na odborné;si literaturu
z teorie Cisel, jejiz prehled najdete v zavéru této kniZzky.

Ulohy

35. Postovni zasilku mime zndmkovat zndmkami v cel-
kové cené 1,80 K¢s. Kolika zpusoby to miZeme provést,
smime-li pouZit jen znimek tficetihaléfovych, Ctyficeti-
haléfovych a Sedesétihaléfovych?

36. ]e ddna rovnice 4x + 6y + 10z = 15 11. Je moino
najit tfi pfirozend Cisla x, y, 2, ktera této rovnici vyhovuji ?

37. Urlete vSechny dvojice pfirozenych (isel x, y, pro
néz plati x2 — y2 = 15.

38. Piepona pravoihlého trojihelnika ma velikost 15 cm.
Vypoctéte velikost jeho odvésen, vite-li, Ze tyto velikosti
(v centimetrech) jsou vyjadfeny pfirozenymi Cisly.
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VYSLEDKY ULOH
[ ]

1, 10"-1x + 107-%y,

2. Uloha nema4 feSeni.

3. Pro jednociferné &islo je tvrzeni zfejmé, nebot 52 = 25.
Je-li uvazované dislo viceciferné, pak je muZeme vyjadfit
ve tvaru 10p + 5, kde p je vhodné pfirozené Cislo. Plati
(10p + 5)2 = 100p* + 100p + 25 = 100(p% + p) + 25.
Cislo 100(p2 + p) je zfejmé zakondeno dvéma nulami, takZe
soucet 100(p? + p) + 25 je zakonlen dvojlislim 25.

4. 1962.

6. 132.

7. 1,2,3,4,5,6, 10, 12, 15, 20, 30, 60.

8. 2520.

9. Je-li celé nezaporné Cislo m délitelné péti, plati m =
5k, kde & je celé neziporné (islo. Neni-li m délitelné péti,
muZeme najit celé neziporné % a pfirozené Cislo r tak,
e m = 5k + r, 0 <r < 5. Odtud uZ plyne nade tvrzeni.

10, Plati 1724 = (17.10 4+ 2)* = 17a + 16, kde a je
jisté pfirozené Cislo. Podobné 3533 = (17.2 4 1)*1B3 =
17b + 1, kde b je téz ptirozené. Celkem tedy mame 1724 4
+ 3533 = 17(a + b + 1), takZe uvaZované Cislo je sku-
tetné délitelné sedmnacti.

11. Tvrzeni plyne ze vzorce

a® + b® = (a + b) (a® — ab + b?).

12, Plyne z ptikladu 7.

13. Diikaz obdobny jako v ptikladech 6 a 7.

14. Ditkaz se podd matematickou indukci. Pro n =1
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mame g, = 11. Pfedpoklidejme, %e pro nékteré pfirozené
Cislo n je a, délitelné jedenicti; upravujeme a,., =
=2.35+1 4 5=23m436 1 5= 2304243 | 5 =
=2.35-4 . 5.1 2 354 242 —q, | 22.357-4 112, Cislo
a, je délitelné jedenict a Cislo 2%2.357—4,112 je rovnéZ je-
dendcti délitelné. Proto je i soucet obou, tj. Cislo a,., d&-
litelné jedenicti.

15. 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47,
53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.

16. Cislo 2437 je prvotislo, &islo 2771 je sloZené, neboft
je délitelné sedmnicti.

17. a) 3248 = 24.7.29; b) 2418 = 2.3.13.31; ¢)
3819 = 3.19.67.

18. 401.

19. 45.

20, Plati 10! + 1 = 3628 801. Toto Cislo je ziejmé
délitelné jedenicti, takZe je sloZené.

21. 997.

22, (3, 5), (5, 7, (11, 13), (17, 19), (29, 31), (41, 43),
(59, 61), (71, 73).

23. Kdyby takovd mezera mezi prvocisly p, ¢ existovala,
platilo by ¢ — p = 1001. Nepiichdzi v tvahu p =2
takZe obé Cisla p, g by byla lichd a jejich rozdil by byl
tedy sudy. N4§ rozdil je vSak 1001, coZ je spor.

24, Vyhovuje jedina pétice prvocisel, totiz 5, 17, 29,
41, 53. :

25. Neni to moZné.

26. Prvocisla 2 a 3 neni moZno v uvedeném tvaru vy-
jadfit, Kazdé veétsi pfirozené Cislo lze vyjidfit v jednom
ze tvari 6k, 6k + 1, 6k + 2, 6k + 3, 6k + 4, 6k + 5.
Tvary 6k, 6k + 2, 6k + 3, 6k + 4 vedou zfejmé k &islim
sloZenym, takZe zbyvaji jen tvary 6k + 1 a 6k + 5.

27, a) Nikoliv. Pro 2 =4 mime 6k + 1 = 25 = 52
b) Nikoliv. Pro # = 5 mdme 6k + 5 = 35 = 7.5.
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28, 27.

29, a) 12; b)89;¢) 1; d)4 el

30. a) 258 b) 1283 000 c) 180; d) 300.

31. Zdvo;nasobl se. .

32. Zirojnasobi se.

33. Tvrzeni plyne ze vztahi n(a, b) = a, D(a, b) = b,

M. 21=2+2417, 21=345+13,

21=3+ 7+ 11, 21=5+4+5+11,
21=74+7+41. '

35. Oznalime-li x, ¥, z po fad¢ polet znémek v cené
30 h, 40 h, 60 h, dochizime po malé tpravé k neurlité
rovnici 3x + 4y + 62 = 18. Obdobng jako v pfikiad& 25
snadno nahlédneme, Ze x musi byt sudé Cislo. Polet feSeni
je pak patrny z této tabulky:

AR NOOIR
OCoOWwWOo WOl
O O =Wy

36. Neni to moZné. Dosadime-li totiZ do levé strany
libovolna tfi pfirozend ¢isla, dostaneme sudé &islo; na
strané pravé je vSak Cislo liché.

37. Obdobng jako v ptikladé 28 dochdzime k soustavim

a) x+y=15, b) x +y=5;

x—y=1; x—y=3

Soustava a) ma feSeni x = 8, y = 7, soustava b) feSeni
x = 4, y = 1. ZkouSkou se snadno pfesvédCime, Ze obg
nalezené dvojice vyhovuji dané rovnici.

38. OznaCme «x, y velikosti odvé&sen; podle Pythagorovy
véty plati x> + y* = 225. Tuto neurditou rovnici budeme
fesit ,,zkusmo*, ale tak, abychom na Z4ddnou dvojici pfiro-
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zenych Cisel x, y nezapomnéli. Dostidvime bud dvojici
x =9,y = 12 nebo dvojici x = 12, y = 9. Obé tyto dvo-
jice oviem vedouk témuZ pravouhlému trojihelniku o stra-
nach 9 cm, 12 cm, 15 cm.
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JIRI SEDLACEK

co vime
O PRIROZENYCH

CISLECH

Pro tZastniky Matematické olympiddy vyddva
UV Matematické olympisdy a UV CSM v nakla-
datelstvi Mlad4 fronta. Obdlku navrhl Jaroslav
Piibramsky. Odpovédny redaktor Kvétoslav Pe-
rutka. Publikace &islo 1760. Bdice Skola mla-
dych matematik, svazek 2, stran 44.

Vytiskl Mir, novinafské zavody, n. p., zivod 2,
provozovna 22, Praha 2, Legerova 22. 1,84 AA,
1,89 VA. D-14*10349. Naklad 5000 vytiskt. Tem.
skup. 03-2. 1. vydani. Praha 1961.

Cena broz. vit. Kés 1,50
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