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uvoD

Abychom si vysvétlili, co je obsahem této pfirucky, za¢neme pif-
kladem. Skupina cvitenci — bylo jich mén& ne# sto — nastoupila do
sedmistupu, & tu posledni fada byla netGplni: schézeli dva cvidenci.
Kdy? viak tiZ skupina nastoupila do devitistupu, dva cvi¢enci zbyli.
Kolik tu bylo osob? — Snad kaZdy z étenait se nékdy setkal s podob-
nou ulohou, tieba ndkde v hidahkafském ¢asopise. Nékdo vysledek
prost& uhodl, jiny se pokusil fesit tlohu matematicky — rovniei. Uva-
Zoval: oznaéim-li podet viech sedmistupa z, je podet cvitenct 7x — 2;
oznaéim-li podet Gplnych devitistupt y, je pocet cviencia 9y + 2.
Jisté plati 72 — 2 = 9y + 2, &ili 7x — 9y = 4. To je jedna rovnmice
pro dvé neznimé velidiny z, y: takovd mé nekoneéné mnoho Feseni,
ale Gloha vyZaduje, aby z, y byla é&fsla celd, a mimo to aby é&fslo
7x — 2 = 9y + 2 (pocet cvidencl) bylo men#i neZ sto. Tim se podet
feeni velmi omezi: zbude jediné fefeni x = 7, y = 5 (podet cvidencl
47), jak si pozdéji sami vypoétete.

Uveden4 tiloha vedla k rovnici, kterou nazyvdme neuréitou (dio-
fantickou), a takovymi rovnicemi se budeme v této kniZce zabyvati.
Mezi né patif oviem mnoho jinych sloZitéjsich rovnic nebo soustav. Ve
8kole jste se moZna zamyslili nad tfm, jak nadel v43 uditel matematiky
nebo autor uéebnice trojahelnik, jehoZz viechny prvky (strany, vysky,
poloméry kruZnic opsané i vepsané) byly mald celd &fsla. Uréeni tako-
vého trojihelnfku je také vysledkem feen{ jistych neurtitych rovnic.

Nauka o neurditych rovnicich souvisi velmi tizce s vlastnostmi
celych &isel, o kterych pojednédva t. zv. ¢fselnd theorie. Proto si pfipo-
meneme v prvoi kapitole struéné nejjednodusdi z téchto vlastnosti,
které asi vétfinou vEichni znite.



I. O DELITELNOSTI — EUKLIDUV ALGORITMUS

Cisly budeme v dalsim rozuméti — nebude-li nic jiného feéeno —
racionalni celd &sla, ¢. j. &sla 0, +-1, 42, £3,... Celd kladni &fsla
1, 2,3, ... nazyvime pfirozend &sla. NapiSeme-li &islo = jako soudin
dvou é&fsel x = yz, je y (a ovlem té% z) délitel &fsla z, = je ndsobek
¢isla y. Kazdé &fslo £ m4 jisté délitele 41, 4. Prirozena &fsla v&tsf
nez jedna, kterd nemaji mimo +1, 4z jiného délitele, se nazyvaji
prvolisla. Prvotfsel jo nekoneénd mnoho, jejich fada zadini takto:
2,3,5,7,11, 18,17, 19, ... . Cisla, kterd nejsou prvodisly, se jmenujf
gisla sloend. Nejjednodussi &fsla sloZend jsou mocniny prvodfsel, na
pi. 8 = 2% KaZdé pfirozené sloZené &fslo, které neni mocninou prvo-
¢fsla, lze napsati jako soudin moenin prvoéisel, na p¥. 360 = 23 . 32, 5':
tato prvoéisla se nazyvaji prvoinitelé daného &isla. Tento rozklad je
jednoznaényj, t. j. prvoéinitelé i ptisluini mocnitelé jsou danym é&islem
jednoznaéné uréeni. '

Providéli jste jistd vsichni rozklad daného ptirozeného &fsla
v souéin mocnin prvodinitelii: u#iv4 se pfi tom zkouméni délitelnosti
daného &fsla prvodfsly. Z rozkladu &sla v soudin mocnin prvodiniteli
vyplyvé snadno tato vlastnost délitelnosti, které budeme v dal¥im
uifvati: je-li x délitelem &isel a, b, je té% délitelem Cisel a 4 b, a — b,
a.b.

Rozkladu é&fsla v soudin moenin prvodiniteli se pouzfva pii vyhle-
dini nejvétgtho spoleéného délitele a mnejmendiho spoleéného ndsobku
danych ¢&fsel. Mame-li na pf. vyhledati nejvétsiho spoledného délitele
&isel 84, 264, 360, rozloZfme tato ¥sla: 84 = 22 .3 .7,264 = 23.3. 11,
360 = 2%. 3%2. 5; vybereme prvolinitele spoleéné viem é&fslim, a to
v nejvys8f mocniné, v které jsou ve vdech dfslech obsaZeny. V nafem
pifpadé dostaneme 22, 3!; &slo 8 — 12 je nejvétSi spoledny délitel
danych tf &fsel. Vypodet zapisujeme oby&ejné schematicky do tabul-
ky, jak jisté vite:

84 264 360 22
21 66 90 3 0
7 22 30

I

2t .3



KaZdy jinyg délitel danyjch &isel je délitelem jejich nejvétsiho spole-
ného délitele 3 a je tedy mensi neZ 8. To platf i pro délitele ziporné. Na
pf. v nafem piipads jsou takovi spoleéni délitel$ éisla 4, 6.

Nejvétitho spoleéného délitele dvou pfirozenyeh éfsel muZeme
najiti také cestou postupného dsleni; té se sice pfi zvldsthich é&islech
uzivé ziidka, ale m4 vyznam pro algebraické vyrazy. Probereme si
¢iselny piiklad.

Jsou déna dvé &fsla pFirozend, na p¥. 262, 858. Délime vétsf éfslo
mensim:

8568 : 2562 = 3
102
Deélitele 252 délime pak zbytkem tohoto déleni, t. j. éislem 102:
262:102 =2
48
Déle délime délitele 102 zbytkem druhého déleni, t. j. &fslem 48:
102 : 48 = 2
. 6
Koneéné pii daléim déleni
48:6=8
0

vyjde zbytek 0; tim postupné déleni konéi. Posledni nenulovy zbytek 6
je nejvétsf spoleény délitel &fsel 262, 858, jak si snadno pfimo ovéfite.

Uvedené postupné déleni si poznamendme do tabulky:
858 262 3

252 102 2

102 48 2

48 6 8
0

Kag#dé fidka znamend jedno déleni; vedle sebe jsou napsiny délenec
a délitel, vpravo od svislé &iry podil, pod délitele zbytek. V nésledu-
jicim déleni je délitel pfedchoziho délencem, zbytek délitelem. Této
schematické tpravé postupného déleni ifkdme Euklididv algoritmus.
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Nyni je tieba, abychom si obecné ukdzali, Ze postupnym délenim,
jak bylo naznadeno, dojdeme vidy k nejvétiimu spoleénému déliteli
danych dvou ¢&fsel. Pfesné vysloveno:

Provedeme-li podle Euklidova algoritmu postupné déleni, pychdzejice
2e dvou danyjch &isel a, b, pak posledni nenulovy zbytek je nejvétim spo-
leénym délitelem 8 &isel a, b a lze ho napsati ve tvaru

4 = ax + bp,
kde o, B jsou ¢isla celd (kladné, zapornd nebo rovna nule).
Toto tvrzeni si dokdZeme, uvaiime-li:

1. Zbytky pti postupném déleni se stile zmensujf, dojdeme tedy
nakonec vidy k zbytku 0. '

2. Jednotlivé déleni miZeme zapsat rovnicemi; v éiselném pfi-
kladé& jsou to tyto rovnice:

858 = 252 .3 + 102,
262 = 102.2 + 48,
102 = 48.2+ 6,
48= 6.8+ O.

3. Z &tvrté rovnice (1,1) plyne, Ze poslednf nenulovy zbytek 6 je
délitelem predposledniho zbytku 48; z tfeti rovnice (1,1) plyne, Ze po-
slednf nenulovy zbytek 6 je také délitelem zbytku 102. Projdeme-li
takto rovnicemi (1,1) od poslednf k prvn{, dojdeme k zivéru, Ze posled-
nf nenulovy zbytek 6 je délitelem obou danych &isel.

4. Z ka#dé z rovnic (1,1) lze vyjidfit zbytek a postupnym dosa-,
zovénim dostaneme kazdy zbytek ve tvaru ax 4 bf. Tak z prvnf rov-
nice vyjde:

(1,1)

102 = 858.1 — 252.3 (6 = + 1, ﬂ— 3).
Z prvni a druhé rovnice dostaneme:
48 =252 —102.2 = — 858.2 + 252.5 (a = — 2, B = 5).
Z prvni, druhé a tfetf rovnice (1,1) plyne:
6 =102 —48.2=858.5— 252.17 (x =5, f = — 17).



5. Posledni nenulovy zbytek je tedy nejen délitelem &isel a, b, ale
je délitelny i jejich nejvétSim spole¢nym délitelem 3, nebof je ve tvari
ax + bf. Je tudiZ posledni nenulovy zbytek privé nejvétsim spoled-
nym délitelem obou &isel.

6. Dikaz jsme naznadili na éfselném piikladé, aby byl konkretni;
postup dikazu je vSak zcela obecny a proto jsme vyslovené tvrzenf
dokazali obecné.

Pojmu nejvétiiho spoleéného délitele uZivame u libovolnych ce-
lych &sel tak, Ze nepfihliZime k jejich znamenim. Tak na p¥. &sla 28,
60, —28, 60; 28, —60; —28, —60 maji téhoZ nejvétitho spoletného
délitele, totiz 4.

Pravime, Ze ¢isla a, b jsou nesoudélnd, je-li jejich nejvétsi spoledny
délitel 1. Jsou tedy na p¥. kaZdd dvé prvodisla nesoudélnd, ale jsou
nesoudélné také sloZens &fsla 24 = 23.. 3, 175 = 5. 7. Podle pfedcha-
zejicitho vykladu lze urést k nesoudéinym &islim a, b celd &isla «, B tak, Ze
plati:

ax + bf = 1. (1,2)

Obrdcené, lze-li k dvéma &islam a, b najiti celd ¢isla o, f tak, Ze
plati rovmice (1,2), jsou &sla a, b nesoudéind (prod?).

V daldfch vykladech uZijeme vét:

a) Jsou-li a, b dvé€ nesoudéind &isla a je-li b dé’htelem soubinu ac,
je b délitelem Eisla c.

b) Jsou-li a,b dvé nesoudéind &isla a je-li katdé z nich délitelem
&isla c, je také jejich soudin délitelem &isla c.

c) Je-li 8 nejuétsi spolednyj délitel Eisel a, b, jsou celd &isla %, % ne
soudéind. .

Tvrzeni a) dokaZeme tieba tak, Ze znisobime rovnici (1,2) éislem c;
protoze je pak b délitelem obou &lend na levé strané, je také délitel >m
pravé strany.

Podobné postupujeme pfi diitkazu véty b). V rovnici acx + bcﬁ =
= ¢ nahradime v prvnim élenu ¢ = kb, v druhém ¢ = ma a dostaneme
ab . (kx + mpB) = c: odtud je spravnost b) patrna.

l Pfi dikaze tvrzeni ¢) vyjdeme z dokazané rovnice



ax + b8 =4

a délime ji ¢fslem 8. Dostaneme rovnici
a b
—dr s 4 + ? . ﬂ = l,

kters ¥ika, Ze ¢isla %, % jsou nesoudélna.

Z rozkladu é&fsla v soudin mocnin prvoéiniteld nahlédne étenaf
snadno sim vétu: .

Je-li 8 nejvétsi spolebny délitel &isel a, b, a je-li ¢ nejvétsi spoleny
délitel &isel c, 8, je & nejvétsi spoletny délitel &isel a, b, c.

Uvedené vty si objasnime na pifklads:

Cisla —84, 102 majf nejvétitho spoledného délitele 6. Z Eukhdova
algoritmu vyjde rovnice

6=5.102 — 6. 84.
Délime-li ji 8esti, dostaneme
1=56.17—6.14.

Cisla 14, 17 jsou opravdu nesoud¥lné. P¥ibereme-li k danym dvéma
éisliim daldf éfslo 105, pak z rozkladu — 84 = —22.3.7, 102 =
=2.3.17,106 = 3.5 .7 vyplyva, %e nejvétdf spoletny délitel viech
t¥f éisel je ¢ = 3. K témuZ vysledku dojdeme, vyhleddme-li nejvétifho
spoleéného délitele ¢isel 6, 105.

Cviteni I. K dv&ma &islim 48, 84 najd&te tketi ¢fslo = tak, aby kaZdé
&fslo z trojice bylo délitelem soudinu ostatnich dvou. Kolik m4 iiloha FeSeni?
[Ndvod: rozloZte 48 = 12.4, 84 = 12. 7 a uka¥te, e x je nidsobek &isla ¢ .7
nikoli v&tSf ne¥ 48 . 84.]

. 2z
2. Pro kterd z je y =
xr —

3 celé &falo? [Ndvod: poloite x = 3 + t.]

3. Pomoci Euklidova algoritmu najdste nejvétéiho spoleéného d8litele
&isel 420, 1155.

4. Pomocf Euklidova algoritmu najdéte nejv&tiiho spoledného délitele
mnohodlenit 2z4 + 2® + 22* 4 1, 2 4 22® + 2z + 1. [Ndvod: provede se po-
stupné déleni mnohoélenu mnohodlenem, jako se provdd8lo pfi zvldStnich
&slech.]

8



5. Dokaite: je-li n &islo celé, je N dé&litelné Sesti. a) N = n(n + 1)(2n + 1),
b) N = n® 4 5n. [Ndvod: v obou piipadech dokaZte nejprve, e N je sudé, a pak,
Ze je délitelné tFemi. K tomu ufijte vztahti a) 2n + 1 = 2(n + 2) — 3, b) n* +
+ &= (n+ 1)(n + 2) — 3(n — 1) a uvaZte, 2o jedno z ¢fsel n, n + 1, n + 2 jo
vidy délitelné tfemi.]



2. LINEARNI ROVNICE O 2 NEZNAMYCH

Obritime se nyni k vlastnimu tkolu, t. j. k feSeni neuréitych
rovnic. Neuréitou &li diofantickou rovnici budeme rozuméti algebraickou
rovnici, kterd ma nekoneéné mnoho fefeni. Takovd rovnice mé jisté
aspoti dvé nezniamé, ale ne ka%da rovnice o dvou nezndmych je ne-
urditd. Na pf. rovnice (22 — 1)(y + 1) = 0 nenf neuréitd (proé?).

Relenfm neurtité rovnice budeme rozuméti v dal¥im toto: vyhle-
dats véechna celd &isla, kterd dané rovnici vyhovuji. .

V této kapitole si rozfefime linedrni rovnici o dvou neznémych.
Napifeme ji v tvaru '

ax + by =c; (2,1)
p¥i tom budeme predpoklidati, Ze a, b, ¢ jsou &fsla cela.

Mé-li rovnice (2,1) viibec néjaké celoliselné feSeni z, y, pak nej-
vétdi spoleény délitel &isel a, b je délitelem éfsla c¢. Tato podminka je
tedy nuind pro FeSitelnost rovnice (2,1); to znamena: neni-li splnéna,
nenf rovnice (2,1) FeSitelnd. Na pf. rovnice 2z 4 4y = 5 je nefeditelna.

Ale uvedensd podmfnka také staéi k tomu, aby rovnice (2,1) byla
feliitelna. Platf totiZ: je-li nejvétsf spoleény délitel & ¢isel a, b délitelem
disla ¢, m4 rovnice (2,1) feSeni.

Abychom to dokézali, uviZime, Ze bl i jsou ¢&isla nesoudélna.

8’ 8
-l
Podle kap. 1 lze uréiti celd éfsla «, g tak, Ze

b

Cela ¢isla . = « . —%, y=248. %jsou pak fedenim rovnice (2,1), coZ na-

hlédneme, znisobime-li rovnici (2,2) &islem c.

Mizeme tedy vysloviti tento souhrnny vysledek: nutnd a postaéu-
jtci podminka, aby rovnice (2,1) (kde a, b, ¢ jsou cela &isla) byla Fefitelnd
celymi &isly, je, aby nejvétSaspoleény délitel &isel a, b byl délitelem &isla c.

Jinak vysloveno: rovnice (2,1) md celodiselné Fedeni tehdy a jen
tehdy, je-li nejvétst spoleény délitel &sel a, b délitelem &isla c.

10



Je-li rovnice (2,1) feSitelnd, pak nemé jediné FeSeni, nybrz — jak
uvidime — nekoneéné mnoho Fefeni. Uréime-li jedno z nich jakymkoli
zptisobem (Euklidovym algoritmem nebo zkusmo), dostaneme snadno
viechna ostatni. Probereme si zase nejprve &fselny piklad. Rovnice

9r — 42y = 15 (2,3)

je podle pfedchozfho felitelnd, nebotf nejvétsi spoleény délitel &fsel 9,
42, totiZ 3, je délitelem ¢&fisla 15. Zkrdt{me rovnici (2,3) tfemi: vyjde

3z — 14y = 5. (2,4)

Tato rovnice m4 ziejmé tdZ fefeni jako (2,3). Jedno ¥eSeni rovnice (2,4)
jez=11,y=2 (mégno zkusmo). Plat{ totiz

3.11 —14.2=5.
Odeéteme tuto rovnici od rovnice (2,4): dostaneme

3(x — 11) — 14(y — 2) = 0,
gili ' ‘
3(z.— 11) = 14(y — 2). (2,5)

Cisla 3, 14 jsou nesoudélni: 3 je délitelem soudinu 14(y — 2); podle
kap. 1 je tedy 3 délitelem ¢&isla y — 2. Lze tudiZ urditi celé éslo ¢ tak,
%e y — 2 = 3t. Dosadime-li do rovnice (2,5) za ¥y — 2 a krdtfme tfemi,
vyjde z — 11 = 14t. Kazdé celodiselné Fefien{ rovnice (2,4) lze tedy
napsati v tvaru: '
= 11 + 14¢,
Yy = 2 + 3t,

kde ¢ je néjaké celé &slo. Zvolime-li za ¢t v téchto dvou rovnicich libo-
volné celé ¢islo, jsou piisluinéd z, y celodiselnym FeSenfm rovnice (2,4),
jak se piesvédéime dosazenim. Rovnice (2,6) ndm tedy divajf privé
viechna Fefeni rovnice (2,4).

Podobného postupu uZijeme obecné. Rovnici (2,1) kritime nej-
vétdim spoleénym dé&litelem &fsel a, b (ktery musf byt délitelem
dsla ¢). Je-li 24 9, jedno Fefeni rovnice (2,1), dostaneme viechna
ostatni ve tvaru:

(2,8)

11



b

z:zo-{—?.t,
a
y=yo*?-t:

kde-t probfha viecka oceld éfsla. Odvodte si podrobné sami!

Nejjednodussim p¥padem neurdité linedrni rovnice o dvou ne-
zndmych je t. zv. homogenni rovnice (s nulovym absolutnim &lenem)

ax 4+ by = 0.

Tato rovnice je vidy keditelnd (prot?). Napiste sami jeji obecné Fedent!
ProtoZe ureni jednoho feSeni rovnmice (2,1) pomoci Euklidova
algoritmu nebo zkusmo je n8kdy zdlouhavé, uZfvime v praxi tohoto
gpusobu:
Rovnici, jejiZ FeSitelnost jsme zjistili, na pE.
— 17z + 91y = 24,
upravime na tvar
17z = — 24 + 91y, (2,7)

t. j. osamostatnime &len s tou nezndmou, jejiZ koeficient ma mens{
absolutni hodnotu. Rovnice (2,7) vyjadfuje, Ze — 24 4 91y je é&islo
dslitelné sedmnécti. To znamena, pfiéteme-li ke kaZdému &lenu na
pravé strané rovnice (2,7) libovolny nisobek sedmnécti, zistane vy-
sledek délitelny sedmnécti. Ndsobky zvolime tak, aby se absolutni hod-
nota &isel co nejvice zmensila. Pfidteme tedy k prvnimu &lenu —24
¢slo 1. 17, k druhému — 5. 17y. Vyjde — 7 4 8y, coi je jisty na-
sobek sedmnécti: existuje tedy celé &fslo » tak, Ze plati

17y = — 7 + 6y,
6y =7+ 17u. (2,8)
Na rovnici (2,8) uZijeme téhoZ postupu jako diive. Dostaneme:
bv=1—u, \

Siiu= —6v+1.Zau dosa.dime do (2,8), vyjde po tipravé y = 4 —
— 17v. Za y dosadime do (2,7): vyjde po tGpravé z = — 9lv 4 20.
KaZdé fefeni dané rovnice lze tedy napsati ve tvaru

12



r = — 9lv + 20, o o
y=4— 17, (2,9)
kde v je celé é&islo.

Obricené rovnice (2,9) dédvaji pro kazdé celé &islo v celodfselné
¥eenf dané rovnice, jak se presvéddime dosazenim. Zidime-li na pf.
jen kladné feSenf, dostarieme z nerovnostf x > 0, ¥y > 0 podminky
v<$lL o<, t.jv=0—1 -2

Promluvime si jeité o ]ednodu- ot
chém geometrickém vyznamu feSeni Y
neurdité linedrni rovnice. Jistd vite, jak
si graficky znézorfiujeme rovnice o dvou
proménnych z, y. Vychdzime ze sou- A N
stavy pravothlych soufadnic: poloha N B
bodu v roviné je ddna dvojicf reilnych 7
¢isel z, y — jeho soufadnic. Jsou-li obg ~ ‘lo << c X
soufadnice z, y celd &fsla, dostaneme
bod, kterému Hkédme m#fZovy} bod ro-
viny. Viecky mi{Zové body dostaneme
jako pruseéiky rovnobdZiek s osami
soufadnie, vedenymi ve vzdélenostech
0, +1, 42, ... (obr. 1).

Rovnici ax + by = ¢ vyhovuje nekonedné mnoho dvojic &isel
z, y; jejich geometrickym zndzornénim je nekoneéné mnoho bodi.
Tyto body vypliiuji pfimku a Hkdme, Ze rovnice ax + by = ¢ je jeji
rovnicf. Najfti vSecka celodfselnd Fe¥enf této rovmice znamens tedy
geometricky: nalézti na dané p¥imece viecky m¥i%ové body.

Na obr. 1 je zndzornéna pHimka p o rovnici 2z + 3y = 5. Jeji
celoéfselnd, FeSend dosteneme znimym zpisobem ve tvaru

r=4 — 3u,

y=2u—1,
dosazujeme-li za u &fsla celd. Tim jsou dény i m¥Zové body na pFimce
p. Na obr. 1 jsou vyznateny body (—2; 3), (1; 1), (4; —1), které dosta-
neme z rovnic (2,10) postupné pro v = 2, 1, 0.

V&imnéme si jedts, e dosadime-li do rovnic (2,10) libovolné (nikoli
celé) ¢islo za u, dostaneme soufadnice z, y, které vyhovuji rovnici

~
/

Obr. 1.

(2,10)
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2x + 3y = 5 piimky p. Rovnicemi (2,10) jsou tedy vyjidfeny sou-
Fadnioe vlech bodi pfimky p pomocf nové proménné «, t. z. parametru:
proto se rovnice (2,10) nazyvaji parametrické rovnice pfémky p. Ctens¥i,
kteH se trochu vyznaji v zékladech analytické geometrie, védi, jak
potetnd uréime bod pfimky p nejblizéi poddtku: je to pata P kolmice
vedené poditkem k pifmce p. Rovnice této kolmice je — jak zndmo
% analytické geometrie —

. 3z — 2y = 0. - (2,11)

Parametr u, bodu P dostaneme, dosadime-li za z, y do rovnice (2,11)
v rovnic (2;10) a vypodteme u: vyjde u, = }§. MiHZovy bod piHmky p
nejblizsf poditku tedy uréime, najdeme-li celé &fslo # nejbliZsf hodnots
4o = }4. Tim &slem je u = 1 a nejblizé{ m¥Zovy bod je proto (1; 1)
v souhlase s obr. 1. -

R ~
Cvileni 6. Rozleste dlohu z dvodu.
~ . N\

7. V3k muZe a Zfeny jsou obrédcend®) (dvoucifernd) &isla a jejich rozdil je
potina v8ku Zenina. Urdete jo.

8. Vypodtéte na desitky dkg vahu dvou druht konserv; mensf konserva je
lehdf neZ 1 kg a podafilo se vyvéZiti 11 menSich konserv festi v&tSfmi a kilogra-
movym zévaZim.

9. 19 bodt v rovind, z nich¥ 24dné t¥i nejsou v pimce, spojujeme tak, aby
vznikaly trojihelnfky a &tyrdhelniky. Kolik narysujeme trojihelnikii a kolik
Styrthelniki, je-li ka¥kdy bod vrcholem jediného obrazce?

10. Na pifmcee 5z + 3y = 11 najdéte mifZovy bod nejbliZsi ose x.

11. N&kolik osob je udastno stejnymi podily na spoleéné koupi. Vzroste-li
pobet uBastnikir o 3, klesne velikost podflu o 4 tisice K&. Kolik bylo pivodné
osob a jaky byl podfl? -

12. Dopravni podniky maji k disposici pro dopraveni 12 000 osob dva
druhy souprav: souprava A pojme 90 osob, souprava B 150 osob. Kolik kterych
souprav je theba, aby byl jejich celkovy po&et co nejmensi. [Ndvod: je-li z poet
souprav A, y podet souprav B, sestavime rovnici a rozfeSime ji: pak vyjidfime
z + y pomooi velidiny u a u zvolime tak, aby = 4 ¥ bylo minimé4in{.]

* 13, Bndmovna ciziho stdtu ma 253 poslance, kteff ndleZeji tfem strandm:
vl4dn{, neutrdlni a oposici. Vlidni strana je nejvété, ale nemé absolutni v&tsinu:
k jejimu dosaZeni potfebuje pravé 289, hlasi strany neutrilni. Ob& neoposi&ni
strany majf dohromady vic neZ dvoutfetinovou vétiinu. Kolik poslanct maji
jednotlivé strany? [Ndvod: ozna¥te z pofet hlast stra.ny vléddn{, y podet hlast
strany neutrdln{: pro FeSen{ uZijte omezeni z > y, =z + y = 169.]

*) Obrécend &isla jeou na pf. 2374 a 4732.
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3. NEURCITE ROVNICE I. STUPNE O 3 NEZNAMYCH

Neuréitou linedrni rovnici o 3 neznamych napfSeme v tvaru:
ar + by +cz=4d T (8,1)
a predpoklddime, Ze a, b, c,d jsou ¢&sla celd, a, b, ¢ rizna od nuly
(pro¢?). Jako v kap. 2 budeme rozli§ovati tlohu, najiti podminku Fesi-
telnosti rovnice (3,1) od tlohy, roziesiti tuto rovniei.
a) Rovnici (3,1) si upravime:
ax + by =d — cz. (3,2)
Povazujeme-li rovnici (3,2) za neuréitou rovnici pro neznimsé z, y, pak
podle kap. 2 je nutnd a postadujici podminka jeji FeSitelnosti, aby nej-
vétéi spoleény délitel & é&isel a, b byl délitelem &fsla d — cz. Jinak fFe-
deno: podminkou FeSitelnosti rovnice (3,2) je, aby existovalo celé éslo
t tak, Ze
=d —cz. .
Posledni rovnici upravime:
cz + 8t =d. (3,3)
Rovnice (3,3) je neurdita rovnice pro neznimsé z, {. MiZeme tedy
Fici: rovnice (3,1), resp. (3,2) je feditelna tehdy a jen tehdy, je-li Fedi-
telnid rovnice (3,3). Podle kap. 2 viak vime, Ze podminka fefitelnosti
rovnice (3,3) je, aby nejvétsf spoleény délitel ¢ koeficienti ¢, 4 byl déli-
telem ¢&fsla d. Podle kap. 1 je e zdrovei nejvétsim spolednym délitelem
éisel a, b, c. Mame tedy tento koneény vysledek:
Nutnd a postalujict podminka Fesitelnosti rovnice (3,1) je, aby nej-
véidi spolebny délitel Lisel a, b, c byl délitelem Cisla d.
b) ReZen{ rovnice (3,1) provedeme analogickym zpisobem jako
Pfi rovnici o dvou nezndmych. BudiZ déna na pf. rovnice
18z — 12y + 15z = 6.

Podle pfedchozi véty je tato rovnice fefitelnd. Kratime tfemi a osa-
mostatnime &len s koeficientem nejmensf absolutni hodnoty.

4y = B8z | 52z — 2. (3,4)
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Pfi¢tenim vhodnych nésobki &tyf dostaneme

u=2z+ 2z — 2, ’
éili
z2=4u — 2z + 2.

Po dosazent za z do rovnice (3,4) vyjde
y=—x+ 5u+ 2.
Celot{selna fedenf dané rovnice jsou tedy danae vztahy

r=z,
y=— x4+ 5u+ 2, (3,5)
z = —2x + 4u + 2,

do nich# dosazujeme za z, v viechna celd &fsla.

PoZadujme jesté od FeSeni dané rovnice, aby spliovalo n&jakou
dalsf podminku. Hledejme na p¥. v pfedchozim pifklad® takové celo-
selnd Feleni z, y, z, v nichZ y je slo délitelné sedmi. PFihlédneme-li
k druhé z rovni¢ (3,5), znamens tato podminka, Ze existuje celé &islo v
tak, Ze plati

Tv= — x + 5u + 2.
Z této rovnice dostaneme
r=56u—Tv+ 2
a po dosazeni do rovnic (3,5) vyjde
y="1v,
2z = — 6uF ldv — 2.

Dalsi podminka muZe byt dina dalif linedrni rovnic{ mezi ne-
zndmymi z, y, 2. Tak dostaneme neurditou soustavu dvou linedrnich
rovnic o tfech nezndmyjch, t. j. soustavu, kterd mé nekoneéné mnoho
Fefenf. Hledime opé&t jej{ celofselnd FeSenf. Nebudeme odvozovati
obecnou podminku FeSitelnosti, kterd je v tomto pfpads jiZ pondkud
sloZitdjéf. UkdZeme jen na éiselném pifklads, jak se takovd soustava
Fei.

Méjme tedy na p¥. soustavu:

z+ 2y — 3z =3,

3z+ y+ 2 =L (3.6)
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Vybereme si tu neznamou, kterd se vyskytuje v obou rovnicich,
v naSem pifkladé tfeba y. (Co by znamenal pifpad, kdyby se #4dni
nezném4 nevyskytovala v obou rovnicich?) Tuto nezndémou vyloudime
z rovnic (3,6) obvyklym zpisobem. Neni-li levd strana jedné rovnice
nésobkem levé strany druhé rovnice, nevyloudf se vdechny neznimé
a vyjde neuréitd revnice pro z, z. V naem piipadé:

— bz —Tz=1. (3,7)

Je-li tato rovnice Feditelnd, jako je tomu s rovnici (3,7), rozfe§ime ji
zndmym zpisobem. V naSem piipadé vyjde
T=—"Tv—3, (3,8)
z = 5v + 2.
Z rovnic (3,8) dosadfme do jedné z rovnic (3,6), tfeba do druhé: dosta-
neme neurditou rovnici pro y, v:
— 1lv 4+ y = 6. (3,9)
Je-li rovnice (3,9) Feditelnd, jak je tomu v naem p¥fpadé, rozfesime ji.
Ve zvoleném piikladé dostaneme ihned
= 11v 4 6,
co% déva spolu s rovnicemi (3,8) FeSeni soustavy (3,6). Je-li nékterd
z rovnic (3,7) nebo (3,9) nefesitelnd, je oviem také soustava (3,6) ne-
feditelna.
Nejjednodussi, vidy feditelny piipad neuréité linearn{ rovnice
o tfech nezndmych je homogenni rovnice (pro¢?). Také soustava dvou
takovych rovnic je refitelns, a to mé fefeni rizné od trividlnfho Fe¥eni
z =y =1z=0, jak vyplyvé z nisledujici Gvahy.
Piedem vylouéime soustavy, kde jedna z rovnic je nésobkem
druhé (proé?). Soustavu, na pf.
22 — 3y + z=20,
4z 4+ 2y + 3z =0,
upravime tak, e osamostatnime na pravé strané ¢leny s jednou ne-
zndmou: tuto neznimou zvolime tak, aby levé strany vyslednych
rovnic nebyly jedna nisobkem druhé. Takové volba je vidy moZna
vzhledem k pipadu, ktery jsme pfedem vylouéili. (Soustavu 2z —
—3y+2=0, 4z — 6y 4 32 =0 bychom upravili takto: 2z 4
+ z = 3y, 4z + 3z = 6y.) Soustavu (3,10) upravime tfeba takto:

(3,10)
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22 — 3y = — 2,

4z + 2y = — 3.
Tuto soustdvu roziedime obvyklym zpisobem. Vyjde z = — {4z,
y= —13%2 ¢l z:y:z=11:2:(—16). Soustava (3,10) neuréuje
jednoznadné neznimé, nybri jen jejich pomér. Celoéise]né, Fefent
miiZeme napsati v tvaru

z = 1lu, y = 2u, z = — 16u,
7 kde % probih4 viecka celd &sla. Jaké
Y je Fefeni soustavy uvedené v zavor-
i kéich?

Vsimneme si jesté jednoduchého
geometrického vyznamu celodfselné-
ho tefen{ rovnic o tfech neznamych.

Jako v kap. 2 vyjdeme ze sou-
/ X stavy pravoihlych soufadnic, tento-

:O Y krite ovlem v prostoru, jak ji znite
/ / / z deskriptivn{ geometrie. Zde mame
/ / / tfi osy, po dvou k sob& kolmé, tro-
y / . jice celych ¢&fsel, na pf. (—4; 3; 1)
jsou soufadnice t. zv. m#iZovych bodi
v prostoru (obr. 2). Lineidrni rovnice

axr + byt cz=d,

kde a, b, ¢ nejsou ¢isla vesmés rovna nule, je splnéna pro nekoneéné
mnoho trojic éfsel z, y, z. Dokazuje se, %e piisluiné body vypliiuji ro-
vinu, kterd je grafickym znazornénfm dané rovnice. Probrané aritme-
tické tlohy znamenaji geometricky: nalézti m¥zové body, které
lezf v dané roviné nebo ve dvou rovindch. Dvé roviny jsou bud rovno-
béZné nebo se protinaji v piimce. Rovnobéinost se poznd z jejich
rovnic podle toho, Ze levd strana jedné rovnice je ndsobkem levé strany
druhé. Tento pifpad jsme viak p¥i fefeni soustavy vyloudili. Uloha,
nalézti celoéfselnd Fefeni dvou linedrnich rovmic o tfech neznimych
znamens tedy geometricky: urditi miZové body, které lezf na dané
piimce v prostoru.

NN N N
>

AN

a

Obr. 2.

Na konci kapitoly jesté dvé pozndmky:
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- a) Zptsob, jak se fe¥f linedrn{ rovnice o tfech nezndmych, se velmi
snadno rozifff na linearni rovnici o libovolném podtu nezndmych.
Také vyslednd podminka je obdobn4: feSitelnost takové rovnice zavisi
na tom, zda nejvétsf spoleény délitel koeficientt pfi nezndmych je déli-
telem absolutniho é&lenu &i nikoli.

Také soustavy linearnich rovnic o vétiim poétu -neznimych se
Fe&f obdobné jako soustava dvou rovnic o ttech nezndmyech, totiz vylu-
dovinim neznimych a sniZovdnim poétu rovnic.

b) Co bylo feéeno o celo¢iselnych FeSenich linearnich rovnic s celo-
éiselnymi koeficienty, platf i o rovnicich s koeficienty, které jsou racio-
naln{ &sla (t. j. zlomky obyé&ejné). Na pf. rovnice

Lz —3y=1% (3,11)
se pfevede zndsobenim tficeti na rovnici s celoéfselnymi koeficienty
51z — 45y = 20. (3,12)

Rovnice (3,11) a (8,12) maji t4Z FeSeni: rozfesime tedy rovnici (3,12)
a tak dostaneme celoéiselns FeSeni rovnice (3,11).

Cvitenl 14. Rozdil obrdcenych é&isel dvoucifernych (t¥icifernych) je dali-
telny sedmi. Najd&te je!

I15. Redte rovnici 5z + 8y — 8z — 92 celymi &fsly tak, aby fefeni z, y, 2
byla &isla navzdjem co nejbliZsf.

16. Najddte v rovind 3z + 4y — 7z = 1 midZovy bod, jehoZ soufadnice
jsou si navzdjem co nejbliZsi.

17. K baleni kusového zboif jsou
k disposici t¥i druhy beden, které pojmou
po 60, 80 a 150 kusech. Kolik beden ka-
dého druhu je tfeba k zabaleni 10 000
kusti, mé-li byt stfednich beden co nej-
méné?

18. Reéte‘ soustavu: ,2 ' 8

2z — 3y + 52 = 4,
6x + by — T2 = 1.

19. Chlapeci — bylo jich mén& neZ
sto — nastoupili do osmistupu a zbyli
tii: kdyZ nastoupili do pé&tistupu, zbyli
dva, v Sestistupu zbyl jen jeden. Kolik
jich bylo? Obr. 3.
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20. Bylo vystieleno nékolik ran do terfe s tfemi soustfednymi kruhy,
oznatenymi &sly 8, 12, 20 (obr. 3). KaZd4 rdna byla zdsahem a celkovy poéet
bodu byl 168. V stiednim kruhu bylo tolik zdsahtu jako v obou ostatnich dohro-
mady. Kolik bylo zdsahd v jednotlivych kruzich?

21. Redte soustavu )

z—§y+-}z—-2u=l,
3z + 2y — §z + fu = §.

22. Elektrické &lanky s napdtim 0,8V, 1,2V, 1,6V, 2V se maji spojiti
za sebou v baterii o nap&ti 30 V. Necht je #lanku viech druhi ptibliZné tyZ podet.
Kolik je kterych?

23. Jo moZné naphiti jednim hektolitrem oleje 15 nddob o objemu 5, 6,
8 litrio ?
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4. NEJJEDNODUSSI NEURCITE ROVNICE 2. STUPNE

Pfi neurditych rovnicich vyssich stupfii se setkivime velmi
dasto s pojmem parity. Rikéme, Ze dv& suda &fsla nebo dvé licha &fsla
jsou tése parity, dvé cels é&fsla, z nichZ jedno je sudé, druhé liché, jsou
rizné parity. Kaidé liché &islo miZeme napsati ve tvaru 2n + 1, kde »
je &fslo celé, kazdé sudé &islo pak ve tvaru 2n (n celé): pfipomefime si,
%e nula je sudé éislo. Druhd mocnina (étverec) sudého &fsla je 4n?, t. j.
é&fslo délitelné dtyimi. Ctverec lichého &fsla je 4n? + 4n + 1, t. j. &slo,
které déleno &tyFmi dé zbytek 1. Sudé éislo, které neni délitelno &tyFmi,
na pf. 4862, nemiZe byt étvercem Zddného celého ¢&isla. TotéZ platf
o lichém ¢&fsle, které déleno &tyFmi d zbytek 3, na p¥. 56847.

Nejprve se budeme zabyvati neurditou kvadratickou rovnief
o 2 neznamych z, y

—yt=c, (4,1)

kde ¢ je dané pfirozené &fslo. Ptejme se, pro ktera ¢ je rovnice (4,1)
fesitelna. Levou stranu rozloZime:

(z+ 9z —y)=c . (4,1%)
Jeou-li z, y téZe parity, jsou éfsla z + y, * — y sud4, jejich soudin,
t. j. &slo c, je délitelné &tyfmi. Jsou-li z, y rizné parity, jsou &fsla
x + y, x — y lichd, &slo c je také liché. Ukézali jsme tedy, Ze je-li
rovnice (4,1) Feliteln4, je ¢fslo ¢ bud liché nebo délitelné &ty¥mi. Zro-
veli ndm rovnice (4,1'y ukazuje cestu, jak fesiti rovnici (4,1): je tFeba
rozloZiti dané &islo ¢ ve dva ¢initele téZe parity: jednoho (vétitho)
z &initeli poloZime rovna z + y, druhého (mensiho) x — y a vypotte-
me z, y. Jsou-li oba &initelé stejni, t. ). je-lic + y =2z — y,jey = 0,
2? = ¢. Timto zpisobem je rovnice (4,1) Feditelnd jen tehdy, je-li c
&tverec ptirozeného éfsla. Je-li ¢ liché &fslo v&tsf neZ 1 nebo &islo déli-
telné &tyFmi vétsf neZ 4, 1ze provést aspoii jeden rozklad ve dva rizné
éinitele,atoproc = 2rn+1=1.(2n + 1), proc = 4n = 2. 2n. Mame
tedy tento vysledek: ' ]

Rovnice (4,1) je fefitelnd celymsi &isly tehdy a jen tehdy, je-li ¢ &islo
Liché nebo délitelné &tyfms.
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Reeni provedeme popsanym rozkladem &fsla c.

Na pF. rovnice 22 — y* = 15 se rozfedi tak, Ze rozloZime 15 —
= 1.15 = 3. 5. PoloZime nejprve z + y = 5, x — y = 3, dostaneme
r =4, y=1, pak polo#ime z + y = 15, x — y = 1, vyjde z = 8,
y = 7. Rovnici #2 — y? = 36 rozfedfme z rozkladi 36 = 2 .18 =6.6
(nikoli 3 . 12 nebo 4 . 9) a poloZime postupné z + y = 18; 6, x — y =
= 2; 6; vyjde x, = 10, y, = 8, z, = 6, y, = 0. Rovnice 2? — y? = 22
je nefetitelns.

Uvédéli jsme vesmés jen Fefeni kladna nebo rovns nule. Je patrné,
Ze u ka¥dého Fefeni miiZeme pfFipojiti libovolnd znamend.

Mezi jednoduché rovnice 2. stupné nélez{ také t. zv. rovnice bi-
linedrni: )

azy + bx 4 cy +d = 0. 4,2)
Budeme predpokl4dati, Ze a, b, ¢, d jsou é&isla celd, a mimo to a, ¢ ne-
soud&mé. Z rovnice (4,2) vyjadiime y:
- bx+d
T az+ ¢

a budeme Fediti rovnici (4,3). To znamen4: urdime celé &slo z tak, aby
zlomek v rovnici (4,3) mél celoéfselnou hodnotu. Zvlastni piipad této
tlohy jste fedili v evieni 2. Nyni ji probereme obecné. PoloZime
u="bzx+d
v =azx -} c.

(4,3)

(4,4)

Z rovnic (4,4) vylouéime z: dostaneme
au — bv = ad — be. (4,5)

Je-li v délitel &sla u, je podle (4,5) v také délitelem &isla ad — be.
Obracené budiZ v libovolny délitel ¢isla ad — bc. Podle (4,5) je au =
= (ad — bc) + bv; odtud vyplyva, Ze ¢ je délitelem éisla au. Podle
pfedpokladu jsou a, ¢ ésla nesoudélnd. Druhé z rovnic (4,4) ukazuje, Ze
jsou pak téZ ¢&fisla a, v nesoudélni: nebof kazdy spoleény délitel &fsel
a, v je také délitelem &fsel a, ¢ = v — ax. Jeito je tedy v délitelem
¢isla au a @, v jsou nesoudélna, je v délitelem u. Celé &fslo z, které vyho-
vuje rovnici ax + ¢ = v, vede k feSeni rovnice (4,3).
Resime tedy bilinedrnf rovnici, na p¥.



22y — 4x + 3y + 3 =0

takto: upravime ji na tvar

_ 4z —f,
T 2x 4+ 3
vypoiteme ad — bc = — 18: vyhleddme viecky délitele m &isla —18:
m—-+1, +2, 43, 46, 49, +18: fefdfme rovnice
) 2z + 3 = m:

pokud jsou kofeny celodfselné, vedou k Fefeni dané rovnice. V nadem
piipadé pro m = 42, 46, 4 18 nedostaneme celodiselné kofeny. Pro
m = 41, 43, 49 vyjdou kofeny z = —1; —2; 0; —3; 3; —6 a p¥i-
sluiné hodnoty y jsou —7; 11; =—1; 5; 1; 3.
Jsou-li @, ¢ soudslnd éisla, na p¥. v rovnici
10zy — 4z + 15y + 3 = 0, (4,6)
upravime (4,3) takto:

_, &3
y=+. 2r + 3
Rozfedime zndmym postupem rovnici
, 4w — E
T2z 4+ % (4,7)

ReZenfm rovnice (4,6) je pak jen takové redenf rovnice (4,7), které je
délitelno péti. V nafem piipadé je (4,7) rovnice dfive feSend: dosta-
neme tedy jediné fefeni rovnice (4,6) z = — 3, y = 1.

V predchédzejicich tvahich jsme mltky predpoklédali, Ze ad —
— be + 0. Ctensf si snadno s4m rozhodne feSitelnost rovnice v p¥pads,
ze ad — bec = 0.

Kvadratickym rovnicim, o nich¥ jsme pravé jednali, Ize pfisouditi
geometricky. vyznam podobnym postupem, jakého jsme uZili pfi ne-
urditych rovnicich 1. stupné. Tak na pF. fesiti rovnici #>*— y* = ¢ pro
dané ¢ znamend, uréiti mf{Zové body na dané rovnoosé hyperbole,
a pod.

Cviteni 24. RozFeSte rovnici 2% — 4y = 420. "

25. Rozteste rovnici y(2z + y) = 65. [Ndvod: zavedte misto y novou re-
zndmou z = = + ¥.]
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26. DokaZte, %e soudtem libovolného konefného pottu lichych é&isel né-
‘sledujicich za sebou je bud é&slo liché nebo &fslo d8litelné &tyfmi. [Ndvod: se-
St&te lichd &fisla od 2n, + 1 do 2n, + 1.]

27. Zjist&te, které miifové body leZi na hyperbole 5zy — 2z + 3y +
+3=0.

28. Pro ktera celd &fsla z mé4 zlomek

82 — 1 celosiselnou hodnotu?
6z + 9

29. Rozhodnéte, zda rovnice 11z — 7y = 9 mé takové celo&iselné FeSeni
z, y, aby z bylo délitelem y.

30. Otec jeo stér 29 let, syn 4 roky: za kolik let bude otec n-krét tak star
jako syn? (n celé.)

31. Najdste celd &fsla, jejichZ harmonicky prumér je také celé &islo.

2 1 1
{Harmonicky pramér h &fsel a, b je definovén vztahem: w7 + = Pri Feeni
a

tlohy odstraiite v této rovnici nejprve zlomky a pak poloite ¢ + b = z,
a — b = y: vyjde y* = kx (k celé): volte y? a rozklidejte je v soudin dvou &ini-
teli k, z, ktelf jsou — jak dokéZete — téZe parity.]
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5. PYTHAGOROVA ROVNICE

Nejdilezitéj§i z jednoduchych neuréitych rovnic 2. stupné je
rovnice 24 gt = 2 (5.,1)

jeji Feeni (omezime se jen na celd kladnd ¢isla) jsou t. zv. éisla pytha-
gorejskd. Geometricky vyznam fefenf rovnice (5,1) je zfejmy: hleddme
pravoihlé trojahelniky s celodiselnymi stranami. Budeme nejprve
urdovati jen takova feSeni rovmice (5,1), kde z, y, z jsou nesoudélna:
ostatni z nich snadno dostaneme. Je-li totiz 6 > 1 nejvétsi spoleény
délitel &fsel x, y, z, miZeme psiti ¢ = 82, y = dy’, z = 82’, kde 2’, ¢/,
2’ jsou nesoudélna. Dosadime-li do rovnice (5,1) za z, y, z a kritime
82, vyjde "2 + y? = 2’3, t. . #', y', 2’ jsou FeSenim (5,1) pfedpokladané
vlastnosti.

Po tomto omezen{ je patrné, Ze z, y nejsou obé ¢isla sudd: nebot
pak by bylo také 2? i z &slo sudé a z, y, z by méla proti pfedpokladu
spoleéného délitele 2. Avak ¢&fsla x, y nemohou byt také obd licha:
nebot pak bychom mohli psati z =2+ 1, y =2p'+ 1, 22 = 22 4
+ 2 =484+ n*+ £+ n) + 2: &islo z by bylo sudé, nikoli viak
délitelné étyfmi, coz — jak vime — je nemoZné.

Cisla z, y jsou tedy rtzné parity, z je liché. Zvolme si oznaéen{
tak, aby « bylo sudé, y liché. Rovnici (5,1) upravme na tvar

(z + y)z — y) = == ‘ (5,2)
Z rovnice (5,2) dostaneme, délime-li ji éty¥mi:
Hz+ ). 3z —y) =2 (5,3)

Cisla 3, y jsou lich4, &fsla 4(z + y), (2 — y) jsou celd a nesoudélna.
Nebof kdyby tato ¢&isla méla spoleéného prvodinitele p, bylo by
zt+y)=op, Hz—y)=pp (x,B celd), t. j. z=(x+ B)p, ¥y =
= (&« — B) p. Méla by tedy ¢&isla z, y a podle rovnice (5,2) i éislo  spo-
le¢ného délitele p > 1- proti pfedpokladu.

Rovice (5,3) ukazuje, Ze celé &islo 122 je rozloZeno v soudin dvou
nesoudélnych é&initeld: to znamend, Ze kazdy z téchto dvou éiniteli
mus{ byt &tverec celého éfsla. Nebot je-li na pf. ¢ prvocinitel é&isla
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Yz + y), je q také prvolinitelem é&fsla }x? i 2. Rovnice (5,3) je déli-
telna sudou mocninou é&fsla ¢, $(z — y) v8ak neni délitelno éislem g, je
tedy prvodinitel ¢ v rozkladu &isla 4(z + y) v sudé mocniné. Tento
tsudek plati o viech prvoédinitelich ¢&isla 4(z + y) (a oviem i }(z — ¥)),
je proto kazdé z téchto dvou &isel étvercem celého &fsla.

Polozime tedy (z 4+ y) = 42, ¥z — y) = %, pak je }a? = u?;
z téchto vztahid vyjiadiime =z, y, 2. V3ecka nesoudélni Fefeni rovnice
(5,1) vyjdou v tvaru

T = 2up, y = ut — v? z = u?+ 2

kde » > v, u, v jsou nesoudélnd a téze parity (proé?). Vdechna Fedeni
rovnice (5,1) dostaneme pak z rovnic:

T = 2kuv, y = k(u? — v®), z = k(u? + v?), (5,4)
k celé, u > v nesoudélnd a téZe parity.

Dosazenim se snadno piesvédéime, Ze obriacené kazda trojice &isel
x, ¥, 2, ktera vyjde z rovnic (5,4) p¥i libovolné volbé &, u, v, je FeSenim
rovnice (5,1). Na pf. pro u = 2, v = 1, k = 1, vyjde znam4 trojice
z=4,y=3,2=5,prou = 3,v = 2, k =1 trojice 12, 5, 13, a pod.

Obé& uvedené trojice &fsel nalezi do skupiny nejstarsich zndmych
fefenf, pro né% z = x 4 1. Z Tovnic (5,4) plyne z této podminky
k(u —vP=1,%t j.u—v=1 k=1: pak je x =2v(v + 1), y =
=204 1,z=2v(v+ 1)+ 1. '

Skupinu dalsfch tloh si vyslovime geometricky: Hledejme koso-
uhlé trojahelniky s céloéiselnymi stranami tak, aby jedna z vysek,
na pf. v,, délila pFisluSnou stranu (¢) ve dva useky celoéiselnych délek.
Uloha mé smysl i pro tupoihlé trojahelniky (viz obr. 4). Vyjad¥me
podminku rovnici: .

a*— ¢t = b2 — ck. (5,5)
Tato rovnice se ma FeSiti celymi &sly. Oznaéime-li spole¢nou hodnotu
obou stran rovnice (5,5) v> =-t, pak vime podle kap. 4, Ze Fefen{ této
rovnice dostaneme ze dvou rozkladi é&fsla ¢ ve dva rizné dinitele téZe
parity (kdyby ¢&initelé byli stejni, vyslo by ¢, nebo ¢, rovné nule a troj-
thelnik by byl pravothly proti pfedpokladu). Jsou-li oba rozklady
¢isla ¢ stejné, vyjde a = b, ¢, = ¢,, trojuhelnik je rovnoramenny,
jsou-li rozklady rtzné, je a + b, trojuhelniky jsou dva: ostrothly
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a tupouhly. Pfi feSeni rovnice (5,6) vychdzime vidy z &fsla ¢: na pf. pro
t=16=1.156=23.5 dostaneme a =8,¢, =17, b = 4, ¢, = 1: vy-
sledné trojihelniky majf strany a =8, b =4, ¢ = 8 (ostrothly),
a’' = 8,8 =4, ¢ = 6 (tupothly). Prot =21 =1.21 = 3. 7 vyjdou
trojihelniky 11, 5, 12, a 11, 5, 8.
Na feSeni rovnice (5,5) preva.dime Fefeni rovnice P
2?4 y? =22+ u?

tim, Ze ji upravime na tvar 22 — 2* = u? — 2.

v p/robra,né geométrické uloze jsme nepozadovali, aby vyska v,
byla vyjédFena celym &fslem. To nastane jen tehdy, je-li t = v2 &tverec
celého éfsla, ktery rozloZzime dvojim zptisobem v souéin dvou riznych
éiniteld, oviem téZe parity (pro¢?). Nejmensi é&fslo ¢, pro které lze pro-
vést dva rizné rozklady, je t = 64 = 2.32 = 4. 16. Vyjde a = 17,
¢, = 15, b = 10, ¢; = 6, t. j. trojtihelnik (tupodhly) a = 17, b = 10,
¢ = 21, v, = 8. Tento trojuhelnik ma obsah 84, jsou tedy vSechny jeho
vysky vyjadfeny raciondlnimi &fsly.

Uvedeny trojuhelnik ndleZ{ do zajimavé skupiny trojuhelnikd.
Z trigonometrie znite kosinovou vétu: je vyjaddiena rovnici

a? = b 4 ¢ — 2bc . cosx

a dvéma dal§imi vzniklymi eyklickou zaménou prvki. Z téchto rovnic
je patrné, Ze v trojuhelniku s celodfsel-
nymi stranami jsou kosiny viech dhld
raciondln{ é&fsla. Je-li mimo to jesté
jedna z vySek (na p¥. v.) racionalni, pak
je také obsah vyjidfen raciondlnim
¢islem a jsou tedy viecky vysky racio-
néln{. Siny viech ihld trojuhelniku jsou
také racionalni é&fsla, nebot na pf.

sin o = %3 (obr. 4). Trojahelnik s racio-

nalnfmi stranami, jeho viecky 1hly
maji racionilnf siny a kosiny, se nazyva
raciondlnd &ili Herondw.

‘Znésobime-li viecky délky (strany,
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vySky, Gseky vytaté na stranich vydkami) racionilniho trojthelnika
vhodnym ¢islem, dosahneme toho, %e viechny tyto délky budou vy-
jédfeny celymi é&fsly. Jak takové trojihelniky vyhleddme, ukdzali jsme
na hofejsim p#ikladé.

PovSimnéme si jest& nadslédujiciho: jsou-li kosinus i sinus dhlu «

raciondln{ ¢fsla, miZeme psiti cosa = %, sinx = %, kde k, I, m jsou

&sla cela. Ze zédkladnf rovnice cos?x - sin?x = 1 plyne k3 4 I = mS3,
t. j. k, 1, m jsou (aZ na znaménka) pythagorejska ¢fsla. V uvedeném
piikladé raciondlniho trojahelniku @ = 17, b = 10, ¢.= 21 je sinx =

=-% = ¢, cosax = },%) sinf = P, cosf = }4,*) siny = §4, cosy =

= $3.%)

Cvitenl 32. Najdste pravodhlé trojibelniky s celodfselnymi stranami, je-
jichZ del5i odv&na je aritmetickym primérem kLratsf odvSsny a pfepony.

33. Dv3 protinajici se kru¥nice, jejich¥ poloméry jsou vyjédfeny celymi
¢faly, majf spoletnou t&tivu délky 30. Urdete je tak, aby vzddlenost stfedu byla
co nejmensf.

34. Ktery racionAlni trojuhelnik mé vySku 2,256! [Ndvod: hledejte racio-
nilnf trojuhelniky s vyskou 4.2,25 = 9, 8. 2,25-= 18.]

35. Pravouhly trojuhelnik s celodiselnymi stranami je raciondlnf. UkaZte,

ab
%o jeho vyska neni vyjédfena celym d&islem. [Ndvod: vyjédiete w = - =

2kPuv(u® — %) - < . -
= —W—: je-li p prvoéinitel éisla « a je-li w celé é&islo, je téZ prvoéini-

telem ¢isla v; to viak nena.st.a.ne.l

36. Urlete t&tivové &Etyrahelniky s celodiselnymi stranami a jednim
pravym tGhlem. [Ndvod: uvaite, Ze se kaZdy takovy &tyrihelnik skldédé ze dvou
pravonhlych trojihelnikh se spoleénou pfeponou.]

37. Urdete pravoudhlé trojuhelniky s celodfselnymi stranami o daném
obvodu (na pf. 23 = 72). '

38. Redte rovnici .

ot + 4y = (x + y + 2)*

*) Trojahelnik 17, 21, 10 je tupoihly, protoZe plati 21? > 102 4 172, jsou
tedy kosiny i siny vSech jeho uhla a% na cosy kladnd &isla. Obecnd, jak zndmo
plati: trojihelnik, jehoZ nejdelsi strana je ¢, je ostrothly (pravothly, tupodhly)
podle toho, je-li ¢ = a? + b2,
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6. VYSLEDKY CVICENI

l. z = 28y, y probfhd viecky délitele 144. 2. 2 = — 3; 0; 1; 2; 4; 5; 6; 9.
3. 6§ =105. 4. § = 2% 4 « + 1. 6. Polet cvidencid je 47. 7. 54; 45. 8. 0,8 kg;
1,3 kg. 9. a) Polet trojiihelniki 5; 1; podet Etyrihelniki 1; 4. 10. (1; 2). I1. Podet
Geastnild 3; 6; 9; ...; velikost vkladu 8; 12; 16; ... tisfc Ké&s. 12. 2 = 2, y = 130.
13. £ = 106, y = 75. 14. 81; 18 — 92; 29 a trojcifernd &fsla s libovolnou vlo-
%enou stfedni cifrou, na pf. 831; 138 — 952; 269 ap. IS.z = 32, y = 30,z = 31.
16. (—1;1;0). 17. Stiedni bedny jsou 2; velkych beden je z = 2¢, malych
y = 164 — B¢, kde 0 < ¢ << 33. 18. Soustava je nefefitelnd. 19. Polet chlapcii
je 67. 20. V kruhu (8) 2 zésahy, v kruhu (12) 6 zdsaht, v kruhu (20) 4 zdsahy.
2l x =2, y=12 — 9 — 24v, z = 30 4 16t — 68y, u = 3 — 9v; u, v libo-
volné celé isla. 22. (lénku je 6 po 0,8V, 6 po 1,2V, 4 po 1,6V, 6 po 2V,
23. Uloha mé t#i feSeni:

Podet nddob

a51 |2|4|6 24 z|106]38|28|22 25 =z|32]|4

— . -

ael |7)4]1 y|s2]16|.8 | 4 y| 1]s
asl |6|7]s8

27. (0; —1), (—2; 1). 28. Pro x = — 1; 5 ma zlomek hodnoty —3; 1. 29. Jediné
fefenf je z = — 3, y = — 6. 30. Pled tfemi roky byl otec 26krit tak star jako
syn. Za 1 rok (21 let) bude otec 6krat (dvakrét) tak star jako syn. 31. Dostaneme
tak na pf. fefeni: a = 6, b = 3, h = 4 neboa = 6, b = 2, h = 3 atd. 32. Jsou
to jediné trojuhelniky o stranach 3k, 4k, 5k, kde k je celé &fslo kladné. 33.r, = 25,
ry = 17, S8, = 12. 34. Takové trojuhelniky jsou na pf. 20; 10,25;.10,25 — 6,
3,75; 3,75 — 10,25; 3,75; 13 — 10,25; 3,75; 7. 36. Vylou¥ime-li obdélniky, ma
nejmensf takovy &tyrahelnik strany 1; 5; 5; 7. 37. Je to trojiihelnik o stranéch
18; 24; 30. 38. Redeni jsou: a) z = k(u? — v?), y = kuv, z = kv(2v — u), b) z =
= dkuv, y = k(ud — v?), z = k(u® — 4uv + 3?), kde u > v jsou nesouddlné
¢isla mizné parity.

29






OBSAH

102727 [ 3
1. O déslitelnosti — Euklidiv algoritmus ............ ..ot 4
2. LineArnf rovnice o dvou nezndmych..............co i 10
3. Neurtité rovnice 1: stupng o 3 mezndmych ............. .o, 15
4. Nejjednodussf rovnice neurdité 2. stupnd .................coviiinnn. 21
5., PythagOrova FOVINCE . . . oot vvvrrnvtreneennnecnsonanennsconssannns 256

6. Vyaledky cvidenf ..............coovunus PP 29



Spisovatel
Nézev dila
Vydala
roku

V edici

Za redakee
Stran
Obrazca
Vytiskla
Vydéni
Néklad
Cena

Jan Vyéin

Neuréité rovnice

Jednota eskoslovenskyjch matematikd a fyske
1949

Brina k védd evazek 3

V. Jozifka

32

4

Knihtisk. Prometheus v ndr. sprdvé v Praze VI1II.
prond

5500 vyjtisks

K& 12,—









		webmaster@dml.cz
	2015-08-24T23:14:53+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




