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Considérons d’abord le déterminant

L1135 Zygy +vey Zqp
D=2y, %y, ..., 2y, |,
Zp1s Tpos oo Znn

dont les éléments z;, sont algébriquement indépendents sur un champ
d’integrité commutatif /. Dans la démonstration du fait que D est un
polynéme irréductible sur 7, on se sert du théoréme que le degré du pro-
duit de deux polyndmes est égal & la somme des degrés de ces deux fac-
teurs. Ce théoréme n’est pas vrai pour les anneaux qui contiennent des
diviseurs de zéro; dans le seminaire de prof. Ko¥inek, on a posé cette
question: Est-il possible que le déterminant D soit réductible, si I’on le
considére comme un polynéme sur un anneau commutatif ayant 1°61é-
ment un?

La réponse est contenue dans le

Théoréme prineipal. Soit O un anneau commutatif avec I'élément un.
Pour que le déterminant D, considéré comme un polynéme dans les éléments
w;, algébriquement indépendents sur O, soit réductible, il faut et il suffit que O
soit la somme directe de deux anneauz.

Dans ce théoréme on emploie la notion de la réductibilité d’un poly-
nome au sens de la divisibilité dans "annean P = O[zy, 2y, ..., ,,]. Un
polynéme est dit' réductible, s’il est le produit de deux facteurs dont
aucun n’est unité dans ’anneau P. La définition ordinaire de la réducti-
bilité est différente. Un polyndéme est dit réductible au sens ordinaire,
s’il est le produit de deux facteurs, dont chacun est un polynome du degré
au moins égal & un. .

La démonstration du théoréme principal est 'objet du présent
travail.-Tl est clair, si O est la somme directe des anneaux 0, O, et si I'on
8 ji€0; et f; ;€ Ofwy, @y, ..., ] tels que f; + 7, =1, f,. g, = J; (par
exemple f;, = g, = 4,), ol s = 1, 2, qu’on a aussi

= (f, + sz) - (92 + 9.D).



Dans la partie II de ce travail je montre qu’on obtient ainsi toutes
les décompositions de D, ce qui entraine facilement le théoréme principal.
Dans la partie I je détermine les unités, les idempotents et le radical de P,
en supposant que I'anneau O soit connu.

Partie 1.

Soit O un anneau commutatif avec I'élément un, désigné par 1. Si
Pon désigne de plus par 0 I’élément zéro, ona b - 0=10,0.1 =15 pour
tout b € 0. Un élément ¢ est dit une unité, s’il existe un d tel que cd = 1.

On dit que b est un nilpotent, s’il existe un nombre naturel m tel
que b™ = 0. Les relations ™ = 0, ¢® = 0, b . ¢! == 0 entrainent celles-ci:
E<m—1,1<n—1,%k+1<m-+n—2; on a alors

(m_]—;;’_ 1)b’”’.cl=0,

k+l=m+n—1

car tous les termes de la somme sont zéro. On a aussi (bd)™ = b™ . d" = ¢
pour tout d. Donc I’ensemble de tous les nilpotents est un idéal, qui est
dit le radical; nous le désignons par r. On dit que O est un anneau sans
radical ou que O n’a pas de radical, si 1 ne contient aucun élément diffé-
rent de zéro. Si 'on a 6™ = 0 mod v, il existe un c et tel que b™ = ¢ et
on peut déterminer un nombre naturel n tel que 0 = ¢” = 6™, d’onr
b = 0 mod 1. Donc I’anneau O/r n’a pas de radical.

(b + oyren=t =

Un élément j est dit un idempotent, si I'on a j2 = j (et par suite,
9" = j pour tout nombre naturel n). Soit k =1 — 4. Onajk =j — j2 =
= 0, k* =k — kj = k; k est alors en méme temps un idempotent. Soient
(7), (k) les ideaux engendrés par §, £ dans O. Sil’on a bj = ck, on a aussi
0 = bjk = ck? = ck = bj, donc zéro est le seul élément contenu & la fois
dans (j) et (k). Soit j =0 == %; on a O = (j) + (k). § (vesp. k) est évi-
demment 1’élément un de l’anneau (j) (resp. (k)). Soit inversement
O=0,+ 0y 0na5e0,keO,tels que 1 =4+ k, 0 = jk, d’ot1 j2 = 7,
k* =k, et § &= 0 == k. Ayant trouvé tous les idempotents, on a trouvé
aussi toutes les décompositions de O en somme directe, et réciproquement.

Soient y, #,, ..., zy algébriquement indépendents sur 0. Soit P, =
= O[%y, %y, ..., Zy]; désignons par Ry le radical de P,. Cette partie con-
tient la démonstration des théorémes suivants:

Théoréme 1. Chague classe idempotente de Ofv contient un et seulement
un élément idempotent de O. -

Théoréme 2. Ry = v[@y, @, ..., zy].



Théoréme 3. Pour qu’un polynéme fe Py soit une unité de Py, il
faut et il suffit que le terme absolu de | (le terme du degré zéro) soit une unité

" de O et que tous les autres coefficients appartiennent & .

Théoréme 4. Tous les idempotents de P appartiennent & O.

Nous démontrons ces théorémes & Paide de quelques lemmes.

Lemme 1. Si b est une unité de O et si v e v, b 4 r est aussi une unité
de O. , '
~ Démonstration: Il existe un ¢ « O et un nombre naturel z tels que
be=1, 1" =0. Posons s=—7. On a 1=0".¢" = (b* — s") .c" =
=0b—58).0" "+ ...+ 1) . " b—s=2>b-Lr est donc une unité.

Lemme 2. Si b est une unité de Or, b est aussi-une unité de O.

Démonstration: Il existe un ¢ tel que b¢c.=1 mod v, ‘par suite,
bc =1+ r, ou rer. Daprés le lemme 1, 1 + 7 est une unité de 0, il
existe alors un d tel que 1 = d(1 4 7) = b(cd). Donc & est une unité de O.

Démonstration du théoréme 1. Soit 42 = b mod y. Soit ¢ = 1 — b.
On a

b4+c=1, c2=c¢, bc =0modr.

Il existe un 7 tel que

Bt =0 (x)
et, comme b" = b, ¢" = ¢, ' _
o bt =1, (8)
D’apresle lemme 2, 5" + ¢” est une unité de O, donc on a un d tel Que
1= db" + der. , W

D’aprés (B), on & 1 =d(b" + ¢*) =d, alors b" = b" . d = b. Multiplions
(y) par db™; d’aprés («), nous obtenons db” = (db")2 +d%. 0" . " = (db™)2;
la classe de b contient 1’élément idempotent 5" .

- Soit maintenant

€% = ¢y, €% = ¢y, ¢ = ¢y mod 1.
On a des éléments idempotents d,; d, tels que
6 +dy=1=c,+ dy

Il est ¢; =¢,+ 7, par conséquent d, = d, — 7, ot 7 er. Parce que
0=cd, =cody = (¢ + 7). (dy — 7) = Cody + 7(dy — ¢5) — 72, On 8 72 =
= 7(dy — ¢5). Soit » == 0; dans ce cas, il existe un nombre naturel 7 tel que
R0, " = 0= "1 r . (d, — c,), alors

0=1". (dy — cy).



Si nous multiplions cette relation par d,, nous avons 0 = 7" . d,> — " |
. dycy = 1" . d,et d’une maniére analogue 0 = 1"c,, d’ott 0 = 7"dy + "¢, =

— " contrairement & ’hypothése. Par conséquent 7 = 0, ¢; = ¢,, d’ott la

proposition.

Lemme 3. Pour que Py n’ait pas de radical, il fcmt et il suffit que O
n’ait pas de radical.

Démonstration: Soit d’abord N = 1. La relation évidente r C OR,

montre que O n’a pas de radical, si P; n’a pas de radical. Soit inverse-
n mn

ment O sans radical, f = >, @, == 0; on a pour chaque m f" = ¢!,

i= ' i=0

=0

e = @™ % 0. Donc f ==0=f"=+£0, cest-a-dire que P; est sans
radical. Pour le reste nous procédons par 'induction.

Démonstration du théoréme 2. Si on a un f e[y, 2, ..., Zy], on
a aussi f e Ry, parce que chaque terme de f appartient & QR y. Soit mainte-
nant f* = 0. Considérons f comme un polynéme sur Panneau O/ qui est
sans radical. D’aprés le lemme 3, tous les coefficients de f sont zéro dans
OJz, par suite, f e[y, %, ..., Tyl

Lemme 4. S7 4y, Y, - .., Yy SONE a,lgeb7 1quement indépendants sur O/r,
les anneaux Py/Ry et Ofx[Yy, Yo, - .-, Yy 0Nt s0morphes. ‘

Démonstration: On peut expmmer les éléments de tous les deux
anneaux par les mémes symboles avec les mémes operatmns et, d’apreés
le théoréme 2, avec la méme égalité.

Lemme 5. Soit O sans radical; soit

g m=+n
b,
Za zt L Zc ',
8O0I Cxp = Cgoy = . = Cpyy = 0. Si NOUS POSONS Gy = Gpy o = ... =
A . o p
=byq =b,.o = ... =0, la relation § 4+ | = K entraine a,b, = 0.

Démonstration: Sil'ona, ! tels que j + 1 = K, a;b, = 0, il existe
stirementun p > K tel quil y a jy, [y avec j, + I, = p, a;, . b, =+ 0, mais
que la relation § + I > p entraine a6, = 0. (Evidemment p < m + n.)
On a ¢, = 0, alors’ ’

0=...aj ;.0 i+ o+l + oty b+ (6)
Multiplions (d) par a; bl; nous obtenons (a; b, ) 0, ce qui n’est pas
possible, parce que O n’a pas de radical.

Lemme 6. Soit O sans radical, ¢ un nondiviseur de zéro; sotent f, g € Py
tels que fg = c. Dans ce cas, f, g € O. En particulier, chaque unité de Py est
ausst une unité de O.

.



Démonstration: Soit d’abord N = 1 za x) Zb z') = ¢. La rela-

tion aob0 = c¢. entraine que a,, b, sont aus51 des nond1v1seurs de zéro.
D’apres le lemme 5, on a 0= ah, = ab, = ... = by = A = ...
=b =by=..=a =a,=...=0. Pour le reste nous procédons
par Tinduction.

Démonstration du théoréme 3. Soit b une unité de O, r ¢ Ry & apres
le lemme 1, b +  est une unité de Py. Soit réciproquement f une unité
de Py. Il existe un g tel que fg = 1. Le terme absolu de f est évidemment
une unité de 0. Si ’on considére la derniére relation comme_une égalité
de deux polynémes sur O/r, on voit d’aprés le lemme 6, que tous les coef-
ficients de f, excepté le terme absolu, sont zéro mod r; d’o la propo-
sition.

- Lemme 7. Soit O sans radical, b un nondiviseur de zéro de O, f O[],
f* =.bf. Dans ce cas, f € O.

Démonstration: On a ev1demment 02=259. O soit maintenant

’f +0,f= Za ', a, = 0. Si nous comparons les degrés des polynémes f2
=0

et bf, nous obtenons la relation 2n = n, par suite, n =.0. .

Lemme 8. Si O n’a a pas de radical, les idempotents de Py appartien-
nent & O. '

Démonstration: Soit N = 1; d’aprés le lemme 7, f2 = 1. f entraine
f € 0. Pour le reste nous procédons par I'induction.

Démonstration du théoréme 4. Soit f e Py, f2 = f. Soit ¢ le terme
absolu de f, soit g = f — ¢. On a aussi f2 = f mod Ry; d’aprésle lemme 4,
nous pouvons considérer cette relation comme une égalité de deux poly-
riémes sur Ofr. D’aprés le lemme 8, tous les coefficients de f, sauf le
terme absolu, alors tous les coefficients de g, sont zéro mod ¥, par con-
séquent f =cmod Ry. Ona f=c4 g, f2=f 2+ 29c + > =c +g.
En comparant les termes absolus de ces polynémes, on a c2 = c. Parce
que f2 = f, f = c¢mod Ry, on a d’aprés le théoréme 1 f = c e 0.

* Partie IL.

J’appelle un élément b libre (dans O), s’il posséde les deux propriétés
suivantes: : '

1. b est un nondiviseur de zéro (dans O).

2. SilonaceO, c® = be, il existe.un d € O tel que ¢ = db.

Dans ce cas, on a ¢ = d2% = b .db =d? = d, donc d est un idem-



- potent. Chaque unité est évidemment libre; mais il y a des anneaux qui
contiennent les nondiviseurs de zéro, qui ne sont pas libres.

Dans les lemmes 9—11, O est touiours sans radical.

Lemme 9. Si b est libre dans O, b est libre ausst dans Py.
Démonstration: C’est une conséquence immédiate du lemme 7, parce
que b est évidemment un nondiviseur de zéro dans Py.

Lemme 10. S7 a, est libre dans O, ay + a,x est libre dans O[«].
Démonstration: a, + o,z est certainement un nondiviseur de zéro.
Soit f = >d;a%, d, =+ 0, 2 = (g, + a,2) f. En comparant les degrés, on
i=0 T
a 2n = n -+ 1, par conséquent n = 1. On a alors
di?2 =0y .dy, (9
2dy . dy = ay . dy + a; . dy. (2)
D’aprés (¢), il existe un § tel que 52 = 4, d; = j . a,. ({) entraine 2dyja, =
= Agjay + @, dy = dy = §(2dy — ap) = 3(2dy — ap) = §(j(2dy — ay)) = jdo‘-
Posons dans (£) dy = jd,, d; = ja,. Nous avons 2dyja, = agja, + ajd, =
= dojay = agjay = doj = af; _mais dy = doj, d’ou | = j(ay + a,).
Lemme 11. Le déterminant

L1, L1gs -+ Ly
D = | %y, Tog, -y Top
............. l
xnl’ xn‘zr MR xzm l
est libre dans O[®yy, Ty, « ..y Tyl

Démonstration: Sin =1, le lemme 10 entraine le lemme 11, Sup-
posons que le lemme 11 est vrai pourn — 1 > 1. On a D = B + Dy,
ol B, Dy; € O[y,, 33, ..., ,,]. Dy est libre dans 0[9022, Tog, « ey X5 d’apres
le lemme 9, D, est libre aussi dans O[%y,, 25, ..., T,,], d’aprés le lemme 10,

B+ Dy z;; = D est libre dans O[zy;, 2y, ..., T

nnd*

Théoréme 5. Soit P = O[zy, %s, -- nn]
L1y X1y +2e3 L1y
D = | 2y, Xog, ...y Ty,
Ty1s Tpo > Lo

Soit D=F .G, FeP, GeP.
Dans ce cas, on a (1 = 1,2) f,e P, g € P, j; € O tels que

f—f Jo 9= ;- Jor Ii - .% Jis



ht =1, Juja = 0,
F=f+£D, G=g,+ g.D.
Démonstration: Supposons d’abord O sans radical. Désignons
par z. On a des polynémes F;, G,, B, D, indépendents de z (D, étant le
complément de z dans D) tels que

F = ZFw,G sz D = B -+ Dyz.

En vertu de la relation D = F . @, on a
FoGy + FiG, = D,.
D’apreés le lemme 5, on a
re,=0
et, pour I > 1,
FG, = Fle = FG, = FG, = 0. (n)
Soit encore
¢ = FoGp p = F\G,.
Sil > 1, on a d’aprés () F;.¢ = F,G1F, =0, F,. zp—FG'OFl = 0, par
suite, Fy(p + y) = F;D, = 0. D’aprés le lemme 11, D, est un nondivi-
seur de zéro, alors F; = 0 et d’une maniére analogue &; = 0. Donc on a
F=F,+ Fiz, G =G, + Gy.
Parce que FiGy =0, on a ¢ .y = 0; ¢ + v = D, entraine alors ¢? =
= @D;. D’aprés les lemmes 11 et 9, D, est libre, donc on a un j; tel que

@ = 51Dy, 12 = j1.
Dans ce cas, il existe un j, tel que

Y =19Dy, j1 +75=1, j1js = 0.

D’apres le théoréme 4, j;, j, appartiennent & 0. Soit O, (resp. P,) 'idéal,
engendré par j; dans O (resp. dans P); ¢ = 1, 2. Soit par exemple j; == 0.
Dans ce cas, Oy, P; sont les anneaux sans radical, dont ’élément un est j;,

et on a P, = Oy[xy, %y, ..., z,,]. Parce que

leo 161 = iy = 71Dy,
71G4 est un nondiviseur de zéro dans P,; et en vertu de 4,F; . j;G; = 0, on
a j,F'; = 0, par suite
F = j.F,.
Soit By = O4[@ys, g, - .., Z,,,]. Puisqu’on a j,D, € R, et j,F, . j,G; = 5,D,, le
polynéme j,F, = j.F est — d’aprés le lemme 6 — un élément de R;; j,F
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est alors indépendent de z,; (et z;;) pour tout k. Choisissons un % quel-
conque et désignons z,; par z. On a maintenant

F=F,+Fz G@=G,+ Gz, D=B+ Dz
et ensuite j,F' = j,F, + j.F.z; mais j,F est indépendent de Z, or j,F, — 0,
B = jlfo. Parce qu'on a D, = F,G, + F,G,, on a aussi j,.D, = leO@I =
= j,F'G; . j,D;, est indépendent de x;;, pour tout I; d’aprés le lemme 6,
7. F est indépendent de z;, pour tout [ et tout %, alors

7B = ¢, € 0.
Parce que ¢, . j,G' = j,D, chaque coefficient de j, D est divisible par ¢;; on
a un d, € 0, tel que ¢,d, = §; et dy¢;j,G = 1,G' = d\j;.D = d. D, or,
1@ = d,D.
Sij, =0, c’est-a-dire j; =1, on a j,F' = F = ¢, ¢ 0y, j,G = G = d,D; si
nous posons f; = ¢, gy = dy, f» = ¢, = 0, nous voyons que le théoréme 5
est vrai dans ce cas.

Sij, == 0, on a d’une maniére analogue c,, d, € O,, ¢,, d, étant tels que

Coldy = o, dy = 5@, o F = c,D et '
F =g§F +,F =¢ + ¢D, G=d, + d,D,
d’ol1 la proposition.

Soit maintenant O un anneau quelconque; soit D = F . G. Consi-
dérons cette relation comme une égalité de deux polynémes sur Ojr et
désignons par 9R le radical de P. D’aprés ce que nous avons montré, le
théoréme 5 est vrai, si nous remplagons 1’égalité = par la congruence =
= mod R. D’apres le théoréme 1, il existe 7y, J,, qu’on a non seulement
1+ 72 =1, jijo = 0, mais encore j; + j, = 1, j1j, = 0.

Soit j; == 0 = f,; désignons par a, (resp. b,) les éléments j,f; (resp. 5.9;),
t=1,2. On a a; . b;=j;. D’aprés le lemme 1, a, . b, est une unité de P;;
a;, b; sont alors unités de P,.

Parce que f, =a,, g, =0;, on a

fz. =a,+ 7, g,=>5,+s;, our,s,eR.
En vertude F = f, + f,D, G =g, + ¢,D, on a
F=oa 47+ aD+nD+r=a +aD + R,
. szz+52+b1D+S1D+83=_b2+le+S,
ol 74, 83, B, S e R:
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On a aussi

WD =3 F . .G = (a; + §.R)(0.D + j,8).
Puisque a, est une unité de P, et ;R appartient au radical de P,, on voit
que
6 =a; +hR
est une unité de P,. Donc il existe un d, € P; tel que ¢,d, = j;, par suite
djD = d.D = dyc,(bD + 7,8), c’est-a-dire que

&,D = bD -+ §,8.

Soit dy = b, + j,8; d’une maniére analogue, il existe un ¢, ¢ P, tel que
¢y = 5. Parce que j,D = " . G = (a,D + j,R)(b, + 7,8), on a
¢.D = a,D + j,R

Donc on a F =a; + iR + a,D + joR = ¢, + ¢,D, @ = b, + 5,8 +
+ b6.D + 4,8 = d, + d,D. Si nous posons fi» 9;» au lieu de ¢, d;, nous
voyons que le théoreme 5 est vrai.

Soit par exemple j, = 0; nous pouvons appliquer la méme démon-
stration, si nous remplagons chaque élément de O, par zéro.

Démonstration du théoreme principal. Soit O irréductible, c’est-a-
dire qu’il n’y a pas des anneaux 0,, O, tels que O = O, + 0,. Dans ce cas,
un de deux élements 7y, §,, par exemple j,, du théoréme 5 est zéro et on a
D = f,g,D. Comme D est un nondiviseur de zéro, on a 1 = f,g,; par suite,
F = f; est une unité. ‘

Soit maintenant O réductible, O = (,) + (j,). Soient f,, g; tels que
fir 95 € (i), fi - 9: =75 © = 1, 2. Soit b le terme absolu de f,. Si F = f; +
+ f,D était une unité, b serait une unité de O; ce n’est pas vrai, parce que
b € (4,), b est alors un diviseur de zéro. Donc on a une decomposmlon dansle
sens de la théorie de divisibilité.

K tisku doporuéil prof. dr V1. Korinek.
Za Gpravu a jazykovou stranku odpovidé autor.

Autoribus ipsis rerum, formae, orationis ratio reddenda est.
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