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SUR LES SURFACES QUI ADMETTENT w! DEFORMATIONS
PROJECTIVES EN ELLES MEMES.

M. Fubini a introduit, dans le Mémoire ,, Applicabilita proiettiva di
due superficie** la notion intéressante de déformation projective d'une
surface. Depuis, plusieurs articles ont été éecrits sur ce sujet; citons
seulement le Mémoire ,Sur la déformation projective des surfaces* de
M. E. Cartan** qui est sans doute le plus important. Cependant, il y a
encore plusieurs lacunes essentielles dans ce qu'on sait maintenant sur
cet argument. Dans le présent Mémoire, nous voulons étudier le probléme
de la déformation projective d'une surface en elle méme. Rappelons bri¢ve-
ment les résultats connus en excluant d’ailleurs les surfaces réglées***.

Si une surface S non réglée admet un groupe continu G de défor-
mations projectives en elle méme, le groupe ¢ a deux paramétres au
plus. On connait déja toutes les surfaces pour lesquelles G a deux
paramétres. Ces résultats sont dus a M. Fubini . Les surfaces correspon-
dantes ont été retrouvées par M. Cartan dans son Mémoire cité plus
haut (pp. 311—314).

Dans ce qui suit je déterminerai toutes les surfaces non réglées qui
admettent un groupe continu G & un seuwl paramétre de déformations
projectives en elles mémes. Il est néeessaire de rappeler quelques faits
connus de la théorie projective de surfacesf. Une surface S non régiée,
sur laquelle on a choisi un systéme de coordonnées curvilignes u et v telles
que les courbes u = const. et »= const. soient des courbes asymptotiques
de S, est déterminée 4 homographies prés si l'on connait en fonection
de u et v quatre expressions qu’on indique resp. par

B, v, L, M. (M
En changeant les paramétres « et v, les formes différentielles
@2 =28y dudy, @z= By (Bdud+ y dv®) @)

# Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. 41, 1916, pp. 136—162.
## Annales de I'Ecole Normale Supérieure, t., 37 (3), 1920, pp. 259—356.

#%% Une surface réglée admet un groupe continu de déformations projectives en elle
méme alors et alors seulement si elle est projectivement applicable en une surface
(nécessairement réglée) qui admet un groupe continu de transformations homographi-
ques en elle méme.

+ Fondamenti di geometria proiettivo differenziale, Rendiconti del Circolo Mate-
matico di Palermo, t. 43, 1919, § 8.
++ G. Fubini, Fondamenti della geometria proiettivo-differenziale di una super-
ficie, Rendiconti della R. Accad. dei Lincei, t. 27 (5), 1918, pp. 12—17, 44—47. V-
aussi le Mémoire cité sous . '
1*
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restent inaltérées. Pour que les quantités (1) définissent effectivement une
surface, il est nécessaire et suffisant que les trois conditions d’intégrabilite

Lu=—2ﬁ7u 7A3n7 u:—27ﬂu—ﬂ}'w (3(

AGM +2ﬂ M+ﬂ"””_;Ll‘+27UL+7uuu
goient vérifiées. S étant une autre surface non réglée sur laquelle aussi
u et v sont les paramétres des asymptotiques, et 8, 7, L, I les . quantités
correspondantes aux quantités (1), la correspondance entre S et S obtenue
en faisant correspondre les points des deux surfaces qui appartiement
aux mémes valeurs de u et v, est une déformation projective alors et
alors seulement si =0, y = y. Si de plus L= L, M — M, la déformation
projective se réduit & une homographie.

Cela posé, on reconnait que le probléme que nous nous sommes
proposé peut 8’énoncer analytiquement comme il suit*: On doit déterminer,
de la maniére la plus générale possible, quatre fonctions (1) de deux
variables u et v, vérifiant les équations aux dérivées partielles (3), et
telles que le couple (2) de formes différentielles (2) admette un groupe
continu & un paramétre de transformations en lui méme. Cependant, le
choix des paramétres u et v des courbes asymptotiques est arbitraire;
on peut s’en servir en réduisant les formes (2) 4 des formes simples:

Les calculs qui suivent sont un peu longs; mais cela ne peut
surprendre si ’on remarque que le tableau final de toutes les surfaces
qui satisfont & notres conditions en donne bien trente types distinets!
La plupart de ces calculs ont étés effectués par M. O. Boriivka; je lui
exprime les plus sincéres remerciments.

I. Résolution d’'une équation auxiliaire.
1. Nous nous proposons de résoudre 1'équation
Pu (1 — 0) Uy () + s (4 — ) V3 (0) = (- v) (®)

4 cinq fonctions inconnues ¢y, ¢s, Uy, Vi, @, en nous bornant auz cas
ow ¢; 9=+ 0. Pour la comodité du lecteur, nous commengons par un
tableau de toutes les solations:

@, et ¢, arbitraires, U; = V; =¥ =0; (Ey)
@, arbitraire, @,= ae4®), U;=0, E
'Vl — be?4v, Y= abedwtv) ; ( 1)
@1 = ae—4(#"), @, arbitraire, (E)
Ul = be“", Vl == O’ LES abe4 (u—|—v); 1
@, arbitraire, @;=ae?4®—). @; -} hed(»—), a0, (Es)
U1 E a082‘4", ]71 — 082‘4”’ '('[} — beed (wtv) ; 2

* V. le Mémoire cité sous ¥, § 8.



bycse™ 4 () — hyg e~ Plu—)
$1= by 6= 4—B) (v—) __ g by o(4—B) (u—2)?

— ay0¢4 () | goe,eB ) A+ B
P Gl AR — g,b, dA—R ) (Es)
Up=a,e24% | qyePs, V,=b,e24v L pye?5,

Y= ¢, e+ | ¢y eBut) 5

ey (4 —v) + bycg — 2by¢,
by (W—v) -— ayby + agd;’
416y (U—v) — ay¢ + 2a¢ o
arby (w—v) — asby 4 ab/’ ()
U= (a.u+ ag) e 4, Vy= (b + by) e* ",

W=l (urb o) + ] e

¢ = g4 (k—v)

¢y = e-4(u—v)

1 1
$1= ca ed (v=v) + cage® —v) Po = age— 4 (@) F ae? (—o)
U=c¢ (alble““ + agbse? B¢ - he (4+B)u) (E5)

Vi == tybye2 4 + q;b,e2 50 — he(4+R),
= be4e) | e, 44 B;

ce— A (u—) e (u—v)

= ay(u—v) + ag’ b= a,(u—v)+ a5’
U1 [(hblu + (albz T asbl) w _1_ azbz _I_ h_] e? Au (EG)
Vlz —C [alblvﬂ —|— (albz _ a2b1)v__a'2_b’ + hJ 62 Av

W =rc[b; (u+ v) + bg| e4t)..
2. Moyennant les opérations

202 ¢ @ @
0w 90’ ud 0% QudY Dufdy  udr?

on déduit de (E)*

o U149 Ui+ ¢y Vi=1,
o Vi—o¢ Uy — ¢’y Vi=1,
o U +2¢ U1+ 9" Ui+ ¢"s Vi=1", 1y
¢2 V”l — 2@’2 V,l + ¢I,1 U'1 + ¢”2 Vl — ”,
?’1 U,l _ 9012 V'l _I_ 9’”1 le + 93"2 Vl —_ 1,0”,
9’,1 U”l + q)’ﬁ V”l + 3 ¢”1 U’l — 31})”2 V’l + 24)’”1 Ul —Il'- 2(?’”2 Vl - O,

On peut éliminer U, Vi, U’y, V'3, U", V", des équations (E) e (1).
Le résultat de I'élimination est

d‘Pl U, = auU.

* Pour abréger, je pose ‘P'lzd(u 7 U du' ete.




21 P2 0 0 0 0 Y
9 ZCI 0 o0 o0 Y
—9¢i —¢s O g 0 0 ¥
9" ¢"y 29, 0 ¢, O Y |=0 (2
9 ¢ 0 —2¢% 0 ¢
¢ 9% ¢ —¢h 0 0 —y
2¢”’ 2‘;)'[’2 Sq)'ll 3 ¢”2 ?’1 ¢I2 0
ce qu'on peut écrire
‘ T Y + 1Y v =0 (2bi)

Ty, Ty, T étant fonctions de  — v seulement. Nous supposerons d’abord
qu’il ne soit pas identiquement 7, = 7, —7; —0. Nous montrerons plus
tard (p. 10) que I'bypothése 7,—7, = 7, =0 ne donnera plus aucune
solution nouvelle de notre probléme. Cela posé, nous pouvons conclure
de (2.i), en donnant & w—v une valeur particuliére, qu’il existe au
moins un systtme de constantes a et b telles qu’on ait identiquement

49"+ 2ay + by =0. 3)
2

. ? ?
Or, par les opératlons%—l—% et (%

4 a%)” on déduit de (E) les
relations : )
G U+ @ V' =29 (4)
o U1+ V" =4

En multipliant (E) par b et les deux équations (4) respectivement
par @ et 1 et en ajoutant les résultats on obtient en vertu de (3)

P (le+aU’1+bUl)+¢2(V,’1+aV’1+bVl):O. (5)
Premiére maniére de vérifier les équations (5).

3. Les équations (5) sont vérifiées en particulier si l'on a
U,’1+aU’1+bU1:O, (6)
V'i+aV' 4 bV,=0.
Nous nous proposons donc de déterminer d’abord les solutions de (E)
pour lesquelles les équations (6) soient satisfaites. Si les deux racines
=24 et x=2B8 de l’équation
22+ axr4+b=0
sont distinctes, on déduit de (3) et (6)
Ul = e Au + as 62314’
V]_ —_ bl C2Av + b2 eng, A -—-‘: B (7)
'l// = eA (utv) + Ca eButv),

Il faut encore chercher les fonetions ¢, et ¢,. On peut se proposer de
les calculer des équations (E) e (4). Or cela suppose U; V'y — U1 V5= 0.



D’autre part, des équations (7) on déduit

U V') = U Vi=2(A— B) [ah, ¢ Brt40) — q,b, ¢ (4ut5)],
Si done U, V', — U’y V;=0, on a nécessairement

a3bs = a,b; = 0.

Mais il suffit de supposer plus particuliérement que a;=b,=0. En
effet, 'hypothése @, —b; =0 n’en différe pas essentiellement (car on
peut échanger A avec B). D’autre part, s'il on a p. ex. b, =05b,=0
I'équation (E) devient

@1 (@) 4" 4 @z € #*) = ¢ A (V) | ¢y (W),
En divisant par U, et puis effectuant 1'opération %—[—%on trouve que

(A— B) [a,cqe®AtH) v — gap, e(4+25) utdv) —

d’ott by =by=a,6,=ayc, = 0. Si I'on ne veut supposer ni ¢, =b, =0
ni a; =b,=0 il ne reste que supposer ¢, =¢,=0. Mais alors 1'équa-
tion (E) donne ¢, =0, et nous ne cherchons que les solutions de (E)
pour lesquelles ¢ s 3=0.

Nous avons done prouvé que si U, V', — U’; ¥V; =0, nous pouvons
supposer a,=b,=0. Si a,=25,=0, I'équation (E) devient, en la di-
visant par e4®+v),

A &A(u—v) + ‘szl 6_A (v—v) — e + 026(3—4) (u-|-v).

Le premier membre ne dépend que de u —wv, le second membre ne
dépend que de .+ v; done
;=0
P10y 4 (v—v) _I_ 9’2b1 e—4 u—v) — ¢.

En supposant suecessivement ¢; =0, =0; a,=0, b;40; b; =0, a,50;
a,b; 40, et en tenant compte de ay—10b,—0 et des (7), on obtient
les solutions (E,), (E,), (E;), (E:) du tableau donné plus haut.

En continuant de supposer les (6) et 4==DB, pour trouver des
autres solutions de (E) on doit supposer que U, V’'; — U’ V1 4=0. Les
équations (E) et (4) donnent alors

vy, wUh— 29T,
S e A AR N BN A ®
En y substituant les valeurs (7), on obtient
b102 e~ A=) bgcl e~ Bu—v)
P = 3by e F—A =) g b g(A—F) =)
— alc_zeA(u—v) + azclel?(u—v)
P2 == 4,64 ) __ g b (d—F)(u—v)’

(Bots)

Les seconds membres des (8yis) ne dépendant que de u — v, les équations
(7) e (8.is) donnent bien une solution de (E); c’est la solution (K;)
du tableau.



4. Dans ce qui précéde neus avons supposé que les deux racines
de #® 4 ax 4 b=0 soient distinctes. Si cette équation a une racine
double #=24, on déduit de (3) e (6)

Uy =(aqu + ay) e2 4%, Vy = (b + bg) €247, 9

Y= [e (u + v) + c5] e4 ).
Comme dans le cas précédent, nous commencons par caleuler U, 7'y — U", V3.
On obtient
~ Ul V’l _— U'l Vl = [a1b1 (’M/ — 'U) —_— albg + a@bl] 82 A(u—l—v).
On s’assure aisément qu’ici I'hypothése U, ¥7’; — U";¥; = 0 ne conduit a
aucune solution nouvelle. En effet, on aurait alors
ayby = abg — ash; =0
et done ou 1°5, = b, =0, ou bien 2° g, — a3 =0, ou enfin. 3° @, — b, =0.
Si by = b, =0, 'équation (E) devient en la multipliant par e—4(+)
@1 €40 (agu + ag) = ¢y (U + v) + ¢
d’ot a;=0, ainsi que l'on retrouve les solutions (E,) et (E';) déja
données. Pareillement si a; — a; = 0. Si a; = b, =0, I'équation (E) devient .
asp1e34% | bypoe? 4¥ = ¢, (4 v) e4 (1),

d’olt ¢;==0 et on retrouve la solution (E,).

Il en résulte que, pour les solutions nouvelles de (E), U; V" — U", ¥,
%0, ainsi qu'on peut employer les (8). En y substituant les valeurs

(9), on trouve
byey (6 —v) 4 bieg— 2b4eq

1= e—A(u—v)

a:by (U — v) — azby 4 @, b’

aye; (U —v) — ay6s + 2a4¢ (9uie)
— ¢4 (u—) 101 2 2 1‘
Pe a1b1 (’u _ 'v) — albg —I— agbl

Les seconds membres ne dépendant que de w —wv, les équations (9) et
(9is) donnent une solution de (E); c’est la solution (k,) du tableau_

Seconde maniére de vérifier les équations (5).

5. Remarquons que si I'une des équations (6) est valable, I'autre
I'est aussi; autrement la (5) donnerait ¢;¢p; —=0. Done, si les équations
(6) ne sont pas vérifiées, on obtient de (5)

@i Vit aVi+ b 1)
P2 U +alU' + 00,

Le premier membre est fonction de u — v seulement; le second membre

est le quotient d’une fonction de » par une fonction de u; on en conclut

aisément que

$1 — pp & (u—0) %k .
¥ ce 10y;,
s (16

# 11 est important d’observer que, dans la suite, nous faisons usage sewlement
de (10pbis).




L’équation (E) peut alors s’écrire, en la divisant par e—* s,

ce* Uy + eV, = % €%, 11y
2
d’ou on déduit tout de suite que

(V)
auav(fp—gea)_o

" n 1 [( 1y 1]
ay)——|| =) —a—|yp=0.
W'+ ay) s A %5 Y
Si Y =0, on déduit aisément de (11) qu'on n’obtient qu'un cas parti-
culier de la solution (E,) déja trouvée; donc on peut éerire

S | R B

B étant évidemment une constante, ainsi que

V' + e 4 gy =0,

GG

6. En premier lieu, supposous que les deux racines =4 et z =B
de I'dquation 2?4 ez + @ =0 soient distinctes. Alors on déduit de (12)

w =¢ ed(wtv) + Cq eB(u-{—v),’

13)
L g e—dw) f pyo—ra); (13)

ou bien

P2
de plus, « = — (4 + B), ainsi que (10y,) donne
1 b1 B(u—v)_|_ by 2 o4 (u—v), (13bis)
9’1 ¢ 4

En substituant les valeurs (13) et (134:) dans I'équation (E), on trouve
ce—ATB ], | e—UtB)Y Y, —
== b2 Cle(A_B)“ + Co b1 e~ (4—B)u —|L' b101 e(4—B)v —I— bg Cge_(A_B)v
ainsi que (h étant une constante)

._b201 24w _j b]_b’z 2Bu A+B)u
U1——c—e Au - w A +5) (13m.)
Vi =1b,c,e*4° + bycy e — heet 4B,

Les équations (13), (13y;) et (13,;) donnent la solution (E;) de notre
tableau.

7. Il nous reste & supposer que l’équation 2 4 ax 4 f=0 ait
une racine double = A. Les équations (12) donnent alors

= [by (u—+v) + by] e,

) 14)
AR DRt (19
2
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de plus ¢ =— 24 ainsi qu'on déduit de (10y;)
1L e, (w—v)+ ag] eate. (143)
P €

En substituant les valeurs (14) et (14,;,) dans 'équation (E) on obtient

ce™ MUy + ¢V = ayby (u* — 0%) + (a1bs 1 aghy)u +
+ (a3by — asby) v + ag b,
d’ou Yon déduit facilement

b b 201 . agbs
Ul_:(%_,us_l_m 2‘1"“2 lu-|—‘z23—c“—}—h)82‘4“,

agbg

Vi=— [albfv? + (alb‘.’ — @ bl) v— 9 -+ Ch] o34y,

Les équations (14), (14p:) et (14..) donnent la solution (E;) du tableau.

(14eer)

-

Démonstration que (E) ne posséde pas d’autres solutions.

8. Il nous reste encore & montrer (v. p. 6) qu’on n’obtient aucune
solution nouvelle de (E) en supposant que 7,=7; =7;=0. Or on
déduit de (2)*

T1=2¢,93(P19"2 . %?"1) (29" — 19" 3)+
139192 (919" — 929"1)" — 6019 (919's — 9291) (9193 — ¢29™1) —
— (P2 ¢ — 92 91®) (919" — P39"1) + 49192 (9193 — 9291,
Ty = 290 93" (91972 — $39™"1) — 39192 (919" — o9y) X
X (19”3 + P29"1) + 20192 (9192 + P29'1) (929”1 — P19”2) +
+ B¢ P+ 20192 ¢"1¢"s + 392 91?) (P19's — P29y
En posant, pour abréger,
P fo Pa__ for

on a done $1 P2

119000 = (=) R — ")+ (h+£) (11— 1) +3 (F2=F3))
To: @9y’ = —2(f"1 —f) — (A + /) (1 — 2
[o1+ (fo— fD) 7] : 90 =3(f1—f2)*
On voit que les équations 7, — 7, =0 sont équivalentes & 1’équation
unique P —fla=0. (15)
Il suffit done de prouver que I’hypothése (15) ne conduit & aucune
solution nouvelle. Or on déduit de (15)

PP,
P1 P2
% = petn=v), (16)

* Nous n'avons pas besoin de 1.
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Mais I'équation (16) est identique a (10y;). Or nous avons déji remarqué *
‘que le raisonnement précédent fournit foufes les solutions de (E) pour
lesquelles 1’équations (10,;) a lieu.

IL Les différents espéces de surfaces qui admettent oo! déformations
projectives en elles mémes. Surfaces de l'’espéce A.

1. Nous dirons qu’une surface non réglée S qui admet un groupe
continu ¢ 4 un paramétre de déformations projectives en elle méme
appartient A l'espéce A si les trajectoires du groupe G forment une
famille des courbes asymptotiques de S. Il est facile de déterminer toutes
ces surfaces. Supposons les coordonnées des points d’'une surface S de
I'espéce A exprimées en fonction de deux paramétres u et v, les courbes
u==const. et v—rconst. étant les asymptotiques; les trajectoires du
groupe G soient les courbes v =const. On voit facilement qu'on peut
choisir le paramétre # de manitre que les équations de G soient

u=u-t+t v=—v.

Les formes différentielles ¢ — 28y dudv, 3= By (Bdud + ydv®) étant
invariantes pour G, on voit que (§ et y sont fonctions du paramétre v
seul. En choisissant v aussi convenablement, on peut supposer

p=1, r=7(@). (1)

Remarquons tout de ‘suite que les paramétres « et v ne sont pas com-

plétement déterminés, car on peut évidemment les remplacer par # et 7 ou

i=au+t B, 5= +7 @)

sans changer la forme (1) de @ et y. Pour déterminer effectivement les
surfaces cherchées, il faut calculer L et M d’aprés les équations

L,=—28y,— 78, M,=— 298, - ﬂ?’w
ﬁMu + QﬂvM—}_ ﬂvuv = 7Lu "i’_ 27’1514 + Y vuie
En y substituant les valeurs (1) on obtient
L,=0, M,=—Yy, M,=yL,. (3)
2. Il y a®* trois types de surfaces de Uespéce A dépendant respective-
ment de 2, 3, 2 constantes arbitraires. Pour démontrer ce résultat, nous

devons résoudre les trois équations (3).
Les deux premiéres donnent

L=U, M=—yu+V, U=U(u), V=V().
-En substituant dans la troisiéme on obtient

— Ut V' =yU".

* Note au has de la page 8.
*% dans le champ complexe.
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En donnant ici & v une valeur constante on déduit*®

U=au?+bu—+c¢
—7"u+ V'=y(2au—+ )
V'=—2ay, V' =1y. 4)
En premier lieu, supposons que ¢=0. On aura
r=etf, V= f;v +/bv + 9,

L="bu-¢, M:———eu—{—%bv?—l—-fbv—%-g.

ainsi que

A\

d’ou

En simplifiant moyennant les équations (2) on obtient le premier type**
ﬂ - 1; r=1
L=2au, M=—u-+av*-+b. (5)
En second lieu supposons que dans les équations (4) @ 4= 0. Alors,
posant 2q=— A2,
r=e e e, AF0,
— be, Av beg —Av -
V= Y Ay +/
A2
L:—{7u2—{- bu + ¢,
M= — Au (e, — ege—4") | V.
Si I'on fait usage d'une transformation (2) convenable, on peut supposer
ou ¢g—¢ =1, =0, ou bien A=¢,=1, ¢=0=0. En changeant.
un peu les notations, on obtient les deux autres types des surfaces de:
Pespéce A:
p— ) — pdv —Av
A2 18— 1? / =€ _l_ € ) 7(6)’
L:——?u”—f—a, M= — Au (e** — e=4%) + b,

2
B=1, y=¢, L:—%+a, M= —ue+b. (1)

3. La détermination des surfaces S pour lesquelles les trajectoires
du groupe G ne sont pas des asymptotiques est beaucoup plus com-
pliquée. Nous allons voir qu’elle se réduit partiellement & I'étude de
I'équation (E) étudiée plus haut. Soient, ici encore, u et v les para-
métres des asymptotiques de S, et .

E(,0) 10 0)

* 130

*# Si v = const. on voit facilement que S admettrait co* déformations projectives
en elle méme.
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le symbole de la transformation infinitésimale de G. Les équations:
différentielles du==0 et dv—=0 des asymptotiques de S sont évidemment
invariantes pour S. On en déduit aisément que & =7,=0. De plus,
&n £ 0, car autrement les trajectoires de G seraient des asymptotiques.
En choisissant convenablement les paramétres u et v on peut done supposer
§ =mn=const. Les équations de G sont alors '

u=wu-+1¢t v=v+t¢
Les formes 2@8ydudv et 8y (6du® + ydv®) étant invariantes pour G, on

voit que
p=Fu—0v), y=r@u—u). (8)

Il est important de remarquer que nous n’avons fixé les paramétres u
et v qu’'h certaines substitutions prés qui sont

u=ou-+0, v=av-t+y 9

et u=av+y, v=oau-+g. (bis)
Pour déterminer effectivement les surfaces S cherchées il faut
trouver L et M des conditions d’intégrabilité. En tenant compte de ce que

8 et y sont fonctions de la seule variable v — o, les conditions d’inté-
grabilité peuvent s’écrire

L,=—28y—y8, M.,=2y8 -+ 8/,
.BMu— 2‘3’M~— ﬂrrr: }/Lu + 29/1; + 7”’-

4. Pour étudier le systéme (10), nous introduisons deux fonctions
nouvelles F et Fy de u—v que nous choisissons de fagon que

(10)

F'y=28y+7y8, Fr=2y8+8y. (11)
Les deux premiéres équations (10) donnent alors]
L=F,+U, M=F;+7, (12)

U (V) étant fonction de la seule variable « (v). En substituant les valeurs
(12) dans la derniére équation (10), celle-ci devient

ﬁVI___ 26’ V'_ ﬂ‘l;"2 —_— 2‘6IF2 __vﬂ”f:
=70+ 27U+ 7F'y + 27 Fy + 7"
Ayant égard & ce que @, 7, F, et Fy ne dépendent que de v —v, on

13)

. 2 ?
déduit de (13), en y opérant par '3_u'+3—v’

BV —28V=yU" + 29U

ce qui peut s’écrire

YU+ BV =1, (14)

ou bien
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ou 1 est fonction de #—v. Or I'équation (14) n’est rien autre que
I’équation (E) déja étudiée si 'on y pose

p1=7, = Ui=U, Vi=V. (15)

Il en résulte que, pour résoudre le systéme (10) il faut: 1° remplacer
B, v, U et V par les valeurs déterminées de (15) en employant une
solution (E;) de (E); 2° donner aux constantes (ou fonctions de % — v)
qui restent encore arbitraires des valeurs telles que I'équation (13)
soit vérifiée. De la maniére dont nous avons déduit I'équation (14)
il résulte que I'équation qu’on obtient de (13) en procédant comme nous
avons dit ne peut contenir que la seule variable w« — ».

Il faut done examiner les diverses solutions de (E). Nous pouvons
omettre la solution (E;) qui donnerait U’'= V’"=—0 ainsi qu’on voit des
équations (5) que L et M seraient fonctions de la seule variable 4 —v
d’otr on peut conclure aisément que les transformations de G seraient
des homographies de S en elle méme; or le détermination de toutes les
surfaces qui admettent o' homographies en elles mémes est une guestion
banale. Aussi, nous pouvons omettre la solution (E’;) parce qu’elle nous
donne évidemment les mémes surfaces comme (E,).

Nous dirons que S appartient a Uespéce By, By, Bs, B, Bjs, By
resp. si 'on emploie la solution (E,), (E;), (Ejs), (Ey), (E;5), (Es) de (E).
Le tableau de toutes les surfaces se trouve & la fin du Mémoire.

IIL Les espéces B; et B..

1. Il y a deux types de surfaces de Uespéce By, dépendant respec-
tivement de 5 et 4 constantes arbitraires.

Supposons en premier lieu que 4 #=0 dans la solution (E,) de (E).
Les équations 1I (15) donnent

B=aet), U=d,;, V=041 d,
Faisant usage des équations II (9) on peut supposer a =4 =1, b=1%,
ou bien ‘ ,
B=e", U=d;, V=¢"+ds. @-
Des équations II (11) on déduit maintenant
Fr=e= @7 +7), Fa=e—(/+27)

ainsi qu’on peut prendre
Fy+ Fo=38¢""y:

# §i D=0, les transformations de G seraient des homographies.
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En éliminant y on trouve encore
F'1—2F’2+F1+F2=0.

On en déduit tout de suite qu'on peut exprimer F,, F, et y moyennant
une seule fonction F' de u — v et précisément

y=e—uF, F,—2F —F, F;—F L F. @)

Enfin, substituant les valeurs (1) et (2) dans.l’équation II-(13) on voit
que F' doit satisfaire & I’équation différentielle du quatriéme ordre*

e (F"4+3F4+2F+1)+2(F"—F)2F — F+dy) + (3)
+F@2F"—F)+F" —3F"+43F"—F =0.
En définitive, F' étant une solution de (3), on a

ﬁ =Y, Y= evu F’,

L=9F —F+d, M=F + F ¢

2. Dans ce qui précéde, nous avons supposé que 40 dans (E)).
Si 4 =0, on obtient pareillement

B=a, U=dy, V=0bv+d, abz30.
Des équations II' (11) on déduit qu'on peut prendre
F,=2ay, Fo—=ay.
En substituant ces valeurs dans 1’équation II (13) on obtient
7" +6ayy+ 2di+a®) ¥—ab=0
7"+ 3ay* 4 (2dy + a®) y — ab(u—0v) = c.

En employant la transformation II (9) on voit qu'on peut supposer
a=1, d;=0, ¢=0., Alors y satisfait & l’équation differentielle du

second ordre
Y+ 878+ (14 2d) y=0b (u—v), b0 @
=1, L=2y+d;, M=y + bo. (5)

d’ou

et

3. Il y a trois types de surfaces de Uespéce By dépendant respecti-
vement de 6, B, 2 constantes arbitraires.

Supposons en premier lien 4 3=0 dans la solution (E;) de (E).
Les équations II (15) donnent**

* Nous avons posé d,=0. On reconnait aisément que cela ne restreint pas
la généralité.

**+ Nous avons remplacé ¢ et b respectivement par 24c et 2b. Si a=0 on
retomberait & (E,). Sic=0, les transformations de G seraient des homographies.
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ﬂ =qay 24 (u—v) + 9be4 (u—v)’
U=—ace?* 4 dy, V=ce®® + d,, ac 0.

En employant les II (9) on voit quon peut se borner & supposer
a=A=1, ¢=1, ou bien

‘3 = e2 (u-—v)}, _,__ 2b eu—v, (6)
U=—ée"+d;, V=¢"4d,.

L’équation (6) montre quwon peut introduire une fonction F' de u —v
telle que

B=e—(YF +b), y=e—(JF'—0).

En substituant ces valeurs dans les équations II (11) on trouve qu'on
‘peut prendre

Fi=3F +bJF —F+ b (u—v),
Fy=3F— byF - F— b (u—o).

Enfin substitnant toutes les valeurs trouvées dans I'équation II (13) on
obtient que F' vérifie 'équation différentielle du quatriéme ordre*

(e =) §F""— $ T~ " P § =2 F" 4
4 3F P 4F f F D e (b w—n) P+ "
+ b= B) PV dy (B4 20F"Y)] 4 () (3T — 3P F7* 4
+ (F— 6 (u—v) + 3) F"4 (1—3b%4- 2d,) F’+2bFF’%—2b3 (u—v) F’lf] =0.
F étant une solution quelconque de (7), on a

B=e—(JF +b), y=e—4(JF —b),
L=4F + bVF' —F+ b (u—v) — ™ + dy, 8
M=3F —byJF' +F —b(u—v) + €+ d,.

4. Supposons maintenant que 4 =0 dans la solution (E;) de (E).
Les équations II (15) donnent

B=ay+b, U=—acu—+dy, V=1cv-+ dg, acFE0**
Des équaions II (11) on déduit
Fi=3ayy 4 2by, F's=3ayy" 4 by,
-ainsi qu'on peut prendre

Fi=4%ay* + 2by;, Fy=§ay* 4-by.

# Nous posons d, =d, ce qui ne restreint pas la généralité.
**%* Si a=0, on retombe & (E,). Sic=0, les transformations de G' sont des
‘homographies.
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En substituant ces valeurs dans I'équation II (13) on obtient que y doit
satisfaire & I'équation différentielle

(14 a) (/" + 6az*y + 6byy) —2ac(u—v) ¥ + ©)
+ 2ads +2dy + 8%y — 2acy — be=0.

. 2
Les équations I (9) montrent qu’il suffit de supposer dy =0, d, = g ,e=1.
Mais la forme de I'équation (9) montre que le cas a=—1 doit
étre traité séparément®. Si a>= — 1 les équations précédentes deviennent
2
(en posant dy =0, dy = — —g—, ce=1)

ﬂ=—7+b U_—’M/ b V——U,

Fy=—4y* 4 2by, Fs—_fi’ +'b7>
2(u—v)y+2y—0b=0.

(u —v) (2y — b) = 2h = const,,

On en déduit

ainsi que
f=— u—-v+2’ u-—v+2’
L:u—%(u_;fv)”-‘__‘jub—hv_*—%bs’ (10
g ,
sz——gﬂ(uzv)g——;_ulﬁv_{—%b?'

On doit supposer bh4=0 car autrement la surface admettrait oo? défor-
mations projectives en ‘elle méme.

IV. L’espéce B;.

1. Il y a quinze type distincts de surfaces de Vespéce Bs. Six de
ces types dépendent de deux constantes arbitraires chacun, les autres
dépendent de trois constantes arbitraires chacun. Les caleuls & effectuer
sont fort longs.

Les équations II (15) donnent-

. —a.c; ed (u—v) + a0, eB (u—v)
T agbye— B @) g by e A=) (u=0)

bl Cs e—A(u—v) _ b2 ¢ e—B (u—)
= g by A—B) (== g hoe([d—P) @—v)

(1

_ ' 1
* Pour mettre en évidence cette circonstance nous remplagons 1+ a par -

dans le tableaq 4 la fin du Mémoire.
2
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U— a‘14 2 u ;ﬂ e 1 dy,
bl o2 4v et B (2)
V_ 91 + + d,

1 1
en convenant de remplacer 2—Be2”“ et ﬁe“” respectivement par u et v

si B=0 et pareillement si A— 0. Les équations II (11) peuvent s’écrire
Fi+F,=38y, F'1—F'y=8/—78"

Pour abréger, posons
2= e(4—B) (=), 3)

Des équations (1) on ‘déduit aisément
(A —I— B) C1Cy (a1 bgﬁ + Qg blz—l) —I— 2 Aal bl 622 + 2Ba3 bg Cl

By — = (1692 — azbyz1)? ’
F,—F,—=
_ 1 — (A + B)e¢yca (a1b92° + a3 by) + 2(Aay by ce® + Basbgey?) e
A—B (a1b:2* — a,by)?

Remarquons qu’on peut supposer a;b,4=0. En effet, on ne peut avoir
a1by = a0, =0; d’autre part, le cas a;0,—=0, a;b, 30 se réduit
4 a;030 en échangeant les lettres A et B, ce qui est évidemment
permis. Soit done a;634=0. Alors on déduit facilement de 1’équation
précédente

. (A-I—B)clcgz—(Az—cz?-!—B—cl )

FI_F2:A—B a1 0a2" — asby ’

tandisque

e _ Olcz(albz'z "‘0251)—2(0117102 —{-a3b2(:12)
F1+F2_3B7’— (albgz —a2b1)2

Done
F, = ml—_—B—) (a1032° — a3b,)2[2(2 A — B) aybyeycy2® +
+{(—4A4+3B)abse? + (— 34+ 2B) aghyes?} 2 +
42 (A —2B)asbyeici7 + Zfzz (Aaybycs® + Basbycy?], )
Fy—= 2(A SA—B) (1022 — a,b,)2[2 (4 —2 B) a,bgc c32° + @

+{(—244+8B)aybyes? + (—3A-+4B)asbye®} 2 +
+2(24 — B) agbyeycoz — ‘a@% (Aaybyes® + Bagbyes?)).
W1 V2

Il nous reste a substituer les valeurs (1), (2) et (4) dans l'équation
II (13); un caleul élémentaire mais assez long donne*

* Nous avons multiplié I'équation citée par (4 — B)eB®—0)(a, by22 — ayb,)4
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A4B
1+ 543 {— B(4— B)(B® + 2dy) a*by’ ey 8" +
+ b2 (A—2B) [0 (A — 3 B) —asby (A— B) [(A— 2B) + 2dy)] 55 +
- as%acs | (asbscy? + Basbyes?) (2A — 3 B) (— A+ 2B) -+
+ iy (A — B) (84 — 36 4B + 54 AB? — 23 B° - 2d, @ A+ B))]#° -+
F ytabacy [anbyey® (1742 — 44 4B + 24 B%) + agbyed @A — 3B) (34 — 4B) +
+ ayasbyby (A — B) (— 2343 84.A%B — 96 AB? | 32 B° 4 20, (A— AB))] oA+
+ 150103 [— 2 (a10165° + B ashye,®) (24 — B) (24— 3 B) +
+ Gyabyby (A— B)(32.4°— 96 AB | 84 4B — 23 B+ 2y (— 44 + B))] 5+
a5y, [asbye,? (1742 — 23 AB + 6B%) 4 2azhye A (34— 4B) +
£ yttghybg (A— B)(—23.4° -+ 54 A*B— 36 AB* L 8 B%) |- 2dy (A + 2B))] #*+
27 2
4 ?-2—2;—“3(_2A+B) [(asbsts® 4 Batghyes?) A—anashibs (A—B)(2A—B) +2d)] s+

+ e ?Zi 2 4 [011)102 A —= 3056, B — a1050,b5 (A - B) (A2 + 2612)]} =

=-—A4(4— B)(4? + 2d,) a,°b,c,s" + ®)
+ a*b’c; (24— B) [— 2 (34— B) + a0, (A— B) (24— B2 + 2d,)] ¢ +
—+ a1ba®cy [(Baybyica? 4 azbecy?) BA—2B)(24--B)—

— 130,05 (A — B) (2343 — 54 A°B + 36 AB* — 8 B* —2d, (4 + 2B))| 2° +
+ a1bibae; [— aybycs® (44 — 3B) (84 —2B) — abyc,? (2442 — 444B 4 11B?) +
+ a,a5b,b, (A — B) (32.4% — 964°B - 84 AB* — 23 B®* — 2d, (44— B))]#* +

- agbibyes [2 (Barhic,® + asbecy?) (A —2B) (34— 2B)—
— 330,60, (A — B) (23 4% — 84 4°B+ 96 AB* — 32 B* — 2d, (A — 4 B))] 2* +
+ asbi®cs [2a101¢:2 B (44— 3B) — aghscy® (642 — 23 AB + 171B%) +
~+ aya5b,b, (A — B) (84* — 36 A*B 54 4B* — 23B% + 2d, (24 + B))| # +

+ B AR (Bauhuest - asbae) Bk nabbo( A-B)(— A+ 2B 124+

a) bl Co

—I_ a b =B ["— a1b102 A— C&gbgcl B— a1a2b1b2 (A — .B) (B), -+ 2d1)J.
Dans cette équation, =0 si AB4=0; si B=0, 430
n —_~A(a1 bgzz— (12 b1)2 [(llzb22 0224"— 2a1a2 622 61z3 + 2“22 bl bg C16—
- a22 61202 + 2(]/2 bgA (u —_ ’U) g (dl bzclzz —_ 2(11 bl Ca % + Qg blcl)J 3
si A=0, BZ0,
N = Bz (a,032* — a3b,)? [a,2 b2 ¢y 24— 24,201 b3 032 + 210901 36 —
—a?by®c; — 20,0, B (u —v) 2 (a1 b5¢98" — 2a3b5¢12 + a2 by69)]-

Il est facile de voir que I'hypothése AB =0 ne donne aucune
solution de notre probléme. Soit p. ex. B=0. Le coefficient de u—wv
dans expression 7 doit évidemment s'évanouir, done™ ou ¢;=b,¢,=0,
ou bien a;=0. Mais ’hypohtése ¢, = b;¢; =0 est inadmissible, car alors
y=0. Et si a=0, n=a,%05%¢;2°3=0 (car si a,=1¢3=0, §=0);

# On ne doit pas oublier que nous supposons toujours a,b, 0= (v. p. 18).
9%
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d’autre part le coefficient de 2® dans le reste de I'équation (5) est zéro.
Pareillement on voit qu'on ne peut pas avoir 4 =0.
2. Au contraire, I'hypothése 4B =30 (et done 7= 0) conduit & plu-
sieurs solutions. Pour abréger, écrivons I'équation (5) comme il suit
A4B. -
AP [ + Pt Pra Y| = (Bots)
=0+ %6+ .o F K2+ Lo N
Il s'agit de trouver des relations entre ay, @z by, by, €1, Coy dyy dy 4, B
en vertu desquelles I'équation -(5) ‘'soit vérifiée identiquement en 2.

Nous supposons d’ailleurs @0, AB(A— B)30 et nous excluons
encore les solutions pour lesquelles ¢; —=¢,=0, ou a,=c¢,=0 ou enfin
by= ¢, =0 parce que nous devons avoir @y 0. Remarquons aussi
que si nous connaitrons un choix de constantes ay, ... pour lequel
I’équation (5) est vérifibe nous en pouvons déduire un autre (qui peut
d’ailleurs coincider avec le primitif) moyennant la substitution

( ay, s, bl; bz;. C1) Cay A; B) dl; dﬂ) (6)
—by —by —ay —a, —¢y —e, — B, — 4, dy, dy)’

.Or deux telles solutions ne différent pas essentiellement et, lorsqu’elles
sont distinetes, nous n’en écrirons qu'une seule; en effet, la substitution
(6) équivaut & I'échange de u et v.

3. L’équation '(5) est vérifiée en particulier si

Yr=PYe= ... =YY= =YL= ... =% =0. ™

Commengons par supposer qu'il en soit ainsi. Je dis qu'il y a’ deux
maniéres distinctes de satisfaire 4 ces équations:

Co — O, 012 _ 4a1b1 (A - .B)2,

2y = — A, 24y =— (A— 2 B)'; ()
012 =y bl (A — B)2) 022 — Qg b2 (A - _B)ﬁ, (a )
2dy =— A2, 2d,=— B,

Soit I'abord ¢; =0 et done ay¢; F=0. L’équation x; —0 donne 2d;, — — 4?;
I’équation x;=0 donne ensuite
(B4—2B)24—B)[¢)*—4a,b,(A— B)’] =

Or nous examinerons plus tard les solutions pour lesquelles 34 —2B=0
ou 24 — B=0; nous pouvons donc supposer que

o =4mb; (4 — B~
‘nfin, I'équation =0 donre
(4—2B)[2dy+(4—2B)]=0

d'olt 2dy=— (A — 2B) car le cas 4 —2B=0 sera traité plus tard.
Je laisse au lecteur le soin que | les autres équations (7) sont aussi des
conséquences de (al) Le cas ¢; — O se réduisant au précédent moyennant
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(6), nous allons supposer ¢, ¢, 3= 0. Les équations ;=0 et x; =0 donnent
2d1:—.A.2, 2d3:—B2.
Les équations 1, =0 et x;—O0 donnent ensuite
(4—2B)(4—38B)[e® — a3b, (A — B)2] =0,
(24— DB)(34—B)[e)* —a,b (4 — B)?]=0.
En excluant provisoirement les équations 4 —2B=0, 24— B =0,
A—3B=0, 34— B=0; nous arrivons bien aux équations (73). Le

lecteur vérifiera que toutes les équations (7) sont des conséquences des (cts).
4. Si Péquation (5) est vérifiée identiquement de fagon que les

44+ B
A—B

équations (7) ne soient pas toutes satisfaites, alors ne peut avoir

qu’'une des valeurs
0, £1, +2,+3, £4, £5, +6, +7.

Or les valeurs + 1 sont & rejeter car on aurait alors 4B =0;

d’autre part, on peut supposer j__'_g > 0, car, dans le cas' contraire,
il suffit d’employer la substitution (6). Nous devons donc examiner
successivement les cas ou les valeurs de ﬁ——_{_—%sont 0,2,3,4,5,6,7.
Commencons par ’hypothése jfg=o ou bien B = — A. Alors,
nous devons évidemment vérifier les équations

Yo=Y, Ws=1s- -+ Yo=1o- ®

Voici les cas nouveaux auxquels nous sommes ainsi conduits.
B=— A, ¢, =4a,b, 4°, ¢;* =4a;0, 4%, (B
2d, = — A>+ hayey, 2dy = — A> — hbyec,. !
B=—A4, by=pay, ay=pby, ¢cy=vay, ¢;=—vby, dy=ds, v 0; (8y)

—_ _ (o + aby)’ __ (@ycs + ¢4 by)’
b= A’ I = 16A"'a12113 ’ bl_ 1614.2(11622 ’

) bgey — ayc . ;
2d; =— 4>+ 8ayc, (a:@l—{—b;c:):“) 43, (Bs)

b201 — a1 9

(_“1 G+ byer) T

2dy=—A?— 8¢y
Eerivons d’abord I'équation ¥, =y,
(A*+2d)) ayc9 = — (A*+ 2dy) byey. 9)
Supposons d’abord ¢, =0 ainsi que ay¢; 3=0. L’équation (9) donne: '
ca=0, 2d; =— 4%

L’équation ;= x; donne ensuite 2d, = —9 4%. Finalement, Péquatiorr
Y5 =1y, donne ¢,®=164a,b; A>. Or .ces équations sont déja un cas parti-
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culier ‘de (). Nous pouvons donc supposer ¢;3=0 et, en vertu de (6),
aussi ¢; 3=0. L'équation (9) donne alors

2dy = — A2 + ha,c,, 9)
2dy = — A2—hbye,. his

En substituant ces valeurs dans I'équation 1,=y, on obtient

aza b12 Cy (a1 bl 022 — Ay bg 012 —'l— 2 hal (22} bl b22 01) =
== 022 613 Co (a1 bl 022 —— Q3 ba 012 + 2 k_a12 Ay bl bg 02)

‘ce qui peut s’écrire
a;’ blt (all.bl 022 — Q3 bg 012) (a«_, Cy — b1 Cy — 2 ha]_ Qo bl b)) =0. (10)
Soit d’abord b, =—0. Alors 'équation 1, =y, montre tout de suite que
a,=07%. Soit done @y =>5b, =0. L’équation ¥;=y; donne
1€y + bgcl =0.

Les autres équations (8) sont identiquement 'vérifiées. On arrive &4 un
cas particulier (celui ot u=0) de (8,).

Supposons done a;b; F=0. L’équation (10) montre que deux cas
sont possibles. Soit d’abord

ay b1 092 — Qg bg 01‘3 =0. (loms)
L’équation 13 —¥; donne

Ay Cg (— 30269 Clx — b1022 + 16 A2ala2 blbg) ==
=0 62 (3 ay bl 032 + (12 bg 012 — 16 42 Ay b1 bg).

En vertu de (104;), cela peut s’écrire

ayCy (— 4@2 b2 012 + 16 42 ay azblbg) =0 bg (4 223 62012 —16 A') ay Ay b1 bz)
d’out
(e —4a,0,4%) (ar¢a+ b)) = 0. (10zer)

012 —~4a,1b1A2 = 0;

Soit d’abord

I’équation (10;;) donne .
022—4agbgA2=0.

Nous arrivons 4 la solution (ﬂl) Le lecteur vérifiera que toutes les
équations (8) sont satisfaites. L’équation (10..) est satisfaite aussi quand
Ay Cy + bz €1 — 0

d’ou

C ="%a,, ng—ngo
L’équation (10y;;) donne alors a;ay=>0;b; et I'équation (94;) donne
dy=4d,. Nous arrivons & (8,). Le lecteur vérifiera que c'est effecti-
vement une solution de (8).

* Pareillement on voit que si @,=0, on a aussi b, =0.
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Il reste 4 examiner le cas ou l'équation (10) se réduit
ascy — byey — 2haya,b,b,=0. (11)
L’équation 1, =1y, donne en employant (9 )

Q301 (17 albIng + 7a3b2012 — 96a1a9b1b2A2 Zkalagblbg b201) —[—
+ b102 (7(111)1032 —I- 17@21)2012 —_ 96a1a2b1b2A" —_ 2ka1agblbg a102)

En éliminant # moyennant (11) on obtient
ayCy (3 a b1 022 + Qg bg 012 —16 a Qs bl bg AS) +

by (arby 65° - 3asbyer? — 160y azby by A7) —O. (12)
Pareillement on déduit de 1’équation ;= x3
bycy(Bay byes® -+ asbye,® — 16ay agby by A%) + .
& @y (bt + Basbyo? — 16ayagdy by A7) =0,  (L20)
Les équations (12) et (124:,) sont vérifiées si 'on a
Baybice® + agbge — 16a, 4,010, A* =0, (121

O1b1 65" + B arby0.2—16a, agb, b A2 =0.

Mais alors
e =4a0, 4% e —=4ayby A*
et on retrouve la solution (8,). Si (12..) n’est pas satisfaite, on déduit
de (12) et (124)
(241 bg (5] ] —0
b1ty aics ]
d’out
as=gby, by=yga,. (13)

En substituant ces valeurs dans I'équation (12) on obtient

oty (Bantest - Byte — 16gathy? 42 +
+ ay Cy (Clz12 022 + 3b32 612 —_ 16{/ alz b22 A,)n-_": 0.

Or cela peut s’écrire
(al Cq + b201) [(al Ca -‘- bg 01)2 — 16ga12 b23 A2] =0. (14)

On voit facilement que I’bypothése ajcs + by, =0 ne donne que la
solution (8,) déja trouvée. On peut donc conclure de (13) et (14) que

(@160 by ¢)? (al ¢s + bicy)’
16 a12 b ’ 16 a, bg ’

En substituant ces valeurs dans I’équation (11) on trouve encore

bz €1 — A1 Cy 2

(al ¢+ byer)?

Nous arrivons & la solution (85). On peut vérifier par un calcul un
peu long que toutes les équations (8) sont des conséquences de (3;).

5. Nous allons étudier les cas ol ji_ g =2 ou bien 4A=3B.

h=
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Pour satisfaire. identiquement & I'équation (5), on doit ici résoudre les
équations

Y =0, Ye=0, Ys=1t1, Ya=1o» Ys=1s» Yo=12s, Y1=1s, (15)
"Po'—:%z; =0, x,=0.

Nous montrerons qu’on obtient deux solutions nouvelles

A=3B, by="Hay, a,:%, ¢y = hkay, Cg=—“'—]7‘;"b2, )
. 912 , R 71
2dy = —+.B9—2%, 2dy=— B, hkF0;

Eaﬂ’z + a6
413(110,2 ’ (72>
» 2dy=—B? 4=0.

A=3B, by =~a;, by=1»~"ay,, B=
31%ay% ¢t + agde,®
-2 afag®

Soit d’abord ¢;=0 et donc ayc; 3=0. L’équation 9;—0 donne
2dy = — B*, I'équation Y;=yx; donne 2d, = — 9 B*; enfin, I'équation
Y, =¥ donne ¢;*=16a;b, B% L’hypothése ¢; =0 ne donne donc qu'un
cas particulier de la solution (e;). En second lieu, supposons que ¢; =0
et donc by¢; 0. L’équation ;=0 donne 2d,—=— B?. L’équation
Py =¥, montre que a, }=0. L’équation 1, = x; donne 2d; — — 25 B2,
Si Pon substitue cette valeur de d; dans I’équation x,=0 on obtient
¢ =16a,0, B2. On arrive done & un cas particulier de la solution (e,)
transformée moyennant la substitution (6).

On voit que nous devons supposer ¢;¢; 30 si nous voulous obtenir
une solution nouvelle. L’équation ;=0 ‘donne

2dy = — B (16)

2d1=—.p2—

L’équation xy—0 donne

01=38a, bycs? -i- asbye.® + 2aya,b, by (B 4 2d;) = 0. an
Les équations 15 = x; et 1/, = x5 donnent respectivement, ajant égard i (16)
02 =03 (a1 b1¢5> + Bagbyc,® — 164105015y BY) — 2a,b,%¢; (9B +2d,) =0

03 =3as¢; (Basbics® + azhycy® — 164,00, 0, B*)
+ a1y cq [8¢y® — 2a, b, (2D B + 2d,)] =0.

Un calcul facile donne

a2b192+bg2q]Ql'—,‘:agblcg(albl(322+3a262012—16alazb1b2B2)+ (18)
-'I— b2201 (3a1 b1 022 —l— Qg bg 012 — 16 a az blb2 B")) = O’

3 (@203 -1 3102 ¢301) =01 5305 (a1 b, ¢5> + 3 asby¢,* — 160y a3 b, b, B*) + (18,:)
+ 022 €1 (3 ay b1 022 + ag bgcln. —_ 16a1a2 bl szz)- bis

On voit facilement qu’on peut supposer que

- a:_b1 €z @rbicy | 0
bl afe
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ou bien
as®b, — a,b,°* =0. (19)
En effet, s'il n’en était pas ainsi, les équations (18) et (18,;,) donneraient
¢ =40, B ¢, =4a,b,B?
et les équations (16) et (17) donneraient ensuite
2d;,=—9B% 2d,=—D"
On n’obtiendrait done qu’un cas particulier de la solution (o).
De I'équation (19) on déduit
by =nha,, by="ha,. (19is)
En substituant ces valeurs dans ’équation (18) on obtient aprés un calcul
facile

(haycs + agey) [(haycs + aze,)? — 16h3a % ay® B = 0. (20)
Soit d’abord ka;c, -+ aze; =0 d’ou
¢y = hkay, ¢;=— ka,.
2k

L’équation (17) donne alors 2d; = — B* ———. On obtient la solution (y,).

h
Il est facile de voir que toutes les équations (15) sont des conséquences
de (7). Si haycs + azcs 4= 0 P'équation (20) donne

__hajcy 4 agey

4hyhasas
L’équation (17) donne dans ce cas
_3Ralct? 1 ai e’
2}1'3(112 ay’

Nous arrivons & la solution (y;). Par un calcul un peu long on peut
montrer que toutes les équations (15) sont des conséquences de (7s).

B4 2d, —

6. Pour aller plus loin, nous supposons j i g—_— 3 ou bien 4 =25.

Les équations & vérifier sont
Y= 0, Ye= O) Y5 = O’ Yy=X1, Ys=2sy Y2=1Us
@
Y =16 Wo=1Ms %2=0, 11 =0, %,=0.

Nous allons prouver qu’on obtient trois solutions nouvelles

A”——QB, 63:0, b1=h2al, bgzhaz, ,6)
¢ = 2h3a? (dy — dy), h==0; N
a1b22

A=2B, 02:0, 012:4:60161.3‘, dg'——-a—zg?(2]32+d1); (62)

A= 2_B, bl = h"al, bg = hag,

. 2¢2 c42 ; (d3)
2“1:—‘]:;“—%(#——;'121—“12, 2d2:——_B2, K 3)
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Commengons par supposer ¢, =0 et done ay¢; 4=0. Les équations
. =%; et Wy—1yx; donnent alors

0= (122 [012 — bl (4B2 + 2d2)] +;a12 b22 (41-)” + 2d1) == 0,
0= a2’b1 [2012 ——albl (SB3 —2dg)] —albf‘ [3012 —albl (S.B2 —2d1)J :0-

On en.déduit aisément
% (bl 01 —‘|— 93) = (6022 bl — bgﬂ) (012 —_ 4(11 bl B’) = O. (23)

Nous avons donc deux cas & considérer; soit d’abord a,?b; — a,b2 =0
ou bien

(22)

bl == h2a1, b2 = hag.
En substituant ces valeurs dans I’équation (22) on obtient facilement
012 = 2k3 a12 (dg -— dl)'
Nous arrivons aux équations (dy); il est aisé de voir que toutes les équa-
tions (21) en sont des conséquences. Si @.2b; — a, by® 3= 0, 'équation (23)
donne
012 — 4@1 blBE.
L’équation (22) donne ensuite
oy b22

2
dy= by’ (2B + dy).
On obtient la solution (d;); il est facile de voir que toutes les équa-
tions (21) sont alors vérifiées.

Pour trouver les autres solutions de (21), il faut supposer ¢, 3=0.
I’équation 9; =0 donne alers

2d, —— B (24)

L’équation y3—0 donne

0, =2a,b,6% + a3b5¢,® + a1 43510, (B% + 2d,) =0. (25)
L’équation 1=y, donne, tenant compte de (24),
o=c {a, [2a1by ¢ + agbss® — B ay 43010, B*] 4 a,2by® (4 B2 42 dl)} =0,
L’équation 13— y5 donne

O3=1¢; {af b1 (7a161622 + 2a2b2012 _ 9a1a2b1 bng) —_
— b22 [3 (3“1 bl 022 + (/23 b,clz) - alaf:_)bl bg (8B2 —_— ‘)dl)]} =0.

Finalement, on obtient de I'équation ¥, =1y,

0y = b]_ {6(7/32171 (a161022 + 3a3 bg 012 — 4:alagb1 bng) —
— b22 [20(]/1 b1022 + 25“2 b2 012 — A1 Ay bl b2 (17 B*— 14dl)]}= 0.

On en déduit
1 Y 2 [3
EIE(GQ 61 61 - 0-2) = 01 (a'22 bl - al bga) (4B" + 2d1) — O, (26)

0% ¢104 + 03= @7)
=0 (a22 b1 — b22) l7 ay b1 022 + 2(12 bg 012 — 9&1 (123 b1 bng] = 0,
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7a1b1b2261+0'4_§ 23
= Gbl ((1/221)1~ — b22) [0/1 blogg + 3@2 bgclg — 4@1(12 b1 b_sz] =0. ( )
Remarquons qu’on peut supposer b; F=0; en effet, si b, =0, I'équation
W3 = ¥, donnerait ¢, =0 ce qui ferait y =0 (v. (1)). Soit d’abord ¢, =0,
a?by — a1 0,24 0. L’équation (28) donne
¢, =4a,b,B.
Ensuite on obtient de (25)
2d, =— 9B
On arrive ainsi & un cas particulier de la solution qui s’obtient de ()
moyennant la substitution (6). En second lieu, soit ¢; (as®b; — a;5,%) 3= 0.
L’équation (26) donne 2d; = — 4 B*. Des équations (27) et (28) on déduit
01’ = albler 022 = Qg bng.
On arrive ainsi & un cas particulier de la solution (a,).
Il en résulte que, pour obtenir une solution nouvelle, il faut sup-
poser a,*b; — a;b,* =0 d’out
bl - k':.’ ay, bg —_— haz.
En substituant ces valeurs dans 1'équation (25), on obtient

. o 2¢° ¢
2d1—— B _h722_— I.ﬁ_‘llz'
On arrive & la solution (ds). Il n’est pas difficile de vérifier que les
équations (21) sont des conséquences de (Js).

, .. A4+B A+ B .

7. Les hypothéses 1 B_4et e 6 ne conduisent & aucgne
solution nouvelle. Pour briéveté, je me borne & énoncer ce résultat
négatif. Supposons plutét que ji§=5 ou bien

A—3a, B=2a.

Les équations & vérifier sont

Y =0, Y¢=0, Y;=0, Y,=0, Y;=0, Y=y, #’1 = Xo» (29)
Yo=1s %4=0, A5 =0, xs=0, 2, =0, % =0.
Nous montrerons qu’elles donnent trois solutions nouvelles
A =30, B=2a, a,3b,®>=a,®bs®; (&)
02:0, 2012-—'_—'— a1b1 (a2 +2d1), 2d2:—a2; 1
A= 3a, B= 2“, ar-_)abls == a12 b237
Cq =0, 3022 = — agbg (4“2 + 2 dl)} 2d2 _ 4a2;

A=3a, B=2a, a23b12:a12b33, (8)
e = agbs0?, 2¢° = — arby (Ta* + 2dy), 2dy, = — 4o, ?

(&)
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‘Supposons d’abord ¢;=0, et done az¢; 3=0. L’équation ;=0 donne
2dy = — o, (30)
De l'équation x3—=0 on déduit
by [2¢,? + ayby (o + 2dy)] =0.
Or b,30 car autrement l'équation Y¥,=yx; donnerait a;c;—=0; done
2¢,* -+ a,by (¢ + 2dy) =0. (31)
Eerivons encore 'équation W, = x;

o 023070 9 .
3 a—[2(12b201 —a1a2b1b2 (Qa + 2d9)] —
1Y2

= aybyte; [20@sbges® — agasb by (1762 — 14d))].
En employant (30) et (31) et en simplifiant, on obtient
(90 + 2dy) (@202 — a,by*) = 0.

Si a,*b,2 — a;,%by* = 0, on obtient la solution (&); il n’est pas difficile
de voir que toutes les-équations (29) sont vérifiées. Au contraire, I’hypothése
2d; =—9a*
ne conduit & aucune solution nouvelle. En combinant la précédente

avec (31) on obtient
) 012 = 401 b] a’.

Or cela ne donne qu'un cas particulier de la solution (a,).
En second lieu, supposons ¢;==0 et done by¢,34=0. L’équation
W; =0 donne

2dy = — 40 (32)

L’équation x, —O0 donne

3¢ + ay0, (40 + 2d;) =0. (33)
Enfin, I’équation ¢, = y; donne

— @20, [3¢g? — apby (1602 + 2dy)] = a,2b,* (160 4 24,).
En réduisant moyennant (32) et (33) on obtient
(as®b;® — a,%0,;*) (16 @® + 2d;) =0O.

Si @36 —a,?by> =0 on obtient la- solution (&;); on peut montrer que
toutes les équations (29) sont des conséquences de (&;). Si

2d; =-—16a?,
I'équation (33) donne
¢! —=4ayb,a?
et I'on obtient un cas particulier de la solution qui se déduit de (o)
moyennant la substitution (6).
Supposons enfin ¢y ¢, 4= 0. L'équation ;=0 donne

2dy — — 4a. (34)
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Ensuite, I'équation 9; =0 donne
Co® = agbyt®. (35)
L’équation x, =0, simplifiée moyennant (35) donne
ashy [2¢,* + a;1by (T 4 2d,)]=0.
Or agh, =0, car si a,==0, I'équation (35) donne c¢;—0, et si b, =0,
I'équation P, =¥, donne ¢,¢; = O, tandisque nous supposons maintenant

¢163 0. Done
20 = — a1 by (T 4 2dy). (36)

Enfin, on déduit de ;=¥
— @%b, [3 (a1 b16,° + Bazbye®) — ayasb, b, (1602 + 2d;)] =
=a? b, {— Te? + a0, (162 4 2dy)].
En y substituant les valeurs (34), (35) et (36) on trouve
(@226, — a:2by®) (90® + 2d,) =0.

Si as®b,® — a,°b,* =0, on trouve la solution (&3). Un calcul un peu long
montre que toutes les équations (29) sont alors vérifides. L’hypothése
9a® 4+ 2d; =0 ne donne rien de nouveau. De I'équation (36) on déduit
alors ¢, =a;b,a* et 'on obtient un cas particulier de la solution (o).

8. Il nous reste 4 étudier le cas j+g~ 7 ou bien
A=4a, B=—3e.

Les équations & vérifier sont
Y1 =0, Y=0, Y;=0, P,=0, ¥Y3=0, Yy=0, ¢, = (37)
Yo=12x1, X%6=0, %5=0, 14=0, %5=0, x. =0, x, =0, xo——O
On obtient ici une seule solution nouvelle
A=4a, B=3a, =0, 3¢ =—a,b, (42* 4 24y), ©
4,30yt — agth =0, 2d, = — 4.

J’omets de montrer que les hypothéses ¢1=0 et ¢,¢,3F 0 ne conduisent
4 aucune solution nouvelle et je me borne & supposer Cg——O et done
asc, F 0. L’équation ¢=10 donne

2dy = — 4. (38)
L’équation y;—0 donne

3¢t =—a,b; (4 4 2d,). (39)
L’équation 9, =yx; donne
as*b,® [3¢,* — a, by (1602 + 2dy)] = — a6, (1602 + 24,).
En simplifiant moyennant (38) et (39) on obtient
(a,® byt — ay*b,%) (160 + 2d,) =0.

Si a,%b* — a,*5;> =0 on obtient la_solution ({); il n'est pas difficile de
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voir que toutes les équations (37) sont des conséquences de (£). Si
16a* 4+ 2d; =0, I'équation (39) donne ¢;2=4a,b,02 On obtient done
un cas particulier de la solution (e,).

9. Calculons maintenant dans les divers cas trouvés les valeurs
de @8, 7, L et M des équations (1), (2), (4) et II (12), en simplifiant
toujours moyennant la substitution II (9).

Dans le cas (z;), on peut supposer 4=a-+1, B=—a--1,
(a4 1). ay = ag, b; = by. On obtient

4 /ale(a-i-l) (4 —1) 4 b—l e—(a+1)(w—v)
g= bl —etw—op - “_1 1 — e~

L—_ % 2@t M pe—tu__
BarD)’ T 2@—1)
(@1 LA @ B fa1]
- 2 (64(14—1;) 1)?
2@t a1y
M= 5 g

(o — 3)2 4[(a—T1) e“(“-”) —a+ 1J
—‘ 9 (64(1;—1:) — 1)3

Dans le cas (@), on peut supposer de méme 4 —=a 41, B—=a—1,
a*F1, ay=ay, by ==, On obtient (¢—=+1)

@ (0t (v—v) _ go(ut3) (u—v)
8= 2V !

bl 1 — et(u—o) )
o /b1 =@ 0 — g g—@D) (i)
y=—2a a—l 1 — et(w—v) ’

— 14 2 (a41) 2w _j- a1
I=sarn"“"" tTa—p
(e 1) 2[e(e+ E’,)e6 =) — (¢ 4 6) et~ — g (a0 — 3) e (v ) 1]

2 + [1— et}
2( by )e 2(atl)y | 2(ab ) e2(a—1)v __
_(a—1)? + 2[e(—ea + 3) S0+ (a—6) et L g(a + 3) 2l —1 ]
2 [l et w——v)]

e2(e—1)u___

Ces formules supposent que I'on a choisi les deux radicaux Vg—l et -l/ﬁ
1

de fagon que leur produit soit égal & 1. Les deux cas ¢=1 et
&= —1 sont essentiellement distincts.

Dans le cas (8,), on peut supposer A=1, a,=a, b, =bs On
obtient (e=+1)

eu—" . ,b_l eu—"
=2 Vb1 1+ ee2@—oy y=2¢ Va_l 14 ge2(w—v
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a b 6ee? (=)
L=;‘2-1 62“— ‘) +. Shal V ! + (1 F 862("_”))2’
b1, ()fl PR | a 6ge? ()
M——e —§'G —-Q——hbl Z—l—f—-m.
Ici encore, Vb ‘/a —1 et les deux cas e==1 et §=—= — 1 sont essen-
1

tiellement distinets.
Dans le cas (8;), on peut supposer 4 =1, a; =10y, p.=1, ou bien
A=1 ay=0b;=1, p=0. Sous la premiére supposition, on obtient

v - 14
ﬂ - evr—u eu—v’ V= ev—v — ev—u’
2 1
a1 2 9 - 3v
L= 2 e — 2 e + dl - 9 (eu—u — ev—u>27
3y? 1

M:%le””—% et b — 5 e
La seconde supposition, au contraire, conduit & une surface qui admet
oo? déformations projectives en-elle méme. C'est ce qui le lecteur vérifiera
aisément.

Dans le cas (8;), on peut supposer 4=1, a;c; + ¢,b, —4a,b,,
¢;=¢,. On obtient

ﬂ — 4 bg e — ay e y= 4 a ev—u b2 ed—v
a + by €2 (=) — 2(s—0) a + by €2 (v—u) — ¢2 (u—v)
b 1 4ay(a—b)
AN 2w 72,20 — 1\%1 2
L-—28 28 2 (a1‘l‘b2)2 + »
_l_ 4 [60/11)266(“_") —_ (7(,1,12 —|— 5b22)64(“—”) + 6alb2e2(u—v) + a12_ b22]
(@ bs)? (e4 (=) —1)? s
b 4b, (ay — by)
ol 20 __ 22,20 T0\G1 — O9)
M——— e 2 + (al + b )2 T
4 [6 albzee(u—v) —(Ba2+T 622) 40— | B byed®@—) — g | byt ]
+ (al '+‘ b2)2 (64(14——1)) 1)4

Dans le cas (y7,), on peut supposer B=1, h=1, ¢;=—1. On

obtient 1 ) 1 gvu

b=y 1w 7= "p,i—aw»
1 1 1 Hetlv—v)—2
2 byt 20,7 (P — 1)
1 1 w42
T2 T 2 (@ — 1)
Dans le cas (}’2)’ on peut supposer B=1, A=1, a;,="5;. On
obtient, en posant ¢; — c,=4¢,

1 ¢ 1
J— 3 (u—v —
B=2¢w™ ‘(‘1 T g T e?(u-—v))’
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y.=9Qev—u 1 ¢ 1
}’_'—" e 1—}—62("_")__671:1—8’("_”) ’

3 ol a2
L_ eGu__I_ e?u__i_4a1 alf'—*_c _‘_
‘ 2 ay”

2 5(ay*—c?) e°<“"’) —2(4a,*—a;c+4c?) et 4 (@)% — %) @42 (a2 —ayc+c )

a [1— A&
— M v N ey —5
M= 6 €Y +- 5 +
2 (a2 —02)66(“‘”)—2(2a1"+alc+ 20*)34(“—”)-{-5((1, —-c‘)e"(""’) 2(a,? —alc+04)
+— a? [I—0—

Dans le cas (d;), on peut supposer B=1, k=1, a;="5,. On

obtient - -
ﬁ=1/2(d2—d1) },_1/2(012—‘11)
Zo—w__1 e

a q 4 62 (u—v) __ 1

e4u _|_ 1 9, + dy—(dy — d1)< S 1)”

22 (u—2) | 1
M— a’l etv + 120 -|- dy — (dz dl) (ef(u—v) _li)2

Dans le cas {0;) on peut supposer B =1, a,b,=azb;, ¢;=2.

On obtient 1 9 1
B=2a, Ao 1’ 7="«e—;(m;

_a b 42— 1
1 et "I" S et + dl 2 (62(11—'0) — 1)27

1 b d —l—2 el L 1
M_»—e"”-]— Jelt 4 — "‘2(82(u—v)__1)2'

Dans le cas (d;), on peut supposer B=1, h=1, a,=a, On
obtient

. l ¢ =) (¢, — ¢ e%) 1 o2 (v—) (6, — €5 €7
o a 1— &2 2 (u—v) )’ 7= ay 1—¢& (—u) y
2 2
_._1 du _| ﬁ 214__]“___01 _.02_
=gt g —g =g g7t
1 6cicae®—(4¢2+45ep%) 20 f ¢ 4- 202
2 a,® (e —1)*
M al 4v+ ay ,v_i__ 1 2el4e?)e? <"—">-—601cge"—”+ e 4 2¢,?
2 2 a/l (62 (u—v) ___ 1)2 ¢
Dans le cas (s), on peut supposer a=1, a;=a,=>5,=5;. On
obtient ) ¢ ¢y e3 (u—v) ey e3(v—u)
b= 1w "= i—aw»

g B Lot o betty—2
L= 6 e’ 4 48 “ 3 PR 2a13(82("—”)—1)”
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‘ ay ay 1 62 v 42
M=+ 3~ gai@e i_l)”'

Dans le cas (&), on peut supposer ¢ =1, a, = a; =b, — b,. Mais
on voit aisément que la surface correspondante admet oo? déformations
projectives en elle méme.

Dans le cas (g;), on peut supposer a =1, @ =—a,=>5b,=b;. On
obtient en posant e =+1

e3(u—) 0_1_ ger—v e3(v—uw) ﬁ__'sev—u
_ a -

ﬁ - 1 —e? (u—) ’ V= 1 — e2tv—u); R4
71 66 “ + eLu 7 c_lz,
2
1 8egaye ) — (6 o?+5 012) 2= —2¢eay¢,e* "+ 3,2+ 2 c1
T az 0 — oy

M:ﬂee”—]——e"'”—‘?-—

1 2ea163070) —2¢2e2" —8eqa e + 3 a,? -1—201
T 247 : (1 — e2@—n)e

Le deux cas e=1 et ¢=-—1 sont essentiellement distinets.

Dans le cas ({), on peut supposer =1, a; = a,=b; =b,. Mais
ici encore, la surface correspondante admet co? déformations projectives
en elle méme.

V. L’espéce B,.

1. 1l y a deux types de surfaces de Vespéce B, dépendant chacun
de deux constantes arbitraires.
Supposons d’abord a;b; F=0. Pour abréger, posons

Z=a1b1 (u'—v) —a1b2 —i"' Q2bl,

m—=a, bg €1 + Ay bl L — A bl C3. (1)
Les équations (E,) et II (15) donnent
— g4 (u—v) clz_l_m — p— A (u—) _clz_m
16 (7 blz ) 7 € alz ’ (2)
U 1 2 du ! d
=g54°¢ (h“-l-az—ﬂ + dy, )

: 1 b .
V=ﬂ62“”(b1v+b2—ﬁ) + dysi AFEO,

Uz%lu“’—{—aw—{—dl, =l S0+ byy -y, si A=0. (3bu)

Les équations II (11) donnent

e22? —m? , , ,
F,+F,=383y=3 1 1b1z“’—" F'\—Fly=8y—18.
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Or on déduit de {2)

, 2Acl 2clm + 2Am‘2
;87’_67'—‘ + a1b1,-7")’
amsx qu on . peut prendre )
P B 24c’s  2¢m 24Am®
1— L= —

. . 2’ @ b15—d1,2 bie
Il en résulte

— A 2, ! m? 1 2 2eym '3ms'
Fl—»—.m;£01 2—1-7)4‘%(301 _—z—— 2 ) (4)

A ([, mY 1 s 2¢em  3m’
Fg_al“b;‘(‘?‘ 2“1’7)+m(3 6 + — —— .

22

Nous devons maintenant substituer les valeurs trouvées dans I'équa-
tion II (13). Cela exige un caleul facile, mais un peu long. $i 430
on obtient

A3 m 9 42 . eym?  om®
eA(u—v) [_— (01 —}—,.—-—) _d EP (61 z —'— ¢ P m : z_) +

- 3A%a,m 2c cma 3 m? 16Aa2b m
™ é“l alb‘(2 o’ + = lz" - z“’) zl” =+
2m(2¢2 3m? balsbl ﬂ Am  aym)|

_!_ by L& )+ s —2d2' by bz & )

A 43 24* ' cmsr m3
v '_—_’e—"(““”)[—-—(l z)—l— 3b" 63 —elim 21— —

3A b m . 2c cm’ 3Imd 6Aa b
+ 1 2b1(_ 3 1 1 )+ 1 1

.+.2_m(2§1,__ )+6“1 X .—2d1(_£cl_.£’_'_,_li‘f’_‘)].

a, \ 22 ay a2 2’

Si A=0, op obtient

1 1} 1 i 1 . 1 1)1
. Gand : 2p,2 = [ 2 =
i 6m a bl) ot + 6(1/1 bl (al bl) ”l 401 m a bl) 2
1 (as? b1 — a12b22) ml -z
£ —_ — + - —0. 5
T 2m (a1 d2 bl dl) P a bl Za a, bl 0. (Bbu)

2. Considéronék d’abord le cas ‘A =4=0. L’équation (5) a la forme
A=) P— e AU @,

{P et ¢ étant des fonctions rationelles de u—v. On doit done avoir

séparément P= @ =0. En annullant les coefficients des diverses

puissances de 2z dans P et ¢ on obtient sans peine comme unique solu-

tion de (5) pour laquelle 3y =4=0
C1 = O 02 = ay bl) 2 dl =2 d2 = A" (a)

Cons1dérons maintenant I'équation (Hps). On voit tout de suite qu’il
y a deux maniéres de la vérifier sans faire fy —0
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4=0, ¢=0, by=ay;, 2 al_(d1 —dy) = a® — by, By
A=0, ¢,=0, ¢’ =a, by, 2a,by(aydy — by d]) + as* b —a,® by =0. (ﬂz)

Dans le cas (2), on peut supposer A =1, a; = by =0. On obtient

1 rface * _
a su ﬂ—_ g}-e"_v 1 bl ev—u 1
Vb w—v ' ay v— o
e L1 3 1
2 2—u——v 2 (u—o)?
b 3 1
M—? T2 +u—v 2(u—o)*

Dans les cas (4,) et (8;), on. voit facilement que la surface admet oo?
déformations projectives en elle méme.

3. Dans ce qui précéde, nous avons supposé que a,b; 3=0. On ne
peut pas avoir simultanément a; —b,=0; et le cas a; =0 se réduit
au cas b; =0 en échangeant « et v. Il est faclle de voir que si A3 0,
I'hypothése b; = O ne donne aucune solution. Pour abréger, j'omets ce calcul
et je suppose 4=>b,=0. Ona alors en supposant que — a; ¢, +2a,6,—0
ce qui est évidemment permis

2¢

C
ﬂ:—i(“—'v)) 7:'a_r

1
U :i‘;—lu2+ ayu -+ dy, V=>byv+ dj.
Les équations IT (11) donnent
2
Flz—a;(u—’l)), Fg '—Zb—z-(u—ﬂ).
En substituant ces valeurs dans ’équation II (13) on trouve

2¢dy 12¢8

an 4,
—¢ U—0v)—2¢v— b, —albz( —)=2¢u+—22——2

al” bl.

En comparant les coefficients des deux membres, on obtient

(2 (123 + bg) bg

de*=—a b, dy= 2a1

On peut supposer 2¢, =a;, a;=0. On obtient la surface
b,
=Jw~m7=L

3 1
_l'l:——?l/2 ; (u —v)+d1, —b2u+—2—.

. o, . ay b
* Les radicaux sont choisis de maniére-que l/_—b' . V—a’. =1
b - .
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VL. Les espéces B; et B.
1. Il y a quatre types de surfaces de Uespéce B, dépendant re-
spectivement de 4, 3, 3, 3 constantes arbitraires.

Les surfaces de UVespéce B; forment un type dépendant de trois
constantes arbitraires.

Les équations (Ej;) et II (15) donnent, en posant ¢—= %,
1 k.
‘6 = as e—4u—v + a; e—B(u—v) y= a ed(u—v) + ase B (u—v)? (1)
U’ — % (al blez Au_l__ as b2 el Bu + he (A—I-B)u)
v’ =ay bl e24v _I__ o bz 2By _ he(4+B)v, (2)

Commengons par observer que nous ne restreignons pas la géné-
ralité en supposant a; 4=0; en effet le cas a;,=0, a; 4= 0 se réduit au
cas a;F 0, a; =0 en échangeant les lettres A et B et, d’autre part, on
ne peut pas avoir a; =a;=0. Alors, des équations (1) et II (11) on
déduit sans difficulté

op —__k [ 3t 14+B
Y atfay|at+ay ' a, A—B)|’ 3)
OF. — k [ 3¢ 14+ B )
~s—a1tv—{—a2 aﬂf—i— Qg alA."—B ’
ou j'ai posé, pour abréger,
f— ¢ (4—B) (u—v), (4)
Des équations-(2) on déduit, si AB(A—B) %0
i a, b, , Asbg o, h
U— [QIA_]. Au_‘_ 2 2 Bu_1_A+Be(A+B)u]+d1, i
V= a;z‘ 2Av+a1 b2 e2B8v__ h Be(A-i—B)v‘I__da‘ ( )
Si A= — B =0, on obtient
a b asb
U= T [21‘41 2A4u ;Aze_““-}—hu]—f—d,, o)
by oy, by, o
V— 2Ae 2A6 —hv+d’
Si B=0, 430, on obtient
[02131 B + 3‘4" + agb,u] + dy, -
(5ter)

V= 02231 et -.-—%»849 + a,bgv + d;.
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Si 4 =0, B0, on obtient

U=1 [%, oo . 2 e”“r“"b‘“]”"

a,b; h
vV — 21]32 eznu__e’?" + azb,v + ds. .

2. Nous allons substltuer les valeurs trouvées dans I’ équation 11 (13).
En la multipliant par (a; + a,¢)* ¢?®=* nous trouvous

(5 quate r.)

A+ B

n+t4—”{-—a3B(B9—|-2d,)t3
+a1[—2(A+2B)a1a2d2—}—(A ZB)k—}—(A+B 3)Bk——
— 4oy (42— 6 4B+ 12AB2—4B3)]t2 +
+a [ 2 @A+ B)ayaydy — (24— B)k+((A+B)2 _A)k~|—
+ala2(4A3-12A2B—]-6AB3—B3)]t+

B
. k{— 084 (4* + 2d) 65 +

+ a; [ 2a3dy A + = 4 A+Bk——a2A3]}
(6)

+al[—:2(2A+B)a1a2d1—(2A—-B)k A*B+3) +
-i-a1a2(4A3—12A2B+6AB9—B3)}t2—j—
+a2[_2(A+2B)a1a2dl+_(A.—2B)k—'%+33)k+

—aya; (4> —64*B + 124B* — 4B3)] t+

; B A+ B
+a32[—‘2a’d1B a A—'._Bk— B]}.

Dans cette équation

si AB(A+ B)%0, n=0;

si A+ B=0, n=2h(as+ a,?)* [4(u—v)(a;t —as) — (ag -+ a;?)];
si B=0, n=>03(ay + a,%)? [24a,a3 (u —v)t + a,t — a:];

si A=0, n=">0,e? (a, + a,8)? [2Ba;ay (u — v) t — a;t + a}

Il est facile de voir que les cas 44+ B=0; B=0, 4 =0 ne-
donnent rien de nouveau. A cet effet observons que, si #=0, ou
B=0b;=0, ou enfin 4=>5; =0, les équations (E;) sont seulement
un cas particulier de (E;) et ne peuvent donc donner rien de nouveau.
Or si AB(A+ B)=0, le coefficient de: u — v dans I'expression 7 doit.



évidemment étre nul, afin que I'équation (6) puisse étre satisfaite identi-
quement. Or ceci donne, en outre des hypothéses 4 4+ B=h=0,
B=10b;=0, A=0b; =0 déjs refutées, seulement B=—=a; =0, ou
A=a,=0. En substituant dans I'équation (6) on voit quil n’est pas
possible la vérifier sans faire y =0.

3. Il reste donc seulement d’examiner I'équation (6) sous I'hypotheése
“AB (A + B) 30 (et done =10) et hka; F=0. L’équation citée a la forme

t%t—ﬁ(wata TP+ YY) =A% I+ Kat+ Xo-  (Bvis)
Elle est satisfaite si
Ys=0, Y3 =0, Y, =0, Py =0, %3=0, =0, 1 ==0, x,=0. (7)
Nous allons montrer qu’on peut déduire des équations (7)
k=a,a, (A— By, 2dy =— A% 2dy—— B*. (@)
Les équations ;=0 et y3 — 0 donnent en effet 2d; = — 4?3, 2dy =— B*

et I'équation y=—0 donne ensuite a;[k— a,a,(4— B)]*=0. Or si
a, =0, les équations ¥, =0 et x,—0 donneraient

A— 2B—|—(A+B~——3)B 0, —24+ B— (A+B+ ‘3)A 0,
d’olr
(4—3B)(4—2B)=0, 34— B)(24—B)=0
et enfin 4=B=—0. On vérifie aisément que toutes les équations (7)
sont des conséquences de (),
Si I'équation’ (6.s) est vérifiée identiquement sans que l'on ait

les (7), on voit que jig doit prendre une des valeurs 2, 3, —2, —3.
Supposons d’abord queji%—? d'ot 4=3B. On doit avoir
Yy =0, Yo=0, Yr=1t3, Yo=12 %1 =0, %=0. ®)

Nous en déduirons la solution nouvelle

3a2

.
A=3B, kz_%, 2d,——2% _p 24,—_ B ©)
1

.
Remarquons d’abord que nous pouvons supposer a,==0.* L’équation
P3=0 donne 2d,=—B. Les équations ¥, =yx; et ;=0 donnent
respectivement
01=2a, (4a; a; B* —k) -+ ka,® (9Bt 4 2d,) =0, ©)
Q2= 2k + ay Qg (.Bg + 2(]1)2' 0.
-On en déduit

a291_’”a1 0= 2(“224‘7‘7“1") (4a, ay B* —k)=0.

* En effet, si a, =20, I'équation y0=72 donne B=70.
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Or si k=4a, a, B?, I'équation (9) donne 2d; — — 9 B? et nous obtenons
un cas particulier de la solution (&) déja trouvée. Done’
k _ a22 R
a,*

’ . 2 9
et, en substituant dans I'équation (9), 2d;, = aa;__ B2, Nous obtenons
1

ainsi les équations (). Il est facile de voir que toutes les équations (8)
en sont des conséquences. :

Supposons maintenant que ji g:S, dott A=2B. Les équa-
tions & vérifier sont

Yy =0, P2=0; P, =0, ¥, =x3 22=0, x,=0,%=0. (10)

On obtient deux solutions nouvelles

3 2
A=2B8, k:%“i 2d; = —- 6;‘1 — B, 2d,= — B*; (71)
1 1 e ’

A=2B, a,=0, 2d, = —4B*, 2d,—— B (%)

Soit d’abord a;=0. L’équation 1, — 0 donne 2d; — — B?, et I'équation
Y, =13 donne 2d; =—=—4B". On obtient les équations (y,) et on vérifie
aisément que toutes les équations (10) sont alors vérifiées. Soit mainte-
nant a, 3= 0. L'équation 93 — 0 donne 2 d; — — B*. Ensuite, les équations

Y, = X3 et %, —0 donnent respectivement

61530,22 (k_‘alagBil—l— k@x‘i (4:BJ+ 2d1)——_0, 11
6253:k+ alag (_B2+2d1) =O. ( )
On en déduit
ay0, — ka2 0y =3 (a3 — ka,®) (k— a, a; B*) =0.

Si k=a,a,B?, (11-) donne 2d; ——4 B2 et l'on retrouve un ¢as “parti-

culier de la solution (). Done
3

a
k = a_j3 ;
de 'équation (11) on déduit alors
.,  Say’
2d1=___BZ___ a14 .

On obtient la solution (y5); il est facile de voir que toutes les équations (10)
sont verifides. o - '
4. Maintenant, il n’existe plus de" solution essentiellement distincte
des précedents. En effet, si %:~—2 ou —3 et a0,
il suffit d’échanger 4 et B pour retourner aux cas déji examinées;
A+ B

d’autre part, un calcul aisé montre que les hypothéses 15 —2 ou

—3 et ;=0 ne donnent- ancune solution.
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4

11 nous reste 4 calculeur les valeurs de @8, y, L et M.
Dans le cas (), on peut supposer

A=a-+1, B=a—1[a(a?—1)F0], a,=as h=4.
On obtient

1 e(a-{—l)(u—v) el (a—1) (v—u)
T a1 e 7T=20 m’
_ by 2 (at1)u be 2 (a—1)u 2ou___ (a +1)?
l=5wr D """ Tea@=D"° +2a12a‘e' —g T

6 ¢26—) 24

+ (1 __I_ e2( a—v))2 1 + e’ (u—v)?

a; by +1)0 a1 b, 2(a—1)v___2_. 2av_(a—1)2
M—2( ) LAY oy y L a’ g T

6 ¢2 (u—v) 2a .

(1 + ¢ (u—v))2 1 + e2 (u—v)"
Dans le cas (8), on peut supposer B=1, a;=a;, h=4. On
obtient

ﬁ - —]'— eu—v Y _1- e"—u
T ifeew 1T T g e
by g by, 4 o 3 e
L= ¢ Fr—ett—2—5 2 (1T ey
1 1
— a_ls 1 + o2 (u—v)
b1 e (11 b 20 4v 1 3 et
M= + 56— et — 2 T 2a, (1} ) +

1 1
T e T ae

~ Dans le cas (71), on peut supposer B—=1, a;=a; h=3. On

obtient _ ¢
ﬁ 1 eu—v L i ev—
_a 1—|—e"-“’ r= all—l—e“—"’
bl ety b2 e2u e
L"‘" +—= + a’? 2+ 2(1+eu—v)2+
i 1
all 4 e
4y b2 2 — v 1,8 e 38 1 1
—e 2 + 1(1+eu-—v£ alﬂl_l,_eu-—v
Dans le cas (¥;) on peut supposer B=1, q,=1, h=3. On obtient
ﬂ — eu—-v, y= ke? (v—ﬁ)

by au 1 ,
L=ghetvd b — 2 Bhe,

M= bl 4v+
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5. Il nous reste & examiner les équations(FEs). Remarquons d’abord
qu'on peut supposer a;b, }=0; on effet, si @, =0 ou b; =0, on retrouve
un cas particulier de (E,). Les équations II (15) donnent

4 (u—v) ce—4 (u—v)
— _ _—— 12
A a, (u—v) + a7’ o (u—v) +a)’ (12)
b
U— 94 [a1b1 uz + (al bg + Ay b1 —_ '—j'i—) u —I—
ay by . a,b; - asby a2b2 ]}
b
V=— §CZ e“"[al bv? + (al by — azb; — q—lA—l) v+
aby  aybg—ay b11 a2b2
teox~ g4 2 Tt
Si 4=0, les équations (13) sont & remplacer par
U:%u3+wus+ (“2_2’2 -f—h)u—{- dyy
ab by —ayb b (13us)
V:—C[ 12+a12 12+( a22+k)J+d2
Des équations (12) on déduit aisément
41  31]
F, = C[——+2Z“J; F2—C[—a—1;+§}‘,J;
en posant pour abréger
Z=a; (u—0v)+ a,. (14}

En substituant ces valeurs dans 1’équation II (13) on trouve aprés
un caleul un peu long

. . 2
7+ e4—) bay (“2‘14 +c¢) 64 (a;3 + ¢) 1
oA+ a B4 +2dy) AL +2 d2]
+ . _ :
[22%4 z (15)
+ e—4<u—v> 6 a, ("12 +¢) + 64 (01 + C) +
2cA2—}-a12(3A‘-i—2d1) A(A~+2d1) _
+ a, 2 p =0.

Iei n=0 81 440, et si 4=0
_¢by 1 a2 a® 2a.a:h
(- dert 3%,

On voit tout de suite que I'’hypothtse 4—0 ne donne aucune solution
nouvelle. En effet, le coefficient de = est b,c; si ¢=0, y =0 et nous
avons déjh remarqué que nous devons supposer b, 3=0. Au contraire
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si A5 0 on obtient de (15) immédiatement
C=——a1', _,dlz——Az 2d2=—A2.
On peut-supposer 4=1, a,=0, b; =0, et on obtient

1 ey ev—w

ayu—v o —a
1 1 1 3 1
— = 2 2 — 5 9
L= D) e ({hblu +h) 2 u—uv 2 (“_v)a’
__E“f. 2v 2 _l 1 —i L
=g (@b’ +h)—5+ —F—5 (w—n)*

Tableau de quantités (3, v, L, M, relatives aux surfaces qui ad-
mettent un groupe continu- & un paramétre de déformations pro-
jeetives en elles mémes.

Les transformations du groupe sont

fi=u-+t+t v=v
pour l'espéce 4, et

i=u-+t+t v=v+4+t¢
pour l'espéce D.
Espéce A.
1° =1 y=v, L=2au, M= —u -+ av®+ b.
2 , B=1 r=e®+ e—4,

L:—%u”—{—a, M= — Au(e4” — e—4v) |- b.

2 N
B ﬂ:l, y=e”,L:——g-—f—a, M=—ue"—}—b.

Espéce B1
4° g =e=, 7:3'—”%', L—-2E—F—f—a
_dF 2v
M—%—f—F-*‘e H

jei z=u—v, et F, fonction de z seule, est solution de I'équation
différentielle du quatnéme ordre

7 ¢ F adF
dx'*_‘}dﬂ +3da:9_ ‘l" h( dx? ‘|'3 +2F+1)+

@F dF ar d’F dr
v (@ %)% T '“)J’%( %)=
Be =1, y=F, L=2F+a, M=F + bv;

F' est fonction de =wu — v seule et vérifie I’équatlon différentielle du
second .ordre EF

Kz

L 3F 4 Qa+ 1) F=ta.
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Espéce Bs.
6° g=e* V———{—a , y=e" "( ‘fi_i a),
L:—eﬂ"+b+£‘g+ ]/(IF—-FJra“’%

ici encore, F' est fonction de la seule variable # —=wu — v et satisfait
A I'équation différentielle

e [T S (@Y AT OE s ary oy
(7 + ™) | 5 7t dr ) da? dx® _(_—) _F)
iF #F |  (dF iF\: @ &F .
g artiE )*2 (dx) —7 dx‘+2(F_ax)d +
iF 3 BF
—|—a(1—a2)( ) 02T e b( )]—F(‘—e—’)[?W—

) (S + (7 +2 ) T+ —3at 20 4L
+2 F(‘ff) — 240 (dF) —0.
L B=QQ—a) F+0b, y=aF,

2
L=—amu—b t-$a(l—a)F* 4 2abF,
M=v—|—%a'(1 —a)F* 4 abF.

F est fonction de la seule variable x —wu—v et vérifie I'équation
diftérentielle du troisiéme’ ordre

O 61— F 4 6abF L —2(1—a)2 % —2(1— @) F—p=0.
a a
8 ﬁz’;’ul__v‘f"by 7— ,I;"f'br
3 a ab 2
L:u—?(u—-v)”—]—u—v'_}_'%b’
3 a* ab .
M_”——i(zt—v)"—u—v_{_%b"
Espéce Bs.
. ¢ (@+1) (w—) 4 ¢+t )
Y B= ey 7:71m’
__8b sty 2‘—1):;__(“'*‘1)2
~gaFit +2(a—1)‘“’ “ 5 T

4[—(a+B) etV fa—1]
+ (64 (u—v) __ 1)2 ’




b 2(at1)v b
i TICE S R T CE Y
4[(a —T) et —q - 1]

+

e2(a—1)v_ (o

=

(64(1:—11) 1)

@) (+8) )

10° B+=2aqa i ,
2 e—(@—38)(u—v) _ g— (&—1)(u—v)
" a 1 — ett) )

ab_ (@+1y 1)
= e2(@t)u 2a—)u __
L 2(a +1)e +2(a— )e T

L 2t et —(at

b
BETICERY)

L 2l(=a g 3)ettd L (@—6)eke ) 4 @t

o2 (@1

(1 —_ e4(u—v))2
b
"t Ta@=1

e2(a—1)v __

2

1— PRCEDN

¢ (@+1) (=) | g(«+3)(u—m)

11° B=2a EpY = ’
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