Jarnik, Vojtéch: Scholarly works

Vojtéch Jarnik
Dvé poznamky ke geometrii ¢isel
Véstnik Krél. Ces. spol. nauk 1941, XXIV, 12 p.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/500518

Terms of use:

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery
O and stamped with digital signature within the project DML-CZ:
The Czech Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/500518
http://project.dml.cz

Zvlistnf otisk z VEstn, Kril. Spol. Nauk. TE. matemat.-pHrodoveq, Rodnik 1041,

Dv€ poznimky ke geometrii &isel.
VOJTECH JARNIK, Praha.
(Doflo dne 11. listopadu 1941.)

V #n-rozmérném prostoru R,, opatfeném pravoihlymi osami sou-
fadnymi, znaéme body tuénymi pismeny, na pf. X = (23, ..., &,), ¥ ==
== (Y1, +--» Yp); PFi tom 0 znali vidy bod (0,0, ..., 0) (poditek). Jsou-li
a, b ¢&isla, definujme ax 4 by = (az, + by, ..., az, + by,) a pod. Body
x%, ..., X* (1 £ k < n)!) nazyvame nezavislymi, neplati-li Z4dn4 rovnice
HX 4 ...+ £xE = o0, kde Max (| ¢ ], ..., |#,]) > 0.2) Takové nezivislé
body spolu s potitkem urduji ,,k-rozmérnou rovinu‘‘ {o, X!, ..., x*},
coZ je mnozina vSech bodl tvaru

HX 4 ... 4 Xt (1)
(ty, ..., t; libovolna redlnd é&isla). n-rozmérnd rovina je oviem cely pro-
stor R,. .

Body s celodiselnymi soufadnicemi nazyvdme miiZovymi body.
Jsou-li X4, ..., X¥ (1 < k < n) nezévislé m#t¥ové body, lze oviem viechny
miiZové body k-rozmérné roviny {o, x, ..., x*} psati ve tvaru (1) s redl-
nymi &, ..., §; lze-li viechny m#ifové body této roviny psiti dokonce
ve tvaru (1) s celistvgmi t,, ..., t,, Fikdme, %e body X!, ..., X* tvoti m#iZo-
vou bast roviny {o, X!, ..., x*}.

Je-li M bodovd mnoZina, A nezdporné &islo, znatime znakem AM
mnoZinu viech bodt AX, kde X e M. Znakem J(M) znalme vnit¥n{
Peano-Jordantv objem mnoziny M. Budiz nyni M uzaviend omezend
mnozina, majici vnitini bod. BudiZ 7, nejmensi kladné &islo takové, Ze
mnozina 7,M obsahuje nezavisly m¥izovy bod x! (t. j. rGzny od po-
&4tku); budiz 7, nejmensi kladné &islo takové, Ze mnoZina 7, M obsahuje
mifZovy bod x? tak, Ze X!, X2 jsou nezivislé. BudiZz 73 nejmensi kladné
dislo takové, Ze mnoZina t,M obsahuje mii¥ovy bod X* tak, Ze x!, X%, x*
jsou nezdvislé atd. Tak dostidvame celkem = &sel 71 ..., 7, (0 <7, <

1) Ctend¥ jist§ nezamdni horni index s mocnitelem.

2) Pro k = 1 m4 tedy definice tento smysl: bod X je ,,nezavisly* tehdy a jen
tohdy, je-li x % 0.
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L1<...£ 1) a n nezdvislfjch mifZovych boda xi, ..., x"; &isla
Tyy +ovy Ty j€% jsou ziejmé jednoznaéné uréena mnoZinou M, nazyvime
postupnygms mintmy, piisluSnymi k mnoZiné M.3)

Je-li N libovolnd neprizdni bodovd mnoZina, ozna¢me znakem
QB(N) mnozinu viech bodi x---y, kde X e N, ye N; mnozinu B(N)
nazyvame vekiorovou mnoginou mnoziny N. Je ziejmo: je-li N uzaviend,
omezend a méa vnitini bod, plati totéZz o mnoziné L(N). Déle je zfejmé
vidy QB(N) = tQB(N) pro t = 0.

Neprizdni bodovéd mnoZina M nazyva se konvexni, mé-li tuto
vlastnost: je-li xeM, yeM, 0t 1, jeo téZ2 ix+ (1—t)ye .
O bodové mnoZind M Fikdme, Ze je soumérnd vzhledem k podatku,
mi-li tuto vlastnost: je-li x e M, je téZ — X ¢ M. Zfejma je tato vlast-
nost: je-li M konvexni mnoZina, soumérnd vzhledem k podatku, je
B(M) = 2M. Vskutku, je-li ze B(M),jez=XxX—Yy, kde xe M, ye M,
tedy —yeM,3x 4+ 4 (—Yy) e M, z= X—Y e 2M; naopak, je-lize2M,
jedzeM, —dze M, 2 = 4z — (— }z) e B(M). Dile: je-li M konvexni
mnoZina, soumérns vzhledem k potitku a je-li y'e M, [¢,| < 4; pro
=1, .., je by 4+ ...+ ty e+ ...+ 4) M

Uzavienou, omezenou konvexni mnoZinu, jeZ je soumérna vzhle-
dem k poditku a obsahuje aspon jeden vnitini bod, budeme nazyvati
soumérnym konvexnim télesem. Z geometrie ¢isel je zndma tato véta:

Véta 1. BudiZ n > 0 celé. Potom existuje ¢islo ¢, > 0 s touto viast-
nosti: je-li M soumérné konvexni téleso v R,, a jsou-li v, ..., t, jeho po-
stupnd minima, je 1,7, ... T, J (M) Z c,.

Plati dokonce, jak zndmo:4)

VYéta 2. Ve vété 1. je dovoleno kldsti c, = 2".

(islo 2" je ji% ostra hranice: je-li M krychle | z; | < 1(i = 1, ..., n),
je n=...=17,=1, " J(M)=2". Nasim prvnim cilem jest ukdazati,
Ze véta 1, a to s hodnotou ¢, = 2%, je specidlnim p¥ipadem obecnsjsi
véty, platici pro libovolné uzaviené omezené mnoziny s vniténim
bodem. Plati totiz tato véta, kterou v dal3im dokdZeme:

Véta 3. BudiZ N uzaviend omezend minoZina, majici aspori jeden
vnitini bod; budte v, ..., T, postupnd minima, prislusnd k mnoZiné B(N).
Potom je 7y7, ... 1, J(N) < 271,

3) Body x%,..., x® nemusi byti mnoZinou M jednoznaénd urdeny; le¥i-li
na p¥. v mno#iné vy M nékolik m¥iZovych bodit riznych od polatku, mohu ktery -
koliv z nich vziti za X!; existuje-li mezi nimi & nezavislych (ale hikoliv & 4 1 ne-
zavislych) bodt, je 7, = 7, = ... = 74 < Tp41.

4) Literaturu viz v knize J. F. Koksma, Diophantische Approximationen,
Berlin 1936, str. 13—14 a v Zentralblatt fiir Mathematik und ihre Grenzgebiete 21,
str. 290, posledni referat.
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Véta 1. s hodnotou ¢, = 2%*~! plyne bezprostiednd z véty 3. Je-li
totiz A soumérné konvexnf t&leso a jsou-li 7y, ..., 7, jeho postupnd
minima, je M = L (3 M) a tedy podle véty 3.

T TWJGEM) = 1y ... 7,27 (M) < 2"

Zde se naskytd duleZitd otdzka, zda je moZno ve vété 3. nahraditi
dislo 2"1 jednitkou;*) kdyby to bylo mozno, plynula by odtud zfejms
nejenom véta 1, nybrz i véta 3.

Budiz nyni M soum&rné konvexni téleso s postupnymi minimy
Ty «+o Ty BudiZ o nejmensi kladné ¢islo, jez ma tuto vlastnost: je-li x
libovolny bod, obsahuje mnoZina®) x + oM aspofi jeden miiZovy bod.
Cislo o Tei t. zv. nehomogenni problém, piislusny k télesu M. Vyznam

cisla 7, pro tento nehomogenni problém je pak dan témito nerovnostmi:

ot (n+...+ 1) <ing, (0)
Nerovnosti (0) jsou ostré: je-li M krychle |z, | < 1@ =1,..,n), je
n=..=1,=1, o=14§; jeli M téleso ||+ ...+ |2,| L1, jo
Ty=..=71,=1, 0d=14%n (nerovnost |z, —} |+ ...+ |z,—}|Z o

nelze totiz refiti celymi Cisly x;, je-li o < 4n). Nerovnosti (0) nejsou
nové; bylo jiz v literatufe zdiraznéno,®) %e jsou obsaZeny v tvahdch
paté kapitoly Geometrie der Zahlen; jezto vSak p¥imy dikaz lze provésti
na nékolika Fddeich, bude zde v dal§im proveden.

Druhym nafim cilem je dilkaz této véty:

Yéta 4. Budte LX) =y 2 + ... + pu2, ¢ =1, 2, ..., n) redlné
linedrni formy s determinantem 1; budif & > 0. Potom existuje m¥iZovy
bod X = (xy, ..., 2,) + 0 tak, Ze

| Ly(X) ... L(x) | < T 4.

Diikaz této véty provedeme metodou, obdobnou metods, které bylo
uZito pfi dikazu obdobné nehomogenni véty?): plati-li pfedpoklady
véty 4, a jsou-li by, ..., b, libovolna reilna ¢isla, existuje miiZovy bod
X =(x,..., z,) (zde smi byti x = 0) tak, Ze | (Ly(x) + b;) ... (L,(X) +

n

+b)l <2 2+ e

Dikaz v&ty 3. Budte xJ, ..., x® nezavislé m¥iZové body, definované
jako svrchu (ov8em pro mnoZinu M = B(N)). Tedy: je-li 0 < i < 74,
lezi v mnozindé AB(N) jediny mifZovy bod 0;je-li0 < 1 < 7, (2 < 1 < m),
potom vSechny miiZové body, lezici v AB(N), lezi v roviné {o, x%, ..

*) Pan VI. Knichal prav$ sestrojil pfiklad, ktery ukazuje, %e to nenf moZno.

5) Je-li b bod, N bodova mnoZina, znadi b + N mnoZinu vioch bodt tvaru
b+ y, kde yeN.

8) Viz posledni dva referaty v Zentralblatt 21, str. 104.

7) Viz na p¥. préce, o nichZ je referovano v Zentralblatt 23, str. 207.
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.+ X"11.9) Sestrojme nyni miiové body 1, ..., y* takto: y! budiZ mii-
Zovou basi piimky {0, X!} (stadi zvoliti za y' m¥iZovy bod na {o, x}},
majici co nejmensi kladnou vzdédlenost od potitku); y? budiZ takovy
mifZovy bod v roviné {o, X!, x2} = {0, y}, x?}, Ze y%, y? tvoii miiZovou
basi této roviny (staci zvoliti za y? mifZovy bod v této rovind, majici
od piimky {0, x'} = {0, Y1} co nejmensi kladnou vzdélenost). Potom
bude oviem {0, y!, y2} = {0, ¥, X2} = {0, X%, x?}. Takto pokracujice, do-
staneme n nezdvislych m¥izovych bodt yY, ..., y® (kde y* = (%, ..., ¥¥)),
je% tvoii basi mifZovych bodi celého prostoru a p¥i tom je {0, X, ..., X¥}=
= {0, ¥, ..., Y¥} pro k = 1, ..., n. Determinant &sel y¥ (i, k = 1,...,n)
je tedy (jak zndmo) 4 1 a tedy existuje linedrni substituce y; =
= au%; + ... + a,x, (¢ =1, ..., n) s celodiselnymi koeficienty a; a s de-
terminantem + 1, kterd prevadi bod y* (k= 1,...,7) v bod (0,..., 0,
1,0,...,0) (na k-tém misté jednicka). Tato substituce previdi mnoZinu
viech mifZovych bodi samu v sebe a neméni vnitini objem, tedy ani
tisla 7y, ..., 7,. MiZeme tedy od poc¢itku dikazu piedpokladati, Ze tato
substituce jiz byla provedena. Potom ovSem kaZdy bod u = (uy, ..., %,
roviny {0, X%, ..., X'} = {0, ¥}, ..., ¥~} bude spliovati rovnice u; =
= Uy = ... = U, = 0. Plati tedy:

Je-li 0 < A< 7 (8 =1, ..., n) a lei-li miiZovy bod X = (2, ..., @,)
(A) {v mnoZiné AB(N), je X € {0, XL, ..., X!} (resp. X = 0 pro ¢ = 1),

t. ). =2, =...=2x, = 0.

Predpokladejme, Ze 7;...7,J(N)> 2", Potom lze voliti ¢&isla
Ay ey A, tak, Ze

0< <7y WS A . S 4y Aot L, J(N) > 2071,

gn—1 (2)
J(N) >—2;—-——' A .

Sestrojme nyni v prostoru krychlovou sif o strané

(m celé kladné),
n
jejiz vrcholy jsou vSechny body X tvaru

X
A,m

X =

’ (3)

kde x probihd vSechny mfiZové body; budiz Q8 mnozina onéch bodi (3),
jeZ lezi v N; budiZz B podet prvki mnoZiny B. Zvolim-li m dosti velké,

8) Jo-li toti% x mif¥ovy bod, le¥ici v A (), nemohou byti — podle definice
dsla 73 — body x4 ..., X1, X nezavislé, takZfe platf rovnice tvaru #x! + ...
oty X1 4 tx = 0, kde Max (|4 | ..o [ 1], | 2]) > 0; jefto xi, ..., x—1

fi—1

. ) ¢ ) )
jsou nezdvislé, nemie byti ¢t = 0, a tedy je X = —- Tl xXt—... ——Tx‘—l, t. j.

X €{0, X1, ..., xi—1},
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je podle (2)

1\ 2n—l
B. 4
(l,,m) = Ao A, )
Sestrojme celd ¢&sla Ky, ..., &, tak, Ze 28! < ;—”g 2% a polome
‘
2k
T; = —, takie
Ay
1 1 2 .
0-:1,,310",1 Sk Ty=— — ST <—(1ZL 1 n—1). (5)
I A A -

Podle (4), (8) je B> 'm"T, ... T, = m"2h+---+¥_ Dva body

X
K=aw Y=

n

T (X = (Zgy ce0s @)y ¥ = (Y1s++ s Yp)) (6)

n

mnoZiny B poditame do téie tiidy, je-li

2, = y, (mod 2"'m) o X, = Y, (nod 2¥sm). (7)
Podet téchto t¥id je 2%+ - tham"® < B; v B a tedy v N existuji dva
razné body (6), pro néz platl (7). Polozime-li X —Y =z = (2, ..., 2,), jo
Z+0, 26 B(N), 4,z; =0 (mod 2%) 2 = 1,...,n). (8)

Tedy pfedné (viz stale (6), (8), (A))
A2, =0(mod 1) (¢ =1,...,n), (9)

t. j. A,Z je miiZovy bod, leZici v 4, B(N); jeito 4, < =

w J@ 2, = 0. Tedy
je za druhé

Az = 0 (mod 2%—1) (i = 1, ..., m), (10)
. Az Y A, .
t. j. Y je mifZovy bod, leZici v - obnt QB(N); jezto
A 1
. = . 11
21:,,_1 Tn——l é An—l < —19 ( )

je z,_, = 0. Tedy je dale
A2, = 0 (mod 2¥n—2) (4 = 1, ..., ), (12)

" l
takze je mfizovy bod, leZici v —/—— %(N ); jeZto

2Ln

Ay 1

= < 13
2"7;—2 Tn——z = 11»-—-2 < Tn—2 ( )
je 2,_s = 0. Tak pokradujice, obdriime 2z, =2z, ; = ...=2 =0, t. j.
Z = 0, coZ je ve sporu 8 (8).
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Ditkaz nerovnosti (0). Budte 7, ..., 7, postupnd minima soumérného
konvexniho télesa M; budte X,..., X" nezdvislé mfizové body, defino-
vané jako v Gvodu, takZe plati na pt.: je-li 0 < 4 < 1, a je-li X mFiZovy
bod, leZici v télese AM, je X € {0, X%, ..., X""!}. Podobné jako v dikazu
véty 3. smime piedpoklddati, Ze tato rovina je mnoZina viech bod,

jejichZ n-t4 soufadnice je rovna nule.

1. Predpoklidejme, Ze o < 37,. Budiz b = (b, ..., b,) takovy bod
télesa M, jeni ma co nejvétsi m-tou soufadnici (tedy oviem b, > 0),
takZe pro X = (2, ..., %,) e M je vidy z, < b,. Podle definice ¢isla o
existuje k bodu — $7,b miizovy bod g = (g, ..., g,) tak, e g e — }7,b -+
+ oM, takie existuje bod z = (2, ..., 2,) tak, Ze ze M, g = — §7,b +
+ oz. Je tedy g€ (47, + o) M; jeito 0 < ¥z, + o < 7, je (podle defi-
nice &isla 7,) g, = 0, tedy 47,0, = 0z,; jeito 0 < ¢ < ¥, plyne odtud
z, > b,, coZ je spor.

II. Jeito body x%, ..., X" jsou nezavislé, existuji ke kazdému bodu
X € I, reilnd &isla my, ..., m, tak, Ze X = mx*+ ...+ mX" Zvolme
celd ¢isla gy, ..., 9, tak, Ze m;=g;,—1t, |4, | <4 (@ =1,..,, 7). Potom
je a=g;x* + ... 4+ ¢,X" mifZovy bod a je a = x4 t;x' + ...+ £, x";
jeito X*e v, M, je tyxt 4.+t X"ed (vy + ... + 7,) M, tedy aex +
+ 4+ ...+ 1,) M, takie s < ¥ (7y + ... + 7,).

Diikaz véty 4, Pripad n = 1 je trividlni; budiz tedy » > 1. Budte

ddny redlné formy Ly(x) (¢ =1,...,,n») s determinantem 1; budiz g¢
dolni hranice soudinu | ILy(X)...L,(X)| pro vSechny mii%ové body
n—1

X = (%, .., %,) 0. Predpoklidejme ¢g>2 "2 ; odtud odvodime
spor. Definujme ¢ > 0 rovnici a"™ 1) = g, takZe

a* > 4. (14)
Zvolme 7 > 0 tak malé, Ze

Rk 1 1 1 1

1

1 y —— . , 2n — l )2
e N s T L R
(16)

(to lze podle (14)) a potom zvolme & > 0 tak, Ze
Ite 14 (16)

Zvolme mijZovy bod X = 0 tak, Ze-

IS ITTLM | <g+ e ' (17)
(index 7 v soudinech probihd vidy hodnoty 1,2,...,n). Pro kaZdy

mifZovy bod y % 4 X je pak
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ITTEX + Ly | =1 [TLix+ 9129 (18)

ITTEX) — L) | = 1 T] Lix—y) | = 9. (19)
Znisobme ncrovnosti (18), (19) a délme Jtvercem nerovnosti (17);
polozime-li L(x) = X, obdrZzime podle (16) nerovnost

_ 2(y)) (g ) 1 20
|1—[(1 T ¥ 0

jez plati, kdyZ y je jakykoliv mfiZovy bod, rizny od x a od — x.
Bod y nyni vhodné zvolime. BudiZz M rovnobé¢znostén

I;l

[ Ly | = ¢t=1..,n) (21)
| ,,I\---X|> n 2 takio ol
jeho objem je (podle (17)) 2 =D 2" — ” == 2", takZe jeho po-

stupnd minima 1, ..., 7, vyhovuji podle véty 2. nerovnosti 7,7, ..
1

7, <1, tedy 178 ' < 1, 1, < v, " Existuji dva nezdvislé mii-
Zové body u, v tak, Ze

| Xl | X;|

| Lu) | < 7 - ,,'_1: L) | S 7 d;,;i,‘(ix I,..,n). (22)

Podle (22), (17), (16) jest

g <ITILW I < o 'I,},,_,;' Wtk e

n—1

1
takze 7; > —~ T T < ——+— Aspoii jeden z bodd u, v je nezivisly
7 a

na X; oznadéme jej W; jest pak podle (22)

n). (24)

UvaZujme hody w, 2w, 4w, 8w, ...; mezi nimi existuje bod z takovy,
Ze plati

| L(z) | Sk X G=1,...m), (25)

e viak bod 2z }iz tyto nerovnosti aspoii pro jednu hodnotu 7 nesplituje,
na pf. pro 7 = 1, takiZe je

1L | 2 T Xl (20)
L(z)
X

]

mimo to je oviem z + X, Z = — X. Polozme

= «,;, takZe podle
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(26), (26), (20) je

+ n ! + 1 !
0 < o < =1, , 0 = ——— |1
‘ ¢ " M= I T
27
tedy podle (27), (15) postupné
af<? —1<1—al<L |[1—a}|S1 (1=2..mn)
1
1—of | > — (28)
=l >y
Je-li 1 — &% > 0, je podle (27), (28)
(I 47 1
1 — 1o o >1—n 11—« - 29
4(1'2'1 = l 1l>(1+ )2 ( )
coZ jo ve sporu s (15). Je-li viak 1 — a2 < 0, je podle (27), (28)
(14 7)? g 1 .
i —-1>o¢%——l=[l——a1[>(-l--+n)2, (30)

coz je opét ve sporu s (15).

Zwei Bemerkungen zur Geometrie der Zahlen.

(Zusammenfassung.)

(Bingogungen am 11. November 1941,)

Bezeichnungen. x = (23, ..., 2,), ¥ = (41, ..., ¥,) usw. bedeuten
stets Punkte des n-dimensionalen Raumes R, (n = 1); stets ist 0 =
= (0,...,0). Sind a,b reelle Zahlen, so schreiben wir ax | by =
= (ax, + by, ..., ax, + by,) usw. Ist M eine Punktmenge, a ein Punkt,
A =0, so bedeute a + M die Menge aller Punkte a + X mit xe M
und AM die Menge aller Punkte Ax mit x e M. Ist N eine nichtleere
Punktmenge, so sei B(N) die Menge aller Punkte x —y mit X e N,
y € N. Offenbar ist B(tN) = tB(N) fiir ¢ > 0; ist N beschrinkt, ab-
geschlossen und besitzt N einen inneren Punkt, so hat offenbar auch
QB(N) diese Eigenschaften. J(N) sei der innere Peano-Jordansche Inhalt
von N. Eine Punktmenge M heile ein ,,symmetrischer konvexer Korper,
wenn sie folgende Eigenschaften besitzt: M ist beschrankt, abgeschlossen
und besitzt einen inneren Punkt; aus x € M folgt — X e M; aus x e M,
yeM, 0 <t <1 folgt ¢x + (1 —¢) y e M. Fiir symmetrische konvexe
Korper.- M gilt offenbar: I. M = QFM). IL ist | ¢ | < 4, x*e M fiir
1=1,...,7, s0 ist 4xX* 4+ ... + ¢ X € (A + ... + 4,) M.
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k Punkte xl, ..., x* heiBen unabhiingig, wenn aus £;x! + ... 4- £;xF =
= 0 (Wo ty, ..., 4 Zahlen sind) t;, = ... = ¢, = 0 folgt. Solche & Punkte
zusammen mit dem Punkt o0 erzeugen die k-dimensionale Ebene
{0, x4, ..., x*} d. h. die Menge aller Punkte (1) mit reellen ¢.%) Es sei
MM eine abgeschlossene beschriankte Punktmenge, die einen inneren Punkt
besitzt. Es sei 7, die kleinste positive Zahl, fiir welche 7, einen Gitter-
punkt x! & o enthilt; es sei 7, die kleinste positive Zahl, fiir welche
t,M einen Qitterpunkt x? enthilt, sodaB x!, x2 unabhfmgig sind; es sei
73 die kleinste positive Zahl, fir welche 133 einen Gitterpunkt x3 ent-
hélt, sodaBl x!, x2, x? unabhéngig sind u. s. w. So bekommt man » Zahlen
0< <15 ... £ 1,), die sukzessiven Minima von M, und n un-
abhangige Gitterpunkte x!, ..., x*; offenbar sind die 7, nicht aber immer
die X', durch M eindeutig bestimmt. Aus der Geometrie der Zahlen
kennt man folgenden

Satz 1. Zu jedem ganzen n > 0 gibt es ein c, > 0 mit folgender
Eigenschaft: Ist M ein symmetrischer konvexer Kérper in R, und sind
Thy « ooy T, S€inE SUkzESSIVEN Minima, 80 ist 1,7, ... T, J (M) < c,.

Und noch schirfer:

Satz 2. Im Satz 1 darf man c, = 2" setzen.1?)

Wir wollen nun zeigen, dafl Satz 1 als Spezialfall eines wesentlich
allgemeineren Satzes angesehen werden kann; dieser Satz lautet:

Satz 3. Es sei N beschrdinkt, abgeschlossen und besilze einen tnneren
Punkt. Es seien 1y, ..., v, die sukzessiven Minima von Q(N). Dann ist

7Ty ... TJ(N) < 2071,

In der Tat, sind die Voraussetzungen von Satz 1 erfiillt, so ist
M = Q(3M), also nach Satz 3: 7,...7,J(IM) = 7,... 7,27 J(M) <
< 2", woraus Satz 1 mit ¢, = 22"~ folgt. Satz 1 ist zwar schwi-
cher als Satz 2, leistet aber auch oft gute Dienste. Problem: kann man
2"=1 im Satz 3 durch 1 ersetzen?*) Dann wire nicht nur der Satz 1,

sondern auch der Satz 2 ein Spezialfall dieses verschirften Satzes 3.

Beweis des Satzes 3. Es seien unabhéngige Gitterpunkte x, ..., X" wie
oben eingefiihrt (und zwar fiir die Menge M = B(N)); x* = (i, ..., z}).
Dann gibt es » unabhéngige Gitterpunkte y!, ..., y", welche eine Basis
aller Gitterpunkte bilden, soda8 {o, y,..., ¥} = {o, X\, ..., x*} fiir

9) Die Formeln findet man im tschechischen Text.

19) Literatur in J. F. Koksma, Diophantische Approximationen, Berlin
1936, S. 13—14 und Zentralblatt fiir Mathematik und ihre Grenzgebicto 21,
S. 296, letztes Referat.

*) Herr VI.Knichal hat soeben durch ein (Gegenbeispiel gezeigt, dass dies
nicht der Fall ist.
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1 £ & £ n1t) Denkt man sich die Modulsubstitution durchgefiihrt, die
den Punkt y* in den Punkt.(0,..., 0,1,0,...,0) iiberfithrt (1 an der
k-ten Stelle), so ist zf & 0, 2}, = ... = 2% = 0. Dann gilt nach der
Definition von 7;:

Ist 0 < A < 7; (1 £ 9 X n) und liegt der Gitterpunkt X = (z, ..., x,)
(A) {in AB(N), so ist X e {0, XL, ..., X"} (bzw. X = o fiir ¢ = 1), also
T = Xy =..=uw,=0.

Man setze nun voraus, daB 7,...7,J(N) > 2"!; man wihle 4,,..., 4,
so, daf} (2) gilt. Man konstruiere ein Wiirfelnetz mit der Kante (4,m)*
(m > 0 ganz), dessen Eckpunkte alle Punkte (3) sind, wo x alle Gitter-
punkte durchlauft. Es sei B die Menge, B die Anzahl derjenigen Punkte

(3), die in N liegen. Ist m hinreichend groB, so gilt (4). Man konstruiere
2 2k
ganze Zahlen k, ..., k, mit 2% < _).2 < 2% und setze T; = _:; dann

k)

i n
gilt (5). Nach (4), (5) ist B> A*m™T,...T, = m"2b+---+Fn; zwei
Punkte (6) aus B rechne man in dieselbe Klasse, wenn (7) gilt. Da die
Anzahl der Klassen < B ist, so gibt es in @B, also in N, zwei verschie-
dene Punkte (6) mit (7). Setzt man X — Y = z = (z,, ..., 2,), so gilt (8).
Also (vgl. stets (5), (8), (A)) gilt (9), d. h. A,z ist ein Gitterpunkt aus
R

2, B(N); wegen A, < 7, ist 2z, = 0. Also gilt zweitens (10); d. h. Py

A
ist ein Gitterpunkt aus 2%11 QB(N); wegen (11) ist z,_, = 0. Also gilt

Az _ A
weiter (12), sodaB 2b:_2 ein Gitterpunkt aus 2k,:'_2%(N ) ist; wegen (13)

ist also 2, ,=0. So fortfahrend, bekommt man z,=z, ;=...
... =2, = 0, im Widerspruch gegen (8).

Bemerkung. Es sei nun M ein symmetrischer konvexer Kérper,
Ty, ..y T, Seien seine sukzessiven Minima; o sei die kleinste positive
Zahl, welche folgende. Eigenschaft besitzt: ist X ein beliebiger Punkt,
so enthdlt die Punktmenge X 4 ¢M mindestens einen Gitterpunkt.
Kennt man also g, so hat man das dem Koérper M zugehorige ,,inhomo-
gene Problem* gelost. Die Bedeutung von 7, fiir dieses Problem folgt
aus den folgenden Ungleichungen:

1, Lol ¥ (n+ ... + 7,) < dnr,,. (0)

11) Anleitung: Sind ¥, ..., y* bereits so gewihlt, da sie eine Basis fiir die
in der Ebene {0,y ..., y¥} = {0, X!, ..., x¥} liegenden Gitterpunkte bilden, so
withle man fiir y¥+1 einen Gitterpunkt der Ebene {0, ¥, ..., y¥, x¥+1}. der cinen
moglichst kleinen positiven Abstand von der Ebene {o, Y3, ..., y¥} hat.
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Diese Schranken sind scharf (man betrachte den Wiirfel | ;] <1
(¢=1,..,n) mit r,=1, 0=1% und das ,Oktaeder |z;|+ ...
oo+ 12, | £ 1 mit 7y = ... =1, = 1, 0 = {n. Die Ungleichungen (0)
sind nicht neu; es ist schon in der Literatur hervorgehoben worden,
daB (0) aus den Betrachtungen des fiinften Kapitels der ,,(Geometrie
der Zahlen* folgt'?); jedoch mdge hier ein kurzer Beweis gegeben werden.

X!, ..., X" seien wie am Anfang dieser Note eingefiihrt. Wie im Beweis
des Satzes 3 darf man voraussetzen, dafl die n-te Koordinate aller
Punkte der Ebene {0, X}, ..., X"~} gleich Null ist.

I. Es sei b= (b, ..., b,) ein Punkt von M mit maximaler n-ter
Koordinate; aus x = (=, ..., x,) e M folgt also x, < b,; also ist b, > 0.
Es gibt einen Gitterpunkt g = (g, ..., g,) mit ge—3z,b 4+ oM; zu
g gibt es also einen Punkt z = (z,,...,2,) e M mit g = — }v,b 4 oz.
Also ist ge(d7, + o) M. Wire o < 47, 8o wire 0 <o+ |7, < T,
Tﬂ bn

20

II. Jeder Punkt x laft sich in der Gestalt x = myx! + ... + m X"
schreiben; man finde ganze g; mit m; =g, —¢, [t;| < §; also ist
a=gxt+ ... + g,x" ein Gitterpunkt, a = X 4 t,x! 4 ... + £,x", {;x* 4
+ .+t Xl (vy + ... + 1,) M (denn X'er, M), also 0 < 3 (g +
+ ..+ T,

als — 1 — gz —
also g, = 0, 7,0, = oz,, also z, =

> b, — Widerspruch.

* *
*

Unser zweites Ziel ist der Beweis des folgenden Satzes:

Satz 4. Es seien LX) = yu%i + ... + P, (¢ =1, ..., n) reelle

Linearformen mit der Determinante 1; es ses € > 0. Dann gibt es cinen
n—1

Qitterpunkt X = (2, ..., @,) + 0 mit | Ly(x) ... L,(x) | < 2 2 + e
Der Beweis dieses Satzes ist der Beweismethode nachgebildet, mit
welcher man einen analogen ,,inhomogenen‘ Satz bewiesen hat.13)

Beweis des Satzes 4. Es sei n > 1 (der Fall n = 1 ist trivial). Es
seien n reelle Linearformen Ly (X) (¢ = 1, ..., n) mit der Determinante 1

gegeben; es sei g die untere Grenze von | Ly(x) ... L,(x) | fir alle Gitter-
n—1

punkte X = (2,,...,@,) &= 0. Man setze g > 2 2 voraus; daraus

wird sich ein Widerspruch ergeben. Man definiere @ durch a > 0,

a""—1 =g, sodaB (14) gilt. Man wahle > 0 und nachher &> 0 so

klein, dal (15), (16) gilt; das geht wegen (14). Man wihle dann einen

Gitterpunkt X == 0 mit (17) (der Index ¢ in Produkten lauft stets iiber

12) Vgl. die beiden letzten Referate im Zentralblatt 21, S. 104.
13) Vgl. z. B. die im Zentralblatt 23, S. 207 besprochenen Arbeiten.
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die Zahlen 1, 2, ..., n). Fiir jeden Gitterpunkt y # 4- x gilt dann (18),
(19). Multipliziert man (18), (19), dividiert dann durch das Quadrat
von (17) und setzt man L,(x) = X,, so bekommt man (20). Wir werden
nun den Gitterpunkt y geeignet wihlen. Es sei M das Parallelepiped (21)

X...X
mit dem Inhalt 2"‘—-7;%,7_?”—' = 2" (vgl. (17) und die Definition

von a); fiir die sukzessiven Minima 7,,..., 7, von M gilt also (nach
1

Satz 2) 117;...7, <1, 7" 1 <1, 1, < tl“;’—:l. Es gibt also zwei

n =

unabhingige Gitterpunkte u, v mit (22). Nach (22), (17), (16) gilt (23),

a'"" 1

]
punkte u, v ist von x unabhéngig; er heile w; wegen (22) gilt dann (24).
Unter den Punkten w, 2w, 4w, 8w, ... gibt es einen Punkt z mit folgen-
den Eigenschaften: es gilt (25); fir den Punkt 2z ist aber mindestens
eine dieser Ungleichungen — z. B. die erste -— nicht mehr erfiillt, so
Lyz)

- :‘xi

1
also 7, > , Ty < _: -17. Mindestens einer der beiden Gitter-

daf} (26) gilt; auBerdem ist freilich z = X, z # — X. Setzt man

und benutzt (25), (26), (20), so kommt (27) heraus; aus (27), (15) folgt (28).
Ist 1—a22>0, so gilt (29) — Widerspruch gegen (15). Ist aber
1 — a? < 0, 850 bekommt man (30) — ebenso Widerspruch gegen (15).
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