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Korespondenény seminar vo vychodoslovenskom kraji

Martin Gavalec, Bozena Mihalikova, Peter Mihok

Historia KMS

V skolskom roku 1985/86 zavfsil Korespondenény matematicky seminar (KMS)
vo Vychodoslovenskom kraji desiaty ro¢nik svojej existencie. KMS je organizovany od
roku 1976 pre $tudentov strednych $kol skupinou uéitelov a Studentov matematiky
Prirodovedeckej fakulty UPJS v Kosiciach.

Ako vznikla myslienka organizoval KMS? V septembri 1976 sa pri Ruzinskej
priehrade konalo ststredenie vybranych riesitelov MO, ktoré mozno povazovat za prvé
sastredenie vychodoslovenského KMS. Boli na tiom uplatnené principy z organizacie
taborov mladych matematikov, ktorych zdkladom je vytvorenie citovej klimy, priazni-
vej pre rozvoj tvorivého myslenia. Vhodna citova klima bola vytvarana uplatinovanim
zdsady dobrovolnosti a podnecovanim prirodzenej potreby telesného, dusevného a so-
cietného rastu Gcastnikov. Matematicky program zaloZeny na samostatnom experimen-
tovani a objavovani, hry s matematickym obsahom, kolektivna sttazivost a pestrost
denného programu — to vsetko spolu s kamaratskym pristupom vedicich vyvolalo
vyrazni zmenu klimy ststredenia. Vzrastla aktivita Gcastnikov na matematickom
i nematematickom programe; prejavilo sa to napriklad aj na priprave a priebehu
spolo¢nych vecerov, po ktorych nasledovali diskusie ¢asto do neskorych vecernych
hodin. Zaver poslednej diskusie pri tdbordku prekvapujiicim spésobom demonstroval,
akym intenzivnym zazitkom bolo stistredenie: Gcastnici vyhlasili, ze st do takej miery
presvedceni o potrebe pravidelnych vzidjomnych kontaktov, Ze s ochotni sami si
organizovat podobné shstredenia a z(castiiovat sa ich hoci aj na vlastné néaklady.
Od vedicich ziadali pomoc pri zabezpeéovani matematického programu a prevzatia
oficidlneho patronitu nad ststredeniami.

Napriek pociato¢nym tazkostiamn sa s(stredenia napokon uskutoénili a teraz tvo-
ria jednu z dvoch zakladnych zloziek KMS. Organizacnej pripravy a vedenia sastredeni
sa ujala skupina matematikov z Prirodovedeckej fakulty UPJS v Kosiciach. Délezitym
momentom bola podpora Odboru skolstva Vsl. KNV, najma zo strany inspektora
RNDr. Martina Lucivianského, L. Schwartza z Vsl. KV SZM a tiez porozumeniu
riaditelstva gymnazia na Smeralovej ulici 9 v Kosiciach, ktori pomohli pri rieSeni
problémov hospodarskeho charakteru. Spomedzi samotnych stredoskolakov, ii¢astnikov
ststredeni, vykonal v poc¢iato¢nom obdobi pri ich priprave velky kus prace J. Niznan-
sky. V skolskom roku 1976/77 prebehlo dalsich pat ststredeni vaésinou 2-3 diovych,
v casovych odstupoch 6-8 tyzdnov. Na siistredenia bol pozyvany stale ten isty kolektiv
vybranych riesitefov MO, ktor{ sa zacastnili sGstredenia na Ruzine. Ststredenia sa
konali podla zdsad osvedéenych na prvom ststredenti.
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28 Korespondencény semindr vo vjchodoslovenskom kraji

Priebeh ststredeni ukazal popri ocakavanych kladnych vysledkoch aj niektoré
nedostatky. Doslo k diferencovaniu Gcastnikov, pricom cast z nich prejavovala o ma-
tematiku mensi zdujem, celkova aktivita Gcastnikov poklesla. Kratky cas ststredeni
negativne vplyval na vytvaranie citovej klimy v kolektive, pri problémovom zamerani
programu sa riesenia len naznacovali a nedovadzali do konca. Vysledky v krajskom
kole 26. ro¢nika MO ukéazali, ze olympionici maji tazkosti s pisomnou formuldciou
najdenych rieseni.

Snaha odstranit uvedené nedostatky viedla ku vzniku korespondenéného mate-
matického seminara v takej forme, v akej v podstate pracuje dodnes. Pocet ststredeni
sa znizil na tri rocne, ich dizka sa zvysila na 5-6 dni. Sastredenia boli doplnené
korespondencnou siitazou, na zaklade ktorej sa robi vyber Gicastnikov ststredenti.

Od roku 1977 sa v koreSpondencnej sitazi zadava rocne 8-9 sérii Gloh (po 4-6
prikladoch) a uskutoénuj sa roéne tri ststredenia. Pocet riesitelov korespondenénej
stitaze sa pohybuje v rozpati 50-100 z Vychodoslovenského kraja a 5-20 mimokraj-
skych. Na stistredenia bolo pozyvanych 30-35 Gcastnikov z Vychodoslovenského kraja
a 4-8 mimokrajskych Géastnikov. Pre ilustraciu: za 10 rokov posobenia KMS bolo opra-
venych priblizne 20 000 stitaznych rieseni, uskutocnilo sa 33 ststredeni, k 180 Gloham
boli napisané a rozmnozené komentare. Do KMS bolo zapojenych okolo 600 studentov
z Ceskoslovenska, ale aj z Polska a Madarska.

Opravovanie tloh korespondencnej stitaze a ¢ast organizacnej prace vykonavaji
Studenti Prirodovedeckej fakulty UPJS, prevazne byvali Gcastnici KMS. Studenti PF
UPJS sa tiez zacastiuji na sistredeniach KMS a tym prispievaji ku kontinuite klimy.
Starostlivost o odborn(i a organizaéni napli KMS prebrali katedry matematiky PF
UPJS, od roku 1983 v spolupréci s Krajskym domom pionierov a mladeze v Kosiciach.
V KMS sa podarilo udrzat a rozvint atmosféru nadsenia pre matematiku. Ststredenia
svojou pritazlivou klimou motivuji k systematickej praci v korespondencnej sttazi.
Tym sa nasledovne rozvijaji matematické schopnosti ziakov. Vysledky vychodoslo-
venskych ucastnikov v celostatnom kole MO za obdobie ¢innosti KMS presvedéivo
dokumentuj Géinnost tejto formy prace s matematickymi talentami. Napriklad, kym
za prvych 25 roénikov MO ziskal titul vitaza celostatneho kola MO jediny ucastnik
z Vychodoslovenského kraja, od 26. do 35. roénika MO mal Vychodoslovensky kraj
17 vitazov kola MO.

Vychodoslovensky KMS kratko po svojom vzniku nasiel nasledovnikov. Od roku
zacali pracovat podobné KMS v Bratislave, v Severomoravskom kraji (pri gymnéaziu
v Bilovci). Neskor bol zalozeny KMS v Stredoslovenskom kraji (1979) a v niektorych
krajoch CSR. Ich vplyv na vychovu matematickych talentov je jednoznaéne pozitivny.

Posledné sustredenie...

V maturitnom roéniku pre éloveka vela konéi. Pre maturantov-sistredencov zaéina
¢osi konéit uz v zime. Caka na nich posledné ststredenie. Alebo oni ¢akaji nan. Na
stistredenie, ktoré sa zaradi k radu predchadzajiicich. Uz len horko-tazko ich dokazu
spocitat na prstoch svojich rik. Zvykli si na ne, a vlastne si ten koniec nevedia
dost dobre predstavit. Neopakovatelnd a predsa sa opakujlca atmosféra, aka len tak
Tahko hocikde nepostretnil, stari znami kamarati a priatelia, s ktorymi prerozpravali,
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presaradili ¢éi prezuzolili nejednu noc, neobycajne bezprostredné vztahy medzi nimi,
medzi vedicimi i medzi nimi a vediicimi — toto vietko mé byt o chvilu minulostou?

A potom, ani nevedia ako, ocitaji sa uprostred diania na tomto sistredeni a na
podobné Givahy uz nieto ¢asu. Je zima, vonku je viade plno snehu, alebo aj nie, zatial
¢o vnutri sa podla pravidla najrovnomernejSieho rozdelenia sistredenci rozdeluja do
druzin, ktoré budia tvorit tradi¢nt a nevyhnutn( Struktru pre organiziciu zivota
ststredenia. Obcas ma pravidlo vynimku: jedna druzina nie je celkom rovnomerna vo
vztahu k ostatnym. V Zivote na sistredeni sa jej, ak uz nie vzdy, tak urcite vacsinou
dari. Na ¢o nestaia jej maturanti, po cely ¢as tak trochu prenasledovani tiefiom
bliziaceho sa konca, to s prehladom zvlddnu mladsi, pripadne najmladsi. Nevyhne
sa sice patricnej davke namyslenosti a uzavretosti do seba, ale ona si to v tom case
eSte neuvedomuje.

Postupne zozina tspech za Gspechom na poli najrozli¢nejsich stitazi poriadanych
organiza¢nym vyborom sistredenia. Bezpecne vedie v celostistredennom stipereni dru-
zin, hoci je este pred nou GRAND PRIX — refaz navzijom viac-menej poprepajanych
Gloh, ktord je uz takmer neodmyslitelnou sii¢asfou kazdého siistredenia. Preto si po
kratkej porade svojich ¢lenov, méze dovolit za¢at GP so slovami: ,Je nepodstatné
vyhrat, podstatné je zabavit sa.“

A tak sa spolo¢nymi a zaroven rozdelenymi silami ptista do plnenia aloh. 500bo-
dova Gloha — nastartovat a doviezt pred ubytoviiu byvaly traktor, ktory parkuje
v nedalekom lese a trikrat na nom zatribit — sa zdala byt v prvom momente nespl-
nitelnd. Aké vsak je prekvapenie organizaéného vyboru, ktory ¢iastoéne oddychuje po
umornej praci spojenej s pripravou GP a ¢iasto¢ne dokonluje tto pripravu, ked ho
z tejto ¢innosti vyrusil prichddzajici a trabiaci traktor, v ktorom sedia jej ¢lenovia.
S ujom traktoristom sa zozndmili v miestnom pohostinstve, popri previddzani sociolo-
gického prieskumu medzi miestnym obyvatelstvom. Prieskum pozostdva zo ziskania
maximalneho poctu odpovedi miestnych obZanov na otdzky organizaéného vyboru
typu: ,Ako podla vés vyzera zivy matematik, ,,Co ste urobili preto, aby ste zbavili svet
mnozin®, ,Co si myslite o nas“, a tak dalej. Spociatku nie je pre druzinu jednoduché
len tak z nicoho ni¢ zastavit miestneho obcana, zistit jeho vek, povolanie a ziskat
od neho odpovede; najma poniektori jej ¢lenovia dovtedy s cudzimi Tudmi nezvykli
takmer vobec komunikovat. Splnenie Glohy si vSak od nich vyZiada ziskanie aj tejto
schopnosti, €o, hoci to este teraz nevedia, v budiicnosti parkrat ocenia.

Cestou spat na ubytoviu druzina plni dalsiu lohu — komponuje svoju hymnu.
A zatial ¢o sa organizaény vybor dohaduje, ¢ lovit alebo nelovit medveda na konci
GP, druzina sa zaii nevedomky rozhodne v poslednej slohe svojej hymny: ,,Co je nas po
medvedovi / a po jeho velkej hre, / nie je hlavné, ¢i vyhrdme, / hlavne, Ze sa bavime“.

Vecer eSte prednesie spracované vysledky sociologického prieskumu, a potom sa
uz tesi z velikanskej sladkej odmeny. Maturantom sa zda, Ze je koniec, svoj smitok
i vdaku vyjadruji zapisom na néstenku priani a staznosti. V tom ¢ase eSte nevedia,
ze budiicnost pre nich pripravi eSte nejedno podobné stretnutie.



30 * Korespondenény semindr vo vychodoslovenskom kraji

Témy KMS v skolskom roku 1986/87

1. Stereometrické Glohy

. Funkcie a zobrazenia

. Pravdepodobnost

. Komplexné ¢isla

. Postupnosti a matematicka indukcia
. Planimetria

. Tedria Cisiel

. Aplikacie matematiky

00 =1 O O b W

I‘Ilolny

1. Nech a, b st prirodzené &isla také, ze a® + b2 je delitelné ¢islom 21. Potom a? + b2
je delitelné aj ¢islom 441. Dokazte.

2. Najdite vietky prirodzené &isla k, pre ktoré je éislo 2F + 1472 druhou mocninou
nejakého prirodzeného cisla.

3. Dokazte: ak n je zlozené &islo, tak stéin vSetkych jeho prirodzenych delitelov nie
Je mensi ako ni. ;

4. Dokaite, ze ¢islo 334! — 3 nie je delitelné éislom 341.

5. Dokazte, ze kazdé prirodzené ¢islo @ mozno jedinym sposobom zapisat vo tvare
a=ay-1'4+ay-2'+...4+a, n,kde 0 S ar Skprek=1,2,..., n. Zapiste v tomto
tvare ¢islo 1984.

6. Suacet piatich nezapornych ¢isiel je 1. Dokazte, Ze ich mozno rozostavit po obvode
kruhu tak, aby stéet vSetkych piatich s(i¢inov dvoch susednych ¢isel nebol vacsi ako -é-
7. Prirodzené &islo nazveme absolitnym prvoéislom, ak je prvoéislom a ak pri [ubo-
volnej permutdcii jeho cifier opat dostaneme prvoéislo. Dokéazte, ze v zdpise absolit-
neho prvocisla nemdzu byt viac nez tri rozne cifry.

8. Rieste v obore celych ¢&isel rovnicu
2z + 3zy + y* = 35.

9. Dopravny podnik sa rozhodol zrusit pat zastavok na autobusove) trati. P6vodne
mala traf 18 zastavok vratane vychodzej a koneénej. Kolkymi spdsobmi mozno zrusenie
uskutoénit, ak nesmi byt zrusené ziadne dve susedné zastavky, ani vychodzia a kone¢na
zastavka?

10. Postupnost ag, ai, as, ... je tvorend nasledovne: ag = 3, a; = 13, pre dalsie jej
leny plati ap4o = 8ar41—15ax, k =0, 1,2, .... Dokdzte, ze tito postupnost je rastiica
a udajte jej prvy ¢len prevysujici 5'°°,

11. Dokazte identitu

- b — = ") = n(n = 1)(n - 2)27"3 n .
> ke 1) 9(}) =nn- =22 weN
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12. Je danych 12 ervenych, 9 modrych a 5 bielych gil. Gule rovnakej farby s
nerozlisitelné. Kolkymi sposobmi mézeme tieto gule rozdelit dvom osobam, ak kazda
ma dostat prave 13 gal?

13. Sachovnica 6 x 6 je pokrytd kockami domina. Dokézte, ze jedna z horizontalnych
alebo vertikalnych ¢iar pretinajicich Sachovnicu nepretina ziadne domino.

14. a) Kolkymi spésobmi mdze otec rozdelit svojim Styrom synom 100 Kés?
b) O kolko sa pocet moznosti zmensi, ak kazdy zo synov dostane aspon 10 Kés?

15. 15 chlapcov a 15 dievéat tancuje v kruhu tak, Ze sa striedaji. Kolkymi sposobmi
sa takto mozu zoskupit?
16. Kolkymi spésobmi je mozné na biele polia sachovnice 8 x 8 postavit 8 (rovnakych)
vezi, aby sa ziadne dve neohrozovali?
17. Dokazte, ze ak sa turnaj 23 hracov odohra za dva dni, potom existujt styria hraci,
ktori vsetky svoje vzajomné zapasy odohraji v ten isty den.
18. Kolkymi spésobmi mozno vybrat tri z vrcholov pravidelného n-uholnika (n 2 3)
tak, aby tvorili vrcholy

a) rovnoramenného

b) pravouhlého

¢) tupouhlého trojuholnika?
19. Dané si redlne éisla a, b. Kolko existuje réznych 100-élennych aritmetickych
postupnosti, ktorych clenmi st a, b7
20. Réano boli vsetky izby v hoteli obsadené. V priebehu dna prislo jednotlivo 15
novych hosti a 20 host{ izby uvolnilo. Kolkymi spésobmi mohli prichddzat na recep-
ciu hostia tak, aby nikto nemusel ¢akat, kym sa niektora izba uvolni? (Uvazujeme

jednopostelové izby.)
\a—+vVa+zx=rc.

22. Urcte, pre aké hodnoty parametra ¢ ma rovnica

21. Rieste v R rovnicu

22— ar+2a+32=0

tri realne korene.

23. Rieste nerovnicu

<

7]

8| -
N | —

1

24. Rieste nerovnicu

\/logg x + logy 22 — 3 > V/5(logy 2 — 3).

25. Rieste nerovinicu
|l —5] 1

6 3

log,s
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26. Najdite vsetky redlne cisla z spiflajﬁce roviicu
jol = | = 8] = Ja+ 4] + |4 —
kde a je dané redlne ¢cislo.
27. Pre ktoré hodnoty parametra a platia pre korene z,, x9 kvadratickej rovnice

2z — 22— 3a—2=0

podmienky z; < 1, z9 > 17

28. Najdite vsetky realne riesenia z, y ststavy rovnic
24+ y* -2 -3y=0,
ar—y—3=0,

kde a je dané realne cislo.

29. Rieste rovnicu i
asinz+b acosz+b

bcosz +a  bsinz+a’

kde a #0, b6 # 0.
30. Uréte hodnoty sin z, cos z v zavislosti od parametra a, ked viete, 7e tg 2 +cotg x =
= a.
31. V rovine R? je dany konvexny $tvoruholnik ABC D taky, ze vzdialenost kazdého
vrcholu od kazdej strany, na ktorej nelezi, je aspon %\/5 Dokazte, ze obsahuje aspon
tri mrezové body.
32. N4ajdite vsetky hodnoty realneho parametra A, pre ktoré lezia vsetky body kon-
vexného obalu mnoziny {(0,0)} UM, na jednej priamke, kde M, je mnoZzina rieseni
sustavy

—224y20, 224+ (@y-N2<1, z=)

33. Saéet mnozin je definovany vztahom A+ B = {a +b:a € Ajb € B}. Ak A je
neprazdna mnozina redlnych cisel s vlastnostou A + A = A tak v A existuje nulova
postupnost (tj. postupnost, ktorej limita je 0). Dokazte a zistite, ¢i mnozina A musi
obsahovat 0, ak obsahuje kladné aj zaporné ¢isla.

34. Ak A je neprazdna konvexna mnozina bodov v rovine s vlastnostou A + A = A,
tak v A existuje postupnost {(z,,y,)}5%, taka, ze postupnost {z2 +y2}52, je nulova.
Dokazte a zistite, ¢1 je pravdivé tvrdenie, ze ak A+ A = A a v A existuje nulova
postupnost, tak A je konvexna mnozina.

35. Nech a, b, csh diiky stran trojuholnika, potom existuje trojuholnik, ktorého strany

a b c .
por Rl er Heene & Dokazte.
36. Urcte aky moze byt obsah trojuholnika so stranami @ 2 b 2 ¢ v nasledujicich
pripadoch: 1) @ £ 1;2) b £ 1; 3) ¢ £ 1. Pre ktoré trojuholniky dosiahne obsah ndjdent
hodnotu?

maja dizku
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37. Dokazte, ze ak Stvorec S je vpisany do trojuholnika T" tak, ze jedna strana Stvorca
S lezi na obvode T, potom obsah S je najviac polovica obsahu T'. Urcte vsetky pripady,
kedy nastane rovnost.

38. Medzi vsetkymi trojuholnikmis danym obsahom najdite trojuholnik s najmensim
obvodom a trojuholnik s najvac¢sim obvodom.

39. Pre dfiky stran a, b, ¢ a pre obsah P Tubovolného trojuholnika plati a® + b2 +¢? >
2> 4P+/3. Dokéite a urite, kedy nastava rovnost.

40. Nech bod E je vnitornym bodom strany AC' trojuholnika ABC. Rovnobezka
s priamkou AB cez bod E pretne stranu BC' v bode F, rovnobezka s priamkou AC
cez bod F' pretne stranu AB v bode (. Najdite vsetky body E také, ze priamka EG
je rovnobeznd s priamkou BC'.

41. Zostrojte pravouhly trojuholnik ABC' s preponou AB, ak st dané stcty b+c = p,
¢+ a = q jeho stran a, b, c¢. Urobte diskusiu vzhladom na p, q.

42. Zostrojte trojuholnik ABC', v ktorom prieseénik V' jeho vysok deli vysku pre-
chadzajicu vrcholom A na polovicu, ak je dand velkost strany |[AB| = ¢ a uhol
« = |[4CAB|. Urobte diskusiu riesitelnosti vzhladom k velkosti uhla «.

43. Nech kruznice ky, ko, k3 maji stredy vo vrcholoch ostrotihleho trojuholnika ABC
a prechadzaj priesecnikom V' jeho vysok. Dokéazte, ze po dvojiciach sa ky, ko, k3
pretinaji na kruznici opisanej trojuholniku ABC'.

RieSenia

1.  Vyuzime pomocné tvrdenia: ak 3 | a®+b% (7|a?4b%), potom 9 | a®+b? (49 | a®+4b?).
Do6kaz sa najcastejsie robi tivahou o zvyskoch pri deleni a, b ¢islami 3 a 7; tak dospejeme
k tomu, ze 3|a, 3|b, 7|a, 7|b. Zaujimavy je dékaz pomocou malej Fermatovej vety
(ak p je prvoéislo a p nedelf ¢, potom p|cP~! —1). Pre p = 7 plati: ak 7 nedeli a ani b,
potom 7 |a® — 6% — 2 = (a® + b?)(a* — a®b® + b*) — 2, ¢o je spor s T|a® 4+ b%. Ak 7]a,
7|0, tvrdenie plati trivialne.

Analogicky pre p = 3.

2. Mnohi riesitelia dosadzovanim k = 1,2,..., prisli na to, ze spomedzi tychto cisel
vyhovuje iba k = 7 (27 4+ 1472 = 40%). Bolo vsak potrebné dokazat, Ze je to riesenie
jediné (tj., ze pre k 2> 8 &islo 2F + 1472 = 2% 4 26.23 = 25(2F=6 4 23) uz nemédze byt
Stvorcom ziadneho prirodzeného &fsla). Keby 26(2%¥=6 4 23) bolo tvorcom, muselo by
byt Stvorcom aj ¢islo 2" 4+ 23, n 2 2, ¢o znamend, ze by existovalo také prirodzené
¢islo m, pre ktoré 2™ 423 = (5 + m)?.

Upravou dostavame: 2" + 23 = 25 + 10m + m?, odkial vyplyva, ze m je parne
&islo, m = 2p, a teda 2" — 4p? — 20p = 2. Ale pretoze n 2 2, je ¢islo na lavej strane
delitelné Styrmi, ¢o je hladany spor (prava strana styrmi delitelnd nie je). Vyhovuje
teda jediné prirodzené &islo k = 7.
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3. Nech dy, ..., di st vsetky navzdajom rozne delitele ¢isla n. Ku kazdému z tychto

delitelov d; priradme zdruzeny delitel g— D4 sa lahko dokazat, ze {d;,...,dx} =

n 7l b4 ’ v

= —CE, ceey a , CO znamena, ze
n n
d]'dg'...‘dk: — et
(11 dk

odkial
o
(l?wlg-..,-d%:nk.

Pre sGcin vSetkych prirodzenych delitelov ¢isla n teda plati

k
dy-dy-...-dp =n2,

a ak je n zlozené, tak k 2 3, a teda

Dl

k
dy-dy-...-dpy=nz 2n2.

&

4. Je potrebné si uvedomit, ze &islo 33*! — 3 ma prilis vela cifier na to, aby bolo
vhodné riesit Glohu tak, ze Lo budeme ¢islomn 341 delit! Najvtipnejsi je asi nasledovny
postup: upravime 341 = 11-31 a 331 — 3 = (3341 — 3331) 4 (3331 — 3). KedZe

3.’53] —-3=3. (3330 o ]) — (311 . 3)(3320 + 3310 + .+ l)7
3331 —3=3-. (3330 o 1) — (331 o 3)(3300 + 3270 4.+ 1))

podla zndinej malej Fermatovej vety (ak p je prvoéislo, tak a? —a je delitelné éislom p)
je 3331 — 3 delitelné 11-timi aj ¢islom 31, teda i éislom 341. Keby bolo éslo 3341 — 3
delitelné ¢islom 341, muselo by aj ¢islo 3341 — 3331 byt delitelné 11-timi a 31-kou. Ale
slo 3341 — 3331 — 3330(311 _ 3) je delitelné iba 11-timi, ale nie ¢islom 31, ¢o bolo
potrebné dokazat.
5. Najskor ukazeme jednoznacnost takéhoto zapisu. Nech

ay-'+ay 2!+ ... 4a, nt=a=b;-1'+b,-2'4+...+ b, -n!,

kde 0 € a;, b; £ 1, a nech existuje taky index j, ze aj # b;. Oznaéme k = min{i: a; #
# b;}, ). pre vietky i < k je a; = b;. Potom

ap k' appr - (K+ D)+ apgo - (B+2)!'+ . 4 a, - nl =

1
:bk=k!+{)k+1-(k’+l)!+[)k+2~(k+2)!+...+bn~n! ( )

Mézeme predpokladat ay > by. Kedze 0 < ay Sk, plati ag -k![m! pre k+1 < m < n.
Potom z (1) mame, ze
ap - k!'-A=0bp k!4 ay A'B,
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kde A, B su celé. Z toho vyplyva, ze ay. - k!| by - k!, ale ai - k! > by - k!, €o je spor. Tym
je jednoznaénost ukazana. Dalej ukdZeme existenciu takéhoto zapisu. Nech a 2 1 je
Tubovolné prirodzené é&islo. Najdime také n, pre ktoré je n! £ a < (n + 1)!. Potom a
vieme napisat vo tvare a = a,n! + p,, kde 0 £ a, < n,0 < p, £ n!, an, pp st celé
Cisla.

Dalej

Pn=an1(n—=1)!+po_y, kde 0Sapn_1Sn—-1, 08 pu_1 <(n-—1)}

Pn—1 = apn_—2(n—2)+p,_o, kde 0L apn_2Sn—-2, 0 pp_a<(n—2),

ps=az-2!, kde 0Za2 <2, 05 po,
p2:(11~1!, kde 0§01§2,

a teda
a=apn!+ap1(n—1)+...4az-2'+a; -1}

pricom 0 £ ax Sk, pre k =1, 2, ..., n. Pomocou uvedeného postupu méame
1984=2-6!'+4-5!'+2-4'+2-314+2-2140- 1L

6. Nech a, b, ¢, d, e st nezaporné ¢isla, také ze a+ b+ c+ d + e = 1. Vychadzame
z nerovnosti medzi kvadratickym a aritmetickym priemerom nezapornych ¢isel

\/a2+b2+c2+d2+62 S atbtetdte 1
5 = 5 5

: : P , 2 1

Po umocneni (obidve strany s nezdporné) a tprave mame a? +b? +c? +d* +€? > 5

teda

(a+b+c+d+e)* —2(ab+ ac+ ad + ae + be + bd + be + cd + ce + de) 2 %

Odtial vyuzitim rovnosti @ + b+ c+ d + e = 1 dostaneme

(ab+ be + cd + de + ea) + (ac + ce + eb + bd + da) <

[S2 1l ]

v . 4 , ’ .  eevvs ~ 1 J , s . ’
Teda aspon jeden z vyrazov v zatvorkach nie je vacsi nez —. Hladanym Gsporiadanim

[}

Je jedno z tychto usporiadani.
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7. Zrejme absoliitne prvoéislo neméze obsahovat &islice 0, 2, 4, 6, 8 kvoli delitelnosti
dvoma a &islicu 5 kvéli delitelnosti piatimi. Ukdzeme, Ze ak ¢&islo obsahuje kazd z éislic
1, 3,7, 9, tak nie je absolitnym prvocislom. V§imnime si, ze ¢isla 1379, 1793, 9137,
1739, 1397, 1973 davajia pri deleni siedmimi zvysky postupne 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Nech
Cislo A obsahuje kazdi z ¢islic 1, 3, 7, 9 a &islicu b 2 0. Pomocou permutécie jeho
cifier mozeme utvorit éislo B = 10000 - b + 1379. Ak teraz 10000 - b dava pri deleni
siedmimi zvySok z, vyberme taka permutaciu p ¢isla 1379, ktora pri deleni siedmimi
dava zvysok 7 — z, potom ¢&islo C' = 10000 - b+ p vzniklo z A permutéciou jeho cifier
a je delitelné siedmimi. Teda A nie je absollitne prvoéislo, z ¢oho vyplyva, ze kazdé
absolitne prvocislo obsahuje najviac tri rozne cifry.

8. Rovnicu upravime na tvar (2z + y)(z + y) = 35. KedZe rovnicu riesime v obore
celych &isel, st aj 2z + y, = + y celé. Pre rozklad ¢isla 35 na sGéin dvoch celych
¢isel mame 8 moznosti: 35 = 1-35 = 35-1 = (=1)(=35) = (=35)(-1) = 7-5 =
=5-7=(=5)(=T7) = (=7)(—5), ktorym zodpoveda 8 rieseni rovnice. Tieto ziskame
rieSenim s(stavy dvoch linedrnych rovnic o dvoch neznamych. St to riesenia (—34, 69),
(34, —69), (34, -33), (—34,33), (2,3), (-2,-3), (-2,9), (2,-9).

9. Po zruseni 5 zastavok ostalo na trati 13 zastdvok, medzi nimi 12 medzier. Kedze
nebola zrusena ani prva ani posledna zastavka, tak zrusené zastavky pochadzaja
z tychto 12 medzier, pricom z kazdej najviac jedna (lebo neboli zrusené ziadne dve
susedné). Staéi teda urcit, kolkymi spésobmi mozno vybrat 5 medzier z 12 (v nich st
zrusené zastavky), a to je (152) = 792.

10. Cast riesitelov nenasla explicitny vzorec, preto pracovali s rekurentnym zadanim
postupnosti. Indukciou, vaésinou v8ak velmi tazkopadne, dokazovali, Ze postupnost je
rastica. Jedine M. Foltin si vSimol, Ze 3a; < ak4; pre vietky £ € N, a dokazal to
trividlnou indukciou: je 3ag < a; a z predpokladu 3ar < ag41 vyplyva, ze

A 42 — 3(lk+1 = 8ak+1 — 15a; — 3ak+1 = 5((lk+1 — 3ak) > 0,

teda ag42 > Jag4i.

Druh ¢ast tlohy nevyriesil v tejto skupine riesitelov nikto, najsilnejsi vysledok
dosiahol opat M. Foltin: dokdzal, ze pre vsetky £ € N je ax4+1 < Hag, potom zrejme
ar < 3-5% teda prvy ¢len ktory by mohol prevysit 51°0 je a;g, lebo age < 3-5%° < 5100,

Viésina riesitelov dokazala explicitny vzorec ax = 3% + 2. 5% 2 ktorého lahko
vyplyva monoténnost aj to, Ze hladany ¢len je ajgp. Niektori vzorec odpozorovali
z prvych niekolkych ¢lenov, inf uviedli aj spésob urcenia takéhoto explicitného predpisu
z rekurentného zadania postupnosti.')

11. Riesitelia vyuzili rovnost

e E () ()

k=0 k=0

1) Explicitny vzorec najdeme tak, ze hfadame geometrické postupnosti, ktoré spif\ajﬁ dany rekurentny
vztah. Dosadenim takej postupnosti cA\¥ do rekurencie dostaneme kvadratickii rovnicu \? — 8\ +
+ 15 = (A= 3)(A = 5) = 0, ktord ma korene \; = 3, A, = 5. Potom plati, Ze vSeobecné rieSenie
danej rekurentnej rovnice ma tvar ax = A - 3 + B - 55, Z po&iato¢nej podmienky ag = 3, a; = 13
dostaneme A = 1, B = 2.
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a fakt, ze pre n = 0, 1, 2 s obe strany uvazovanej identity nulové. Potom tipravami
dostaneme

;k(k—l)(k—Q)(D Zk,(n ~1)(k-2) =

(n=3)n(n—-1)(n-2)
Z (k= 3)(n—k)! -

=n(n—1)(n—-2) 2 (: : 2) =n(n—1)(n—2)2"3.
k=3
Iné rieenie poslal M. Englis. Ten vyuzil rovnost
(Zz4+2)"=(z+14+1)".

Koeficienty pri z”™ na oboch strandch rovnosti sa musia rovnat; z binomickej a trino-

!
n\ guem _ M
m iljlm!’

kde i + j + m = n. Polozme n — i = k, potom po Gpravach pre k =0, 1, ..., n vyjde

4 N n k
(m) 2 B Z (k) (m) '
m§lc§n

odkial pre m = 3 dostaneme
n "L /n\ [k
271-3 =
B)r=200)

a po vynasobeni oboch stran ¢islom 6 mame dokazovani identitu.
I. Teresc¢ak pouzil 3. derivaciu polyndému

(1+2)" = (3) 4 (7;).r+ (;):c2+...+ (Z)z"

n(n—1)(n—2)(1+z)"~ 3Zk(k—l) k-—Z)(L) k-3

k=0

mickej vety dostdvame

a dostal

. . . 2 s
¢o pre z = 1 dava pozadovanii rovnost.

12. Najcastejsim typom riesenia bolo hladanie vsetkych moznosti pomocou réznych
systémov. Najekonomickejsie bolo rozdelit si pripady podla toho, kolko bielych gal
dostane prva osoba. V Siestich moznostiach (0, 1, 2, 3, 4, 5 bielych gil) vyslo postupne
94104 10+ 10+ 10 + 9 = 58 moznosti.

Iné riesenia vyuziva vytvarajicu polynomick( funkciu: poéet rozdeleni je rovny
koeficientu pri z'® v polynéme (14+z+.. .+2°%)(1+z+2%+.. 42°)(1+z+z’+.. +2z'3).
Je mozné odvolaf sa tiez na vysledky zo SMM &. 29 a 45.

P. Krtous riesil tlohu takto: Je 6-10 = 60 moznosti, ako moze jedna z osdb dostat
biele a modré gule. Vo vietkych pripadoch okrem 040 a 549 mozno kombinaciu doplnit
cervenymi gulami do 13. Vysledok je teda 60 — 2 = 58.



38 Korespondencény semindr vo vychodoslovenskom kraji

13. Nech je sachovnica lubovolne pokrytd 18 kockami domina. Kazd4 z desiatich
priamok (5 horizontalnych, 5 vertikdlnych), ktora pretina Sachovnicu, ale nepretina
ziadne pole tejto sachovnice, rozdeli sachovnicu na dve Casti tak, ze v kazdej z tychto
Casti je pdrny pocet poli. Preto, ak ¢iara pretina domino, musi pretat vidy parny pocet
domin (aspon dve). KedZe ¢iar je desat a domin iba 18, podla Dirichletovho principu
musi existovat Ciara, ktord nepretina ziadne domino.

14. a) Ulozme 100 jednokorunovych minci do radu. Troma pali¢kami ich rozdeline na 4
podmnoziny, ktoré predstavuji peniaze pripadajice jednotlivym synom. (Uvazte, akd
pozicia pali¢iek urcuje sumu 0 Ké&s pre niektorého syna.) Teda ide o to vybrat zo 101
medzier (99 medzier medzi mincami a pozicia pred a za mincami) tri miesta pre palicky,
pricom vybrané miesta sa mozu opakovat. To je mozné urobit (3“21_1) = 176851
spOsobmi.

b) Ulohu prevedieme na predchadzajtci pripad: Otec da vopred kazdému synovi
po 10 Kés a rovnakym sposobom ako v a) rozdeluje zvy3nych 60 Kés. Tym sa pocet
moznosti zmensi o 137 140.

15. 15 chlapcov mdzeme do radu postavit 15! spésobmi. Pri postaveni do kruhu, ak
rozostavenia vzniknuté pootocenim kruhu povazujeme za rovnaké, je zrejme 15-krat
menej moznosti, teda 14!. Ak sa chlapci maji v rozostaveni s dieviatami striedat,
mézeme teraz do medzier medzi chlapcami (je ich 15) rozostavit dievéata 15! sposobmi.
Celkovy pocet sposobov je teda 14!- 15!

16. Predpokladali sme, ze dve veze sa podla Sachovych pravidiel ohrozuji, ak stoja
v tom istom riadku alebo stipci sachovnice. (Samozrejime inak je pocet spdsobov
rozostavenia 8 vezi (;2)) Uloha je velmi fahké. Sta&i si totiz uvedomit, ze ak oznacime
riadky a stil)ce sachovnice zauzivanym sposobom, navzajom sa ohrozuji iba veze
z riadkov 1, 3, 5, 7 (respektive 2, 4, 6, 8) a stipcov a, c, e, g (respektive b, d, f, h).
Kedze mame 8 vezi, v kazdom riadku i stipci bude stat prave jedna veza. Ak postavime
vezu Tubovolne do 1. riadku na biele pole, mame 4 moznosti, ale potom do 3. riadku ju
moézeme postavit iba 3 sposobmi, do piateho riadku dvoma spésobmi a v 7. riadku je uz
postavenie veze vynitené (1 spésob). Vyuzijic pravidlo sicinu dostavame 4! moznosti.
Analogicky to plati pre veze umiestnené v riadkoch 2, 4, 6, 8. Celkovo teda mézeme
rozmiestnif veze (4!)? = 576 spdsobmi.

17. Pri rieSeni tejto tlohy je vyhodné pouzit Dirichletov princip (pozri SMM ¢&. 25).
Priradme hracéom vrcholy a zdpasom hrany Gplného grafu s 23 vrcholmi, pricom hranu
zafarbime bielou (resp. ¢iernou) farbou, ak prislusni hrac¢i odohrali vzajomny zapas
prvy (resp. druhy) defi. Zvolme [ubovolny vrchol A; podla Dirichletovho principu
existuje aspon jedenast vrcholov , ktoré st s nim spojené hranou tej istej farby. Lahko
sa dokaze, ze nemoze nastat taka situdcia, aby sa v kazdom vrchole schadzalo prave
11 bielych a prave 11 ¢iernych hran (zdovodnite!), a preto musi existovat taky vrchol
Ao, ktory je spojeny s aspoi 12 vrcholmi tej istej farby. Dalej sa ui pokracuje tak,
ako v priklade 34 (SMM 25, str. 48). Niektori dokazali, Ze uz pri turnaji 20 hracov
musi uvedend situdcia nastat. D4 sa dokazat, ze Stvorica hracov danej vlastnosti musi
existovat aj pri turnaji 18 hracov, pricom je mozné turnaj 17 hraéov vyzrebovat tak,
ze ziadna Stvorica hracov neodohrd vzajomné zapasy v ten isty den. N4jdenie takého
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rozlosovania je vsak velmi naroéné.
18. Pri diskusii je treba uvazit vzdy niekolko moznosti. Kedze postup riesenia je
v podstate jednoduchy, uvedieme iba vysledky:

a) Z vrcholov pravidelného n-uholnika mozno vybraf tri vrcholy tak, aby tvorili
rovnoramenny trojuholnik 7, sposobmi, kde

(1) rn = % 1(n —2), ak n je parne a nie je delitelné tromi,
(i) r, = % 1(n—2)— %n, ak n je parne a je delitelné tromi,
(iii) = gn(n—2), ak n je neparne a nie je delitelné tromi,
(iv) rn=3in(n—2)— 2n, ak n je neparne a je delitelné tromi.

b) Ak je n parne, je mozné utvorit %n(n — 2) pravouhlych trojuholnikov; ak n je
neparne, ziaden z trojuholnikov ktoré tvoria vrcholy, nie je pravouhly.
¢) Ak je n parne, mozno vybrat 1 Zn ( n— l) ( n— 2) roznych tupouhlych trojuhol-

nikov; ak je n neparne, je hlc\dany potet In-1(n—-1)(3(n-1)-2).

19. n-clennou aritmetickou poétupnost’ou rozumieme taka usporiadani n-ticu reél-
nych &isel (ay,as,...,a,), pre ktora plati a;41 — a; = d (diferencia), pre kazdé i = 1,
2, ..., n — 1. Z definicie lahko vyplyva, ze ak st dané dva ¢leny a; = a, a; = b, i # j,
tejto postupnosti, vietky ostatné ¢leny st uz jednoznaéne uréené. Stali teda dokazat,
ze ak a # b, tak existuje prave tolko réznych postupnosti, kolkymi spésobmi mdzeme
vybrat spomedzi ¢isel 1, 2, ..., n indexy ¢, j tak, ze a; = a a a;j = b. (Odévodnite
pomocou diferencie d.) Potomn je uz zrejmé, ze v pripade a # b existuje prave 100 - 99
roznych 100 ¢lennych postupnosti, ktorych ¢lenmi st a, b.

Ak a = b, tak jedine konstantna postupnost d = 0 vyhovuje zadaniu Glohy, pretoze
vtedy musi postupnost obsahovat to isté ¢islo na dvoch réznych miestach.

20. Za jeden spdosob prichodu pokladdme usporiadanti 35-ticu, v ktorej udalost, ze
host prisiel, oznacime 1, a ze odisiel 0 (¢ize ndm nezalezi na konkrétnom hostovi).
Celkovy pocet prichodov je (20) od ktorého vsak musime odéitat pocet tych 35 tic,
v ktorych pred nejakym miestom je vacési pocet 1 ako 0.

Vezmime jednu nevyhovujicu 35-ticu. Nech 7 je prvé z miest, kde host musi ¢akat,
teda pred nim je rovnaky pocet 0 a 1. Vytvorme 36-ticu, ktord na prvom mieste
bude mat 0 a dalej bude mat nasu 35-ticu. Vymenme navzdjom 0 a 1 v 36-tici aZ
po povodné i-te miesto (véitane). Pocet nil a jednotiek sa nezmenil (preco?). Z tejto
36-tice dokazeme ziskat kazda 36-ticu, ktors mé4 na 1. mieste jednotku takto: v 36-
-tici je 15 jednotiek a 21 ntl — tj. musi na j-tom mieste nastat pripad, Ze pred nim
bude rovnaky pocet 1 a 0 a na j-tom mieste bude 0. Opat vymenime navzajom 0
a 1 aZ po j-te miesto véitane. Vynechajme prvii nulu — dostaneme nevyhovujicu
35-ticu. Takze pocet nevyhovujicich 35-tic sa rovna poctu vsetkych usporiadanych
36-tic (15 jedniciek, 21 nul) ktoré majii na prvom mieste 1 a tych je (21) Pocet
prichodov hosti je teda ( ( ) = 927983 760.

21. Z poéiatoénych podmienok

220, a+220, a=+Va+z
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plynie a = 0 alebo a@ 2 1. Ak oznadime \/a + z = y, dostaneme rovnice

atz=y,

a—y=z2.

Ak ich od seba odéitame a upravime, vyjde

(y—z-1)(y+z)=0.
Do rovnice y — z — 1 = 0 dosadime za y a vypoéitame

—1++v4a -3

T2 = )

Kedze z4 = %—1 — VA4a — 3 nespliha podmienku z 2 0, je rieSenim danej rovnice iba

_ = 1++V4a-3
Se———

Casto riesitelia robia ti chybu, ze do rovnice £ = —y dosadia za y. To je vsak
nekorektné, lebo z 2 0, —y < 0. Rovnost plati len v pripade, ze z = —y = 0,\/a + z =
=0, takze a = 0.

Elegantnejsie rieSenie dostaneme, ak rovnicu umocnime (tym dostaneme pod-
mienku a 2 z?) a opat umocnime, takze a? — a(2z? + 1) + z* — z = 0. RieSime ju ako
kvadraticki rovnicu v a, ktorej korene si

. 222+ 1+ /(222 +1)2 - 4(z* - 1) {m?+z+1,
12: A =
’ 2

o
r- —x.

Vzhladom na podmienku a > z? dostaneme pre a = a; rovnicu 22 +z+1—a = 0,
ktora sme riesili v predchadzajicom odstavci, pre a = as potom vychidza a = z = 0.

22. 7 tvaru krivky kubickej paraboly vyplyva, ze rovnica ma tri korene, ak o funkcii
f(z) = 23 — az + 2a + 32 = 0 plati: existuji z, < z2 také, ze

fl(x1) = f'(z2) =0, f(x1) >0, f(z2)<0.

Ak polozime prvii derivaciu rovni nule, dostaneme kvadratickii rovnicu 3z? — a = 0,

cize
z ¢ ¢ a>0
=/ T2 = —\/5 .
! 3 : 3

Je f(z1) > 0 pre vietky a (o tom sa presvedéime dosadenim do funkcie). Aby
bolo f(z2) < 0, musi byt (opat po dosadeni za x do f)

Ja+48 < a\/g.
3
a) Ak a > 48, potom \/g > 4, teda a\/g > 4a > 3a + 48.

b) Ak a £ 48, potom \/g < 4, teda a\/g < 4a < 3a +48.

Odtial vyplyva. Ze rovnica ma tri rozne korene pre a > 48.
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23. Ak z je riesenim danej nerovnice, tak

1 1
> e
20, s 2>0.

«

= e

1
1‘#0; F—

Z tychto podmienok vyplyva, ze
2
ze (o, 73> (1)

S . . o 2
Po umocneni a Gprave (ktora je pri podmienke (1) ekvivalentnd) mame z € <0, %> N
. . * 0’ v 2
N (1, 00). Takze nerovnici vyhovuja vsetky = € (1, -ﬁ>
24. Ak z je rieSenim tejto nerovnice, potom vzhladom na to, ze v nej vystupuje log, z,

musf byt > 0. Pri tejto podmienke je?)

log, x

log, %

log% z? = QIOg% r = = —2log,

a podobne log, % = log, z. Potom pdvodnii nerovnicu mozeme pisat vo tvare
Vilogsz — 2log, & — 3 > V5(logy = — 3).

Vzhladom na odmocninu musi byt

. 1
logiz —2log,2—320, tj. z¢€ (O,§>U(8,oo).

. . 1
Ak je Jg(logzz —3)<0,t).ak z € (0, -2->, nerovnost plati. Inak mézeme obe

strany nerovnice umocnit; potom
(logyz — 4)(log, x —3) <0, tj. z€(8,16).

Nerovnici teda vyhovuja vsetky z € (0, %> U (8,16).

25. Ak « je rieSsenim nerovnice, tak

z >0, z# 1, z #5. (1)
Nerovnicu upravime na tvar
|z — 5| 1
lOg_,L.:s 6z ; lngs ; (2)

Dalej sa Gloha rozpada na dve ¢asti: pre ¢ > 1 sa odlogaritmovanim znamienko nerov-
nosti v (2) nemeni a dostdvame z 2 11, v druhom pripade pre 0 < £ < 1 sa nerovnost
obrati a dostavame = € (0, 1). Nerovnici teda vyhovuja vietky z € (0,1) U (11, 00).

%) logariun(;vam'm rovnosti ¢ = a'°8a * dostavame log, « = log, xlog, a (uvedeny vztah dostaneme
prea =3, b=2)
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26. KedZze pre kazdé realne éisla a, b platia nerovnosti
la—b] 2 |a|—[b] &  [a+b]<a|+[b],
dostavame odhad
8=lz—(z-8)[2e|-[z—8[=at+4[+|4—a| 2 |(a+4)+ (4-a)| =8,

a teda rovnici mézu vyhovovat len tie hodnoty parametra a a neznamej x, pre ktoré
nastdva rovnost, teda musi platit

la+4]+4—a|=8  atiez |z| = |z — 8| =8.

Odtial hned vyplyva riesenie. RieSenim rovnice pre kazdé a € (—4,4) je kazdé z €
€ (8,00). Pre iné hodnoty parametra ¢ nema rovnica ziadne riesenie.

vvvvv

ako 1.
Nech a # 0. Parabola f(z) = 2az? — 2z — 3a — 2 rozdelf rovinu na tri mnoziny

M = {(z,y) €R*: y < f(2)},
M: = {(z,y) €R*: y = f(2)},
M3 = {(z,y) eR*: y > (2)}.
Podmienky tlohy hovoria, ze ak 1 < x5 s korene danej rovnice, tak 1 € (2, z3).

Teda pre a > 0 musi byt (1,0) C M3 a pre a < 0 zas (1,0) C M;. VySetrenim tychto
podmienok ziskame nutnit a postacujiicu podmienku pozadovani v zadani.

Ak a > 0, potom plati 0 > 2a—2—3a—2 = —4—a, ¢o je ekvivalentné s nerovnostou
a > —4, &ize vyhovuje interval (0, c0).
Ak a < 0, potom 0 < 2a — 2 —3a — 2 = —4 — a, ¢o je ekvivalentné s nerovnostou

a < —4, &ize vyhovuje interval (—oo, —4).
Podmienky zo zadania platia prave vtedy, ak a € (—oo, —4) U (0, 00).

28. Dosadenim vyrazu y = 3 — az do prvej rovnice dostavame
22+ (3 —az)? -2z - 3(3 —az) = 0.
Ekvivalentnymi Gpravami dostaneme rovnicu
(@ +1)z? = (3a+2)z=0

s korenmi

21 =0 a x_3a+2
' et

. 2 , . L.
priom z, # z3 pre a # -3 Po dosadeni z; do 2. rovnice dostaneme riesenie (0, 3),

3a+2 3—2a)

po dosadeni z, dostaneme riesenie | ———, ————
a?+1"a2+1
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Riesenim stistavy rovnic pre a # -3 s usporiadané dvojice

Ja+2 3—-2a
03 (@)

Riesenim shstavy rovnic pre a = -3 je usporiadana dvojica (0, 3). Kedze Gpravy boli
ekvivalentné, skiiska nie je potrebna.

29. Ide o rovnicu s parametrami a, b. Upravme ju na tvar
(sinz — cosz)(a* + b* + ab(sinz + cos z)) =0,

odkial dostavame

sinz = cosz (1)

alebo
a® 4+ b* + ab(sinz + cos z) = 0. (2)
Musi vsak platit (b cos z+a)(bsinz+a) # 0 (inak dand rovnica nema zmysel). Rovnica
(1) ma rieSenie z = %+2kn, k € Z,kym rovnica (2) rieSenie nema, pretoze 2|ab|b2 22,

zatial ¢o |sinz + cosz| = |V2sin(z + %n)l < V2. Dostavame teda, ze ak (bcosz +
+ a)(bsinz + a) # 0, potom ma rovnica rieSenie & = 2 + 2km, k€ Z.

30. Je tgx + cotgz = a prave vtedy, ked

1
cosz -sinz
Kedze cos? z = 1—sin’ z, po umocneni (1) jednoduchou Gpravou dostaneme pre a # 0

rovnicu

. . 1
sin*z —sin’z 4+ = = 0.
a2

2

Po substitiicii sin® z = y rieSime kvadratick rovnicu

1
y2—y+;5=0. (2)

1 a? —4
y1,2=§(1iT>,

pre |a| < 2 rovnica (2) nema4 realne riesenie. KedZe pre |a| 22je0<y; S1a0<y <
< 1, dostdvame sinz = +,/yy, sinz = %,/y2. Podobne mézeme vyjadrit hodnoty cos z.

Jej riesenia pre |a] 2 2 s
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KedZze tipravy neboli ekvivalentné, je potrebné urobit skii§ku spravnosti. Dostaneme
rieSenia:

pre a 2 2 sinz = \/y1; cosx = /ya;
sinz = —,/yr; cosx = —\/ys;
sinz = /yz; cosz = \/yr;
sinz = —,/ys; CoST = —\/Y1;
prea < -2 sinz = \/y1; cosz = —\/y2;
sinz = —/y1; cos T = \/Ya;
sinz = /ya; cosT = —\/y1;
sinz = —,/ys; cosT = /y1.

31. Zo zadania Stvoruholnika vyplyva, ze pre jeho sirku s plati s 2 %\/5 Podla
Blaschkeovej vety doii mézeme vpisat kruh o polomere r = 1s, &ize r 2 %\/5
Dokéazeme, ze kruh o polomere %\/f—) obsahuje vzdy aspon tri celociselné body.

Stred kruhu lezi medzi rovnobeznymi priamkamiz = k, ¢ = k+1, k € Z. Hranicna
kruznica vytne na nich dve Gisecky a my dokdzeme, Ze na kratsej lezi aspon jeden a na
dlhsej aspon dva celoéiselné body. Hrani¢n4a kruznica vytne na hraniénej priamke z = k
najmensiu kratSiu Gse¢ku vtedy, ked stred lezi na priamke ¢ = k — 1. Z Pythagorovej
vety (obr.10) plynie, ze kratsia Gsecka ma dizku 1, a teda obsahuje vidy aspoii jeden
celodiselny bod. :

o=
&

=
Q
LI

I\
=1\

wio |

Obr. 10 Obr. 11

Hraniénéd kruZnica vytne na hraniénej priamke najmensiu dlhsiu Gsecku, ak jej
stred lezi na osi uvedeného pasu (obr.11). Z Pythagorovej vety potom vychadza, ze
v tomto pripade maji obe Gsecky dizku 2, dlhsia Gsecka tedy obsahuje vzdy aspon dva
celociselné body.

Polomer kruhu vpisaného do ABCD je r 2 %\/5 a o hom sme dokdzali, Zze obsahuje
aspon tri celociselné body.

’
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32. Mnozina bodov, ktoré vyhovuji nerovnosti y > z2, je parabola so svojim vniitrom;
mnozina z2 + (y — A)? £ 1 je kruh so stredom (0, A) a polomerom 1, £ = A je priamka
rovnobezna s osou y vo vzdialenosti A; M, je podmnozinou priamky z = A. Konvexny
obal mnoziny {(0,0)} UM, lezi na priamke, iba ak A = 0 alebo M, je prazdna alebo
jednobodova mnozina. (Ak je My viacbodova, tak jej body lezia na priamke z = A,
ktora neprechiadza bodom (0,0)).

Ak X & (=1, 1), prienik priamky a kruhu je prazdny, takze My = 0. Ak X € (—1, 1),
je y-ova stiradnica prieniku paraboly s priamkou rovna A? a y-ové stiradnice prieniku
kruhu s priamkou st rovné A & /1 — A2, Mnozina M) je prazdna alebo jednoprvkova
mno#ina, iba ak A? 2 A & /1 — A2 (preco?). To mdze nastat iba pre A = 1 alebo pre
A < 0. Po umocneni dostaneme nerovnicu (A — 1)(A* = A2+ X + 1) 2 0 a prislusnd
kubick4 rovnica ma jediny realny korei Ag < 0. Ulohe potom vyhovuji vietky A €
€ (—00,Ap) U (1,00). Ak vyuzijeme napriklad Cardanov vzorec, dostaneme, Ze A €

€ (—oo,%(€/17+\/2ﬁ+ V1T =397 - 1)) u (1, 00).

33. Zaoberajme sa len takymi mnozinami A, ktoré neobsahuja 0 (inak v nich nulova
postupnost existuje evidentne).

a) Nech vsetky ¢isla v A maji rovnaké znamienko (nech je to +, v pripade — je
dokaz rovnaky). Definujme postupnost {z,}5%, takto: ak mame prvok z; € A, existuji
prvky (kedze A+A = A) y, 2 € A také, ze y+ 2 = xp. VSetky tri &isla s kladné, takze

v o s . e , Tk - . ,
aspon jedno z ¢isel y, z je mensie alebo rovné CR Polozme z41 = min{y, z}. Pre taki

: . . i T s ™ . ) .
postupnost, v ktorej pre vietky k € N je zp41 < Tk’ lahko dokazeme indukciou, zZe

. . z T
pre vietky n € N je z,, < 2—2, Jim 2—2 =0.

b) Nech existuji v A ¢isla kladné i zaporné (tj. existuji a, b € A také, ze a < 0 < b).
Definujme postupnosti {2, }32, a {yn } 32, pre ktoré o ich lubovolnych élenoch (n 2 0)
plati 2, < 0 < yn, &n + yn € A, &, + yn # 0 (preco?).

Ak z, + yn > 0, poloZzme &p41 = Zn, Ynt1 = Tn + Yn. Ak 2, + yn < 0, polozme
Yn+1l = &n, Tnt1 = Tp + Yn. Zrejme pre vSetky prirodzené n je , < zp41 < 0 <
< Yn+1 S yn. Dokdzeme, zZe aspon jedna z postupnosti {z,}3%q, {yn}3, je nulova.
Nech to neplati, teda nech existuje L > 0 tak, Ze pre vSetky prirodzené n je z,,
Yn € (—L, L). Zoberme teraz najvacsie k prirodzené také, Ze pre vsetky prirodzené n
je &n, yn & (—kL,kL). Existuje n € N, pre ktoré z, € (-2kL,0) alebo y,, € (0,2kL).
Nech existuje napriklad také n = ng, ze y,, € (0,2kL), a nech p je najvaclsie prirodzené
¢islo s vlastnostou &, + pyn, < 0 (mdze sa stat, ze p = 0). Vidno, ze

Tng +PYng = Tng+py  Yno = Yno+p @ Tngtp € (= ¥Yno, 0).

Potom ale plati
0< Tnotp + Ynot+p = Yno+p+1 < ICL,

lebo & o4p+Yne < Yno—kL < 2kL—kL = kL. To je spor. Takze aspoi jedna postupnost
Je nulova (mozno dokazat, ze i druhd). Ak by platilo, ze A obsahujiica kladné i zadporné
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¢isla musi obsahovat nulu, tak predchadzajice Gvahy by boli zbytoéné. Ale odpoved
znie nie: staéi vziat A = {av/2 —b: a,b € Q4 }. Plati, 2e A+ A=A, ale 0 ¢ A # 0.
34. Najprv dokdzeme, ze A s kazdym svojim bodom B = (z,y) obsahuje aj bod

(x y) Kedze A+ A = A, existuji body C, D € A, ze C+ D = B = (z,y). Ak

2
B

B =0, ( -/) (0,0) € A. Ak (x,y) # (0,0), oznacme S = 9_+T__ BudC=S=D

% g) € A, alebo ' # D a vtedy S je stred asecky C'D (v pripade,

0+ B C+D
2

2
a_ (T Y
S = 503 € A.Kedze A # ), vezmime fubovolny prvok (a,b) € A. Polozme (z1,y1) =

a potom S = (

ze B, C, D lezia na priamke), lebo S = . Ale A je konvexna, takze

= (a,b) a pre vSetky prirodzené n nech (2,41, Yn41) = (—2—, %) Lahko sa overi, ze plati

a b , , i o
(n,yn) = (271—_1, F) a celd postupnost pozostava z prvkov mnoziny A, pricom

1
.y 2 2, 32y
"122)([,1 T )= nlﬂlct) ‘22”_2((1 ra ) =

Druhé tvrdenie neplati. Jednym z protiprikladov je A = Q x Q.

35. Strany trojuholnika musia spifxaﬁ trojiholnikové nerovnosti a plati pre ne a, b,

b > s , . , . 5
¢ > 0. Ak cisla a-(: R c:- i maju byt dlzky stran trojuholnika, musia byt

kladné a splnat trojitholnikové nerovnosti

a P b N c (1
a+1 " b+1 c+1’

b a c .
b+l<a+l+c+l’ (2)

c a b

< Ly : 3
c+1 a+l b+1 ®)
Staéi dokazat lubovolnii z nerovnosti (ostatné dostavame cyklickou zdmenou oznacenia

stran).
b

{4
’b+1"c+1

, 2 .oa P . . L.
Ak a, b, ¢ st kladné ¢isla, potom aj T st kladné. Ekvivalentnymi
a

Gpravami vztahu (1) dostavame
a < abe+ 2be + b+ c. (4)

Kedze a < b + ¢ (podla predpokladu), abe > 0 a be > 0, potom je nerovnost (4)
b

a c
a+1"b+1" c+1

pravdiva. Kedze je ekvivalentna s nerovnostou (1), ¢isla st dlzky

stran trojuholnika.
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36. Vyriesime pripad 3) ¢ £ 1. Velkost druhych dvoch stran nie je obmedzena. Lahko
zistite, Ze vieme ndjst trojuholnik s fTubovolne velkym obsahom; neexistuje teda horna
hranica pre velkost trojuholnika v ktorom je ¢ < 1.

Pri rieseni prvych dvoch pripadov pouzijeme poznatok, ze obsah trojuholnika
zavisi priamo Gmerne od dvoch nezavislych veli¢in: od velkosti strany a velkosti vysky
na tuto stranu.

1) a £ 1. Nech mé strana a = BC najvacsiu mozni dizku, tj. 1. Bod A mus lezat
vo vnitri prieniku kruhov s obvodovymi kruznicami ky(B, 1) a ko(C, 1) (lebo velkosti
stran b, ¢ s najviac 1). (Nakreslite si obrazok!) Z obrazku je vidiet, Ze maximalnu
vysku a teda aj maximdlny obsah bude mat trojuholnik s tretim vrcholom totoznym

s priese¢nikom kruznic kq, k2. Bude rovnostranny so stranou 1 a obsahom =

2) b £ 1. Nech md strana b = AC najvaésiu mozni diiku, tj. 1. Bod B musi
lezat zaroven vnitri kruhu s obvodovou kruznicou k; = (4, 1) (lebo b 2 ¢). Najvadsia
vy$ka na stranu b bude mat dizku 1, teda maximalny mozny obsah % ma pravouhly
trojuholnik s odvesnami b, ¢ velkosti 1.

C

Obr.12

37. Zo zadania ulohy plynie (obr.12), Ze trojuholnik ABC je podobny s trojuhol-

nikom NMC'. Z podobnosti dalej vyplyva, zZe i E, takie z = ——. Obsah
v a a

+v

2
trojuholnika ABC je P, = %av. Obsah stvorca KLMN je P, = ( (f: ) . Uloha
a+v

vyzaduje dokdzat platnost nerovnosti

w57 (3m):

(

I . : atv)® , A
T4 je ekvivalentna s nerovnostou av < —4)- (kedZe a, v > 0), tj. s nerovnostou

medzi aritmetickym a geometrickym priemerom. Rovnost nastava v pripade a = v.
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38. Obsah P trojuholnika so stranami a, b, ¢ je podla Herénovho vzorca

P = i\/(a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c):

- %\/(a+b+c)({/(a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c))§.

Z nerovnosti medzi geometrickym a aritmetickym priemerom vyplyva

a+b—c+a—b+c—a+b+c_ a+b+ec

V(a+b—c)a=b+c)(-a+b+c) < 3 3

Po dosadeni do predchddzajiceho vztahu dostavame

p< (a+b+c)%\/a+b+c_ (a+b+c)?
= 3 4 123

Rovnost nastava prave vtedy, keda+b—c =a—b+c = —a+b+c, ¢o je ekvivalentné
s tym, Ze a = b = ¢. Najmensi obvod pri danom obsahu P ma rovnostranny trojuholnik.

Trojuholnik s maximalnym obvodom pri danom obsahu neexistuje. To dokdzeme
sporom: Nech trojuholnik s danym obsahom P a najvaésim obvodom ma strany a, b,

> > & . Y d ’ ~ v 2P 7’
c. Potom ale [ubovolny trojuholnik so zdkladiiou a+b+c a vyskou Py g ma obsah

+b+c

2 : N :
———— = P aobvod 0 > a+b+c, a ten je vacsi nez obvod trojuholnika
a+b+ec
so stranami a, b, ¢. To je spor.

1
§(a+b+c)

39. Z Herbénovho vzorca pre obsah trojuholnika dostavame

4PV3=\/3a+b+c)(-a+b+c)a—b+c)a+b—c) (1)

Z trojaholnikovej nerovnosti pre strany a, b, ¢ vyplyva —a+b+c¢>0,a—b+ ¢ > 0,
a+b—c>0,ateda mdézeme pouzit nerovnost medzi aritmetickym a geometrickym
priemerom tychto troch &isel, z ktorej dostaneme

b 3
(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)§(51—3—“15) )
s rovnostou pre a = b = c. Lahko sa presvedéime, ze plati
(a4+b+¢)? £3(a®+b%+c?) (3)

s rovnostou pre a = b = ¢. Z (1) pouzitim (2) a (3) dostdvame

a+b+c\® 1
4PV3 < 3(a+b+c)(——3——) =§(a+b+c)2§a2+b2+c2,

tym je dand nerovnost dokdzani. Rovnost v poélednom vztahu nastane, ak nastane
rovnost v (2) a (3), teda prave vtedy, ak je trojuholnik rovnostranny.
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40. Ak bod F je taky, ako pozaduje Gloha, tak E'F je rovnobezné s AG, EAs FG, EG
s CF a EC s F(, z ¢oho plynie, ze stvoruholniky AGFE a EGFC st rovnobezniky,
teda ich protilahlé strany sa musia rovnat. Potom plati |AE| = |FG| = |CE|, takze
bod E musi lezat v strede strany AC.

41. Kedze a, b, ¢ maja byt strany pravouhlého trojuholnika, musi pre ne platit a? +
+ b% = ¢?, ¢o spolu s rovnostami b+ ¢ = p a ¢+ a = ¢q dava kvadratick rovnicu pre ¢
s parametrami p a q. Z jej dvoch rieseni vyhovuje tilohe len ¢ = p+q —+/2pq, strany a,
b vyjadrime podobne, je a = \/2pq — p, b = /2pq— q. Teraz uz nie je problém zostrojit
ziadany trojuholnik, Gsecku diiky /2pq zostrojime podla niektorej z Euklidovych viet
a z podmienok a > 0, b > 0 vyéitame nutné a postacujiice podmienky riesitelnosti
p<2qaq<2p.

C ' C

A S B

Obr. 13 Obr. 14

. . - . T -
42. Nutnou podmienkou existencie riesenia je 0 < a < ) (preco?).

Predpokladajme, Ze trojuholnik ABC je uz zostrojeny (obr. 13). Potom V' lezi na
Thalesovej kruznici k nad AS, kde S je stred strany AB (preco?), navyse lezi na vg.
Z toho je uz konstrukcia zrejma. Pocet rieSeni zavisi od poétu prieseénikov vp a k.
Lahko sa zisti, Ze vzdialenost vysky vg od bodu S’, stredu kruznice k, je |S'B| cosa =
= %ccos «, a pretoze polomer kruznice k je %c, dostavame, ze pre 0 < cosa < % ma
tloha prave dve rdzne riesenia, pre cos a = %jediné a pre cos a > % ziadne riesenie.
43. Nech R je prieseénik kruznic k; a ks, rézny od bodu V, kruznica k; (resp. k3)
ma stred A a polomer |AV| (resp. C' a |C'V]) a ozna¢me B; prieseénik priamok BV a
AC, Ay prieseénik priamok AV a BC (obr. 14). Potom trojuholnik ARB; je zhodny
s trojuholnikom AV By, dalej trojuholnik AV B; je podobny trojuholniku AC A; (st to
pravouhlé trojuholniky a majia spolo¢ny uhol pri vrchole A), teda trojuholnik ARB;
Jje podobny trojuholniku AC Ay, odtial | ARB| = |XACB|, takze body C, R lezia na
tom istom obliku nad AB, pre ostatné body vyuzijeme cyklickii zdmenu.



