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Kategorie P

Pavel Topfer
(MFF UK Praha)

Od 35. roéniku byla matematickd olympiada obohacena o novou soutézni kate-
gorii, kterd byla nazvina kategorie P (programovani). Kategorie P byla vytvofena
v dobé, kdy v celé nasi spoletnosti a zejména mezi mladezi vyrazné silil zdjem
o poditate a programovani a kdy vznikala i fada jinych programatorskych soutézi.
Nova kategorie MO si kladla za cil stat se vrcholnou soutézi pro talentované studenty
stfednich skol, ktefi se zajimaji pravé o matematiku a programovani. Programovani
pFitom chtéla ukazat ne ze stranky technického zvladnuti prace s pocitacem a pouzivani
programovacich jazyki, jak je to obvyklé u jinych soutézi, ale zamérit se na samotnou
podstatu véci. Jeji ndplni se proto staly Glohy na analyzu a tvorbu algoritmi, Glohy, pro
jejichz Gspésné vyreseni nestaci pouze bézné praktické programatorské dovednosti, ale
které navic vyzaduji od feSitele kus matematického a algoritmického mysleni. Ohlas,
ktery kategorie P rychle ziskala, a stédle rostouci zdjem o Gi¢ast v soutézi svédci o tom,
ze se tyto cile Gispésné podarilo splnit.

V soucasné dobé fesi Glohy MO kategorie P kazdoroc¢né témér 500 studenti vsech
roc¢niki stfednich kol z celé republiky. Zajem o soutéz zacinaji projevovat i nejlepsi
zaci zakladnich skol, ktefi nékdy dosahuji prekvapivé dobrych vysledki, a to i v celo-
statnim kole. Po odborné strance je kategorie P zajistovana vysokoskolskymi pedagogy
z kateder informatiky. Vedle tradi¢nich tf¥i odbornych center pisobicich od samého
vzniku soutéze na matematicko-fyzikalni fakulté Univerzity Karlovy v Praze, pfiro-
dovédecké fakulté Masarykovy Univerzity v Brné a na matematicko-fyzikalni fakulté
Univerzity Komenského v Bratislavé se v soucasné dobé Gspésné jednad i o zapojeni
dalsich vysokych skol.

Z celé fady zajimavych soutéznich Gloh, které se v historii kategorie P objevily,
jsme zde pro vas vybrali alespon tfi. Spoletnym rysem vsech tii Gloh je to, ze jsou
zdanlivé velmi snadné. Skute¢né, nalézt néjaky algoritmus fesici dany problém vam
asi nedd mnoho prace. Zde je vsak tkolem sestrojit algoritmus co mozna nejlepsi
a nejrychlejsi, a to jiz vyzaduje znacné delsi a hlubsi premysleni.

leohy

1. Nejvétsi éisla (MO-P 39-11-1)
Je déno pole A[l..n,1..n] obsahujici n* navzdjem riznych kladnych celych &isel.
Navrhnéte co nejrychlejsi algoritmus, ktery vytiskne n nejvétsich ¢isel ulozenych v poli
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A. Puvodni obsah pole A nemusi byt po ukonéeni vypoctu zachovan.

2. Jednickovy obdéluk (MO-P 38-11-2)

Je dano dvojrozmérné pole A (matice) velikosti n x m, jehoz prvky jsou pouze ¢isla
0 nebo 1. Navrhnéte algoritmus, ktery v daném poli A nalezne maximalni ,,obdélnik®
obsahujici samé jednicky (maximalni ve smyslu ,obsahujici co nejvic jedni¢ek®). Vy-
sledkem préce algoritmu bude ¢tvetice ¢isel 7, j, k, [ takovych, ze A; ; je prvek v levém
hornim rohu a Ay ; prvek v pravém dolnim rohu nalezeného maximalniho obdélnika.

3. Nejdelsi rostouci podposloupnost (MO-P 39-11-2)

Je déna konecna posloupnost celych éisel délky n, n 2 1. Prvky této posloupnosti
oznacime po fadé X (1), X(2), ..., X(n). Podposloupnosti délky k vybranou ze zadané
posloupnosti budeme rozumeét libovolnou koneénou posloupnost tvaru X (1), X(i2),

oy X (i), kde 1 £ 4y < iy < ... < i Sn(tzn., ze ze zadané posloupnosti je vybrano
libovoluych & isel, pticemz je zachovano jejich poradi).

Navrhnéte algoritmus, ktery uréi délku nejdelsi rostouci podposloupnosti vybrané
z dané posloupnosti. To znamend, ze uréi maximdlni k takové, ze X(i;) < X(i2) <
< ... < X(ig) pro néjaké indexy 1 £ i) < iy < ... < 4 £ n. Zdivodnéte spravnost
algoritmu.

Napf. pro posloupnost 4, 2, 7, 6,4, 5, 3,9, 8, 5,9 je k = 5, nebof maximalni
vybrana rostouci podposloupnost 2, 4, 5, 8, 9 ma délku 5.

ReSeni

1.  Algoritimus s optimalni kvadratickou casovou slozitosti je zalozen na casto uzi-
vaném postupu: nejprve se provede vhodny predvypocet, jeho vysledky se ulozi do
pomocného pole a poté teprve nasleduje vlastni vypocet vyslednych hodnot s vyuzitim
predem pripraveného pomocného pole.

Zavedeme pomocné pole SiMaz[l..n], které bude obsahovat informace o poloze
maximalnich hodnot v jednotlivych sloupcich pole A. Bude tedy platit SIMaz[j] = i
pravé tehdy, jestlize A7, j] je nejvétsi ze viech &isel ulozenych v j-tém sloupci pole A.

Nejprve provedeme pocatecni zaplnéni pole SiMaz odpovidajicimi hodnotami.
Vybér n nejvétsich ¢isel ulozenych v poli A potom probéhne v n krocich nésledujiciho
postupu:

— pomoci pole SiMaz nalezneme nejvétsi hodnotu ze sloupcovych maxim; tuto
hodnotu ziskdme jako maximum z ¢isel A[SIMaz[j], j] pro j od 1 do n; necht je to &islo
Ali, k]

- ¢islo Afi, k] je tedy nejvétsim z &isel ulozenych v poli A; vytiskneme ho a vy-
pustime ho z pole A dosazenim nuly do A[z, k]

~ obnoviine informaci o poloze sloupcového maxima ve sloupci, v némz doslo ke
zméné, tzn. spocteme novou hodnotu SIMaz[k].

Spravnost algoritmu pfimo plyne z Gvodniho rozboru. V kazdém kroku vypoétu
Je nalezena a vytisténa nejvétsi hodnota z maxim v jednotlivych sloupcich, coz je jisté
nejvétsi ¢islo momentalné se nachdzejici v poli A. Prepsanim tohoto é&isla nulou je
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vytisknuté ¢islo z pole A vynechano (vSechna éisla v poli A jsou podle zadani kladna!)
a v dalsim kroku se tedy bude vyhledavat nejvétsi ze viech zbyvajicich ¢isel. Celkem po
n krocich se vytiskne skutecné n nejvétsich ¢isel ulozenych ptivodné v poli A. Vypocet
je konecny, pocet krokt vypoctu je predem uréen hodnotou n.

Popsany algoritmus m4 kvadratickou ¢asovou slozitost. Piecteni n? éisel ze vstupu
i pocateéni zaplnéni pole SIMaz jisté vyzaduji fadové n? operaci. Vlastni vypocet je
pak tvofen n kroky, pficemz v kazdém z nich je nejprve pomoci pole SiMaz vybrano
maximum z n ¢isel a po jeho vypsani a smazani je opét vybérem maxima z n Cisel
obnoveno spravné zaplnéni pole SIMaz. Pocet provedenych operaci je tedy (imérny
hodnoté n?.

2.V prvni fazi feSeni provedeme pomocny vypocet, pii kterém uréime délky souvis-
lych sloupci jednicek v dané matici A. Vysledky tohoto vypoétu si ulozime primo do
pole A tak, Ze polozime A; ; = k, jestlize prvek A; ; sam a dalsich pfesné k — 1 prvki
pod nim mélo pivodné hodnotu 1, tzn. jestlize v ptivodni matici A platilo A, ; =1
prop=1t,i+1,...,i+k—1anavicbudi+k—1=nneboi+k—1<n aprFitom
Aiyk,j =0 (kde n je pocet Fadkti matice A). Udaje v zadaném poli A tim pozménime,
ale pouze tak, Ze v pripadé potfeby by bylo snadné zrekonstruovat pivodni podobu
pole A (nebot zadna nula v poli A neubyla ani nepfibyla, nenulova ¢isla jsou ulozena
na mistech ptivodnich jedniéek). Vysledek prvni pomocné faze vypoctu si ukdzeme na
prikladu:

ze zadané matice: dostaneme upravenou matici:
11010 34010
11101 23203
11111 12112
01001 01001

Ve druhé fazi vypoctu jiz budeme hledat v poli A maximalni obdélnik tvofeny
jednickami (nyni po Gpravé nenulovymi Cisly). Postupné budeme zkoumat vsechny
mozné pozice levého horniho rohu takového obdélnika. Pro zvoleny levy horni roh
A; ; > 0 musime vyzkouset vsechny pripustné polohy pravého horniho rohu A; ;. Prvek
A;i,; mize byt pravym hornim rohem obdélnika s levym hornim rohem A; ;, jestlize
vsechna ¢isla A; 4 pro ¢ =j, j+1, ..., [ jsou nenulova.

Velikost maximalniho obdélnika, ktery je v piivodni matici A tvofen samymi
jedni¢kami a jehoz levy a pravy horni roh maji soufadnice [i, 5], resp. [i,1], nyni jiz
snadno uréime pomoci hodnot, které jsme si predem pripravili v prvni fazi vypoctu.
Takovy obdélnik ma totiz sitku (! — j+1) a jeho vyska je rovna minimu z hodnot A; 4
prog=yg,7+1,...,01—=1,1L

Uvedeny vypocet je mozno opakovat pro vSechny mozné volby levého horniho
rohu obdélnika a pfitom si v pomocné proménné udrzovat velikost maximalniho jiz
nalezeného obdélnika tvofeného v zadané matici samymi jednickami. V dalsich étytech
pomocnych proménnych si musime zaznamenavat soufadnice levého horniho a pravého
dolniho rohu nalezeného maximalniho obdélnika. Tyto proménné budou po ukonéeni
vypoctu udavat pozadovany vysledek tlohy.
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Spravnost algoritmu plyne z uvedeného rozboru. Pokud zadand matice obsahuje
samé nuly, algoritmus nenalezne zZadny pfipustny levy horni roh obdélnika A;; > 0,
¢imz je tato situace detekovdna. Jestlize matice obsahuje alespon jednu jednicku, musi
obsahovat také néjaky maximalni obdélnik tvoreny jednic¢kami. Dvojice proménnych
i, j béhem vypoctu nabyde hodnot odpovidajicich souradnicim levého horniho rohu
tohoto maximalniho obdélnika, nebot pomoci indext ¢, j algoritmus postupné prochazi
vSechny prvky pole A. Proménna [ potom jisté nabyde také hodnoty sloupcového

indexu pravého horniho rohu maximalniho obdélnika z jednicek a tim bude tento
" maximalni obdélnik nalezen a ulozi se udaje o jeho velikosti a souradnicich. Jestlize
lze v zadané matici A nalézt vice riznych obdélnikii ze samych jednicek této maximalni
velikosti, vyhleda algoritmus soufadnice roht jednoho z nich (toho, ktery byl nalezen
jako prvni). ‘

Vypocet podle uvedeného algoritmu je jisté konecény, nebot pocet prichodu kaz-
dym z cykld je pfedem omezen nékterym z rozméru zadané matice. Naéteni hodnot
matice A ze vstupu a modifikace obsahu pole A v prvni fazi vypoctu vyzaduji provedeni
nm operaci. Ve druhé fazi vypoctu se nm zptisoby voli levy horni roh zkoumaného
obdélnika (indexy i, j) a pro kazdou takovou volbu se provaddi nejvyse m voleb
sloupcového indexu pravého horniho rohu (proménné !). Celkem se tedy provede Fadové
nm? vybéri hornich rohi obdélnika. Kdybychom pro kazdou takto vybranou trojici i,
J, { hledali v nasi upravené matici A maximalni jednickovy obdélnik s levym hornim
rohem A;; a s pravym hornim rohem A;; zvlast, potfebovali bychom vykonat vidy
aZz m operaci na nalezeni minima z ¢isel A; 4 prog=j,j+1, ..., l. Cely algoritmus
by pak mél ¢asovou slozitost O(nm3?). Tento vybér minima neboli uréovani velikosti
maximalniho jednickového obdélnika je ovsem mozné provadét zaroven s postupnym
vybérem indexu [, ¢&imz dosadhneme celkové &asové slozitosti algoritmu O(nm?).

3. Zadanou posloupnost éisel X budeme prochédzet po jednotlivych ¢&islech odpredu
dozadu. V i-tém kroku vypoctu budeme sledovat, jak mohou vypadat rostouci pod-
posloupnosti vybrané z pocateéniho Giseku posloupnosti X délky ¢, tzn. z posloupnosti
X(1), ..., X(i). Pro dosazeni co nejaspornéjsiho a nejrychlejsiho feseni tlohy si
zavedeme pomocné pole M(l..n], do néhoz si budeme prithézné ukladdat nasledujici
informaci: prvek M[j] je v kazdém okamziku roven minimélni dosud znamé hodnoté
posledniho prvku vybrané rostouci podposloupnosti délky j. Dalsi priibézné aktua-
lizovana proménnda k udava délku nejdeldi dosud nalezené rostouci podposloupnosti.
V poli M jsou tedy definovany hodnoty My, M, ..., Mj. Po provedeni i-tého kroku
vypoctu budou tudiz splnény nésledujici podminky:

1) 1£i<n, 15k <,

2) k je délka nejdelsi rostouci podposloupnosti vybrané z posloupnosti X(1), X(2),

ey X(2),

3) pro kazdé j =1, ..., k plati

M; = min{X(i;); existuji indexy 1 < i <ip <...<i; £1i takové,
Ze X(il) < X(iz) S PR X(ij)}

Z posledni uvedené podminky zfejmé plyne platnost nerovnosti M; < ... < M.
Pokud totiz rostouci vybrana podposloupnost délky j mitize konéit &islem M;, pak
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existuje také vybrana podposloupnost délky j—1, kterd vznikne z predchozi uvazované
podposloupnosti vynechanim posledniho ¢lenu. Jeji posledni ¢len bude ovsem jisté
mensi nez Mj, a tedy skutecné plati M;_, < M;.

Po provedeni vsech n krokili vypoctu bude proménna k obsahovat délku maximalni
rostouci podposloupnosti vybrané z celé zadané posloupnosti X(1), ..., X(n), a pravé
to je pozadovany vysledek tlohy.

Zbyva ukazat, jakym zpusobem provedeme aktualizaci hodnot proménné k a da-
Ju ulozenych v poli M pfi jednom kroku vypoctu. Uvazujme i-ty krok vypoétu a zpra-
covani &isla X (7) ze zadané posloupnosti. Je-1i X (7) vétsi nez My, je mozné prodlouzit
dosud nejdelsi nalezenou rostouci podposloupnost o éislo X (7). Zvétsime tedy hodnotu
proménné k o jednicku a pro nové k definujeme tdaj M jako hodnotu éisla X (7).
V opacném piipadé neni mozné dosud nejdelsi vybranou podposloupnost prodlouzit
a hodnota k se tedy nezméni. Muze se ovsem stét, ze ¢islo X (¢) ndm umozni snizit
nékterou z drive stanovenych hodnot M;. Jak jsme jiz uvedli, plati stdle nerovnost
My < ...< Mj. Je tedy mozné najit takovy index j, Ze

bud j=1 a X(i) £ My,
nebo 1<j<k a M1 <X(1) S£M;.

Nastane-li ostra nerovnost X (i) < M;, mizeme snizit hodnotu M;. Existuje totiz
rostouci vybrand podposloupnost délky j — 1 konéici ¢islem M;_;, a protoze X (i) >
> Mj_,, &islo X(7) tuto podposloupnost prodluzuje na rostouci podposloupnost délky
Jj. Jejim poslednim prvkem je pravé &islo X (7).

Uvedeny rozbor je zaroven zdivodnénim spravnosti navrzeného algoritmu. Vy-
pocet je jisté konecny, nebot je tvofen piesné n kroky predstavujicimi zpracovani
jednotlivych prvki posloupnosti X. Kone¢nost kazdého z téchto krokt hned ukazeme.
Pfi vhodné organizaci vypoctu lze dosdhnout ¢asové slozitosti algoritmu O(n logn).
V kazdém z n kroki se totiz kromé jednoduchych akci s konstantni ¢asovou slozitosti
musi vyhledavat v poli M index j vySe uvedené vlastnosti. Pokud bychom index j hle-
dali prostym sekvenénim prichodem polem M, potfebovali bychom provést v kazdém
kroku vypoétu az n operaci, coz by vedlo k celkové ¢asové slozitosti algoritmu O(n?).
Vzhledem k uspofadani prvkii pole M podle velikosti je zde ovsem mozné uréit index
j bindrnim prohledavanim (pilenim intervali) a tedy s ¢asovou slozitosti O(logn).
Odtud plyne ¢asova slozitost celého algoritmu O(nlogn).



