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Ulohy MO kategorii A, B a C

Leo Bocek
(MFF UK Praha)

Na nékolika prikladech chceme ukéazat tématiku tloh matematické olympiady
v kategoriich A, B, C v poslednich deseti letech, obtiZnost jednéch i snadnost jinych
uloh.

V kategorii B 39. roéniku MO jsme pouzili péknou sérii Gloh od dlouholetého
pracovnika v MO dr. Jiftho Sedlacka, CSc., z Matematického Gstavu CSAV v Praze.
V 1. kole to byla tloha:

Je dano liché prirozené Cislo n, najdéte aspor jednu dvojici pfirozenych éisel z, y
tak, aby D(z,y) = n a soucasné D(zy+z,zy+y) = 2n. PFitom D(u,v) znaci nejvétsi
spole¢ny délitel prirozenych cisel u, v.

V klauzurni ¢asti 1. kola to byla loha nalézt ke kazdému prirozenému cislu n
pFirozena Cisla z, y tak, aby D(z,y) = D(zy + z,zy + y) = n. V krajském, tedy
2. kole, bylo tfeba k libovolnému prirozenému ¢islu n najit nesoudéIna prirozena cisla
z, y s vlastnosti D(zy + z,zy + y) = n.

Ukazeme si struc¢né ¥eseni vSech tii Gloh. V prvni Gloze je nasnadé zkusit ¢ = n,
y = kn, kde k je pfFirozené &islo. Je pak D(z,y) = n, zy + =z = n(kn + 1), zy +
+y=n(kn+ k). Cislo k musime zvolit tak, aby nejvétsim spoleénym délitelem &isel
kn + 1, kn 4+ k bylo ¢islo 2. Pak musi byt délitelny dvéma také jejich rozdil k — 1.
Zkusime polozit k = 3, ¢isla ¢ = n, y = 3n skuteéné spliuji podminky tlohy, nebot
zy+z =nB3n+1), zy+y = n(3n+3). Jelikoz je ¢islo n liché, jsou ¢isla 3n+1,3n+3
suda, tedy délitelnd dvéma. A Cislo 2 je také jejich nejvétsim spolecnym délitelem,
protoze nejvétsi spolecny délitel téchto Cisel déli také jejich rozdil, tedy cislo 2. Je tedy
D(3n+1,3n+3) =2 a D(3n* 4 n,3n® + 3n) = 2n. ReSenim tlohy klauzurni ¢asti je
napftiklad dvojice z = 2n,y = 3n. Je pak totiz zy+z = 2n(3n+1), zy+y = 3n(2n+1).
Cisla 3n + 1, 2n + 1 jsou nesoudéln4, nebot jejich spoleény délitel musi délit i &islo
32n+1)—238n+1)=1.

Navazujici Gloha z 2. kola je obtiznéjsi. Jelikoz zy + z, zy + y maji byt délitelnd
¢islem n, musi to platit i pro jejich rozdil y — z. Zkusme polozit y = = + n. Pak je
zy+z=z(x+n+1),zy+y=z(x+n+1)+n Obé tato ¢isla maji byt délitelna
Cislem n, avsak ¢isla ¢, £ + n maji byt nesoudélné. Proto museji byt nesoudélni i ¢isla
z, n. Pak musi ¢islo n délit ¢islo z + n + 1. Polozme tedy na pfiklad £ = n — 1, je pak
y = 2n—1. Jsou to ¢&isla nesoudélnd, zy+z = n(2n—2), zy+y = n(2n —1). Nejvétsim
spole¢nym délitelem poslednich dvou ¢&isel je ¢islo n, protoze ¢isla 2n — 1, 2n — 2 jsou
nesoudélna. V pfipadé n = 1 neni vSak Cislo z pfirozené, stadi ale pro n = 1 polozit
z=1y=2
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V 37. a 38. roéniku MO byly dvé na sebe navazujici Glohy o lichobézniku.
V 37. roéniku to byla v kategorii C tloha: V lichobéZniku ABCD urcete bod X tak,
aby mély &tyrihelniky XKBL, XLCM, XM DN, XN AK stejny obsah, pficemz K,
L, M, N jsou po fFadé stredy stran AB, BC, CD, DA.

Reseni. Jsou-li AB, C'D zékladny lichob&zni-
ku, pak spojnice jejich stfedtt K, M déli lichobéz-
nik na dva lichobé&zniky stejného obsahu (obr.1).
Proto musi bod X nutné lezet na (setce KM.
Kdyby totiz lezel uvnitf lichobézniku K BC'M , byl
by soucet obsahu ctyfahelniki XKBL, XLCM
mensi nez polovina obsahu lichobézniku ABCD,
coz by bylo ve sporu s podminkou tlohy. Uva-
zujme tedy bod X uvnitf Gsecky K M. Obsahy Obr.1
trojahelnikiic DN X, ANX jsou stejné, protoze N je stied tsecky AD. Aby se sobé
rovnaly i obsahy ctyFahelniki XN AK, X M DN, museji se rovnat obsahy trojithelnika
MDX, AKX, tedy pomér vzdalenosti bodu X od pfimek AKX a DM musi byt pravé
obréceny, nez je pomér délek tseéek AK, DM, tj. pomér |AB| : |CD|. Priseéik Y
uhlopricek AC, BD lezi na KM a pomér jeho vzdilenosti od pfimek AB, CD je
pravé |AB| : |CD|. Sestrojime tedy bod Y a X je pak ten bod na tGseéce KM, pro
ktery plati [M X| = |KY|, je pak téz |[KX| = |[MY|. Tento bod X spliiuje podminku
Glohy.

V dalsim ro¢niku dokazovali titiz zici, jenze jiz o rok starsi, Zze neexistuje v licho-
bézniku ABCD bod X tak, aby se sobé rovnaly obsahy trojihelniki ABX, BCX,
CDX, DAX. Dikaz vedli sporem tfeba takto: Pfedpokladejme, Ze pro bod X lichobé&z-
niku ABCD se obsahy uvedenych trojihelnikl rovnaji. Oznaéme p vzdélenost bodu
X od pfimky AB a q jeho vzdélenost od pfimky CD, a = |AB|, ¢ = |CD|. Rovnost
obsahti trojihelnikit ABX, C DX, z nichz se kazdy rovna jedné tvrtiné obsahu celého
lichobézniku, ndm dava pro p, q, a, ¢ podminky 4ap = 4cq = (a+¢)(p+¢q). Vyloucenim
p, ¢ dostaneme (a — ¢)% = 0. To je vsak spor, nebot pro lichobéznik je a # c.

Do 36. ro¢niku byla zarazena tato geometrickd Gloha: Je ddn trojihelnik ABC.
Zvolte na stranach AB, AC' po Fadé body M, N tak, aby |BM| = |CN| a aby se
obsah trojithelniku AM N rovnal poloviné obsahu ABC'. K vyfeSeni tlohy staéi umét
fesit kvadratickou rovnici a znat vzorec S = 1§I)c sin a pro obsah trojihelniku (b, ¢ jsou
délky stran AC, AB, « je velikost jimi sevieného hlu). Oznaéme z = |BM| = |C'N|.
Podle podminek tilohy ma pro z platit 2(b—z)(c—z)sina = besin . JelikoZ sin v # 0,
dostavame pro z kvadratickou rovnici 22%—2(b+c)z+bc = 0. Kofen 1 (b+c+vb% + ¢?)
nevyhovuje, protoze je vétsi nez b i ¢, vyhovuje druhy kofen %(b+c— Vb2 + ¢2), ktery
je kladny a mensi nez b i c. Usecku délky 3(b+ ¢ — Vb% + ¢?) dovedeme té% snadno
pravitkem a kruzitkem sestrojit z délek b, c.

V 33. ro¢niku MO byla v krajském kole kategorie C lehk4 tloha, jejiz text zni:
Zik mél spoéitat délku tétivy kruzZnice o poloméru r, jestliZe se vzdalenost tétivy
od stredu rovnala d. Domnival se, Ze se délka tétivy poéita jako d + r, presto dostal
spravny vysledek. Jaky vztah musel platit mezi d a r? Odpovéd je jednoduch4, musi
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. i . o L . d 3
platit d +r = 2v/7%2 — d?, po Gipravé a vyreseni kvadratické rovnice dostaneme — = 5
p-

Je vSeobecné znamo, ze vétsi obtize Cini zakdm Glohy geometrické, at jiz jde
o Ulohy konstruktivni, nebo diikazové. Do krajského kola kategorie C 37. ro¢niku MO
byla zafazena tloha: Konvexni pétiithelnik ABC DE je vepsan kruznici k, pricemz AB
Jerovnobézna s ED a BC je rovnobézna s AE. Dokazte, Ze pfimka C D je rovnobéZna
s tecnou kruzZnice k v bodé A. K dikazu staci znat vétu o obvodovych Ghlech a o Ghlech
v tétivovém CtyFahelniku. Oznaéime-li « = |JABC| = |YAED|, je |9ADC| = n —
— a, nebot ABC'D je tétivovy Ctyfahelnik. Stejné tak je | YJACD| = n — «, takZe je
trojuhelnik AC'D rovnoramenny se zakladnou C'D. Proto prochéazi osa tsecky C'D
bodem A a samoziejmé téz stfedem S kruznice k (obr.2). Teéna kruznice k v bodé
A je na tuto osu kolma a tedy rovnobéznd s C'D. Je to Gloha velmi pékna, avsak
pro zaky 1. ro¢niku stfedni Skoly jsou dikazové Glohy prece jenom obtiznéjsi. Vice

Obr. 2 Obr.3

se jim libi Glohy, pfi kterych maji néco spocitat. Napfriklad v dloze 2. kola kategorie
C 36. roéniku MO to byl obsah lichobézniku, jehoZ tihlopricky jsou na sebe kolmé,
jedna z nich ma délku u a jsou jesté dany délky a, ¢ obou zdkladen (obr.3). ReSeni
spociva v prevedeni lichobézniku na trojihelnik stejného obsahu. Bodem D vedeme
rovnobézku s thlopfickou AC' (JAC| = u) a jeji priiseéik s AB oznaéime E (AB je
rovnobézno s C'D). Trojahelniky C DB a AE D maji stejny obsah, protoze |CD| = |AE]|
a vysky k témto strandm jsou rovnéz stejné, rovnaji se vzdalenosti pfimek AB, C'D.
Proto se obsah lichobézniku rovnd obsahu pravothlého trojihelniku EDB, ktery je
F(uy/(a+c)? —u?).

Pékné jsou tilohy na uréeni nejkratsi cesty po povrchu télesa z jednoho jeho bodu
do druhého. Uvedeme si dva priklady.

1. kolo kategorie B 33. rotniku MO — Je dana krychle ABCDEFGH o hrané
délky a. Vrchol A je spojen po povrchu krychle nejkratsi ¢arou se stredem stény BCGF
a rovnéz se stredem stény DC'GH . Prvni lomena ¢ara ma s hranou BF spoleény bod
L, druhd ma s hranou DH spoleény bod K. Urlete obsah trojihelniku AK L (obr.4).

1. kolo kategorie C 37. rotniku MO — Je dan pravidelny trojboky hranol
ABCA'B'C'" s podstavnou hranou délky a a vyskou v. Ozna¢me S stied stény BCC' B’
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a K, L ty body na hranach BB', CC’, pro néz jsou lomené éary AKS, ALS nejkratsi.
Vypodéitejte pomér objemii jehlanu AKLS a daného hranolu.

H .
I o

E : —(F .

Iij///
| / _Ys
//)—D-——— —-C Ry -=
/
A B A

Obr. 4 Obr.5

Reseni obou tloh je jednoduché, uvédomime-li si déle popsany princip. Uvazujme
roviny ¢ a o, jez se protinaji v piimce p, bod A lezi v roviné g, bod S v roviné o
a necht K je ten bod pfimky p, pro ktery je soucet |AK|+ |KS| nejmensi. Pak po
otoCeni roviny o do roviny ¢ kolem pfimky p tak, zZe jsou poloroviny pA a pSy opainé
(So je otocend poloha bodu S), lezi bod K na Gse¢ce ASy (obr.5). Pro vasi kontrolu
uvadime vysledky obou tloh: éaz\/ﬁ; 11—8, .

Dalsi skupinu Gloh tvofi lohy o sachovnicich. Pfikladem je Gloha 1. kola kategorie
B 37. ro¢niku MO: Jaky nejvétsi pocet figurek Ize rozmistit na Sachovnici n x n tak,
aby zZadné dvé nesousedily? (Za sousedni povaZujeme ta policka, ktera maji spoleény
aspoii jeden vrchol).

ReSeni. Je-li n liché, je uréité mozné rozmistit aspoii (%(n—}-l))2 figurek, pfi sudém
n je mozné umistit aspon (%n)2 figurek, jak ukazuje obr.6 pro n = 5 a n = 6. Pfesné
feceno, vynechame kazdy druhy fadek shora a kazdy druhy sloupec zleva a stavime
figurky pouze na zbyla policka. Urcité nebudou pak obsazena zadnd dvé sousedni
policka. Je to ale opravdu maximdlni pocet figurek? Odpovéd je ano. Napftiklad pii
sudém n se sachovnice sklada z %n:’ sachovnic 2 x 2. Kdyby se na ni dalo umistit vice
nez (%71)2 figurek, musely by aspoi na jedné sachovnici 2 x 2 stit aspon dvé figurky,
to by ale byly figurky sousedni. Pfi lichém n se uréité nedd predepsanym zptisobem
rozestavit vice figurek, nez se da rozestavit na vétsi Sachovnici (n +1) x (n +1). A to
je podle predchéazejiciho (%(n + 1))2.

Obr.6
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Na zavér si uvedeme jesté dvé ilohy na vyuziti zapisu ¢isel v desitkové soustavé
a na délitelnost. Do 1. kola kategorie B 38. ro¢niku MO jsme zaradili Glohu: DokazZte,
ze rovnice S(x+p) = S(z), kde S(n) znadi ciferny soucet ¢islan zapsaného v desitkové
soustavé, ma aspoil jedno reseni, pravé kdyz je p délitelné deviti. Ulohu vyresil velmi
pékné Tomas Titz z gymnazia v Brné, tt. kpt. Jarose. Je-li S(z +p) = S(z) pro néjaké
z, davaji ¢isla z +p, « stejny zbytek pri déleni deviti. Je-li obracené p = 9¢, ¢ prirozené,
staci polozit x = q. Je pak  +p = 10q a ¢isla ¢, 10¢ maji zfejmé stejny ciferny soucet.

V krajském kole 39. roéniku MO dokazovali zaci v kategorii C, ze ¢islo

111...1222...225,
—— — —
k k+1

v némz se Cislice 1 vyskytuje k-krdt a cislice 2 (k + 1)-krdt, je druhou mocninou
prirozeného ¢isla, a méli téz toto cislo urcit. Snadno se na nékolika pripadech odhadne,
ze jde o ¢islo 33...35, v nénz se ¢islice 3 vyskytuje k-krat. Pak se prosté ukdze, ze
—
k
jeho druha mocnina je dané éislo, a to pouzitim vzorce (10a+ 5)? = 100a(a + 1) + 25.
Staci polozit @ = 33 ...3. Zak Frantisek Mala z Dolného Kubina ukazal, ze dané ¢islo
—

k
k

10k — 1 . 10kt
je Eislo—o—g——~10k“+i——————

10441 45\ °
)
Pak mu jiz stacilo dokazat, ze éislo 105t 4 5 je délitelné tfemi. To viak plyne ihned
z toho, ze jeho ciferny soucet je 6.

-2 -10 + 5, coz upravil na tvar (

’

Dale si uvedeme jesté nékolik Gloh kategorie A, tedy Gloh urcenych pro soutézici
nejvyssich dvou rocniku strednich skol. Z 33. ro¢niku MO si ukazeme 2 (lohy celostat-
niho kola. V prvni Gloze bylo dano zobrazeni f mnoziny Z vsech celych ¢isel do téze
mnoziny, které splnuje pro kazdé m € Z podminku f(f(m)) = —m. Soutézici méli
dokdzat, ze a) f je prosté zobrazeni mnoziny Z na mnozinu Z, b) pro kazdé m € Z
plati f(—m) = —f(m), ¢) f(m) = 0, pravé kdyz je m = 0. Na zavér meéli ukizat
piiklad takového zobrazeni. Uloha patfila k lehéim tloham tohoto celostatniho kola.
Reseni Glohy miize napfiklad vypadat takto: Nejdiive dokazeme, ze zobrazeni f je
prosté. Pf‘edpoklédéjme, ze f(m) = f(n). Pak je m = —f(f(m)) = —f(f(n)) = n,
takze f(m) = f(n) pouze v pfipadé m = n, coz znamen4, Ze je f zobrazeni prosté.
Je to také zobrazeni na mnozinu Z, protoze kazdy prvek m € Z je obrazem prvku
f(=m). Protoze —m = f(f(m)), je f(=m) = f(f(f(m))) = —f(m), staéi totiz ve
vztahu f(f(m)) = —m dosadit za m ¢islo f(m). Tim je dokdzano, ze pro kazdé m € Z
je f(=m) = —f(m). Polozime-li m = 0, dostaneme f(0) = —f(0), takze f(0) = 0.
Protoze f je zobrazeni prosté, nemiize byt f2(m) = 0 pro zadné m # 0. Musime
jesté ukazat priklad zobrazeni f, které ma vsechny uvedené vlastnosti. Je to napriklad
zobrazeni f, které je definovano vztahy f(0) = 0, f(2k) = 2k — 1, f(2k — 1) = =2k,
f(=2k) = —(2k — 1), f(=2k + 1) = 2k pro kazdé pFirozené &islo k.

V druhé tloze se z predpokladu cos a+cos F+cosy+cos d = 0 pro vnitini dhly «,
3,7, 6 konvexniho ¢tyrahelniku ma dokazat, ze ctyrahelnik je rovnobéznik, lichobéznik
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nebo étyithelnik tétivovy. K feseni tilohy je vhodné pfevést soucet na levé strané pred-
pokladané rovnosti na souéin. Pouzitim vzorce cos a+cos f = 2 cos b cos “—;g a vzta-
hu a+B+7v+6 = n dostaneme cos v + cos f+ cos 7 + cos § = cos a;’ cos ﬂ;—l cos "—‘2"—‘5
Tento souéin se rovna nule pravé tehdy, kdyz je splnéna aspon jedna z podminek
a+pB=mna+6=n a+vy=n Jsou-li splnény prvni dvé podminky, je ctyFahelnik
rovnobéznik, kdyZ je splnéna jen jedna z nich, je to lichobéznik. Posledni podminka je
splnéna, pravé kdyz je ctyrahelnik tétivovy (kdyz mu lze opsat kruznici).

V 37. roéniku MO pokryvali soutézici kategorie A ¢tve- D L C
rec kruhy o stejném poloméru. Ve skolnim kole méli urcit '

nejmensi ¢islo 7, pro které je mozné ctverec o strané 10 po-

kryt dvéma shodnymi kruhy o poloméru r. Mohli postupovat
takto: Oznaéit K, L stfedy stran AB, CD &tverce ABCD M
o strané 10 (obr.7). Je pak zfejmé, Ze kruhy ohranicené
kruznicemi opsanymi obdélnikim AKLD, KBCL pokry-

vaji ¢tverec ABC D, jejich polomér je %5\/5 Ukézeme, ze r ,
nemize byt mensi nez %5\/5 Predpokladejme, Ze ctverec je A K B
pokryt dvéma kruhy o poloméru r < 1 5v/5. Aspoii v jednom Obr.7
z nich musi lezet tfi z bodd A, B, C, D, K, L. Patfi-li do jednoho body A, K, B a do
druhého body D, L, C, musi jeden z nich obsahovat téz stfed M strany AD. Je-li to
napftiklad kruh s body A, K, B, obsahuje body B, M a jeho priimér se proto rovna
aspoi vzdalenosti téchto dvou bodii, tj. 5v/5. Obsahuje-li kruh jen dva body z trojice
A, K, B a jeden z trojice D, L, C, dostaneme stejnym zplisobem spor, rovnéz tak pri
zaméné obou trojic. Je tedy r = %5\/5

V krajském kole byla navazujici Giloha: JestliZe ¢tyfi shodné kruhy o poloméru
r pokryvaji jednotkovy Ctverec, je r 2 %\/E Dokazte a zjistéte, zda lze jednotkovy
Ctverec pokryt péti shodnymi kruhy o mensim poloméru.

ReSeni: Predpokladejme, ze je &tverec pokryt &tyfmi
kruhy o poloméru r < ;1{\/5 < 1. Pak v kazdém kruhu
lezi pravé jeden vrchol ¢tverce. Aspon jeden z téchto kruht
obsahuje 1 stfed Ctverce, ktery ma od vrcholu étverce vada- z
lenost %\/2_, proto je jeho polomér aspon 41\/5, coZ je spor
s predpokladem r < ;}\/‘Z

K druhé ¢asti Gilohy rozdélime étverec na pét obdélniki 1—=z
podle obr.8 tak, aby mély stejné velké thlopricky délky
u. Kruhy, jejichz hraniéni kruznice jsou témto obdélnikiim
opsany, pokryvaji ¢tverec a jejich polomér je $u. Nenf t&zké Obr.8
ukédzat, ze u < %\/5, takze odpovéd na posledni otazku tilohy je ano.

Podle Cauchyovy nerovnosti plati pro kazdou trojici redlnych ¢isel z, y, z nerov-
nost

=
=
W=

224y 422 2 2y +yz + 22

V 39. rocniku MO byla v 1. kole kategorie A wloha najit vSechna redlna ¢isla o
s vlastnosti: Jsou-liz,y, z délky stran trojithelniku, pak je z2+y*+2% £ a(zy+yz+2z).
ReSeni: Jsou-li z, y, z délky stran trojahelniku, je |y — 2| < z, |z — z| < y,
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|z —y| < z. Umocnénim téchto nerovnosti a jejich se¢tenim dostaneme z2 + y* 4 22 <
< 2(xy + yz + zz), takze podminku dlohy spliiuji vechna redlna éisla a > 2. Je-li
1 £ a < 2, polozime z = y = 1 a 2z zvolime z intervalu (0, — /a2 — (2 — a)). Pak
jsou z, y, z délky stran trojahelniku a neplati 22+ y%+2% < a(zy+yz+2z). Podminku
ulohy spliuji tedy pravé jen vsechna éisla @ € R, a 2 2.

V celostatnim kole téhoz ro¢niku pak navazovala tloha do jisté miry obrdcend —
najit vSechna realna ¢isla «, pro ktera ma kazda trojice kladnych &isel z, y, z spliiujici
nerovnici

22 +y? + 22 < a(zy + yz + 22)

tu vlastnost, Ze to jsou délky stran n&jakého trojithelniku. Reseni: Jestlize je pro n&jaké
a uvedend nerovnice splnéna pro nékterou trojici kladnych &isel z, y, z, jez nemohou
byt délkami stran trojahelniku, naptiklad pro trojici z, y, z s vlastnosti 2 = = + y,
pak « nepatfi mezi hledand ¢isla. Polozime-li ¢ = y = 1, z = 2, vidime, Ze tloze
nevyhovuji ¢isla o 2 g. Ukéazeme, ze Cisla mensi nez g vyhovuji. Jinymi slovy chceme
ukézat, Ze z platnosti 2% + y® + 22 < £(zy + yz + zz) pro kladna &isla z, y, z plyne
r<y+z,y<z+z z<z+y. Dokizeme to sporem. Necht pro kladna &isla z, y, 2
plati 22 + y? + 2% < g(zy + yz + zz), ale jedna z pfedchézejicich t¥f nerovnic splnéna
neni, Ze napiiklad plati 2 2 z+y. Polozme t = z—2—y 2 0. Dosadime-li z = t +z +y
do predpokladané nerovnosti, dostaneme po tpravé t + %t(z +y)+ %(:L' -y)? <0,
coz nemiuze platit, nebot ¢ je nezaporné éislo.

Na zavér si uvedme jesté dvé ulohy ze D
stereometrie, které byly p'ro 39. ro¢nik prevza-
ty z madarské matematické olympiddy. Mezi
vsemi Ctyrstény ABCD s danymi délkami a,
¢ hran AB, CD a danou vzdalenosti d stredi L
hran A, CD je tfeba v prvni Gloze uréit ten,
ktery ma nejvétsi objem, v druhé uloze ten,
ktery ma nejvétsi povrch.

Prvni tloha, ktera je lehéi, byla zafazena C
do klauzurni ¢sti 1. kola. Ctyfstén ABC D roz-
délime na dva Ctyistény ABLC' a ABLD, kde
L je stied hrany C'D (obr.9). Oznacme jesté
K stfed hrany AB. Obsah trojthelniku ABL
se rovna nejvyse zad, vysky &tyfsténi ABLC
a ABLD na sténu ABL jsou stejné a rovnaji Obr.9
se nejvyse %c, takze objem ctyrsténu ABC D
je nejvyse %—acd. Rovna se této hodnoté pravé tehdy, kdyz je KL L ABaCD L ABL,
takze tehdy, kdyz je KL kolma na kolmé piimky AB, CD. Ackoliv vysledek druhé

vvvvvv

K

obsahy trojthelniki ABD, ABC.Je P4+Q < %a(p-fq). Z trojihelnikit CLK a DLK
plyne pomoci kosinové véty p2 + ¢% = %cz +2d?. Déle je (p+ q)? < 2(p? + ¢?), rovnost
plati pouze pfi p = q¢. Mame tedy

P+Q< —;—a\/Q(p2+q2 = %a\/c2+4d2,
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rovnost

P+Q= %a\/cz+4d2

plati pravé tehdy, kdyz je p = ¢, tj. CD L KL, a soumérné DK a CK kolmé na AB.

Podobny vysledek bychom mohli odvodit pro souéet R + S obsahti trojihelniki
CAD, CDB. Nejvétsi povrch mé tedy étyfstén, pro ktery je pfimka K L kolma na AB
i CD atyto dvé pfimky jsou rovnéz kolmé. Jeho povrch je 1 av/c? + 4d*+ 3 cv/a? + 4d2.




