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0 tretim kole

Jozef Moravd&ik, Jdan Vysdin

G3astnici t¥etiho celostdtniho kola kategorie A mdli kaZdy rok
reprezentovat matematickou Spiéku stPedodkoldki. Jejich droven, ze-
jména jejich zbdhlost a ndpaditost p¥i YeSeni iloh,snad nejpresvéd-
8ivéji ukazovaly soutdZini dlohy t¥etiho kola i kdyZ je vybirali podle
svého odhadu pracovnici GVMO. Odrdé%i se v nich vSak tématika, kterd
byla v jednotlivych rodnicich preferovéna , rostouci odbornd nérod-
nost soutdZe a vyrazny teoreticky charakter.

Prvni rodénik mél skutednd komorni laddni: ze 76 tlastnikd dru-
hého kola kategorie A /tehdy byly jen dv& kategorie, A a B/ bylo 47
uspésnych YedSiteld, a ti postoupili do t¥etiho kola; z nich bylo 22
vitézi. SoutdZni lohy v prvnich letech olympiddy byly vétdinou so-
lidni sloZit&j8i dlohy, které mohli YeSitelé rozFfesit pomoci znalo-
sti, kterym se naudili ve Skole; trikovych dloh bylo mezi nimi mdlo.
To pletilo i o dlohdch t¥etiho kola kategorie A. A8koli v téch letech
byli ddastnici kategorie A Z4ci jen jedendctileté Skoly, objevovaly
se mezi dlohami t¥etich kol ne prévé nejjednodussi "ryze geometrické"
dlohy stereometrické i dlohy z aritmetiky komplexnich &isel, lépe TFe-
¢eno z analytické geometrie v roviné s jednou komplexni soufadnici.
0d X, roéniku pronikaji mezi tradidni geometrické i negeometrické
Ulohy poctivé Pemeslné prdce i nékteré dlohy méné tradiéni. Nové dlo-
hy vyzaduji nové piistupy k YeSeni, pop¥. i novy apardt. V poslednich
rodnicich MO p¥ichdzi dosti dloh o maximech & minimech, a to nejen
Uloh FeSenych postupy funkéni teorie /derivaci/, ale i loh geome-
trickych, které se PeSi syntetickymi dvahami. Na prvni pohled je pa=
trné, Ze tématika dloh v poslednich rodnicich olympiddy je pestiejsi
a méné Skolskd neZ v rodnicich poddtednich. Témé¥ vSechny tlohy jsou
zajimavé jak svym obsahem tak zpisobem FeSeni.

Uvddime znéni vSech Uloh tP¥etiho kola kategorie A z 1. - 29,
roéniku MO. K dlohém oznadenym ® jsou na konci &lénku pripojena
gtrudnéd YeSeni,
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I. roénik 1951/52

,

l. Jsou~-1li a, b kladnd raciondlni &isla, dokaZte, Ze ze vztahu

va- + VF s C 9
kde c je raciondlni &islo, plyne, %e |a , Vo  jsou rovnd% racio-
ndlni &isla,

2% Tabulka isel

a b1 cy
8y by ¢y dy e
83 b3 ey d; e3 Ly gy

je sestavena takto: Prvni Fddek obsahuje t¥i lichd &isla; kaZdé &islo
dalsich P4dkd je rovno soudtu t#i sousednich &isel p¥edchdzejiciho
Pddku, z nichZ prostfedni je nad uvaZovanym &islem. Schézi-1li v ta-
bulce nékteré z téchto t#{ &isel, doplni se nulou. DokaZte, Ze podi-
naje drubhym ¥ddkem kazdy ¥ddek obsahuje aspon jedno sudé &Eislo.

3. Budi? ABCD vypukly riznobd%nik, v ndmZ je AB = CD a budte?
R, S stredy stran AD, BC. Sestrojte polop¥imky AU, DV souhlasné
rovnobézné s polopfimkou RS. DokaZte, Ze plati vztah

X BAU = 4 CDV .

4. Rozméry obdélnika jsou pFirozend éisla p, q; obdélnik je rozd&len
na pq Jednotkovych &tverci. Urlete polet t&ch jednotkovych &tverci,
JejichZz vnitfkem prochdzi thlopridka AC, a to v p¥ipadd, Ze &isla

P, @ Jjsou a/ nesoudélnd, b/ soudélnéd.

II. rodnik 1952/53

1% v rovind komplexnich &isel urdete dUtvar, ktery vyplni obrazy &i-
sel Z vyhovujicich vztahu

Z+Z=a ‘Z\ ,
kde Z je komplexni &islo sdruZené s &islem Z a kde a je dané
redlné &islo. Provedte diskusi pro v3echny hodnoty &isla a.

2. o, 8,4 st uhly trojuholnika. Dva z nich si vyjadrené pomocnym
uhlom P takZe

Jr
0(=()0+'—4_’ ﬂ-‘-‘at"B(f-
DokédZte, Ze potom plati o< > ¢,
336Jsou-li &isla 81y 8y eeey 8 kladnd, plati

1 1 1\> 2
(a) + 8y + cee +8) ( 5 + = + eee + 'E;) = n
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DokaZte. Kdy nastane rovnost?

4. S4 dané mimobeiky a, b, z ktorych je kaZdd roznobeind s danou
rovinou ? e Zvolme bod X na priamke a,bod Y na priamke b tak,
aby bolo XY |l P . Aky geometricky dtvar vyplni stred S uselky
XY, ak X prebieha priamku a?

ITII. roénik 1953/54

l. Nech a je redlné &islo. V obore redlnych disel rieste rovnicu

ax® + 2@-lx+a=-5=0.

Urobte diskusiu vzhfadom na dislo a.

2% Nech¥ a, b jsou komplexni &isla., JestliZe obrazy kofend rovnice

722 + aZ + B = O v rovind tvo¥i spolu s obrazem &isla O pravodhly

rovnoramenny trojihelnik s pravym dhlem p¥i poddtku, potom plati

8.2 = 2b # O,

DokaZte a zjistéte, zda lze vétu obrdtit.

3. Bez upotrebenia logaritmickych tabuliek dokd¥te sprévnost vziahu

log, ® + 1og4ac < g—.

/Pritom log,B znadi logaritmus &isla B pri zdklade logaritmov A./

4% Je adna krychle ABCDA'B'C’D” /aA'||BB llcc’|lDD”/. Nech¥ bod X 1le-

%1 uvnit¥ Usedky AB, prisedik hreny AD s rovinou BD'X oznadme

Y /obr. 6 /.

a/ Jaky dtvar vyplni prisedik dhlop¥idek &ty¥ihelnika B'D'YX, pro-
bihd-1i bod X vnitfek hrany AB?

b/ Urdete mezi témito Styiihelniky B D'YX takovy, %e jeho dhlo-

p¥ilky se navzdjem d€li v poméru 1 : 2 .
D' - c

—
\ T—
|
I

\

’

Obr. 6

A
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IV. rodnik 1954/55

1., Bud ddn lichob&#nik ABCD, o jeho? zékladndch plati AB > CD.

Oznadme E prisedik pFimek AC, BD a F prisedik primek AD, BC.

Ddle oznadme GH p¥{imku prochdzejici bodem E & rovnobdZnou se zd-

kladnami, p¥ifemZ G 1leZi na pPfimce AD & H na p¥imce BC.

Oznaéme po ¥adé K, L st¥edy zdkladen AB, CD. DokaZte, Ze

a/ prfimke EF prochdzi body K, Lj

b/ existuje prisedik M p¥imek AC, KH a priseéik N piFimek BD,
KG;

¢/ body F, M, § 1leZi v jedné primce.

2. Budte ddny dvé soustiedné kulové plochy K, s polomérem a a K,

s polomdrem b; pfitom je & < b, Oznadme ABCDA'B'C’D” kolmy hranol

se &tvercovou podstavou ABCD /priSemi je AA°||BB7]cc’lDD’/, jehos

vrcholy A, B, C, D 1le%{ na plofe K, a pFfitom rovina A'B'C'D”

se dotykd plochy K. Nech¥ ddle plati, Ze

AB a
——— T3 - g
AA'

Vypodtéte rozméry tohoto hranolu. Kolik takovych hranold /aZ na
shodnost/ existuje?

B?LV roviné komplexnich &isel je vepsdn jednotkové kruZnici se stfe-
dem [p; 0] pravidelny sedmndctivhelnik s jednim vrcholem v bodd
[1; (ﬂ o Urdete polet jeho vrcholl, které leZi uvnit¥ kruZnice se
st¥edem v bodé [. : ng a 8 polomérem T = 1,

4% Bulte a, b, ¢ dand redlnd 3isla vesmds navzdjem riznd. Potom

rovnice
1 1 1 _
Tr-atx-ptx-=-¢c° 0
md vZdy redlné resSeni. DokaZte.

V. roénik 1955/56

l. Urdte vBetky dvojice ostrych uhlov x, y, ktoré vyhovuji sistave

rovanic
cos X
cos y
gin x
81in X
sin y

= 2 0082 Y
= 2 sin2 Yy .

2. V dané rovind bud dén vypukly Styithelnik ABCD, jehoZ dhlo-

pridky se protinaji v bodé E. Mimo rovimu P bud d4n bod V.

Uvnit¥ polop¥imek VA, VB, VC, VD sgestrojte po ¥adé body A", B,

c”, D tak, aby leZely s bodem E v té%e rovind 6 a aby &tyiihel-
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nik A’B°C’D” byl rovnob&%nik. Rozhodnéte o Feditelnosti dlohy. N&Srt
konstrukce: provedte ve volném rovnob&%ném promiténi.

3. Urdete viecka redlnd YeSeni soustavy rovnic
x=-ly+1 =1

x2 +y =10 .

4% Je déna polokru¥nice AB . Oznadme X vnit¥n{ bod této polokruZni-
ce. Na polop¥imce XA sestrojme bod Y +tak, aby platilo XY = XB ,
Jaky ttvar vyplni bod Y , jestlife bod X probihd viechny vnitini
body dané polokruZnice B

VI. roénik 1956/57
1% Urdte v8etky redlne &isla p tak, aby rovnica
x2 - 5p2 = px -1

mala koren x = 3. Potom pre tieto &isla p dami rovnicu rie¥te.

2, Je dén pravidelny &ty¥boky jehlan o hlavnim vrcholu V a o pod-

stavé ABCD; oznadme d = % AB , Oznalme ddle ¢ odchylku rovin

VAD, ABC, takie je 0 < ¢ < 90°,

a/ Nadrtndte konstrukci nejkratsi p¥i€ky XY mimobd%ek VA, BC, pii-
dem? XJ%bodem pfimky VA a Y bodem pfimky BC. Vypoltéte veli-
kost pr¥iky XY pomoci danych &isel d, P .

b/ Vypo8téte vzddlenost v bodd V, X pomoci &isel d, ¢ /viimndte
si, pro kterd ¢ padne bod X dovnit¥ Usedky VA a pro kterd
padne na jeji prodlouZeni za bod V/.

3% Urdete vSechny Ghly ol , pro né% jak cotgol tak cotg 2«
jsou &isla celd.

4. Je dany duty uhol < POQ a vmitri tohto uhla bod M; dalej nech

je dané kladné &islo m. Zostrojte lichobeZnik ABCD, ktory mé tieto

vlastnosti:

/1/ Vrcholy A, D 1lezia na polpriamke OP a vrcholy B, C 1lezZia
na polpriamke OQ .

/2/ Bod M je prieseénikom uhloprieéok AC, BD .

/3/ Plati AB =m .

Dokd%zte sprévnost urobenej konStrukcie a urobte diskusiu rieditel-

nosti ilohy.
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VII. roénik 1957/58

1% Urdete vSechna redlnd FeSeni rovnice

X + u2p - 12 =8
o neznémé x, priemz p je dané redlné &islo. Provedte diskusi iFe-
S8itelnosti vzhledem k Eislu pe.

2. Sestrojte trojihelnik ABC, je-li déna velikost vysky Vos veli-
kost t&Znice t, a velikost dhlu ;e

3% Urdete vSechna redlnd &isla x, kterd splmuji nerovnost

2 + % cos x § sin x .

4. Nech si dané kladné &isla d, v, o ktorych plati d > v. Dalej
nech sd dané dve kolmé mimobeZky p, q, ktorych najkratsia priedka
wé veikost v. UvaZujme o vdetkych usedkdch velkosti d takych, Ze
jeden z krajnych bodov leZi na priamke p a druhy na priamke q.
a/ 8o vyplnig krajné body tychto dsediek na priamke p?

b/ 8o vyplnia stredy tychto usediek?

VIII. roénik 1958/59

1%¥ Sestrojte pravoéhly trojihelnik ABC /kde & ACB = 90°/, jsou-li
ddny délky téinic ta, By Provedte diskusi FeSitelnosti vzhledem
k danym éislim tgs tye

2% Ak o redlnych 8islach a, b, ¢ platia tri nerovnosti

/x/ a+b+c >0
/xx/ ab + be + ca >0
/xxx/ abc > 0 ,

potom sd a, b, ¢ kladné &isla. DokdZte to.

3. Z polotovaru tvaru komolého rotadniho kuZele, jehoZ podstavy maji
poloméry R, r, byla zhotovena soulddstka tak, Ze do ndho byla vyvr-
tédna dutina tvaru souosého komolého kuZele, jak je viddt z ndkresu
osového Tezu; tim se hmota kusu zmenSila na polovinu. Vypoéitejte
poloméry otvord vzniklych v podstavdch souddstky. Rozhodnéte, pro
ktery pomér = wuwd dloha YeSeni, /Obr. 7/

4. Najdéte vS8ecky dvojice &isel x, y /ve stupnich/, které vyhovuji
sougtavé rovnic

sin (x + 150°) = cos (y - 75°)

225°)+l’2;-=o.

cos x + sin (y
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Obr. 7

7

IX. ro&nik 1959/60
l. Najdéte vBechna redlnd &isla x, pro néZ plati nerovnost

-2 L.
sin” x. co8” x 3

e o o -

2, Je déna krychle ABCDA'B'C'D", kde ABCD je &tverec a plati

AL’ BB |lcc|DD”. Na pFimce AA° 1leZi bod P. Sestrojte stied S
kulové plochy, kterd je soumdrnd podle roviny ABB®, prochdzi bodem
P a dotyké se piimek p = AB, q = AD",

Provedte diskusi Peditelnosti dlohy pro rizné polohy bodu P na
primce AA°.

3%V rovind jsou dény dva rizné body A, M o vzddlenosti d. Ddle
Je ddno kladné &islo v. V této rovind sestrojte kosodtverec. ABCD
o vySce v tak, aby bod M byl stfedem jeho strany BC. Najddte
podminku FeSitelnosti a zjistéte polet FeSeni. MiZe byt FeSenim mi-
sto kosoétverce &tverec?

4% Zistite, pre ktoré redlne 8isla x je definovand funkcia

yo\r-Fxl + -3 -\ -Fel - -3

X. roénik 1960/61
1% Je ddna posloupnost
li 2’ 2) 3’ 3) 31 4’ 4, 4, 4, 5| eee o
Vypoditejte jeji tisici &len.
2. Dany je pravouhly rovnoramenny trojuholnik APQ s preponou AP,
Zostrojte s8tvorec ABCD tak, aby priamky BC, CD prechddzali po
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radé bodmi P, Q. Vyjadrite diZku strany Stvorca ABCD pomocou diZky
a odvesny daného trojuholnika.

3% Dva cyklisté vyjedou soulasnd z téhoZ mista kruhové dréhy a jezdi
po této drdze v opadnych smyslech, prvni stdlou rychlosti ¢y u/sek,
druhy stdlou rychlosti c, m/sek. Kolikrdt se potkaji v dobé, v kte-
ré prvni cyklista objede kruhovou dréhu n-krdt? Provedte vypodet
pro ¢y = 10, ¢, = 7, n = 11,

4, Je dén 8tverec ABCD, jehoZ strana méd délku 1. Vrchol X pro-
wénného rovnostranného trojihelnika XYZ 1leZi na poloprimce AB,
vrchol Y na Use8ce AD, vrchol Z na polopfimce DC.

Zjistéte, jak zdvisi délka strany trojihelnika XYZ na vzddlenosti
AX, Odtud vypodtdte, ktery z trojihelniki XYZ wé nejmend3i a ktery
wd nejvétsi obsah.

XI. rodnik 1961/62

1% Je dany troj¥len

2x% - x - 36 .
Urdte v8etky celé &isla x, pre ktoré sa hodnota tohto trojélena
rovnd druhej mocnine prvodisla.

2. V rovine je dand sistava pravouhlych siradnic x, y. VySetrite
mnozinu v8etkych bodov, ktorych siradnice x, y vyhovuji sdstave ne-
rovnic

-

0 S5,
£

b4
Vl - 8in 2x - Vl + sin 2x = y = Vl - co8 2x =~ UI + co8 2x .
Nadrtnite obraz tejto mnoZiny.

3. S dané dve navzdjom kolmé mimobeZky PM, QN, kde priamka PQ je
kolméd ku kaZdej z oboch mimobeZiek. V rovine 6 kolmej k uUsedke IQ
a prechddzajicej jej stredom S je dand kruZnica k & (S, r).
DokdZte, Ze kaZdd usedka XY, ktorej krajné body X, Y 1leZia v uve-
denom poradi na mimobeZkdch PM, QN a ktord obsahuje bod kruZnice
k, md td istd diZku. Vyjadrite tito diZku pomocou polomeru r a
alzky v = 'PQ‘-

Aky dtvar vyplnia krajné body X vSetkych takych tdsediek XY 2

4% V rovine je dand kruinica k = (S, r). Okrem toho je dany bod

A # S, ktory leZi vo vmitri kruZnice k. Svetelny 1u& vychddzajici

z daného bodu A sa odrdfa od kruZnice k v urditom bode B, potom

sa odrd%a od kruZnice k v urditom bode C a stadial sa vracia na-
spa¥ do bodu A.
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Vypoditajte hodnotu funkcie sinus pre duty uhol < SAB pomocou &i-
sel r, d = |SA| a rozhodnite o rieSitelnosti dlohy.

XII. roénik 1962/63

1. V kvédri ABCDA'B'C'D’ /kde ABCD je obdiZnik a plati AA°(|BB”||
|ccl|lop” je |ar“|=4, 4ABD" =X, 4ADB=/]3.
Vypoditajte zostévajice dva rozmery kvddra, ak je dané éislo d a
oba ostré uhly ol , 2 . Urdte podmienky riesitelnosti.

2% Dané pirne prirodzené &islo 2k rozlofte na sidet dvoch nesideli-
teingch prirodzenych &isel x, y tak, aby sddin xy Dbol najvadsi
woZny.

3. V rovine je dand priamka MN. UvaZujme o dvojici kruznic ki, Ky,
ktoré sa priamky MN dotykajdi v uvedenom poradi v bodoch M, N a
pritom majui vzdjomny vonkajdi dotyk. Oznadme X stred usedky I,
kde P, Q si dotykové body druhej spolodnej vonkajSej dotyénice
krugnic ko, k.

N4jdite mnoZinu takych bodov X pre vietky dvojice kruZnic uvedenych
vlastnosti.

4, SU dané dve kvadratické rovnice
x2 +ax + b=0, 12 +cx+d=20
8 redlnymi koeficientami., Ndjdite nutné a postadujice podmienky, kto-
rym waji vyhovoval koeficienty danych rovnic, aby obe rovnice mali
jeden spolodny kladny koren a aby zostdvajici koren prvej rovnice bol
vad3i neZ zostdvajici koren druhej rovnice.

XIII. roénik-1963/64

1Y Dekadicky zdpis &isla 11190 _ 1 kond{ Stvordislom 6000 a dané
8islo je tieZ deliteiné &islom 6000. Dokd%te.

2, Sd dané dve mimobefky p = PP°, q = QQ°. Bod X so zadiatodnou
polohou P sa pohybuje po polpriamke PP’ kondtantnou rychlosfou ¢y
a bod Y 8o zadiatodnou polohou Q sa pohybuje po polpriamke QQ°
kon¥tantnou rychlosfou c,. Oba body X, Y sa daji do pohybu silas-
ne.

Doké%te, Ze stred Z tsedky XY 1leZi stdle na istej polpriamke RR;
kde R Je stred iusedky I .

3% Urdte vSetky hodnoty parametra o 2z intervalu <0, 23>, pre
ktoré md rovnica
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(2coso(-1)x2+4x+4coso(.+20

kladny koren Xp zatial o druhy koren X5 pokial existujé a je
rfzny od x;, nie je kladny.

4. V rovine s dané body A, S tak, Ze a = |AS| > 0. Dalej su dané
kladné &isla b, c, pre ktoré plati b < a £ ce

Zostrojte rovnostranny trojuholnik ABC tak, aby jeho vrcholy B, C
mali od bodu S Vv uvedenom porad{i vzdialenosti b, c. Udajte pod=-
mienky rieSitelnosti pomocou &isel a, b, c.

XIV. roénik 1964/65

1% Ak je n celé nezdporné 8islo, potou Eislo
52n+1. 2n+2 . 3n+2. 22n+1

je deliteIné devatndstimi. DokdZte.

2. V rovine je dand dsefka AM dfZky d. Delej je dané kladné &islo
v. Zostrojte pravouhly trojuholnik ABC s preponou AB, ktorého
vyska kolmd k prepone méd diZku v a ktorého odvesnu BC rozdeluje
bod M v pomere |MB| : |MC| = 2 : 3. Urobte diskusiu rieditefnosti
vzhiadom na &isla 4, v.

3% V obore redlnych &isel riedte rovnicu
VXz -2x -1 + sz +2x -1 =p,

kde p Je dané redlne &islo. Urobte diskusiu rieditefnosti vzhfadom
na ¢islo p.

4, Néddoba tvaru dutej kocky je umiestnend tak, Ze Jej telesovd uhlo-
priedka AP je v zvislej polohe, pridom plati \AP\ = 1., V nddobe
je voda. Bast telesovej uhloprie8ky AP, ktord je ponorend vo vode,
wé dfZku x. Vyjadrite objem y vody v nddobe pomocou &isla x pre
tieto dva pripady:

a/ 0« x = % s b/ % <x=5.

XV. roénik 1965/66
1. Je dand stistava nerovnic
y-Xx - [x + 1\ - lx - ll N

>
ly - x| ~-y+x22.
Znézornite rieSenie kaZdej z danych nerovnic v rovine a urdte vdetky
rieSenia dlohy.
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2% V rovine je danych n kruZnic, z ktorych kaZdé dve sa pretinaji
préve v dvoch bodoch a Ziadnym bodom neprechddzaji tri z tychto
kruZznice. Uréte celkovy podet Sasti, na ktoré deli dand sistava kruZ-
nic rovinu. /Napr. 3 kruZnice uvedenych vlastnosti delia rovinu na

8 dasti./

3. Je dany 3tvorec ABCD so stredom S a stranou s = |AB| = 1. DBa-
lej sd dané body E, F 1leZiace v uvedenom poradi na priamkach BC,
AD vo vnitri polroviny opaénej k CDA, Urdte na zdklade vypoétu
vi8etky také trojuholniky XYZ, ktorych vrcholy X, Y, 2 1leZia v uve-
denom poradi na dselkdch CD, AD, BC a priamky XY, YZ, ZX prechd-
dzaji v uvedenom poradi bodmi E, S, F.

4. V priestore sdi umiestnené dva trojuholniky ABC a ABD so spo-
lodnou stranou dfZky c. Trojuholnik ABC je pravouhly s preponou
AB, trojuholnik ABD je rovnostranny, roviny ABC, ABD waji odchyl-
ku g .

a/ Vyjadrite vzdialenost bodov C, D pomocou dfzok strdén oboch
trojuholnikov a &isla X Urdte tdto vzdialenos¥ kondtrukciou.

b/ Ndjdite takd odchylku ¢ , pre ktord Stvorsten ABCD nd
Styri zhodné hrany.

XVI. rodnik 1966/67

l. Uréte vBetky také trojice komplexnych &isel a, b, ¢, aby rovnica

ot 3

mala korene a, b, c.

-8ax” - bx +¢c=0

2% Ak pre aliky hrén Stvorstena ABCD' platia vz¥ahy

AB% + cp? = AC? + BD® = AD? + BC? ,

potom aspon jedna z jeho stien je ostrodhly trojuholnik. DokdZte.
3. V tabulke cyklickjch permutdcii

1’ 2’ eeey NI = 1, n
2, 3, XXX n ’ 1
n, 1, ...,n-Z,n-l
/n % 2/ vyndsobime ka?dé &islo prvého riadku tym Eislom k-teho
riadku, ktoré je v rovnakom stipci. VSetky takto ziskané sudiny sdi-
tame a hodnotu sidtu oznadime 8y /napr. 8y = 1e2 + 2.3 + oo +
+ (n - 1). n + n.l/.
a/ Odvodte vzlah, ktory plati wedzi 8.y & 8¢ 8 z neho
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vzorec pre 8y.
b/ Zistite, pre ktoré k Jje pri danom n sulet By 'nejmenéi,
a vypoditajte tento silet.

4, Do kruznice k je vpisany ostrouhly trojuholnik ABC. Priamka m
je vonkajSou priamkou krufnice k, je rovnobeZnd s BC a pretina
polpriamku AB v bodé D.

a/ Ak bod X kruZnice k 1leZi vo vnitri toho oblika BC, kto=-
ry neobsahuje bod A & Y Jje priesednik priamok CX, m, pvotom body
A, D, X, Y 1leZia na nejakej kruZnici 2 . DokdZte.

b/ VySetrite vzdjomnd polohu kruZnice o¢ a priemky w Vv pri-
pade, ked body C, D, X leZia v priamke.

XVII. roénik 1967/68
1. Nech &), 8y, «cey 8y /n > 2/ s redlne &isla, z ktorych najviac
jedno sa rovnéd nule. RieSte v obore redlnych &isel sistavu
xlx2 = al ’
XpXy = 85,

*p-1%n = 8p-1°
xnxl = a

n
2% Ak je n celé &islo, potom &islo
o L2+ 3" - (- (3)°
n ZVB_

je celé, DokdZte a vySetrite, pre ktoré n je a, deliteiné troma.

3. V rovine s dané dve zhodné Uselky AB, CD; priamky AB, CD si
roznobeZné. VySetrite mnoZinu vSetkych bodov S tejto vlastnosti:
stmernost podfa stredu S prevedie tsedku AB na tuse&ku stmerne

zdrufendi s dse8kou CD podfa vhodnej osi o.

4% V priestore st dané Styri rOzne body A, B, C, D také, Ze

ACL BD a AD | BC. Potom existuje gulovéd plocha, ktord prechddza
stredmi vSetkych Gsediek AB, AC, AD, BD, BC, CD, DokéZte.

¥VIII. rodnik 1969/70
1% Uréte v8etky dvojice raciondlnych &isel x, y, pre ktoré plati
Qx +y V§)2 =7+ 3 VE'.

2. V rovine le%i paf bodov O, A, B, C, D, pre vzdialenosti ktorych
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plati |oa| S |oB] ] [oc| -4 |oD| . Doké%te, Ze pre obsah P konvex-
ného 3tvoruholnika, ktorého vrcholmi sd body A, B, C, Dy vidy plati
PS5 (loal + fon]) (loBl + loc|)
a zistite, kedy nastane rovnos¥.
3. Nech p je prvoiislo. Kofko existuje rdznych postupnosti priro-
dzenych &isel
Bo, 8.1, 32, ecey an’ vee
takych, Ze pre kazdé pFirodzené &islo n=1, 2, 3, ... plati

a a a P
'a'g+'a-o'+“’+§2+a =17?
1 2 n n+d

4% uréte v3etky kpmplexné &isla 2z, ktoré vyhovujui nerovnici

lz = |z + lzll -1zl {3 &0

a zobrazte ich v rovine komplexnych &isel.

5. V rovine s dané priamky p, 9@ na seba kolmé a bod A, ktory ne=

leZi na Ziadnej z nich. Oznadme vzdialenosti bodu X danej roviny

od priamok p, q & bodu A v uvedenom poradi u, v, t. Uréte mnoZi-
nu vSetkych takych bodov X, pre ktoré plati t = Vﬁ;: /Névod: zvolte
osi danych dvoch rOznobeZiek za osi stiradnic./

6. Je dand gulovéd plochae s polomerom di¥ky 1. Na tejto gulovej plo-
che si umiestnené zhodné kruZnice kg, ki Kpy eeey Ky /n 2 3/ 8 po-
lomerom r. KruZnica k, sa dotyka kaZdej z kruZnic k;y 1 =1, 2,
eeey N a vzdjomne sa dotykajui taktieZ kaZdé dve kruZnice ks, ki+1’
pridom kruZnice ko, & Kk sd totoZné. /Pod dotykom dvoch kruZnic,
ktoré nele?ia v rovine rozumieme pripad, ked obe kruZnice majé jediny
spolodny bod a v nom spolodmi dotydnicu./

a/ Néjdite vz¥ah, ktory plati wedzi &islami r, n.

b/ Zistite, pre ktoré n mBie nastal popisand situdcia a vypo-
éitajte prislusny polomer r.

XIX. roénik 1970/71.
1% Nech pre prirodzené &isla a, b plati
a 1 1 1
b=1+~2'+§+ ..-+F—_-—I,
kde p Jje prvodislo vad$ie nez 2. Potom p je delitelom &isla a.
DokdZte.

2. Steny sStvorstena ABCD sid Styri navzdjom podobné pravouhlé troj-
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uholniky s pravymi uhlami pri vrcholoch B, C. Najdlhsia hrana Stvor-
stena md dfZku 1.

a/ Zistite, 8i taky Stvorsten existuje.

b/ Urdte, ktord jeho hrana je najdlhSia, ktord hrana je naj-
kratdia a aki md dfZku.

3. Ndjdite vSetky redlne 8isla x, pre ktoré plati

1 N 1 >1

X + Vp - x° X - Vp - x° R

kde .p Je dané kladné &islo. Urobte diskusiu rieSitelnosti.

4, Po mori /jeho hledinu povaZujeme za rovinu/ plédvali dve lode kon-
Stentnymi rychlos¥ami pri stdlych kurzoch. Ich vzdjomnd vzdialenos¥
bola o 09,00 hod. 20 némornych wif, o 09,35 hod. 15 wif a o 09,55
hod. 13 mif.

a/ Zistite, akou funkciou dasu je druhdé mocnina vzdialenosti
oboch lodi.

b/ Zistite, kedy boli obe lode k sebe najbliZSie a akd bola
v tom 3ase ich vzdialenosf.

5. V rovine s dané dva r8zne body S, A tak, Ze |[SA| =1 a je da-
né redlne &islo k. Bod A otodime okolo stredu S o orientovany
uhol vefkosti ¢ do polohy A%, k bodu A" zostrojime jeho obraz
A°" v rovnolahlosti so stredom S a s koeficientom rovnoiahlosti

1
cos@ = k sin¢g
cos ¢ - k sing # O, vyplnia body A°" priamku prechddzajicu bodom
A, DokdZtee.

. Ked nadobida ¢ vEetky hodnoty, pre ktoré

Gf'Néjdite vBetky redlne &isla x, pre ktoré plati

V%g x =1 [?ogtg x(z + 4 cos2 X) = 2] 4 0.

XX. roénik 1971/72

l. Nech a, b, ¢ 8li dané redlne 8isla. DokdZite, Ze existuji nezd-
porné &isla x, y, z nie vSetky rovné nule, ktoré vyhovuji nerovni-
ciam

cy - bz i o,
az = cXx 2 o,
bx"a'ngo

¥k trojuholniku ABC s\ na priamke AB zostrojené body D # B a
E # A tak, e |DA| = |BE| = |AB|. Urdte nutni a postadujicu pod-
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mienku pre diZky usediek a = |BC|, b = |AC|, aby existoval taky
trojuholnik ABC, Ze uhol DCE je pravy.

3. St dané prirodzené &isla 2, 3, 4, 5, eee, n = 1, n, kde n 2 96.
Ak ich fubovoinym spSsobom rozdelime na dve skupiny, potom vZdy aspon
v jednej z nich moZno ndjst dve /r8zne/ &isla a sidasne ich sidin.
DokdZte. N4djdite priklad, ktory ukazuje, Ze tvrdenie dlohy neplati
pre n = 95.

4. Dokd%te, Ze existuji redlne 3isla A, B tak, Ze rovnos¥
n
:E: tg k . tg(k - 1) =A tgn+ Bn

k=

plati pre kaZdé prirodzené &islo n.

5. Je dany trojuholnik ABC. Zvolime bod X tsedky AB & bod Y #
# X polpriamky AC a zostrojime v rovine ABC rovnostranny troj-
uholnik XY2Z, VySetrite mnoZinu M vrcholov Z vSetkych takto zo-
strojenych trojuholnikov XYZ, ked bod X prebieha dsedku AB a
bod Y polpriamku AC. VySetrite tie% pripad, ked 4 BAC = 60°.

6. Je dany Stvorsten ABCD a fubovoiny jeho vnitorny bod 0. Bodom
O vedieme prielky rovnobeZné s hranami Stvorstena, ktorych krajné
body leZia v stendch Stvorstena. Potom plati, Ze sdiet pomerov diZok
tychto prieSok a dfZok s nimi rovnobeinych hrdn Stvorstena sa rovni
3. Dokdzte.

XXI. roénik 1972/73

1. Dokazte, Ze pro vS8echna pPfirozend éisla n > 1 plati
1 1 1 4
(1 - g) (1 el 27) ceoe (1 - ;1‘3) > ? e

2% Je déna krychle ABCDA'B'C'D’. BudiZ X obraz bodu C v nékte-
rém otoleni kolem osy, které prevede vrchol A <ve vrchol B. Urdete
mnoZzinu vSech takovych bodd X, které leZi na povrchu dané krychle.

3. Nech¥ pro posloupnost mnoho&lenid
Po(x) s By(x)s Pp(x)s eees Pp(x), oo
plati
Po(x) =2, Py(x) =x
a pro vSechna n & 1 vztah
Popp(x) + Ppq(x) = x P (x).
a/ Najdéte mnohoélen

1\
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Q (x) = Pﬁ(x) -x P (x) P _,(x) + Pﬁ_l(x)~
pro n = 1971 .
b/ Vyjédfete mnohodlen [Pn+1(x) - Pn_l(x:):,2 pomoci mnohodlend
P (x) a Qu(x).
4. DokaZte, Ze existuje nekoneéné mnoho prfirozenych &isel & , kter3
waji tuto vlastnost: Pro kaZdé prirozené &islo n je n' + a &islo
sloZené., Udejte pét &isel a, kterd maji uvedenou vlastnost.

5% Kolik dvojic navzdjem disjunktnich podunoZin wd mnoZina o n prv-
cich?

6. V roviné P jsou ddny dva rizné body A, S. Ddle jsou ddna klad-
né &isla d, wj; w <180°% Sestrojte viechny body X roviny §,
které maji tuto vlastnost: P¥i otodeni v roviné { okolo stiedu S

v kladném smyslu o vhel velikosti w® prejde bod X do takového
bodu X7, ¢ XX =d a bod A leZi na usedce XX . Jakou podminku
musi splnovat &isla d, «w , aby takovy bod X existoval?

XXII. rodnik 1972/73
l. Plati-li pro velikosti vnit#nich dhld trojihelnika
gin®ol + sin?/3 + sin23~ =2,
je tento trojihelnik pravodhly. DokaZte.
2. Je dén &tyrstén. Oznalue \A /i=1, 2, 3, 4/ jeho vySky a Py

/i =1, 2, 3, 4/ polomdry kulovych ploch vnd vepsanych tomuto Ety¥-
sténu. Pak plati

1 1 o 1 1 1 1 1
2(=— + =~ + + =) = =S e e =2
(vl v, T vy v4) P1 [ 03 0’
dokaite .
3. Je ddna posloupnost redlnych &isel 815 85y eees By oo takovd,

Ze pro ka%dé k > 1 plati ay_; + &, z 2a . Pro n =1, 2, 3, ...
oznacme

A = % (8 + 85 + eou +8) .«

n
Potom pro kazdé n > 1 plati také
>
An—l + An+1 =z 2 An H

dokaZte.,

4% Je-1i n 22 pFirozené &islo, urdete
n2-1
> [&].
k=
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5% Je ddna rovina P e Jsou-1i P, Q dva body z [, oznafme P +Q
stfed dvojice P, Q a P.Q bod roviny f, ktery dostaneme otodenim
bodu Q okolo bodu P o 90° v kladném suyslu.

a/ Jsou tyto operace komutativni?

b/ Jsou dény dva pevné body A, B roviny P . Rovnice

Y .X=(A.X)+B
urduje zobrazeni ¥ > Y. Urdete, o jaké zobrazeni jde.
¢/ Sestrojte vSecky samodruZné body tohoto zobrazeni,

6 Ve tverci, jehoZ strana md délku 50, je ddna lomend &dra L
tak, Ze kaZdy bod &tverce md od nékterého bodu lomené Edry L vzdéd-
lenost nejvySe 1. DokaZte, Ze délka Edry L je vétSi nez 1248.

XXIII. rodnik 1973/74

1. Je dédna posloupnost kladnych &isel 815 83y 83y eee 8 touto
vlastnosti: Pro kaZdé n & 2 plati
> 2
%n+l ¢ 8n-1 = 8p ¢

Oznadme : 1

n
bn = (8132 X oan) .
Potom plati pro kaZdé n % 2

2
Phe1 ¢ Pl ¢ by 3

dokaZte.
2%Je dany trojihelnik ABC. Pro kazdy bod X trojihelnika ABC
oznadme m(X) nejmen3i ze vzddlenosti XA, XB, XC. Sestrojte vSecky

body X trojihelnika ABC, pro které je u(X) waximilni.

3. Necht pro kaZdé pirirozené éislo m, které je v dekadickém zdpise

aspon dvojciferné a mé éislice navzdjem rizné, znamend f(m) soudet

vBech pfirozenych &isel riznych od w, které z &isla m dostaneme

zménou pofadi jeho islic /nap¥. f£(302) = 320 + 023 + 032 + 230 +

+ 203 = 808/. Najdéte v8echna prirozend disla X, pro kterd plati
f(x) = 138012 .

4. Necht # je mnoZina vSech polynomickych funkei f stupnd nejvyse
tretiho

£(x) = ax> + bx? + cx + d ,
pro které plati

Vxed-1, 1) ; |g@)| 1.
Dokazte, Ze existuje kladné &islo k tak, Ze

Vie t ; lal = k.
Uréete nejuendi kladné &islo k této vlastnosti.
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5. Je ddna kruZnice a do ni je vepsdn Sestiihelnik ABCDEF takovy,
Ze

AB = BC , CD = DE , EF = FA .
DokaZzte, Ze obsah trojuihelnika ACE neni vétSi neZ obsah trojihelni-
ka BDF, Kdy plati rovnost?

6. V roviné o Je dén jednotkovy &tverec Q. Oznalme Qx étverec,
ktery vznikne oto¢enim &tverce Q kolem bodu X roviny (@ o pravy
Ghel v kladném smyslu. Urlete mnoZinu vdech takovych bodi X roviny
o » pro které je obsah sjednoceni Q v Qx Troven nejvyse 1,5 .

XXIV. rpdnik 1974/75

l. Je=1li T ostrodhly trojihelnik o obsahu 1, pak existuje pravo-
Ghly trojthelnik, jeho? obsah nep¥evyduje 3 a ktery trojihelnik T
obsahuje. DokaZte.

¥* - - .
2. Dokazte, Ze soustava rovnic

2%+ [y) =o0 X +y =2
ma4 nekonedné mnoho FeSeni & Ze pro v3echna jeji TeSeni plati
0<x<4, 9fy&1.,

Pritom [oX] /celd &4t z oL /znadi celé &islo, pro které plati

3. Najdéte vS8echna FeSeni soustavy rovnic
x) (xg + Xp) = X3 + x5,
xz(x1 + x3) =X, + Xg
x3(x2 + 14) =Xg + X
x4 (x5 + X5) = Xg + X5
x5C14 + x6) = X) + X3,
xg(x5 + X)) = x5 + Xy
8 nezndmyui Xys Xpy X3y X4y X5y Xge
g% Najdéte vSecky takové hodnoty parametru p, aby rovnice

lx -2l + Jy -3l +y=0p
byla rovnici néjaké polopF¥imky v roviné x, y.

5. Najdéte mnoZinu vrchold A vSech rovnoramennych trojihelnikd
ABC s hlavnim vrcholem B, jejichZ strana BC je obsaZena v daném
dtverci P1P2P3P4 .

6% Necht M je mnoZina uspoiddanych dvojic (x, y) redlnych 3isel
téchto vlastnosti:
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1. Existuje dvojice (a, b) takovd, Ze ab(a - b) £ O.

2. JestliZe (x, yl) € M, (xz, y2)€ M a c je redlné &i-
slo, potom také (x1 + Xpy ¥p y2) €M, (cxl, cyl) EM,
(xlxz, ylyz) € M . DokaZte, Ze M obsahuje vSecky usporddané dvoji-
ce redlnych &isel.

XXV. roénik 1975/76

1% Urdete vBecky trojice celych &isel x, y, z, pro které plati

12+y2=3220

2, DokaZte, Ze pro kaZdé redlné &islo x 2z intervalu O £x§1

plati 2
l-xx ( 1 o
(1 + 25

3. V dané polorovind s hranici p Jspu dény dva body M, N v riz=-
nych vzddlenostech od pfimky p. Sestrojte lichobdznik MNPQ, jehoZ
vrcholy P, Q 1leZi na pfimce p a jehoZ obsah je roven obsahu
dtverce o strand MN ,

4. Najddte TeSeni soustavy linedrnich rovnic
xl-xz"xB-.a.-xnﬂea

"xl + 312 - 13 —eee = X_ = 4a

n
"‘xl -x2 +713 = eoo -xn=88

e o o o o © o o o©o o o o o o

“X] = Xp = X3 = eee +(2n-1)xn = 2%

s nezndmymi X1s Xpy Xgy eeey Xy & redlnym parametrem a.

5. Je=1i kenvemi wnohothelnik s obvodem o1 obsazen v konvexnim
mnohodhelniku s obvodem 05, pak plati 01 s 0,. DokaZte.

6Xv prostoru jsou dédny poloroviny 7 a It/ se spolenou hraniéni
primkou p tak, Ze neleZi v jedné roviné. V poloroviné It jsou
unistény body A, B, C, D & v polorovind 7t°” body A", B", ¢°, D
tek, Ze zddny z nich neleZi na p¥imce p, AA |IBB |lcc’||lDD”, a pFitom
body A, B, C & D’ jsou vrcholy &tyrsténu. Dokazte, Ze také A",
B’y C" a D jsou vrcholy &tyPsténu a Ze oba tyto StyFstény maji
stejny objem.

XXVI. ro8nik 1976/77
1% V kocke s hranou vefkosti 1 je danych 2050 bodov. Dokdzte, Ze
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medzi nlmi existuje pa% takych, ktoré lezia vo vnitri gule s polome-
rom g o
2. SU dané kladné ¢isla p a q . Zostrojte pravouhly rovnobezZnik

ABCD tak, aby platilo |AE| = p, |AF| =q , kde E a F sd v uve~-
denom poradi stredy strdn BC a CD. Udajte podmienky rieditelnosti.

3. VySetrite a v Gaussovej rovine komplexnych &isel graficky zndzor-
nite mnoZinu hodndt, ktoré md%e nadobdidal sddet S =2 + W dvoch
komplexnych jednotiek % a W , pre ktoré zdroven plati:

Inz20, Re W 20 .
/Pozn.: Im Z znamend imagindrnu Sast &isla Z, Re W vyjadruje redl-
nu dast disla W./

4% Ndjdite vSetky redlne rieSenia sidstavy rovnic

5% Na priamke sd dané navzdjom r8zne body Aps Ay eeey Al Kazdy

z nich oznadime prdve jednou zo Styroch farieb tak, aby sme kazdud
farbu pouzili. DokdZte, Ze potom v danej priamke existuje tsecka,
ktord obsahuje prdve po jednom bode niektorych dvoch z uvedenych fa-
rieb a aspon po jednom bode oboch zostdvaejicich farieb.

6. Je dand kocka ABCDA'B'C’D”, AA’||BB |lcc’||pD". Stred steny ABCD
oznadme S. Urdte vdetky body X, ktoré maji sicasne tieto dve vlast-
nosti:

l. X patri niektorej hrane danej kockys;

2, Btvorsteny ABDX a CB'SX wmaji objemy rovnako velké.

XXVII. rodénik 1977/78

l. Nech n je prirodzené &islo a 815 8y eeey 8 bl’ b2, oees bn
kladné redlne &isla. DokdZte, Ze plati

V(al + 85 + oo + 8 )(b) + by + ees + b)) 2

Va b + Vazb2 + eee + Va b o

Balej dokdZte, Ze rovnost nastane prive vtedy, ked

a a a
rl=F2'= see ="D-r'l' °
1 2 n

2, Ndjdite /aspon jednu/ dvojicu disel k a q tak, aby pre vietky
x € <0, 1> platilo
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\Vl - x- gl (V2 -1).

3. Nech o, /3, § sl vnitorné uhly trojuholnika. VySetrujme si-
stavu rovnic

xcoaﬂ +%-coso£ = 1,

y cos g’ + % cos /3 = 1,
1 =

z cog oL +§-cosg" = 1.

a/ UkdZte, %e danej sistave vyhovuji disla x = sin of/sin o
y = sin /3/sin o, z = sin g /sin /3 :

b/ ndjdite vSetky rieSenia tejto sistavy.
4% Existuje Stvorsten ABCD, v ktorom sidet dfZok hrdn AB, BC, CD
a AD je 12 cm a ktorého objem je vaési alebo rovny 2 VE cn’ 7

5% Je dany rovnoramenny lichobe#nik ABCD. Nech A", B", ¢°, D st

v uvedenom poradi stredy kruZnic vpisanych trojuholnikom BCD, CAD,
ABD, ABC. Potom body A°, B", C°, D° st vrcholmi pravouhlého rovno-
beznika. Dokdzte.

6. DokdZte, Ze Gislo

n n
5, = (2455) +(L2_ﬁ) -2
je prirodzené pre kaZdé n = 1, 2, 3, ... o Dalej dokdZte, Ze pre

kazdé nepdrne n je p, =T & pre kazdé pdrne n je Pp=5 82,
kde 1, 8 8d vhodné prirodzené Cisla.

XXVIII. rod&nik 1978/79

1. Nech n je dané prirodzené Eislo. Urdte polet usporiadanych tro-~
jic x, ¥y, 2 mnezdpornych celych &isel, ktoré vyhovuji rovnici

X+ 2y + 52 =10 n .,

2. Je dany kvdder Q s rozmermi a, b, ¢, 8 < b < c . Nadjdite vel-
kos¥ hrany kocky K, ktord md s danym kvddrom rovnobeZné steny a
spoloény stred tak, aby objem rozdielu mnoZin Q UK a QN K bol
minimdlny.

Bf'Ak v Stvoruholniku ABCD, ktorého vrcholy leZia na kruZnici s po-
lomerom 1 plati |AB| . |Bc| . |cD| . |DA| 2 4 , potom ABCD je
Stvorec. DokdZte. /MBiete pouzil Ptolemaiov vzorec |AB| . |CD] +
+ |Bcl . lap| = |ac] . |BD]./

4% Nech n je Tubovoiné prirodzené islo. Ndjdite vietky n-tice
redlnych &isel Xy s X5 £...8 X, » pre ktoré plati
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$.)e.d

x-) =n X s X - o

(ial i iel i n-i+1l

5. Je dany trojuholnik ABC s velkosfami strén a 2 b 2 ¢ . Medzi

vB8etkymi dvojicami bodov X, Y na hranici trojuholnika ABC, ktoré
delia tito hranicu na dve Casti rovnakej diéky’néjdite vietky také,
pre ktoré je vzdialenost |XY| wmaximédlna.

6% Ndjdite vSetky prirodzené &isla n, n s 107, pre ktoré plati: ak
prirodzené &islo m , 1 < m < n, je nestdelite{né s &islom n, potom
m Je prvodislo.

XXIX. rodénik 1979/80

1. DokdZte, Ze pre kaZdé celé nezdporné &islo k je siéin
(k + 1) (k + 2) ... (k+ 1980)
deliteiny &islom 1980177,

2¥ Ndjdite velkosti strén rovnoramenného lichobeznika, ktorého naj-
dlh8ia strana meria 13 cm, obvod 28 cm a obsah 27 cmz. Existuje
taky lichobeZnik, ak predpiSeme obsah 27,001 cm2?

3% Mno¥ina M vznikla z roviny vybratim troch bodov A, B, C, ktoré
si vrcholmi trojuholnika. Aky je najmendi polet konvexnych mnoZin,
ktorych zjednotenim je mnoZina WM?

4. Rech 8y £ 85, < ¢se £ a, si redlne Cisla,
n
£(x) = ;%;[x - ail,

x f{ubovoiné redine &islo, n &islo pdrne. Ndjdite minimum funkcie f.

5. Rie3te v obore celych &isel sidstavu nerovnic

1+y2’

1+ 22 ’

1+ x2 .

3x2 + 2yz
2

322 + 2xy

A IA

3y~ + 2zx

A}

6% Nech M je mnoZina piatich bodov v priestore, z ktorych Ziadne
Styri nelezia v rovine. Nech je dalej R wnoZina siedmich rovin
8 vlastnostami:

a/ Kazdd rovina z mnoziny R obsahuje aspon jeden bod mnoZiny

M.
b/ Ziadny z bodov mnoZiny & nele?i v piatich rovindch mnoZi-

ny R.

Potom existujdi také dve rfzne body P, Q, P€ U, Q€ If, Ze priamka

R nie je priesednicou Ziadnych dvoch rovin z mnoziny R. DokdZte.
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