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VII. Ulohy konstrukéni

64. Je dana tsecka SP délky 31 mm; bod S mé byt stfedem
piepony AB a bod P stiedem odvésny AC pravouhlého troj-
thelnika ABC.

a) Sestrojte tento trojuhelnik, je-li d(AB) — 98 mm.

b) Zjistéte podminku fesitelnosti tlohy.

B

A\

Obr. 102

Reseni. a) Rozbor. Usetka SP je ziejm¢ stiedni pfickou
trojuhelnika ABC s pravym thlem <t ACB (obr. 102). Plati tedy

d(BC) = 2. d(SP), BC || SP.
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Proto i tihel <t SPA je pravy; protoZe bod S je stfedem strany

1
AB,jed(S4) = rY d(AB) a pomocny trojihelnik APS je sestro-

jitelny podle véty Ssu.
ProtoZe z textu ulohy vyplyva, Ze jde o tlohu polohovou
(»Je dana usecka SP .. .«), postupujeme pii konstrukei takto

(obr. 103):

1.
2.
3.

Sestrojime danou dseCku SP délky 31 mm.

Bodem P vedeme kolmici p k pfimce SP.

Kolem bodu S opiSeme kruzZnici £ s polomérem r =
= d(SA4) = 3d(AB) = 49 mm.

. Pritsecik kruZnice % s pfimkou p je hledany vrchol A.
. Bod B sestrojime na polopfimce opacné k polopiimce S4

tak, ze SB =~ SA.

. Bod C sestrojime na polopfimce opacné k polopiimce P4

tak, ze PC =~ PA.
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Zkouska. DokéZeme, Ze trojihelnik ABC je hledanym troj-
thelnikem. Z bodu 5 a 6 konstrukce plyne, Ze body S, P jsou
po fadé sttedy stran AB, AC. Uhel <CBCA je pravy, nebot
podle vlastnosti stfedni pficky trojthelnika je BC || SP | p.

Protoze polomér d(SA) =49 mm je vétSi neZ vzdilenost
sttedu S kruznice k od pfimky p, tj. nez d(SP) = 31 mm,
dostaneme pravé dva body 4, 4', z nichZ kazdy vede k jednomu
feSeni tlohy. Uloha ma tedy v piipadé a), tj. pro d(4B) =
= 98 mm, pravé dvé feSeni.

b) Z konstrukce je zfejmé, Ze utloha ma pravé dvé feSeni
v pfipadé, Ze S4 je vétsi nez SP, ¢ili

AB >2. SP.
Jinak dloha nema4 feSeni.

65. Je dén trojthelnik ABC.

Sestrojte stfed S kruZnice %, ktera protina strany trojihelnika
AB, BC, CA po fadé ve dvojicich bodi (riznych nebo splyva-
jicich)

Ci1, Co3 A1, Az By, By
tak, Ze plati

AC1 = BCqp, B4y = CAs, CB1 = ABs.

Stanovte podminky pro polomér kruZnice k.
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Reseni. Rozbor. Predpoklidime, ze kruZnice k = (S; r)
na obr. 104 ma pozadované vlastnosti. Jsou-li C1, Cs dva rizné
body, pak bod S leZi na ose o3 této Gsecky; protoZe viak AC; =~

=~ BCy, je o3 osou i useCky AB. Plati-li C; = Cs, pak 4B je
teCnou kruznice & a rovnéZ plati, Ze bod S leZi na ose tsecky 4AB.
Obdobn¢ dostaneme, Ze bod § lezi na ose o1 tsecky BC a na ose
02 iseCky CA. Z toho plyne velmi jednoduché konstrukce:

1. Bod § sestrojime jako stfed kruznice trojihelniku ABC
opsangé.

2. Polomér r hledané kruZnice musi byt vétsi nebo roven
nejvétsi ze vzdalenosti bodu S od stran trojihelnika a musi byt
mensi nebo roven poloméru kruZnice trojuhelniku opsané.

Zkousku vlastnosti kruZnice & poZadovanych textem ulohy
provedeme obricenim tvahy z rozboru.
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66. Je dan Ctyithelnik ABCD, jehoz strany maji délky
d(AB) = 70 mm, d(BC) = 35 mm, d(CD) = 75 mm, d(DA) =
= 65mm a thloptitka ma délku d(BD) = 70 mm. Sestrojte
Ctyftihelnik ABCD a pak sestrojte rovnobéznik, jehoZ viechny
Ctyfi vrcholy lezi na obvodu c¢tyfthelnika ABCD a jehoz
thlopficky jsou rovnob&zné s uhloptickami daného ¢tyfuhelni-
ka. Sestrojte nejprve stied hledaného rovnobéZnika.

Obr. 105

Reseni. Sestrojime nejprve trojihelnik ABD, a pak v polo-
roviné opacné k BDA sestrojime trojihelnik BCD (obr. 105),
a tak ziskame dany ctyfihelnik ABCD.

Rozbor vlastni tlohy. Stied S hledaného rovnobéznika
nélezi dvéma mnoZindm bodu: mnoziné I'y stfedd vSech pficek
Ctyithelnika ABCD rovnobéZnych s pfimkou AC, a mnoZiné
I’z stfedt vSech pricek Ctyfuhelnika ABCD rovnobéinych
s pfimkou BD. Mnozina I'y je sjednoceni téZnic BM, DM
trojihelnikd 4ACB, ACD (bez bodu B, D), mnoZina I je
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sjednoceni téZnic AN, CN trojuhelniki BDA, BDC (bez bodi
A, C). Body M, N jsou tedy po fadé stfedy uhlopiicek AC, BD.

Z toho uZ vyplyva jednoduchd konstrukce: MnoZiny I'i,
T’ maji jediny spolecny bod; je to prusecik S téznic AN, DM.
Bodem S vedeme rovnobézky s ptimkami AC, BD; ty protnou
obvod ¢tyfuhelnika ABCD v bodech X, Y, Z, T, které jsou
vrcholy hledaného rovnobéznika.

Rozbor i zkousSka konstrukce vyplyva z véty: Konvexni
Ctyftuhelnik je rovnobéznikem pravé tehdy, kdyz se jeho thlo-
pticky navzajem puli. (Takto je mozno i rovnobéznik definovat.)

Z vrcholu X, Y, Z, T vysledného rovnobéznika lezi X, Y
na strané AD, Z na strané¢ AB a T na strané CD.

67. Sestrojte kosoctverec ABCD, je-li ddna délka jeho vysky
2 = 3 cm a jestlize thlopficka AC ma délku 2v.

A

B\, p
\0

Obr. 106
ReSeni. Rozbor. Na obr. 106 je znizornén hledany koso-
Ctverec. Vzdalenost rovnobézek AB a CD je v, vzdalenost

d(AC) = 2v. Usetka BD je kolma na tisetku AC a puli ji.
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Z toho plyne konstrukce:
1. Sestrojime dvé rovnobézné primky m, n ve vzdélenosti

2 =3 cm.
2. Na pfimce m zvolime bod A a opiSeme kruZnici k& =
= (4; 2v).

3. Prusecik # a & je bod C.
4. Osa o tisecky AC protne piimky m, n po fadé v bodech
B, D.

Zkouska. Sestrojeny Ctyfihelnik ABCD je rovnobéinik,
protoze se jeho dhlopficky puli, a protoZe jsou na sebe kolmé,
je to kosoctverec nebo ¢tverec. Ctverec to nemiize byt, nebot
v tomto piipadé (obr. 107) by pravouhly trojuhelnik BSC
musel byt rovnostranny, tj. platilo by

d(BS) = d(SC) = d(CB) = v. 1)

Pro thlopticku &tverce viak plati d(AC) = 2.d(SC) = o/2&ili

d(BS) =d(SC) = VTZ 2
ProtoZe vztahy (1) a (2) si neodpovidaji, nemuzZe Ctverec
konstrukci vzniknout. Sestrojeny ctyfuhelnik je tedy koso-
¢tverec. Jeho vyska je v = 3 cm podle 1. bodu konstrukce
a thlopficka AC ma délku 2o podle 2. a 3. bodu konstrukce.
Protoze vzdalenost stfedu A kruZnice k od piimky 7z je
2 = 3 cm a je men$i neZ polomér 2v = 6 cm kruZnice, dosta-
neme v konstrukei (viz obr. 108) dva rtizné body C a C’, které
vedou k dvéma shodnym vysledkim tlohy (soumérné sdru-
zenym podle pfimky p prochézejici bodem A kolmo k obéma
rovnob&zkidm m, n). Dostdvame tedy jediné feSeni dlohy.
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Obr. 108

Jiné FeSeni. Rozbor (obr. 109). Pramér kruznice & vepsané
kosoctverci ABCD je v naSem piipadé roven vysce v = 3 cm
kosoctverce. Oznacme dotykovy bod kruZnice k na strané AB
pismenem 7', na strané AD pismenem 7’. Ve vysSrafovaném
pravotihlém trojihelniku AT'S je znidma piepona AS délky v

1
a odvésna ST délky 5 je tedy tento trojihelnik podle véty

Ssu sestrojitelny.
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Obr. 109

Konstrukce: 1. Sestrojime trojihelnik A7'S podle Ssu.

2. Na prodlouzeni tsecky A4S za bod S sestrojime bod C
tak, ze d(SC) = d(4S) = v.

3. Bodem C vedeme pfimku # || AT.

4. Osa o usecky AC protne piimky AT, n po fadé v bo-
dech B, D.

Zkouska tohoto feSeni ulohy odpovid4d prvanimu odstavci
zkousky prvniho reSeni. ProtoZe jsme v druhé konstrukei vysli
piimo z trojuhelnika urceného podle véty Ssu, odpadla vivaha
o dalsich vysledcich konstrukce. V druhém pfipadé ma kazdy
krok konstrukce jediny vysledek, a uloha ma tedy jediné
feSeni - kosoctverec. Piipad Ctverce nastat nemiZe, nebot
pomocny trojihelnik A7'S by musel byt rovnoramenny. To
viak zde neni splnéno.

68. Narysujte trojuhelnik ABC. Uvaitf strany AC sestrojte
bod X a uvnitf strany BC bod Y tak, aby platilo

XY || 4B, AX =~ XY.
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Obr. 110
Refeni. V rozboru ptedpokladame (viz obr. 110), Ze body
X, Y splituji podminky ulohy, tj.
XY || AB, AX ~ XY.
Proto je trojihelnik 4 YX rovnoramenny; plati
S XAY =~ gXYA. (1)

Protoze pfimka AY protind rovnobézky AB, XY, plati pro
stiidavé thly

XXYA =~ XYAB. )
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Ze vztaht (1) a (2) vyplyva
SXAY =~ S YAB, (3)
takZe polopiimka AY je osou thlu < XAB =~ <{CAB.

Na zékladé tohoto vysledku dostaneme jiz konstrukei
bodu X, Y:

1. Osa uhlu CAB protne stranu BC v hledaném bodé Y.

2. Rovnobézka bodem Y s pfimkou AB protne tsec¢ku AC
v bodé X.

ZkousSka. Z 2. bodu konstrukce je zfejmé, Zze XY || AB.
Dokazeme, ze AX =~ XY.

Podle 1. bodu konstrukee je polopfimka 4 Y osou thlu CAB,
a plati tedy (3). Z 2. kroku konstrukce vyplyva platnost vztahu
(2) a plati tedy celkem

IXAY =~ SXYA.

Trojihelnik AXY je tedy rovnoramenny se zdkladnou AY
a s ramenem AX =~ XY, coZ jsme méli dokazat.

Kazdy z krokd konstrukce vede k jedinému casteCnému
vysledku, takZe tGloha ma jediné feSeni.

Poznamka. Tvar trojihelnika 4BC ma sice vliv napf. na
vzajemny pomér useCek 4X a CX apod. v dané tloze (fikdme
téZ, Zze tvar trojuhelnika je »parametrem ulohy«), ale protoze
pro kterykoli trojihelnik jsou kroky konstrukce proveditelné
tymZ zpusobem, neovliviluje tvar trojihelnika existenci a pocet
feSeni, a proto diskusi neprovadime. Plati tedy feSeni pro
libovolny trojuhelnik ABC.
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69. Je déana kruZnice £ = (S; 1) a pfimka p ve vzdalenosti
1
v = od bodu S.
Sestrojte ¢tverec ABCD opsany kruznici k, jehoZz vrchol A
lezi na pfimce p. DokaZte, Ze tloha ma pravé dvé feseni.

\N.D C
k
P
AN
A B~

/N
Obr. 111

ReSeni. Rozbor (obr. 111). Polom&r r kruZnice vepsané
Ctverci je roven poloving jeho strany, tj. d(AB) =a = 2r.

1 -
Vzdélenost A4S je P) a)/2 &ilid(AS) = r|/2 je délka sestrojitelné

asecky. Vrchol 4 ma tedy lezet na pfimce p a soucasné na
kruznici / = (S; r]/2). Existuje-li spole¢ny bod piimky p
a kruZnice /, je to bod A; pak je zndma polovina AS thlopficky
AC. Protoze thlopricky ctverce jsou shodné a na sebe kolmé,
muzeme uz prikrodit ke konstrukei:

1. Sestrojime danou kruZnici & a pfimku p.
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2. Pomocng sestrojime tsecku délky r|/2 (je to whlopfitka
pomocného Ctverce o strané r).

3. OpiSeme kruznici I = (S; r]/2).

4. Prusecik pfimky p a kruZznice / je bod A.

5. Na prodlouzeni usecky A4S za bod S sestrojime bod C
tak, ze SC =~ SA.

6. Sestrojime pfimku ¢ | AC bodem S a nanibody B 7 D
tak, ze SB =~ SD =~ SA.

Obr. 112

Zkouska je jednoduchd; z 5. a 6. bodu konstrukce ihned
plyne, Ze ¢tyiihelnik ABCD je ctverec. Bod A leZi na pfimce p
(viz bod 4). ProtoZe uhlopficka sestrojeného ¢tverce ma délku
ZrVZ je jeho strana 2r. Jemu vepsand kruznice mé tyZ stied S
a tyZ polomér r jako kruZnice dana.
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Zbyva urcit pocet feSeni. Kruznice / protne piimku p vidy
— 1
ve dvou riiznych bodech 4, A, protoze AS > ST, tj. r]/2 > 27

(obr. 112). Kazdy z bodt 4, A’ vede podle nasi konstrukce
k jednomu ¢tverci; kazdy z ¢tverct ma za svij stfed bod S.
Je tedy otazka, zda tyto ctverce splynou, nebo jsou ruzné. Jde
totiZ o polohovou ulohu, v niZ kazdy z vysledkt konstrukce,
ktery splituje podminky ulohy, je feSenim tulohy. Oba ¢tverce
ABCD a A'B'C’'D’ by splynuly, kdyby bod A’ byl nékterym
z vrcholt ¢tverce ABCD. Avsak A" # A, nebot pfimka p je
secnou kruznice / a také A" # C, nebot p neprochazi bodem S.
Moznosti 4" = B nebo A" = D jsou také vylouleny, nebot
thel <CASA’ neni pravy, coz vyplyva z délek stran trojihelnika
ATS a A'TS. Je totiz

d d(A'T sz C el
(AT)=d(A'T) = r—4:2rV7755.
Proto AT # ST a <CAST +# 45°.

Uloha ma tedy vzdy dvé riizna fedeni.

70. Sestrojte rovnoramenny lichobéznik ABCD, jsou-li dany
délky jeho stfedni pricky d(MN) = 6 cm, vysky v =5 cm
a ramena d(AD) = 6 cm.

Reseni. Rozbor. Na obr. 113 je znizornéno piedpokladané
feSeni: rovnoramenny lichobéZnik ABCD s osou soumérnosti o.
Bod M je stfedem ramena AD, bod N stiedem ramena BC.
Kolmice vedend bodem M k pfimkam pasu AB || CD spolu-
vytvofi se stranami lichobéZnika dva shodné pravouhlé troj-
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thelniky APM a DQM. Tyto trojuhelniky jsou z podminek

1
tlohy sestrojitelné podle véty Ssu (napf. d(PM) = 2 d(AM)=

1
= —2~d(AD)). Odtud jiZ plyne konstrukce (obr. 114).

1. Sestrojime stfedni pricku MN délky 6 cm.

2. Bodem M vedeme piimku m | MN.

3. Sestrojime rovnobézky a, ¢ s pfimkou MN ve vzdélenosti
2 2 = 2,5 cm.

4. Pruisecik pfimek m, a je bod P.

5. Kolem bodu M opiSeme kruznici & s polomérem d(AM) =

1
e Ed(AD) =3 cm.

6. Protoze AM > MP, protne kruznice & kazdou z pfimek
a, ¢ ve dvou bodech; z nich vybereme dvojice bodu 4, D,
popt. A’, D’ tak, aby tvofily pramér kruZnice & a zaroven
rameno lichobéZnika.

7. Pomoci osové soumérnosti podle osy o tsecky MN dopl-
nime vrcholy B, C, popt. B', C'.

Zkouska. Za podminky AM > MP, tj. AD > v, vzniknou
dva lichob&Zniky ABCD, A'B’'C’D’. KaZdy z nich spliiuje pod-
minky ulohy. Napf. lichob&znik ABCD ma stfedni piicku MN
délky 6 cm, jak plyne z 1. a 6. bodu konstrukce. Vyska licho-
bénika ma velikost v =5 cm podle 3. bodu. Délka ramen
AD a BC je 6 cm podle 5. a 6. bodu konstrukce.

Lichob&Znik A'B'C’D’ ma obdobné poZadované vlastnosti
az na to, Ze jsou prohozeny velikosti obou zékladen (AB =
~ C'D', CD =~ A'B’). Uloha m4 tedy dvé& riizni fefeni.
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Obr. 113

Obr. 114
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Poznimka. Uloha byla feSena pro rozméry dané v uloze.
Pfipustime-li viak, Ze rozméry jsou libovolné (tj. jsou zadany
parametricky), vznikne zajimava diskuse:

Za podminky AM > MP, tj.

d(AD) > v, 1)

vzniknou dva lichobéZniky ABCD, A’B’'C’'D’ pouze tehdy, je-li
splnéna jesté dalsi podminka

d(MN) > |/(d(AD))> — v2. )

Podminka (1) je zfejmé pro konstrukci podminkou nutnou;
pfi jejim splnéni je mozno trojihelnik APM vidy sestrojit.
Tato podminka vSak pfi konstrukci lichob&Znika nestaci. Zvo-
lime-li totiZ napt. d(AD) = 10 cm, v = 8 cm, d(MN) = 6 cm
(obr. 115), trojuhelnik APM sice sestrojime, ale po dalsi
konstrukci body D a C splynou a vznikne trojuhelnik ABC;

1
plati totiz d(MN) = b d(AB). Odtud uz dostaneme pro kon-

vexni lichobéznik podminku (2), nebot
d(AB) = 2.d(AQ) = V(_d(AD))2 — 22,

Pro d(MN) < |/(d(AD))? — 22 konvexni lichob&Znik nedosta-
neme (obr. 116).

Proto fikdme, Ze teprve oba vztahy (1) a (2) tvofi tzv. pod-
minku postalwjici pro konstrukci lichobéZnika pfi parametric-
kém zadani nasi dlohy.
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71. Jsou dany tfi rizné body 4, B, S, které neleZi v pfimce.
Sestrojte ¢tverec MNPQ, ktery ma tyto vlastnosti:

a) Bod S je jeho stfedem.

b) Pfimka MN prochazi bodem A a pfimka PQ bodem B.
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Obr. 117

ReSeni. Rozbor. Na obr. 117 je naértnuto piedpoklidané
feSeni 1lohy (vSimnéte si, Ze tento pomocny obrizek pro roz-
bor zafneme kreslit od ¢tverce MNPQ a k nému teprve
pfipojime dané ddaje - pfi konstrukci ovsem budete vychézet
z danych prvku).

Bod S je stiedem ¢tverce MNPQ a lezi napf. na ose o pasu
rovnobézek MN || PQ, které po fadé obsahuji body A4, B.
Stied S; tsecky AB je také bodem osy o uvedeného pasu.
Osa pésu je rovnob&Zna s jeho hrani¢nimi pfimkami, Sife pasu
je rovna délce strany hledaného Ctverce. MiZeme tedy pri-
stoupit ke konstrukei:

1. Sestrojime stied Sy tsecky AB a pfimku o = SS;1.

2. Rovnob&Zky a, b s osou o vedené po fadé body A4, B
vytvori pés, jehoZz $ifku zjistime napf. kolmici o’ bodem §
k hranicim pésu.

3. Paty této kolmice urci po fad¢ stfedy O1, Oz stran MN,
PQ hledaného ctverce.
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4, Sestrojime vrcholy M, N, P, Q hledaného ctverce na
hranicich pasu al|b tak, ze MO, = NO1 = SO; = POz =
=~ Q0. ‘

Zkouska. To, Ze sestrojeny ¢tverec MNPQ mé bod S za
stfed, zjistime ze shodnosti (podle véty sus) trojihelnika
MO;1S, NO1S, POsS, Q0:S. Z bodu 2 konstrukce je ziejmé,
Ze ptimka MN prochézi bodem A a pfimka PQ bodem B.

Uloha, jak vyplyva z konstrukce pro body A4, B, S neleZici
na pfimce, ma jediné feSeni, nehledime-li na moZnou zéménu
pojmenovani bodi M a N, popt. Pa Q.

N o - 14
AN l ////
\\\ 0 ’///
~o 1
\>+§///
~T~
// H \\
_ ,// I \\\
/// H Ry
/// ! \\\\
T ‘ #
B M 1o, N A a
|
Obr. 118

Poznamka. Kdybychom pii rozboru vysli ze stfedové sou-
mérnosti &tverce MNPQ se stiedem S (obr. 118), bylo by
mozno piimky a, b sestrojit jednoduseji: @ = AB’, b = BA’,
kde body A’, B’ jsou stiedové soumérné po fadé k bodim
A, B. Jinak by feSeni tlohy probihalo obdobng.
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72. a) Narysujte rovnob&inik ABCD téchto vlastnosti
d(AB) =7 cm, {BAD = 60°, strana CD prochdzi prise¢i:
kem M os uhld <tBAD a <L ABC.

b) Dokazte, Ze pro tento rovnobé&znik plati

d(AB) = 2.d(AD).

' \
b X M"
5 N
7N
// \.02
e
X
60° 120°
A
Obr. 119

ReSeni. a) Rozbor provedeme na obr. 119. Uhel <XABC
ma velikost 120°. Konstrukci rovnobéZnika provedeme tedy
takto:

1. Sestrojime tseCku AB délky 7 cm.

2. Ve zvolené poloroviné¢ s hranici AB sestrojime thly
IBAD" = 60° a <LABC’ = 120° a jejich osy o1 = AM’
a0 = BM".

3. Prisecikem M piimek o1 a 0s vedeme piimku m || AB.

4. PriseCik pfimek m a AD" je bod D, prase¢ik piimek
m a BC’ je bod C.

DokaZeme, Ze Ctyftihelnik ABCD je rovnobéznik a Ze ma po-
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#adované vlastnosti. Z 2. bodu konstrukce plyne, ze AD’ || BC'.
Bod M existuje, nebot podle vlastnosti os whll o1, 02 plati

<LBAM' 4 <tABM"” = 30° + 60° << 180°.
Uhel <tBAD = 60° byl pouzit ve 2. bod¢ konstrukce. Také
strana CD je podle 3. bodu konstrukce rovnobézna s 4AB.
b) Z konstrukce vyplyva, Ze
<IBAM = <<MAD = <tDMA = 30°.

Proto v rovnoramenném trojahelniku AMD se zékladnou AM
je

AD ~ DM. (1)
Obdobn¢ dokazeme, Ze v trojihelniku BMC plati
BC ~ CM. 2)
Z (1) a (2) plyne dokazovany vztah
d(AB) = 2.d(AD),
nebot AB =~ CD =~ DM + MC, BC =~ AD.
73. Narysujte pfimku p a zvolte dva rizné body X, Y
mimo ni.
Sestrojte rovnoramenny trojihelnik ABC se zékladnou 4B,
ktery ma tyto vlastnosti:

a) Pfimka p je osou soumérnosti tohoto trojuhelnika.
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b) Délka ramen je 6 cm.
c) Polopfimka CA prochiazi bodem Y, polopfimka CB
bodem X.
Reseni. Rozbor. Z podminky c) a a) vyplyvé, Ze body X, Y
nemohou leZet uvniti téZe poloroviny vytaté pfimkou p, ma-li
mit tloha feSeni.

Obr. 120

Na obr. 120 je znizornéno predpokladané feSeni tlohy.
Protoze pfimka p je osou soumérnosti trojihelnika, jsou sou-
mérné sdruzené jak body A, B, tak i polopifimky CA a CB;
bod C je v této osové soumérnosti samodruzny. Proto bod X’
soumérné sdruZeny s bodem X podle pfimky p padne na
piimku CA. Je-li X' # Y, jsou piimky X'Y a CA totoiné
a konstrukee trojihelnika bude jednoduché (pfipad X' =Y
vySetiime zvlast):
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1. Sestrojime bod X’ soumérné sdruZeny s bodem X podle
primky p.

2. Existuje-li prisecik pfimky XY s pfimkou p, je to bod C.

3. Na polopfimky CX, popi. CY, naneseme tusecku délky
6 cm a dostaneme po fadé body B, 4.

Zkouska bezprostfedné vyplyva z konstrukce: trojihelnik
ABC je rovnoramenny se zdkladnou 4B, pfimka p je jeho osou
soumérnosti, vznikne-li ovSem trojihelnik ABC. To nastane
jen tehdy, nelezi-li body X', Y a C na pfimce (kolmé k piimce p)
- viz obr. 121. Zivér této uvahy uz uvadi jeden z piipadd
diskuse.

l ‘
l X?
g |
| S 2 W o
___f{l____ | s
C P . ;
! N #
?x' X i Y
g |
Obr. 121 Obr. 122

Diskuse. Pro pfipad X’ # Y, ktery jsme pravé vySetfili, ma
tloha jediné feSeni, protnou-li se pfimky X'Y a p, pfifemz
X'Y neni kolm4 na p. Existenci feSeni nebrani ani moZnost, Ze
by bod Y leZel na piimce p; musel by vSak byt rizny od priise-
¢iku pfimek XX’ a p.
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Jestlize X'Y || p, coz je v pfipadé, Ze vzdélenosti bodti X
a Y od pfimky p jsou si rovny, tiloha nema feSeni (obr. 122).

Zbyva vysetfit piipad X' = Y, coZz nastane pravé tehdy,
kdyz body X, Y jsou soumérné sdruzené podle pifimky p.
Oznaéme P prisecik piimek XY a p. Pak prusecik Cy (C, ...)
libovolné pfimky prochazejici bodem X' = Y az na bod P
muzZe byt vrcholem trojuhelnika, ktery splituje podminky dlohy.
V tomto pfipadé ma tloha nekone¢né mnoho feSeni (obr. 123).

Jiz v rozboru jsme zjistili, Ze uloha nema feSeni, jestlize
body X, Y lezi uvnitf téZe poloroviny vytaté pfimkou p.

Obr. 123

74. Je dan rovnobéinik ABCD, v ném? je AB > BC a jehoz
thel <CDAB je ostry. Na pfimce AB sestrojte takovy bod X,
z n€hoz je vidét tsecky 4D a DC pod shodnymi thly.

Vysetfete polohu bodu X vzhledem k tiseéce 4B.
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Obr. 124

ReSeni. ProtoZe jde o polohovou tlohu, opét je tkolem
»najit vSechny body X«

Rozbor. Pro zjednoduseni tvahy vyloucime nejprve moznost,
Ze by hledany bod mohl leZet na polopfimce AB*, ktera je k po-
lopfimce AB opacna. Predpokladejme, Ze bod (X) lezi na po-
lopfimce AB* (obr. 124). Pak uhly <t A(X)D = £a <LD(X)C =
= 7 lezi v téZe poloroviné s hranici (X)D. Jedno rame-
no (X)D maji spolené, druha jejich ramena (X)4 a (X)C
jsou vsak raznd, nebot bod C na ptfimce (X)4 = AB nelei.
Proto & # # pro libovolny bod (X) polopfimky AB*; bod (X)
nemuze byt tedy reSenim ulohy.

Predpokladejme tedy, Zze bod X lezi na polopiimce AB
(obr. 125) a mé pozadovanou vlastnost, tj. <CAXD =~ <xDXC.
Protoze AB || DC, plati o stfidavych thlech <tAXD =~ <t XDC.
Trojihelnik DXC je tedy rovnoramenny se zékladnou DX.
Odtud konstrukce:

1. Okolo bodu C polomérem CD opiSeme kruznici k.

2. Prusecik pfimky AB a kruznice & (existuje-li) je hledany
bod X.
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Obr. 125

Zkouska vlastnosti sestrojeného bodu X je jednoducha:
Existuje-li X na pfimce 4B, pak trojihelnik DXC je rovno-
ramenny se zékladnou DX, uhly <tXDC a <{DXC jsou
shodné. Podle véty o stfidavych thlech plati <t XDC =~
~ X AXD, takie i <TAXD =~ <t DXC.

Obr. 126
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Diskuse. KruZnice 2 mé s pfimkou AB spoleny aspoii
jeden bod, je-li d(CD) = d(AB) = v, kde v = d(CP) je vyska
rovinob&Znika ke strané AB. V prvnim pfipadé m4 tloha dvé
feSeni (viz obr. 126); piipad rovnosti nemize nastat vzhledem
k podmince tlohy 4B > BC a proto, Ze thel <{DAB =
=~ CBP je ostry.

Vzhledem k soumérnosti obou feSeni X a X’ podle ptimky
CP jeden z bodt, napt. X', urCité nendlezi polopiimce PA.
Pro bod X dokazeme, Ze patfi vnittku dseCky AB. ProtozZe
podle podminky tlohy je thel <CDAB ostry, je thel <CADC
trojihelnika ADC tupy. Z podminky tlohy a z vlastnosti tupo-
thlého trojihelnika ADC plyne

AC > CD > AD. (1)

Protoze body A, B, X leZi na polopfimce PA a plati CD =~
=~ XC, AD =~ BC, dostaneme z nerovnosti (1) nerovnost

AC > XC > BC,
z niz vyplyva toto uspofaddani bodd na polopfimce PA:
P, B, X, 4;

bod X leZi tedy uvnitf Gsecky AB.

Neprotne-li kruZnice & pfimku 4B, je polomér d(CD) < v =
= d(CP). Protoze < CBP je ostry v pravoihlém trojihelniku
BPC, plati BC > CP. Je tedy d(BC) > d(CD) = d(AB), coz
odporuje podmince ulohy AB > BC. NemiiZe se tedy stit, Ze
by tloha neméla feSeni. Z diskuse vyplyva, Ze existuji vidy
dvé feSeni.
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Obr. 127

75. Je dan ctverec ABCD o délce strany a a ctverec MNPQ
o délce strany b, pficemz a > b; vrcholy M, N, P, Q lezi
v uhlopfickach AC, BD (viz obr. 127).

Sestrojte Ctverec XYZT tak, aby jeho vrcholy leZely na
obvodu c¢tverce ABCD a aby body M, N, P, Q leZely na
obvodu ¢tverce XYZT.

Stanovte pocet feSeni ulohy vzhledem k danym cislim a, 4.

Reseni. Rozbor (viz obr. 127). Podle zadani tlohy jsou oba
dané ctverce soumérné podle svého stiedu S. NaSi predstavu
reSeni znazoriiuje Ctverec XYZT. Pak trojuhelnik MNX je
pravouhly s pfeponou MN; bod X tedy nutné lezi na Thale-
tové kruznici nad pramérem MN.

Odtud plyne konstrukce:

1. Sestrojime kruznici k& = (O; r = 1b) nad stranou MN

jako prumérem.
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Obr. 128

2. Existuje-li spolecny bod kruZnice % a strany 4B, nazveme
ho X (na obr. 128 jsou to dva rizné body X, X").

3. Kolem pruaseciku S dhlopficek daného ctverce opiSeme
kruznici m = (8; r = d(SX)).

4. Na kruznici m lezi dalsi vrcholy Y, Z, T hledaného
Ctverce tak, ze AX ~ BY ~ CZ ~ DT.

Protoze vsak jde o polohovou tlohu, musime uvazovat i pfi-
padny druhy prusecik £ s AB, tj. na obr. 128 bod X', ktery
vede k druhému tfeseni tdlohy, ¢tverci X'Y'Z'T'.

Zkouska. Nejprve musime dokéazat, Ze napf. bod Y lezi
na pfimce XN atd. Ozna¢me thly pravouhlého trojuhelnika
MXN tak, Ze

I XMN = o, SXNM = f
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a plati
o+ f = 90° ¢))

Pro trojihelniky MAX a NBY plati: BY >~ AX (podle
konstrukce), BN =~ AM, <{NBY =~ JLMAX (ze zadani ulohy),
proto jsou shodné podle véty sus a je NY =~ MX.

Trojihelniky MXN a NYP jsou shodné podle véty sss,
nebot d(NP) = d(MN) = b, NY =~ MX (podle predeslé uva-
hy) a YP ~ XN, protoze plati A YCP ~ AXBN podle sus.
Je tedy SIPNY =~ <INMX = o a plati vzhledem k (1):
<LXNM + <CMNP + <IPNY = f8 + 90° 4« = 180°;  (2)

proto polopfimky NX a NY tvoii pfimy thel, tj. body X, N,
Y lezi v pfimce.

Z dokézané shodnosti pravouhlych trojihelnikd
AMXN ~ ANYP ~ APZQ = NOTM
vyplyva dale:
a) LTXY = SLXYZ = LYZT = < ZTX = 90°
b) XN 4+ NY = YP + PZ =Z7Q + OT = TM + MX,
takZe Ctyfthelnik XY ZT je vskutku &tverec.
Pozndmka. Cel4 zkouska prob&hne jednoduseji, otocime-li
cely ttvar okolo bodu S o pravy thel (napi. tak, Ze bod 4

pfejde v bod B, bod M v N atd.). Je to mozné, nebot ze zad4ni

320



vyplyva SA =~ SB, SM ~ SN atd. Pak tsecka AB piejde
v tsecku BC, pravothly trojihelnik MXN piejde ve shodny
trojihelnik NYP; tim dokdZeme pfedpoklady pro platnost
vztahu (2).

Diskuse. Pocet feSeni zdvisi na vzdjemné poloze ptimky
AB a kruznice k. Vzdalenost v jejiho stiedu O od AB je
v = §(a — b), jeji polomér je r = 3b. Podle véty o vzijemné
poloze pfimky a kruZnice dospéjeme k tomuto vysledku:

a) Je-li v << r neboli a — b < b, tj.
b<<a<2b,

dostaneme dveé raznd feSeni XYZT, X' Y'Z'T’; tato feSeni jsou
soumérné sdruZend podle stiednich pfi¢ek danych &tverct
a muZeme k nim dospét dvéma oto¢enimi v navzijem opaénych
smyslech (jedno z nich je popsano v poznimce).

b) Je-li v = r neboli

a = 2b,

m4é uloha jediné feSeni XYZT, kde X je stied tiseCky AB.

¢) Je-li v > r neboli

a > 2b,

nema4 tloha feSeni.
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76. V roving je déna tiseCka AM a uvnitf této tiseCky bod V.

Sestrojte rovnoramenny trojuhelnik ABC se zakladnou AB
tak, aby usecka AM byla jeho vyskou a bod V' praseCikem
vysek. Stanovte podminku reSitelnosti.

Narysujte, je-li d(AM) = 82 mm, d(4AV) = 52 mm.

Obr. 129

Reseni. V textu ulohy je vlastné dna vyika AM hledaného
trojihelnika a pfedepsana poloha pruseciku 7 jeho vy$ek. Toto
zadani vas muze svést primo k vlastni konstrukci: Podle vasich
znalosti je zfejmé, Ze pfimka vedend bodem M kolmo k pfimce
AM bude obsahovat stranu BC hledaného trojihelnika. Tim
vSak vase konstrukce skon¢i, nebot asi nevite, jak vyuZit bod V'
pro dal$i konstrukci. Provedete-li vSak fadné rozbor tlohy,
uvidite, Ze sestaveni konstrukce neni obtiZné.
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Pfi rozboru vyjdeme opét z predpokladu, Ze na obr. 129
je narysovan hledany trojihelnik ABC. Paty jeho vySek vede-
nych po fadé body 4, B, C ozna¢me M, N, P. Piimka CP =
= p = v, prochazi bodem V a je osou soumérnosti tohoto
trojihelnika, takze je VA4 ~ VB. ProtoZe jde o tlohu poloho-
vou, potfebujeme sestrojit dva »neznidmé« vrcholy B, C. Pro
né hleddme mnoZiny moZnych bodd. Oba body leZi na pfimce
m prochazejici bodem M a kolmé k piimce AM. Pro bod C
nemame » dohledu« Zidnou jednoduchou mnoZinu bodi;
o bodu B v8ak vime, ze VA ~ VB. Proto bod B naleZi kruznici
k= (V; d(VA)). V pravothlém trojuhelniku VAMB (kde
<XVMB = 90° - pokud ovSem existuje) znime tedy preponu
VB a odvésnu VM. Odtud konstrukce.

1. Sestrojime bodem M pfimku m | AM.

2. Okolo bodu V opiSeme kruznici & polomérem d(VA).

3. Kazdy z prusecikia &k a m (existuji-li) vede k jednomu
vrcholu B hledaného trojihelnika.

4. Bod C je prisecikem pfimky m a osy p tisecky AB.

Provedeme zkous' u t ho, Ze ka’’v sestrojeny trojihelnik
je feSenim tlohy. Pod'. ~nsirukce je A | m = BC. Protoze
pomocny trojihelnik "B (existuje-li) e »oc'lc konstrukce
rovnoramenny, je osa p useCky L jenc osou soumérnosti
a zaroveil 1 osou zékladny trojuhelnika ABC; protoje CV | AB
a bod V je prisecikem vysek.

Podminku feSitelnosti zjistime takto: Popsanou konstrukci
ziskdme feSeni pravé tehdy, protne-li kruZnice k pi{mku #z,
tj. kdyz VB ~ VA > VM. Pak dostaneme dva rtzné bLody
B a B’ soumérné sdruzené podle pfimky AM. V pravou™/'?m
trojuhelniku AMB je thel ABM ostry, thel VPB je pravy,
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a proto se pfimky m a p podle Euklidova axiému protnou;
bod C tedy vidy existuje. Uloha m4 tedy pro VA > VM - coz
je nd$ pfipad - vidy dvé feSeni soumérné sdruZena podle
pfimky AM.

Poznadmka. Tato dvé feseni splynou (nehledime-li na popis),
jestlize pfimka AM je osou tsecky BC. Pak trojuhelnik je
rovnostranny; to nastane pravé tehdy, je-li d(AV) = 2.d(VM);
ze zad4ni nasi ulohy to viak neplyne.

Konstrukce je provedena na obr. 130 v poméru 1 : 2.

Obr. 130
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77. Je déana délka s stfedni pticky*) a délka v vysky licho-
béznika ABCD, jehoz uhlopfi¢ky jsou na sebe kolmé. Prise-
¢iky thlopficek se stfedni pfi¢kou lichobéZnika ABCD déli
tuto pricku na tfi shodné tsecky.

Sestrojte lichobéznik ABCD.

PV

Obr. 131

Reseni (obr. 131). Rozbor. Predpoklidejme, Ze¢ ABCD je
hledany lichobéZnik. Rovnobézka vedend bodem C s thlopfic-
kou BD protne polopfimku AB v bodé E. Trojihelnik AEC
je pravouhly, zndme jeho vysku a vime, Ze d(AE) je 2s. Stfedni

1
pricka trojihelnika DCB mé délku 35 jetedyd(DC) =d(BE) =

*) Stfedni pfi¢ka lichobéZnika je uselka uréend stiedy jeho ramen.
Je rovnobéZné se zdkladnami. Jeji délka s je rovna aritmetickému pra-
a-+c

méru délek obou zékladen, tj. s = 5
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2
=3* Protoze EC || BD, je <CACE = 90°. V pravouhlém

trojuhelniku ACE znime tedy délku 2s piepony AE a délku
pfislusné vysky 2.

Konstrukce

1. Nejprve sestrojime pravouhly trojihelnik ACE s pre-
ponou AE délky 2s a pfislusnou vyskou v. [Pouzijeme Thale-
tovu vétu: Nad primérem AE opiSeme pilkruZnici (jejiZz polo-
mér je s) a najdeme jeji pruseéik C s pfimkou sestrojenou
v téZe poloroviné rovnobézné s AE ve vzdalenosti v.]

2. Na prepon¢ AE sestrojime bod B tak, aby platilo: d(A4B) :

4 2
:d(BE) =2 :1 (vime totiz, Ze d(AB) = 35 d(BE) = ?S)'

3. Trojihelnik ABC doplnime na hledany lichobéZnik
ABCD tak, ze CD =~ BE.

Zkouska. Z toho, 7e d(AE) = 25, CD =~ BEa AE = AB +
-+ BE, je zfejmé, Ze stfedni pficka sestrojeného lichobéZnika
ABCD mé danou délku s. Protoze <t ACE = 90° a CE || DB,
jsou thlopficky AC a DB navzajem kolmé.

Oznaéme pismeny (viz obr. 131) M, N, O, P a Q pruseciky
pfimky obsahujici stfedni pficku lichobéznika ABCD postupné
s ptimkami AD, AC, BD, BC a CE. Potom v rovnobézniku
BECD plati

1
d(OP) = d(PQ) = 7 s. (1)

1
V trojuhelniku AEC mé stiedni pticka NQ délku > d(AE) =s.

326



Vzhledem k uspofddani bodd M, N, O, P a Q vyplyvé
zd(NQ) =saz(l),zei

1
d(NO) = 7 s.

Potom také

d(MN)= d(MP) — d(NP) = s — ; s = —;—s.

Stiedni prficku MP rozdéluji tedy uhlopricky AC a BD na
tfi shodné tsecky.

Diskuse. MoZnost provedeni celé konstrukce zavisi jen na
existenci bodu C. V pfipadé¢ v > s bod C neexistuje, takze
tloha nema feSeni.

V pfipadé » =s bod C existuje (jeden nebo dva), takze
tiloha ma feSeni (jedno nebo dve).

Jedinou podminkou fesitelnosti je tedy splnéni nerovnosti
9 <.

78. Sestrojte pravouhly trojihelnik ABC s pieponou AB,
je-li dana délka jeho téZnice 7, a velikost thlu w, ktery svira
téZnice ¢ s osou thlu ACB. Pro které » ma tloha feSeni?

Regeni. Rozbor (obr. 132). Oznaéme S stfed prepony AB.
Podle Thaletovy véty je d(SA) = d(SC) = d(SB) = t,. Troj-
thelniky 4SC a BSC jsou tedy rovnoramenné, a proto

JACS = XCAS = o,
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%BCS = < SBC = .

Je-li w tihel, ktery svira téznice 7. s osou Ghlu <CACB = 90°,
potom

=45+ o, f =45° — o, ¢))

nebo
o =45° — w, f =45° -+ . (2)
Z poslednich vztaht vyplyva konstrukce. Jde o konstrukci

trojihelnika podle véty wsu: d(AB) = 2.t a uhly «, f jsou
uréeny vztahy (1), popf. (2).

B
.%L\D\ g
A

\

AN

(%]
ﬁ’*b

Obr. 132

328



Zkouska. Ze vztahi (1), popt. (2), je zfejmé, Ze sestrojeny
trojihelnik ABC je pravouhly. ProtoZe délka jeho prepony je
2t¢, ma téZnice k pfeponé predepsanou délku.

Diskuse. Aby tloha méla feSeni, musi byt dhly o, § dané
vztahy (1), popt. (2), ostré, tj.

0°= o << 45°.

Je-li & = 0°, mé dloha jediné FeSeni a sestrojeny trojuihelnik
ABC je rovnoramenny. Je-li 0° << w < 45°, m4 uloha dvé
feSeni.

Pro w = 45° nema 1loha feSeni.

79. V trojihelniku ABC jsou téZnice 7, a 7, na sebe kolmé.
Dale je dédna délka ¢ téZnice 7, a polomér r opsané kruZnice.
Sestrojte tento trojuhelnik a provedte diskusi feSitelnosti.

1
3

Obr. 133
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ReSeni. Rozbor (obr. 133). Vime, Ze d(CS) = t, kde S je
stfed strany AB, a e <CATB = 90°. KruZnice opsana troj-
uhelniku ABC m4 stied O a polomér r. Z pravothlého troj-

1
thelnika ATB vyplyvé d(ST) = d(SA) = d(SB) = 5 t. Proto

d(AB) = 2.d(ST) = % ‘.

/A

z
\ \ﬁ/B |

Z toho vyplyva konstrukce (obr. 134):
2
1. Sestrojime tsecku 4B délky 3 t a jeji stied S.

2. V jedné z polorovin vytatych piimkou AB sestrojime
bod O tak, aby platilo d(O4) = d(OB) =r.
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3. Sestrojime kruznice ¢ = (S, t) a k = (O, ).
4. Prusecik kruznic ¢, £ ozna¢me C.
5. Sestrojime trojuhelnik ABC.

Zkouska. Je jasné, Ze kruznice opsana sestrojenému troj-

thelniku ABC ma polomér r. OznaCme pismenem 7 téZisté

1
trojihelnika ABC; potom d(ST) = 3t Protoze podle kon-

2
strukce je d(4AB) = 3 t,plati S4 ~ SB ~ ST.Proto lezi bod T

na Thaletové kruZnici s pramérem AB, takie <CATB = 90°.
TéZnice v primkach AT, BT jsou tedy navzajem kolmé.

Diskuse. Bod 2 z konstrukce je moZno provést jen tehdy, je-li

1
3k (1)

v

r

Prisecik C kruznic ¢ = (S, t) a & = (0O, r) podle bodu 4
existuje tehdy a jen tehdy, plati-li

[r—t|=d(SO)=r+1.

1 \2
Dosadime-li d(SO) = l/r2 — (? t) do nerovnosti | » —
— t] = d(S0), dostaneme po umocnéni
12

r2—2rl+t2§r2-—3
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a po dalsi upravé

r=--1r )]

o w

Vztahy (1) a (2) plati sou¢asné pravé tehdy, je-li

\%
W

r

_51‘.

Protoze prusecik C kruZnic ¢ a %k nikdy nemutZe leZet na
pfimce AB, je mozno provést 5. bod konstrukee.

Podminkou feSitelnosti je tedy

5
9

N|ﬁ
v

Snadno zjistime, Ze tloha mé dvé feSeni soumérnd podle
5
primky o; pouze v pripadé, Ze r = 9 t, je jedinym feSenim
rovnoramenny trojihelnik s hlavnim vrcholem C.

80. Je dan trojuhelnik ABC se stranami délek d(4AB) =
=9cm,d(BC) = 5cm, d(CA) = 8 cm. Sestrojte kruZnici & ve-
psanou tomuto trojihelniku a na ni najdéte vSechny body X
této vlastnosti: piimka p rovnobéZznid s AC a prochazejici
bodem X protina strany AB, BC v takovych bodech Y a Z,
ze X je stied tsecky YZ.
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Obr. 135

Reseni. Rozbor. Kruznice £ vepsand trojihelniku ABC
pfedstavuje jednu mnoZinu moZnych bodd X. Druhou mno-
zinu moZnych bodu X tvoii stiedy useCek YZ popsanych
v textu ulohy; nazveme ji M. Nejdfive najdéte tuto mnoZinu.
Na obr. 135 je trojihelnik ABC danych rozmért. Je ziejmé,
Ze bod M jako stied strany AC patii do mnoziny M. Nabizi
se domnénka, Ze i dalsi body tsecky MB (tj. téznice p) patii
do mnoZiny M, nikoliv v§ak bod B. Vedme libovolnym bodem
X mezi body M, B rovnobézku s AC; pismeny Y, Z ozna¢me
jeji praseciky se stranami 4B, BC.

Provedeme tzv. nepiimy dikaz toho, Ze XY =~ XZ.

a) Pfedpoklddime, Ze XY << XZ, tzn.,Ze pro délky téchto
useCek plati x1 << x2 (viz obr. 135). Vzdalenosti bodu B od
pfimek AC, YZ oznalime v, 9’5 vzdalenost pfimek AC, YZ
je tedy v — o',

O obsazich trojihelnikd XYB, XZB vzhledem k.x1 << x3
plati
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Sxve < Sxza. €))

Z obdobného diavodu pro obsahy lichobéiniki AMXY
a CMXZ dostavame

Samxy < Scmxz 2

Sectenim nerovnosti (1) a (2) dostaneme, Ze obsah trojihel-
nika AMB je mensi neZ obsah trojihelnika CMB, tj.

Same < Scms. (a)

b) JestliZze piedpokladame, Ze x1 > x2, dostaneme obdobnym
postupem

Sams > Scus. (b)
Oba vysledky (a) a (b) jsou vSak ziejmé ve sporu s tim, Ze

11

Sams = Scup = > -2—6.71.

Pro vztah mezi Cisly x1, x2 musi tedy platit jedind zbyva'ici
moznost X1 = Xg, COZ znamena, Ze bod X je stfed~m tisecky Y.7.

Z4vér. Body mnoziny M jsou vechny body téZnice MB

vyjma bodu B. Z uvahy téZ vyplyva, Ze Zadny jiny bod roviny
nemuze mit poZadovanou vlastnost.
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Obr. 136

Tento vysledek vyuZijeme v konstrukei (obr. 136).

1. Sestrojime trojihelnik ABC.

2. Trojuhelniku ABC vepiSeme kruZnici k.

3. Urcime téznici BM.

4. Kruznice k protne téZnici BM ve dvou riznych bodech

X, X, které jsou zfejmé reSenim dlohy.

Dokéazeme to: Jak z dvahy v rozboru vyplyva, jediné body
téZznice BM (mimo bod B) mohou mit poZadovanou vlastnost.
Té’nice BM lezi ve vnittku uhlu ABC, nebot bod M lezi
mezi body A4, C. Poloptimky B4, BC se kruZnice k dotykaji,
a proto polopfimka BM protne kruZnici £ ve dvou raznych
bodech. Tyto body X1, X» vzhledem ke konstrukci jsou body
vnitfku trojithelnika ABC. Uloha m4 tedy dvé rtizna feseni.

81. Je dan lichobéznik ABCD se zékladnami AB, CD.

a) Urcete takovy bod X dhlopiicky AC, aby pfimka p
rovnobézna s AB vedend bodem X protala ramena AD, BC
po fadé v bodech Y, Z, pro néz plati XY = XZ.
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b) Vyjadfete délku usetky XY pomoci a = d(4B), ¢ =
= d(CD).

Reseni. Rozbor. a) Bod X na obr. 137 m4 pozadovanou
vlastnost, tj. usetky XY a XZ na pitimce p || AB jsou shodné.
Obménime-li i vahu z rozboru v tloze & 80, patii bod Z
(mimo to, Ze leZi na strané BC) strané trojthelnika AZY,
v némz tseCka AX je téZnici. Proto tsetka AC je t&Znici troj-
thelnika ADE, kde pro bod E plati: E = D, d(CD) = d(CE) =
= ¢, E lezi na ptimce DC (obr. 137). Z toho vyplyva i jedno-
duché konstrukce.

1. Sestrojime lichobéZnik ABCD a na ptimce DC bod E tak,

jak je popsano v rozboru.

2. Prusecik polopfimky AE se stranou BC je bod Z poZado-

vany textem ulohy.

3. Konstrukei pfimky p || AB bodem Z dostaneme bod Y

a hledany bod X.

[ c E

D c /L
./ 7
Y/ X/ V u
.‘/'

Obr. 137
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Dikaz vlastnosti bodu X je patrny z rozboru. Uloha ma
popsané feSeni jako jediné, nebot body B a C lezi v opacnych
polorovinich vytatych piimkou AE; spolecny bod tsecky BC

a"polopiimky AE je proto jediny.
b) Ze vztahu AZCE ~ ANZBA plyne (obr. 137)

d(EZ) ¢
dA4z2) " a
a déle podle (1)
d(AE) d(AZ) + d(EZ) ¢ a+tc
dAz)~  d@dzy 1 taT 74 -

Ze vztahu NAXZ ~ /\ACE plyne

d(Xz) d(AZ)

d(CE) ~ d(4E)"

Podle (2) je

a tedy

ac
dXY)=d(XZ) = PP

coZ je hledané vyjadfeni.

€Y

@
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\'—m

P A

Obr. 138

82. Pravouhly trojihelnik ABC ma odvésny délek d(AB) =
=4 cm, d(BC) = 3 cm. Opiste mu c¢tverec APQR tak, aby
vrcholy B, C lezely po fadé na stranich PQ, OR.

a) Popiste konstrukci.

b) Vypoctéte délku usecky AP.

ReSeni. Uloha bude vyfeSena (obr. 138), sestrojime-li né-
ktery z boda P, O, R. Konstrukce zbyvajicich dvou vrchola
hledaného ¢tverce uz bude snadna. Cast b) dané tilohy pozaduje
vypocet délky usecky AP, kterou oznacime a.

Pravotihlé trojuhelniky ABP a BCQ jsou podobné, nebot

<{ABP -+ <.CBQ = 90°, (1)
takze
<XABP = < BCQ. 2

Koeficient podobnosti trojuhelnikd ABP a BCQ (v tomto
poradi) je
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d(AB) 4

d(BC) 3°
Odtud jiz plyne, Ze

d(AP) 4

dBQ) 3°

1.
3 3
d(BQ) = 7 d(AP) = 2%
Protoze PQ ~ AP, je
1
d(BP) = a — d(BQ) = i 3

Z pravouhlého trojuhelnika ABP podle Pythagorovy véty
dostavame

(d(AP))* +- (d(BP))* = (d(4B))?

tj. podle (3)

1
a® + 1—6(12 = 16,

339



tj.

a2 = —

17°
Odtud jiz plyne feSeni Casti b):

16 cm  16.)17cm  16.4,13 cm
dAP) =a=—"—=—== = = 3,88 cm.
17 17 17
4)

Z vysledku (4) vyplyva jeden ze zpusobu feSeni Casti a)
dané tlohy. Bod P sestrojime na Thaletové pulkruznici nad pri-
mérem AB (v poloroviné opacné k poloroviné s hrani¢ni pfim-

16 —
kou AB,v niz lezi bod C) tak,aby bylo d(4P) = 7 /17 cm
(viz (4)).

U 4 14
Obr. 139

Jiny zpusob nalezeni bodu P se zaklada na konstrukci thlu
BAP. Z rovnosti (3) totiz plyne

d(BP) 1

d(AP) ~ 4"
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Sestrojime pomocny pravouhly trojihelnik UVW (obr. 139)
s odvé€snami o délkich d(UV) =4 cm a d(UW) = 1 cm. Pak
sestrojime bod T (obr. 138) tak, aby platilo

<LBAT = <WVU.

Bod P se sestroji jako pata kolmice z bodu B k pfimce AT.
(Poznamenejme jesté, Ze trojihelnik UVW je uZiteCny i pro
konstrukci, kterd se zaklad4 na rovnosti (4), nebot d(VIW) =
= /17 cm.)

Zname-li bod P, pak jiZ snadno sestrojime dalsi dva vrcholy
hledaného ¢tverce. Na polopfimce PB najdeme bod Q tak, aby
bylo d(PQ) = a. Na polopiimce QC sestrojime bod R, pro ktery
plati d(OR) = a.

Na zavér musime je$t€ provést zkousku, tj. dokazat, Ze
Ctytuhelnik APQR je hledany Ctverec. Z konstrukce vyplyva,
Ze uhel APB je pravy a ze d(PQ) = d(QR) = a. Je tieba do-
kazat, Ze také thel POR je pravy, Ze bod B leZi na strané PQ
a bod C lezi na strané QR.

Bod B lezi uvnitt tsecky PQ, nebot podle konstrukce bodu P
je d(PB) < a = d(PQ). Trojuhelniky ABP a BCQ jsou

s s
odobné podle véty — u— . Z rovnosti (1) plyne rovnost (2) a
p p YU

z konstrukce bodu P vyplyva rovnost (3), takZe

d(AB)
~ d(BC)

d(AP) d(AP) a
d(BQ) ~ d(PQ)—d(BP) 1

a—za

4
3
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Uhel PQC je tedy pravy a &tyfdhelnik APQR je  verec.
Z konstrukce déle plyne, Ze bod C skutené lezi na str aé ¢ R.
Je totiz

d(BC)

3
d(QC) = d(PB). gy = dPB). 1<

Poznamka. Pii feSeni tlohy lze také zalit konstrukci bo-
du Q a vyuZit pro ni podminky <{B0C = 90" a <{BQA = 45°.
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