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VI. MnozZiny vSech bodl dané vlastnosti

50. Je dana polokruznice % se stfedem S a prumérem AB.
Oznacme x vzdalenost libovolného bodu X polokruznice & od
primky AB. Na polopiimce SX sestrojte bod Y tak, aby platilo
SY = x. VySetite mnoZinu vSech bodua Y.

Obr. 82

ReSeni (obr. 82). Nejprve provedeme odhad hledané mno-
ziny. Oznac¢me k = (S; r = 1) danou polokruznici s primérem
AB a dale bod C této polokruznice, ktery ma sobé rovné vzda-
lenosti od bodu A4, B, takze SC | AB. Polomér r jsme zvolili
rovny jednotkové dsecce; je totiZ ziejmé, Ze velikost poloméru
nema vliv na zpusob a vysledek feSeni.

Zvolime nékolik poloh bodu X a sestrojime pfislu$né body Y.
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Pri volbé riznych poloh bodu X postupujeme systematicky.
Zvolime napf. nejdfive bod X = Cj; pak je Y = X = C. Pak
volime postupné body X na oblouku blize bodu 4 a snadno
uhodneme, Ze je-li X = A4, je Y = S. Proto body C a § patii
urcité do hledané mnoziny. Konstrukci dalsich nékolika bodu Y,
které odpovidaji bodim X # A4, X # C, snadno dospéjeme
k domnénce, ze body Y padnou na kruznici m sestrojenou
nad useckou SC jako pramérem.

Nyni nejprve dokazeme, Ze kazdy bod Y lezi na kruZnici m.

1. O bodech Y odpovidajicich bodim X =4, X =B
a X = C to zfejm¢ plati.

2. Necht bod X polokruZnice % je rizny od bodu 4, B, C.
Potom vznikne pravouhly trojihelnik SXZ, kde Z je pata
kolmice vedené bodem X k pfimce 4B, takze XZ || SC. Troj-
thelniky SXZ, CSY jsou potom shodné podle véty sus, protoze
se shoduji ve stranich d(SX) = d(CS) = 1,d(XZ) = d(SY) =
= x a v thlech <tS§XZ = <.CSY (dhly stfidavé mezi rovno-
bézkami XZ, SC). Je tedy <tSYC = <t XZS = 90°, a proto
bod Y lezi na Thaletové kruznici m sestrojené nad useckou
SC jako prumérem.

DokéZeme jesté obracené, Zze kazdy bod Y kruZnice m ma
vlastnost poZadovanou textem ulohy, tj. Ze plati d(YS) = x
a Y lezi na polopfimce SX:

Necht tedy bod Y lezi na kruznici m (miiZzeme predpokladat,
ze Y je rizny od bodd S, C, pro néZ jsou podminky tlohy
samozfejmé splnény). Oznatme X pruasecik polopfimky SY
s polokruznici £ a Z patu kolmice vedené bodem X k primce
AB. Potom trojuhelniky SCY a XSZ jsou shodné podle véty
usu, protoze d(SC)=d(XS)=1, <xCSY = <(SXZ (uhly
stfidavé mezi rovnobézkami SC, XZ),90° = <X CYS = < SZX,
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a tedy i LSCY = < XSZ. Je tedy d(YS)=d(XZ) = x;
body Y, X lezi zfejmé na téZe polopfimce s politkem S.

Zavér. Hledana mnoZzina vSech bodu Y je kruZnice m sestro-
jena nad tseckou SC jako prumérem, kde C je spole¢ny bod
polokruznice % a osy tsecky AB.

Poznamka. Vsimnéte si pozorné dvojiho kroku v dikazu

a promyslete si, pro¢ jsou oba kroky nutné.

V prvnim kroku jsme vlastné dokazali, Ze body Y nemohou
leZet nékde jinde neZ v odhadnuté mnoZiné, nebot thly CYS
jsou pravé. Mame tedy zaruéeno, Ze nas odhad je dost Siroky
a hledana mnozina je jeho Casti.

Druhy krok ndm povi, zda na$ odhad nebyl pfili§ Siroky
a zda skutecné kazdy bod kruznice m miZe byt povazovan
za bod Y.

51. Je dana usecka AB = 7 cm. Pfedstavte si, Ze sestrojite
vSechny mozné rovnobézniky ABCD, pro néz je d(AD) = 4 cm.
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Vysetite mnoZzinu vsech

a) vrcholi C;

b) stfedu S vSech rovnobézniki ABCD.

ReSeni. a) Na obr. 83 je narysovin jeden z rovnobéznikd
s pevnou stranou 4B a stranou 4D délky 4 cm. MozZné vrcholy
D opisuji kruznici k = (A, d(AD) = 4 cm) a obdobn¢ vrcholy
C kruznici k = (B; 4 cm). Odpovidajici si vrcholy D, C, resp.
D;, C apod., lezi na pfimce rovnobéZné s AB. Pruseciky U, V
kruznice k£ a X, Y kruZnice &' s pifimkou 4B nemohou byt
vrcholy uvaZovanych rovnobéznikt, nebot by se v tom pripadé
redukovaly na dsecku.

Zvolime-1i na kruZnici &’ libovolny bod C; # X, C1 # Y,
je d(C1B) = 4 cm a na kruzZnici & najdeme pfisluSny bod D
tak, ze ABC1D; je uvaZovany rovnobéznik.

Zavér. Hledanou mnozinou vSech bodu C je tedy kruZnice
k' = (B; 4 cm) bez bodu X, Y, kterd vznikne z kruZnice &
posunutim.

b) Oznacme pismenem S stfed jednoho uvazovaného rovno-
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béznika ABCD (obr. 84) a pismenem O stied usecky AB. Pak

vrw

usecka OS je stiedni ptickou v trojihelniku ABD a plati

1
0S || AD, d(0S) = - d(4D).

Protoze bod O je pevny a 3d(AD) = 2 cm je pevné Cislo, lezi
body S na kruznici ky = (O; 2 cm); tim jsme provedli odhad
hledané mnozZiny a zaroveii prvni ¢ast dikazu.

Aby kruZnice k¢ byla hledanou mnoZinou vSech boda S,
musime jesté dokézat, Ze kazdy jeji bod je stfedem rovnobéz-
nika danych vlastnosti. Ziejmé priseciky M, N kruznice k&g
s pifimkou AB do hledané mnoZiny boda nepatii, nebot stfed
rovnobéznika nemuZe leZet na pfimce obsahujici jeho stranu.

Zvolme nyni bod S’ na ky riizny od bodu M, N a provedme
konstrukci bodi C, D tak, aby vznikl rovnobéZnik poZado-
vanych vlastnosti. Na prodlouZeni tsecky AS” za bod S’
naneseme usecku 4S’; dostaneme tak bod C’. Obdobngé sestro-
jime bod D’ na pfimce BS'. ProtoZe thlopficky AC" a BD’
se puli, je ctyfdhelnik ABC’'D’ rovnobéznik. Protoze uisecka
délky d(OS") = 2 cm je stfedni pfickou v trojuhelniku ABD’,
je d(AD") = 2.d(0OS’) = 4 cm, jak vyZaduje text dulohy
(d(AB) = 7 cm bylo pouZito pfi konstrukci).

Zavér. Kruznice ko = (O3 2 cm) a% na body M, N je tedy
mnozinou stiedd S vSech rovnobéZnikit ABCD danych textem
tulohy.

52. Je dana polokruznice o priméru 4B a stiedu S. Na
polokruZnici zvolme bod C rizny od bodd A, B a sestrojme

v ném k polokruZnici te¢nu z. Bodem B vedme kolmici p
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k piimce ¢ a bodem § kolmici ¢ k pfimce BC. Oznacme X
prusecik pfimek p, g.

Vysetite mnozinu vSech bodd X, jestlize bod C probiha
danou polokruZnici.

Le

Obr. 85

Reseni (viz oznaCeni z obr. 85). Oznaéme p polorovinu
(s hranici AB), v které lezi dand polokruZnice k. Provedeme
odhad hledané mnoZziny. Pfi konstrukci bodu X se pokusime
najit vzajemné vztahy, které se pfi volbé rdznych bodi C
neméni. Tim vlastné provadime prvni krok dukazu.

Zvolme tedy bod C a hledejme k nému bod X. Podle textu
ulohy je p | t,q | BC; paty téchto kolmic ozna¢me po fadé
P, O. O stredu S polokruznice & plati

d(§4) = d(SB) = d(SC) = r. ¢))
Oznaéme o, f uhly pfi vrcholech A4, B pravothlého trojuhel-
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nika ABC (bod C lezi totiz na Thaletové kruznici opsané nad
tseCkou AB jako prumérem). Proto o uhlech vyznalenych
v obr. 85 plati

«+ f =90°
(ostré uhly v pravouhlém trojihelniku ABC),
b=p

(trojuhelnik SBC podle (1) je rovnoramenny se zakladnou BC),
o1+ f1 = 90% tj. ou =« (je SC | 1),

a1 + fo = 90%tj. fo = f

(soucet velikosti ostrych whla v trojuhelniku BCP, kde <(P =
= 90°). Pfimka BC tedy puli uhel <t SBX, pfi¢emz je BC | g¢;
je tedy BSX rovnoramenny trojihelnik s rameny BS, BX
a vzhledem k (1) plati » = d(BS) = d(BX). Je tedy <tSBX
duty a bod X padne dovnitf poloroviny ¢ na polokruznici ,
ktera ma stfed B a pramér SM. Tim jsme nejen provedli
odhad hledané mnoziny, ale i dokazali, ze kazdy bod X,
sestrojeny podle textu ulohy, padne na polokruZnici m (jeji
krajni body k ni nepatfi).

Poznamka. Trojuhelniky SBC, BSX maji kolmé ziakladny
BC, SX, které se navzajem puli, proto je SBXC rovnostranny
rovnobéznik (Ctverec nebo kosoctverec) a polokruznice &, m
vzniknou jedna z druhé posunutim o délku SB ve sméru SB
(nebo opacném). .

Obracené, je-li X bod uvnitf oblouku SM (polokruznice m),
sestrojime rovnostranny rovnobéznik SBXC; je SC = SB,tj.
bod C padne dovniti oblouku AB (polokruZnice k), a najde-
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me-li k bodu C pfislusné piimky p, ¢, je jejich prusecikem
zvoleny bod X.

Z4avér. Mnozinou vsech bodi X jsou body polokruznice
m = (B; 1d(AB)) lezici v poloroviné p, a to bez obou jejich
krajnich bodua S, M.

53. V roviné je dédna tseCka AM. Urlete mnozinu stiedd
ramen AC vsech rovnoramennych trojuhelnikd 4ABC se zi-
kladnou 4B, v nichZ je tsecka AM téznici.

c

Obr. 86
Reseni. a) Budiz T t&zi8té trojhelniki ABC, tj. T je bod

tuseCky AM, pro ktery plati AT = 2TM. Oznaéme N stied
ramena AC (obr. 86); pak BN je téZnice trojuhelnika ABC.
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Ponévadz trojuhelnik ABC je rovnoramenny, je AM = BN,
atedy TM = TN.Bod N leZi tedy na kruZnici & se sttedem T
a polomérem TM.

b) Nyni je$té musime zjistit, zda ke kazdému bodu kruznice &
existuje rovnoramenny trojuhelnik pozadovanych vlastnosti.

Oznacme M’ stied usecky AT (ktery je také bodem kruZnice
k). Zvolme libovolny bod N kruznice k, ruzny od M, M’
Dokazeme, Ze existuje rovnoramenny trojihelnik ABC se za-
kladnou AB a téznicemi AM, BN. Na polopfimce opacné
k poloprimce T'N sestrojime bod B tak, aby platilo TB = 2TN.
Dale sestrojime bod C soumérné sdruzeny s bodem B podle
bodu M. Ponévadz N # M, M’,lezi bod B mimo pfimku AM,
body B, C jsou oddéleny ptimkou AM, a tudiz body 4, B, C
nelezi v pfimce a jsou vrcholy trojihelnika ABC.

Protoze AM je téZnice trojuhelnika ABC (nebot BM = CM)
a protoze AT = 2TM, je T t&zist¢ trojuhelnika ABC. Protoze
T je t&ziSté trojuhelnika ABC, lezi jeho téZnice z vrcholu B
v pfimce BT, a protoze BT = 2TN, je N stfedem strany AC.
Protoze téznice AM, BN trojihelnika ABC maji stejnou délku,
je trojuhelnik ABC rovnoramenny se ziakladnou AB.

Z4vér. Hledan4 mnoZina bodt je kruZnice & bez bodt M, M.

Poznamka 1. Kdyby platilo N = M nebo N = M’, lezely
by sestrojené body 4, B, C v pfimce.

Poznamka 2. Trojtuhelnik 4BC je rovnostranny, pravé kdyz
<L MTN = 120°.

54. Do ostrothlého trojuhelnika ABC je vepsian obdélnik
MNPO tak, 7e vrcholy M, N lezi na strané AB, vrchol P
na stran¢ BC a vrchol O na strané CA.

Vysetite mnoZinu stied vSech obdélniki MNPO.
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Obr. 87

Reseni. Sestrojime jeden obdélnik MNPO splitujici pod-
minky tlohy a jeho stfed S (obr. 87). Bod S jako stfed obdélnika
MNPO je stiedem jeho stiedni pficky HG, kde H je stfed
strany OP a G stred strany MN. Ziejmé HG | AB.

Bod H je stied pricky OP trojuhelnika ABC, ktera je rovno-
béZna se stranou AB, a proto bod H lezi na téZnici ¢, = EC
trojuhelnika ABC. Obricené snadno zjistime, Ze kazdy vnitfni
bod H’ téznice EC = 1. je stiedem strany O'P’ jistého obdélni-
ka M'N'P'O’ spliwjiciho podminky tlohy. Dochazime tedy
k jiné formulaci ulohy:

Urcete mnoZinu stiedi S vSech tuseCek HG, kde bod H
probiha vnitfek tsecky EC = 1, G lezi na AB a HG | AB.
Lze tedy zfejmé vyslovit zavér tdlohy takto:

Zavér. Mnozinou viech stfedi S je tedy vnitfek usecky
EF, kde F je stfed vysSky v, z bodu C na stranu AB, coz plati
1v pripadé, Ze ¢ splyva s ve, tj. je-li AC =~ BC.
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55. Je dan ctverec ABCD, jehoz strana ma délku a; K je
stfted strany AD, L je bod polopfimky BA, pro ktery plati

3
d(BL) =54 Ozna¢me o takovou pfimku prochazejici bo-

dem D, ze tsetka XY soumérné sdruzend s KL podle osy o
lezi cela ve ctverci ABCD.

Jaky utvar vyplni vSechny takto vytvorené usecky XY?
Narysujte obrazek a vy$rafujte tento tutvar.

\ \kf ka
D' M c

Obr. 88

ReSeni. Danou situaci znizoriiuje obr. 88. Protoze body
K, X jsou soumérné sdruzeny podle osy o, ktera prochazi
vrcholem D, plati

DK ~ DX.
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Bod X leZi tedy na kruZnici ki se stfedem D a polomérem

a
d(DK) = 2 ovSem jenom na tom oblouku kruZnice %, ktery

lezi na ¢tverci ABCD (je to ¢tvrtkruznice KM).
Protoze body L, Y jsou soumérné sdruzeny podle osy o,
ktera prochazi vrcholem D, je

DL = DY.
Bod Y lezi tedy na kruznici ks se stfedem D a polomérem
a —
d(DL) = 2 |/5, jak snadno vypoéteme podle Pythagorovy véty

z trojuhelnika ADL. KruZnice ko prochazi stiedem G strany
BC; bod Y lezi oviem jen na tom oblouku kruznice ko, ktery
lezi ve Ctverci ABCD. Tento oblouk je omezen stiedy E, G
stran AB, BC.

Budiz Y libovolny bod oblouku EG; dokdzeme, Ze vznikne
jako soumérné sdruzeny bod s bodem L podle vhodné osy o
prochazejici bodem D. Tuto osu o sestrojime jako osu usecky
LY ; urcime prisecik Z ptimek o, KL a dale prisecik X pfimky
YZ s obloukem KM kruznice k. Usedka XY je soumérné
sdruzend s KL podle osy o. Je-li ¥ = G, je X = F.

Zavér. Proménna useCka XY vyplni vySrafovanou d&ést
mezikruzi (ki, k2) omezenou obloukem EG kruZnice k2, ob-
loukem KF kruZnice %; a tseCkami KE, FG.

56. Je dan obdélnik ABCD, v némz je AB > CD. Sestrojte
mnozinu stfedd vSech kruznic, které lezi v obdélniku ABCD
a dotykaji se dvou jeho sousednich stran nebo dvou jeho pro-
téjsich stran.
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Obr. 89

ReSeni (viz obr. 89). Oznaéme a velikost strany AB a b
velikost strany BC.

a) Hledejme mnoZinu AM; stfedt vSech kruznic, které se
dotykaji stran AD a BC a lezi uvnitf obdélnika ABCD. Kazda
kruznice, jeZ se dotyka zaroven primek AD a BC, ma polomér
%a a jeji stfed lezi na ose o stran AB a CD.Kazda takova
kruZnice tedy vytina na piimce o; tétivu délky a. Avsak a > b,
a proto Mj je prazdna mnoZina.

b) Hledejme mnoZinu M, stfedt vSech kruZnic, které se
dotykaji stran AB a CD a lezi uvniti obdélnika 4ABCD. Kazda

kruznice, kterd se dotyka pfimek AB a CD, mé polomér Py b

a jeji stfed lezi na ose o9 stran AD a BC.
Ozna¢me U vnitini bod obdélnika ABCD, ktery leZi na ptim-

1
ce 02 a jehoZz vzdalenost od AD je rovna > b. Obdobné V je bod,

ktery leZi uvnitf obdélnika ABCD na pfimce o a jehoz vzdale-
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1
nost od BC je Eb' Ziejmé kazdy bod tsecky UV je stfedem

1
kruznice o poloméru o b, ktera se dotyka stran AB a CD alezi

v obdélniku ABCD. Body pfimky oo lezici vné dsecky UV
uZz tuto vlastnost nemaji, nebot kazdi kruZnice se stfedem

1
v takovém bodu a majici polomér > b obsahuje asponi jeden bod

lezici vné rovnobézkového pasu pfimek AD a BC. MnoZinou
Mo je tedy usecka UV

¢) Hledejme mnozinu M3 stfedd vSech kruznic, které lezi
v obdélniku ABCD a dotykaji se jeho stran 4B a AD. Velikost
thlu UAB je 45°, a proto stfed kazdé kruznice, ktera se dotyka
strany AB a strany AD, lezi v polopfimce AU. Ziejmé 4 ¢ Ms
aUe M3.

Necht S je libovolny bod lezici mezi A a U. Protoze AS <

1
< AU, je vzdalenost bodu § od strany AB mensi nez P b,

takze kruznice o stfedu S, ktera se dotykd AB a AD, lezi v da-
ném obdélniku, tj. S e Ms.

Necht S’ je libovolny bod leZici na prodlouzeni usecky AU
za bod U. Pak A4S’ > AU, a proto vzdalenost bodu S’ od pfim-

1
ky AB je vétsi nez Eba vzdalenost od pfimky CD mensi nez

Eb, takZe kruZnice se stfedem §’, jeZ se dotyka piimek AB a

AD, nelezi v daném obdélniku, tj. S’ ¢ Ms.
Mnozina M3 je tedy mnoZinou vSech bodu tusecky AU
s vyjimkou bodu 4.
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Zavér. Hledand mnoZina bodl je sjednoceni dsecky UV
a usecek AU, DU, BV a CV s vyjimkou boda 4, B, C, D.

57. Je dan ctverec, jehoZ strana ma délku 6 cm. Bod M ma
od obou sousednich stran ¢tverce vzdalenosti 15 mm a 20 mm.

Sestrojte lomenou ¢aru prochazejici bodem M, kterd tvoii
mnoZinu stfedd vech usefek XY navzdjem rovnobéznych,
jejichZ krajni body leZi na stranich daného ¢tverce. Vypodtéte
jeji délku.

D Y 8 -y c
N\ \
NN AN
NN \
AN 4
NN NN N
Bho NN NN \
\ \\\ \X”
\O\E \f
\\ \ \\
N NN
A AR NN\
. NN N
\ AN N\
k: ANERN AN
A M, X, XD x B
Obr. 90
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ReSeni. Sestrojime ¢étverec ABCD o strané délky 6 cm.
Necht bod M mé vzdalenost 20 mm od strany 4B a 15 mm
od strany AD (obr. 90).

Bod M sim musi byt stiedem jedné takové udsecky XY,
o nichZ mluvi text tdlohy, a proto bod M musi byt vnitinim
bodem c¢tverce ABCD.

Nejprve budeme fesit dil¢i dlohu.

Na obvodu ¢tverce ABCD sestrojte body Xy, Y tak, aby
bod M byl stfedem tusecky X Y.

Jsou-1i Xo, Yy takové body, potom

a) neleZi na téze strané ¢tverce ABCD, nebot bod M je vnitfnim
bodem c¢tverce ABCD;

b) neleZi na rovnobéZnych stranich ¢étverce ABCD, nebot
bod M neleZi ani na jedné ze stiednich pficek ctverce ABCD;

¢) neleZi na stranich AB a BC, BC a CD, nebot M je vnéjsim
bodem trojihelnika ABC a trojihelnika BCD.

Zbyvaji tedy dvé moznosti: Xo a Yo lezi po fadé na stranich
AB a AD nebo AD a DC.

UvaZujme piipad, Ze Xj je bodem strany AB a Y| je bodem
strany AD. Ozna¢me M; patu kolmice spusténé z bodu M na AB
a M, patu kolmice spusténé z bodu M na AD. Potom ziejmé
X je bodem tseCky M1B a Y je bodem usecky M2D. Plati

AM XM = ANMaMY,, Y

nebot oba trojihelniky jsou pravouhlé, LM XoM = LM2M Y
a XoM =~ MY,. Tudiz plati

d(MyXo) = 15mm, d(M;Y) = 20 mm. )
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Vzhledem k tomu, Ze strana Ctverce ABCD ma délku 6 cm,
body Xo, Y spliiujici podminky (2) lezi uvnitf tseéek MB
a MsD, tj. na obvodu ¢étverce ABCD.

Jsou-li Xy a Yy body leZici po fadé na useckach MiB, MaD,
pficemz spliiuji podminky (2), pak plati (1), a tudiz M je stie-
dem ﬁseéky Xo Yo.

UvaZujeme-li moznost, Ze Xp, Y, leZi po fadé na stranach
AD, DC, potom stejnou tivahou, jakou jsme pravé uzili pro stra-
ny AB a AD, zjistime, Ze takové body Xy a Yy na obvodu
¢tverce ABCD neexistuji.

ReSenim dil&i Glohy méme uréen smér tsedek XY.

Vedme rovnobézky s useckou Xy Y, vrcholy D a B. Oznacme
body D; a B; podle obrazku. Necht E je stfed usecky DD; a F
je stfed tiseCky BB;. Hledana lomena ¢ara je AEFC, nebot

1. AE je téZnice trojihelnika 4AD;D, kter je mnoZinou stie-
di vSech tsecek XV || DiD, jejichZ krajni body leZi na
strané¢ AD; a na strané AD (dokaZe se z podobnosti troj-
uhelnika AD1D a trojihelnika AXY);

2. EF je stfedni pricka rovnobéZnika DiBB;D, a je tedy
mnozinou stfedd vsech dseek XY || DD;, jejichZ krajni
body lezi na strandch D1B a DBjy;

3. FC je ténice trojihelnika BCBi, a je tedy mnoZinou
stfedi vSech useCek XY || BB, jejichZ krajni body lezi
na stranach BC a B,;C.

Zbyva urcit délku lomené ¢ary AEFC. Bod F leZi na stfedni
piiéce ¢tverce ABCD, a proto FC =~ FB. Ctytthelnik D,BFE
je rovnobéznik, tj. FC ~ FB =~ ED;. Trojuhelnik AD1D je
pravouhly, E je stfed jeho piepony, a proto DE = AE. Z pied-
chozich uvah plyne, Ze
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d(AE) + d(FC) = d(DDy).

Délku tsecky DD; ur¢ime pomoci podobnosti trojihelnika
MlXoM a AD]D. Plati

d(DA
d(DDl) = d(MXo) . R;'I—A’f)ls =3, d(MXo)

Uzijeme-li pro trojuhelnik M;XoM Pythagorovu vétu, dostava-
me, ze dMX,) = 2,5 cm, tj.

d(DDy) = d(AE) + d(FC) = 7,5 cm.
Ctytthelnik Dy BFE je rovnob&znik, tj.
EF =~ D1B;
dale plati
d(D1\B) = d(AB) — d(AD»).

Z podobnosti trojuhelnikd M; XoM a AD,D plyne, Ze
6
d(ADy) = 1,5. 5 m = 4,5 cm,
tj.
d(EF) = 1,5 cm.
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Odpovéd. Délka lomené ¢ary AEFC je 7,5 cm + 1,5cm =
= 9cm.

58. Je dan Sestithelnik ABCDEF slozeny z obdélnika
ABGF o rozmérech d(AB) =12 cm, d(AF) =4 cm a z ob-
délnika CDEG o rozmérech d(CD) =4 cm, d(CG) = 2 cm
(viz obr. 91). Narysujte tento Sestitthelnik a zakreslete mnoZinu
stiedi vSech tusecek kolmych k BE, jejichZ krajni body lezi
na obvodu Sestitthelnika. MnoZina se skladd z osmi tsecek;

vypoctéte soucet jejich délek. ;

D 4 (%
5 4
P b, |2
F, g P e 1
5 A
212 4
\Agz
4
)\/ /\/ |
A ¢ 12 B
Obr. 91

Reseni. Na obr. 91 je narysovan dany Sestitihelnik. Vrcholy
C, E, D, A vedeme po fadé pfimky pi, p2, p3, pa kolmé k BE.
Cast hledané mnoziny M, ktera leZi v poloroviné 1B, je vyska
rovnoramenného pravouhlého trojihelnika BCC’ (C’ je prise-
¢ik p1, AB). Obdobné je tomu v poloroving psF, kde prislusna
¢ast mnoziny M je vySka rovnoramenného pravoihlého troj-
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thelnika AFA’ (A’ je prasetik ps, FG). V pasech (pips2) a
(psps) jsou prislusné Casti mnoziny M useCky; lezi v osich
soumérnosti dvojice rovnobézek AB, CD a AB, EF. Nej-
sloZit&j8i je situace v pasu (p2ps). Na obr. 92 je zakreslena
piimka p tohoto pasu kolma k pfimce BE. Cisly 1, 2, 3, 4 jsou
oznaleny jeji priseciky s obvodem Sestithelnika ABCDEF;
dvojicemi 12, 13, ..., 34 je oznaCeno $est stiedd dvojic vy-
branych ze ¢tyf boda 1, 2, 3, 4. Probiha-li pfimka p pés (p2ps),
dostaneme tsecky tlusté vytaZené na obr. 92. Na obr. 91 jsou
piipsény k jednotlivym tse¢kidm délky (bez pojmenovani cm).
Sjednocenim téchto tuseéek je vySetfovanid mnoZina.

A 1 B
Ps P/ Pz
Obr. 92

Odpovéd. Soucet délek tselek je 10 cm + 8.2 cm =
= 21,3 cm.
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59. Je déna tsecka AB a kruZnice m opsand kolem stfedu M
tsecky AB polomérem vétsim neZ je polovina délky usecky AB.
Necht S je stied kruZnice opsané trojahelniku ABC.

a) Vysetfte mnoZinu viech bodt S, kdyZz bod C probiha
kruZnici m.

b) Jakou mnoZinu dostaneme, kdyz polomér kruZnice m
bude rovny poloviné délky usecky AB?

Obr. 93

Reseni. a) Stfedy kruZnic, opsanych trojuhelnikiim ABC,
musi leZet na ose o tseCky AB, ktera je spoleCnou stranou
vSech uvazovanych trojihelnika (obr. 93).
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Je otazka, zda obracené kazdy bod piimky o patii hledané
mnozing, kterou nazveme G.Do G patii body Si, Ss, které
jsou stfedy kruZnic opsanych rovnoramennym trojiihelnikim
ABCy a ABC; (kde Ci, Cy jsou pruseciky pfimky o s kruznici
m).

Kazdy bod X vnittku usecky S1Cy (popt. S209) je stiedem
kruznice x = (X; d(4X)), kterd protne kruZnici m ve dvou
bodech (vzniknou tak dokonce dva uvaZované trojuhelniky).
Z trojihelnika AS$1X plyne AX > AS:. Protoze AS; = 5:C;
a §1C1 > XCy, je AX > XCi. Kruznice x tedy protind kruz-
nici m.

Proto bod X patii do G. Také kazdy bod Y prodlouZeni
useCky SiCi za bod Cp (popt. S2C: za bod Cy) patii do G,
nebot kruznice y = (Y, d(AY)) protne vZdy kruZnici m.

Naproti tomu bod M do G nepatii, nebot kruznice m a
(M; d(MA)) se neprotnou.

Je-li Z bod vnitiku usecky MS; (popf. MSs), pak z troj-
thelnika AZS; plyne AZ << AS:. Déle plati AS; =~ CS1 a
C181 << ZCy. Proto je AZ << ZCi, takze kruznice m a z =
= (Z, d(AZ)) se neprotnou. Bod Z tedy do G nepatii.

1
b) Je-li polomér kruZnice m roven Py d(AB),splyne kruznice m

s kruZznici opsanou kazdému trojihelniku ABC. Pak G obsahuje
jediny bod - stfed M kruZnice .

Zavér. V pripadé a) tvofi mnoZinu G body poloptimek
S81C1 a S$2C; (viz obr. 93). V pfipadé b) obsahuje mnozina G
jediny bod M (obr. 94).
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Obr. 94

60. Je dan trojuhelnik ABC. Vysetite mnoZzinu vSech bodt
X tohoto trojuhelnika, pro néZ plati

AX = BX = CX. (€))

Pomoci délek stran a velikosti dhla trojihelnika ABC vy-
jadfete podminky pro to, aby

a) mnozinou viech bodi X byl pétidhelnik;

b) mnoZinou viech bodit X byl Sestitthelnik;

c) mnozina viech bodi X obsahovala pravé jeden bod;

d) mnoZina v8ech bodti X byla prazdna.

ReSeni (obr. 95). MnoZinou viech bodd X, pro né% plati
napf. AX = BX, je polorovina 03B, kde 03 je osa usecky AB.
Obdobn¢ mnozinou viech bodi X, pro které plati BX = CX,
je polorovina 01C, kde 01 je osa tiseCky BC. ProtoZe se osy stran
trojihelnika ABC protinaji v jediném bodé O, tvofi mnoZinu
viech bodli X, spliiujicich podminku (1), duty thel w, ktery je
spolecnou casti polorovin 03B a 0;C. Hledanid mnoZina je tedy
prunikem trojtihelnika ABC a thlu .
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Obr. 95

Vime, Ze poloha vrcholu O, tj. stfedu opsané kruZnice, vzhle-
dem k primce BC zavisi na tom, zda thel BAC je tupy, pravy
nebo ostry. RozliSujeme proto tyto dva pfipady:

1. Uhel BAC je tupy. Pak O leZi v té poloroving o vytaté
pfimkou BC, kterd neobsahuje bod 4. ProtoZe i obé ramena
thlu w lezi v poloroviné é, leZi cely uhel o v poloroving o, takZe
hledanid mnozina neobsahuje Zddny bod.

2. Uhel BAC je pravy. Bod O pak lezi na strané BC, obé&
ramena jsou opét v poloroviné ¢. Bod O je proto jedinym bodem
hledané mnozZiny (obr. 96).

3. Uhel BAC = « je ostry. Pak bod O leZi v té poloroving
vytaté primkou BC, ktera obsahuje vrchol 4. Hledand mnoZina
pak obsahuje stfed S strany BC a dalsi body blizké k bodu S,
tedy alespoii dva rtzné body. Odtud jiz plyne, Ze pfipad d)
v uloze nastane, pravé kdyz o > 90°, a pfipad c) nastane, pravé
kdyZ « = 90°. Abychom nasli feSeni v pfipadech a) a b), v§im-
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néme si, kdy spolecné Cast libovolného trojihelnika a libovolné-
ho dutého whlu je pétithelnik a kdy Sestitthelnik. Protoze
strany této Casti, pokud je to mnohotihelnik, jsou ¢asti tii stran
trojihelnika a dvou ramen tuhlu, je téchto stran nejvyse pét.
Nikdy tedy nevznikne $estidhelnik. Pétitthelnik vznikne pravé
kdyZ jeden vrchol trojuihelnika lezi uvnitf dhlu, zbylé dva vné
thlu tak, Zze dsecka je spojujici protne obé ramena thlu.

o/ o,=
A % 2/5

., y
N3 :
~ i,
o . |0
W/ : ¢
/%
/‘ v
/ %A\
Obr. 96

Vratme se k pfipadu ostrého thlu BAC. ProtoZze w je spo-
lecna Cast polorovin 01C a 03B a protoze B neni v 01C, 4 neni
v 03B, nastane piipad a) pravé kdyz C je v 03B ¢ili a <b
(C je vidy v 01C) a strana AB protne obé ramena thlu o (obr.
97). Strana AB protne rameno obsaZené v o3, pravé kdyz O
leZi v té poloroviné vytaté pfimkou 4B, kterd neobsahuje bod C.
Pak viak uZ AB protne i druhé rameno. Nastane tedy pfipad
a), pravé kdyz thel y je tupy a kdyZ udhel « je mensi nez f,
nebot a << b (« je pak skutecné ostry).
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Obr. 97

Zavér. Podminky, kdy nastanou jednotlivé piipady, jsou:
a) y > 90°% a < f3;

b) nikdy;

c) a = 90°%

d) o > 90°.

61. V roviné je dana tsecka AB. VySetite mnoZinu vrcho-
It C viech trojihelniki ABC dané roviny, pro jejichZ vnitfni
thly (pfi obvyklém znaceni) plati

o= >y (1

ReSeni. Plati-li pro vnitini Ghly trojihelnika ABC ne-
rovnosti (1), pak pro jeho strany je

a = b a ziroveii b > c. 2)

Také obracené z nerovnosti (2) plynou nerovnosti (1).
P1i vySetfovani mnoZiny vrcholli C dochdzime k t&émto tfem
zavéram:
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(a) Mnozina vsech bodua C, pro néz plati
d(BC) =a = b =d(AC),

je uzaviend polorovina =, jejiz hranici (obr. 98) je osa o tseCky
AB a jez obsahuje bod A4.
(b) Mnozina vSech bodu C, pro které je

d(AC) = b > ¢ = d(AB),

je vnéjsi oblast kruZnice k se stfedem A a polomérem ¢ =
= d(AB).

(c) Bod C je vrcholem trojthelnika ABC, a proto bod C
nelezi na pfimce AB.
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Zaveér. Hledana mnoZina je tedy pranikem uzaviené polo-
roviny m a vnéjsi oblasti kruZnice 2 bez bodu pfimky AB.
Pruseciky M, N kruznice % a osy tsecky 4B k hledané mnoziné
ovSem nepatii.

62. Je dan pravouhly trojihelnik ABC s preponou AB.
Ke kazdému bodu D kruZnice opsané trojihelniku ABC
(D # A, D # B) sestrojime bod E soumérné sdruZeny s bo-
dem C podle pfimky AB a bod F soumérné sdruZeny s bo-
dem C podle piimky AD.

Vysetite mnozinu a) vSech bodd Ej; b) vsech bodi F.

Obr. 99
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Reseni. a) Trojihelnik 4BC je pevné dan (obr. 99), a proto
bod soumérné sdruzeny s bodem C podle pfimky 4B je pravé
jeden. MnoZina vSech bodi E je jednoprvkova.

b) Ozna¢me M hledanou mnozinu vSech bodt F. Bod F je
soumérné sdruzen s bodem C podle osy 4D, a proto AF =~ AC,
kde AC je pevna usecka. Proto kazdy bod F lezi na kruZnici
% = (4, r =d(AC)). Plati tedy M < .

Dale musime zjistit, zda kazdy bod kruZnice x naleZi do hleda-
né mnoziny M. Zvolme na kruZnici x libovolny bod F. Nejdiive
budeme hledat osu o dvojice bodt C a F. Je vhodné rozlisit dva
pripady:

«) Necht F # C. Body F a C le#i na kruZnici #, a proto osa o
této dvojice bodli prochdzi bodem A. Bod F bude naleZet
mnoziné M, pravé kdyZ pfimka o bude mit s kruZnici & spolecny
bod D, rizny od bodu 4 a od bodu B. Je tomu tak, pravé kdyz
pfimka o neni ani pfimkou AB, ani te¢nou ¢ kruZnice & v bo-
dé A. Tedy Fe M, pravé kdyz F #+ E a F + G, kde bod G
je soumérné sdruzeny s bodem C podle pfimky ¢.

f) Necht F = C. Pak je bod F soumérné¢ sdruZeny s bo-
dem C podle kazdé piimky, kterd prochézi bodem C, tedy také
podle ptimky AC. V tomto piipadé je tedy D = C a uvaZovany
bod F (tj. C) nalezi do mnoZiny M.

Zavér. Hledanou mnozZinou vSech bodt F je mnoZina

M= \ {E G}
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63. Je dan pravothelnik ABCD. Najdéte mnozinu vsech
takovych bodd X pravothelnika ABCD, kde pro obsahy troj-
thelnika plati

ANABX = ABCX < NADX.

D C
////
Xoer T > __ i
//TK\\\ AN
| ~
/AV” \\\\
A K B
Obr. 100

Reseni. Oznaéme M; mnoZinu viech bodit X pravotihelniku
ABCD, pro néz je NABX = ABCX a M, mnozZinu vech
bodi X daného pravothelniku, pro které plati ABCX <<
< ANADX. Potom hledand mnozZina je prunik

M1 N Mz. (1)
Zatnéme hleddnim mnoziny M;. Necht bod X e M; (viz

obr. 100). Pak bod X neleZi ani na 4B, ani na BC. Ozna¢me
2a, Up Vzdélenosti bodu X od pfimek AB, BC. Potom

1 1
— d(AB) . v = d(BC) . v, @)
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tj.

v d(BC)
v  d(AB) o

Ozna¢me K patu vysky z bodu X na pfimku AB. Pak z rovnosti
(3) plyne

d(KX) d(AD)
d(KB) ~— d(4B)’ S

tj. pravotihlé trojihelniky ABD a KBX jsou podobné. Uhly
LABD a <LKBX jsou tedy shodné. Body D a X lezi v téZe
poloroviné urcené piimkou AB, takZe bod X lezi na polo-
pfimce BD.

Obracené se snadno dokaZe, Ze pro kazdy bod X, jenZ lezi
na thlopfic¢ce BD, pfi¢emz X # B, plati (4), tj. podle (3) a (2)
obsahy trojuhelniki ABX a BCX se sobé rovnaji.

Zjistili jsme tedy, Ze mnozinou Mj je dhlopficka BD bez bo-
du B.

Mnozina M; se najde snadno (obr. 101). V pravotihelniku
ABCD je AD =~ BC, a proto nerovnost

ABCX < ANADX
plati, prévé kdyZz vzdalenost bodu X od piimky BC je mensi
(av8ak nenulovd) neZ vzdalenost bodu X od piimky AD.
Tyto dvé podminky spliiuje bod X, pravé kdyZz neleZi na piimce

BC a zaroveii lezi uvniti poloroviny oB, kde pfimka o je osou
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rovnobézkového pasu uréeného ptimkami 4D a BC. Ozname
L, M prisediky osy o a ptimek AB a CD. Potom mnozina Ms
je sjednocenim vnitiku pravouhelniku LBCM a vnitfka tsecek
BL a CM.

Nyni uZ miZeme urlit hledanou mnozZinu, tj. pranik (1).
Je jim vnitfek tseCky BN, kde N je prusecik uhlopiicek pravo-
thelniku ABCD.

Zavér. Hledanou mnozinu vSech boda X tvoii body tsecky
BN bez bodu B, N.

Obr. 101
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