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V. Nerovnosti v geometrii

44. Je dan trojihelnik ABC. Ozname S stied strany AB.
Dokazte, Ze

CS < % (AC + BC). 1)

Obr. 75

ReSeni. Na prodlouZeni tisecky CS (obr. 75) za bod S
sestrojime bod C’ tak, aby platilo

C'S = CS.
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Pak oviem plati
CC’'=2.CSaBC” = AC. 2

Bod S neleZi na pfimce BC, takZe body C, C’ a B neleZi na
téZe pfimce a plati pro né trojihelnikova nerovnost

CC" < BC’ + BC,
tj. podle (2)
2.C§ < AC + BC,
odkud jiz plyne dokazovani nerovnost (1).
45. V rovin¢ daného vypuklého ¢tyithelniku ABCD najdéte

viechny body, jejichZ soucet vzdalenosti od vrcholt A4, B, C,
D je nejmensi.

Obr. 76
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ResSeni. Zvolme libovolny bod X v roviné daného &tyfihel-
niku ABCD a hledejme (obr. 76), v kterém piipadé je nejmensi
soucet

AX + BX + CX + DX.
Pro body 4, C, X podle trojihelnikové nerovnosti plati
AX + CX = ACG, (1)
pfi¢emZ rovnost nastdvi, pravé kdyz bod X je bodem usecky
AC. Obdobné podle trojihelnikové nerovnosti pro body B,
D, X plyne

BX + DX = BD, @)

kde rovnost plati, pravé kdyZ je bod X bodem tusecky BD.
Z nerovnosti (1) a (2) dostavame

AX 4+ BX 4 CX 4 DX = AC + BD,

pfi¢emZ rovnost plati, pravé kdyZ je bod X ziroveii bodem
tseCky AC a usecky BD. Tyto dvé dsecky maji jediny spoleény
bod - svij prusecik V. Tento bod V je tedy bodem, jehoZ
soucet vzdalenosti od bodu A4, B, C, D je nejmensi.

Uloha mé jediné feSeni; je jim pruseik thloptidek Ctyf-
thelniku ABCD.

46. Je dan rovnobéZnik ABCD. Potom pro kazdy bod X
roviny rovnobézniku plati
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AX < BX + CX + DX. (1)
Dokazte.

Obr. 77

ReSeni. Pro kazdy bod X roviny rovnob&zniku ABCD
(obr. 77) podle trojihelnikové nerovnosti plati

AX < AD + DX. o)

Porovnanim s nerovnosti (1), kterou mame dokazat, vidime, Ze
na misté¢ useCky AD potiebujeme mit soucet BX + CX. Pro
tento soucet podle trojihelnikové nerovnosti pro body B, C,
X plati

BC < BX + CX, 3)
pricemz
AD = BC, 4)
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coZ plyne z toho, ze ctyfihelnik ABCD je rovnobéznik. Tak
dostdvame nerovnost

AD = BX + CX, (5)
z niZ a z nerovnosti (2) plyne -
AX =< BX + CX + DX. (6)

Nyni zbyva jesté roziesit problém, zda v (6) muZe nastat
rovnost. Ta by platila, pravé kdyZz by platila rovnost soucasné
v (2)a(5),1j. v (2)a(3), tedy pravé kdyz by bod X leZel zaroveii
na polopfimce opacné k polopfimce DA a na usecce BC. To
viak neni mozné, nebot ptimky AD a BC jsou riizné rovnobéz-
ky. Tedy pro kazdy bod X roviny rovnobéznika ABCD plati
nerovnost (1).

Obr. 78

47. Je dan vypukly ctyfuhelnik ABCD. Ozname M a N
po fadé stiedy stran 4D a BC.
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DokaZte nasledujici tvrzeni: Jestlize
1
MN = Py (AB + CD), (1)

pak stied S thlopticky AC le?i uvnitf usetky MN a AB || CD.
ReSeni. Usetky MS a SN jsou po fadé stfednimi pfi¢kami
(obr. 78) trojtihelniki ACD a ABC. Tedy

MS||CD, SN|| 4B, (2)
MS ! N ! AB
=3 CD, SN = 5 ,

takze

1
MS + SN = - (4B + CD).

Z predpokladu (1) tedy plyne
MS + SN = MN. (3)
Podle trojihelnikové nerovnosti pro body M, N S plati
MS + SN = MN,
pfiemz rovnost nastava, pravé kdyz bod S je vnitinim bodem
tseCky MN. Tedy z rovnosti (3) vyplyva, Ze bod S je vnitfnim

bodem tseCky MN. Pak podle (2) je
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MN || ABa MN || CD,
tj.
AB|| CD.

48. Jsou diny dva ruzné body P a Q. Sestrojte ctverec K,
ktery obsahuje body P a Q a ma nejmensi moZny obsah.

Obr. 79
ReSeni. Nejprve dokézeme, Ze pro kazdy ¢étverec ABCD
plati: Jsou-li X a Y dva jeho body, pak
XY < 4G, )]
pfiCemZ rovnost nastiva, pravé kdyz X a Y jsou prot&jsi
vrcholy ¢tverce ABCD.

Oznac¢me S stied ¢tverce ABCD a u délku jeho uhlopficky

253



(obr. 79). VSechny body ¢tverce ABCD nélezi kruhu o stfedu

u
S a poloméru 5 Je tedy

dSK)< <, dSY)= . @)

Podle trojihelnikové nerovnosti pro body S, X, Y plati
SX + SY = XY, (3)

odkud jiz vzhledem k nerovnosti (2) plyne nerovnost (1).
Rovnost v nerovnosti (1) nastane, pravé kdyZz plati rovnost
v obou nerovnostech (2) a v nerovnosti (3), tj. pravé kdyZz
bod S je vnitfnim bodem tsecky XY a body X, Y jsou vrcholy
¢tverce ABCD, tj. pravé kdyz X a Y jsou prot&jsi vrcholy
¢tverce ABCD.

Hledany ctverec K ma obsahovat dané body P, Q a mit
pfitom nejmensi moZny obsah. Musi tedy mit nejmensi moZnou
stranu, a tedy nejmensi moznou dhlopfi¢ku. Body P a Q jsou
rizné, a proto nejmen$i mozna délka vthlopficky ctverce K je
podle (1) rovna d(PQ). Body P, O jsou tedy protéj§imi vrcholy
¢tverce K. Odtud jiz plyne (obr. 80) konstrukce Ctverce K.

49. Pro kazdy trojuhelnik ABC se stiedem S vepsané kruz-
nice plati: Jestlize

<LCAB > <ABC > {BCA, (1)
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pak
AS < BS < CS. (2)

Dokazte. Plati i véta obriceni k této vété?

\o Q¢

Py

Obr. 80
Reseni. Z piedpokladu

XBCA < < ABC 3)

plyne, Ze
1 1
5 LBCA < 5 <LABC. 4)

Bod S je vSak stiedem vepsané kruZnice trojuhelnika ABC,
takZe z nerovnosti (4) dostavame (obr. 81)

' X SCB < X SBC. (5)
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Podle zndmé véty o vztahu mezi thly a stranami trojihelnik:
pak z trojtihelnika BSC dostavame

BS < CS. (6,
Z pfedpokladu
<X ABC < <tCAB 7
dale obdobng plyne, Ze
SABS < L SA4B. | (8
V trojthelniku ABS je tedy
AS < BS. ©
Cc
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Nyni uZ sta¢i napsat nerovnosti (6) a (9) do jednoho zapisu
tvaru (2) a véta je dokdzana.

Zbyva jesté odpovédét na posledni otazku v textu ulohy.
Nejprve vSak musime zformulovat obracenou vétu. Ta zni:

Pro kazdy trojihelnik ABC se stiedem S vepsané kruznice
plati: Jestlize jsou splnény nerovnosti (2), pak plati nerovnosti
(1). K dikazu této obracené véty lze vyuzit dikaz puvodni
véty, staci ho Cist odzadu. Z nerovnosti (2) uZijeme nerovnost
(9), podle niz plati v trojuhelniku ABS nerovnost (8), z niz
plyne nerovnost (7). Déle z nerovnosti (2) vyuZijeme nerovnost
(6), z niz postupné vyplynou nerovnosti (5), (4) a (3).
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