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Kategorie C

Texty uloh

C-1-1

Z péti jednicek, péti dvojek, péti trojek, péti Ctyrek a péti pétek sestavte
pét navzajem riuznych pétimistnych Cisel tak, aby jejich soucet byl co
nejvetsi. (J. Simsa)

C—-1-2

Je dan trojuhelnik ABC s ostrymi vnitfnimi thly pfi vrcholech A a B.
Ozna¢me Q prisecik téznice AD s vyskou C P a E patu kolmice z bodu D
na stranu AB. Déle necht R je bod na polopifimce opa¢né k PC takovy,
ze |PR| = |CQ)|. Dokazte, ze pfimky AD a RE jsou riznobézné a Ze
jejich prusecik lezi na kolmici k pfimce AB prochazejici bodem B.

(J. Surcek)

cC-1-3

Predpoklddejme, ze kazda ze dvou bank A a B bude mit po nasledujici
dva roky stalou roéni irokovou miru. Kdybychom ulozili 5/6 nasich aspor
u banky A a zbytek u banky B, vzrostly by naSe Gspory po jednom roce
na 67000 K& a po dvou letech na 74 900 K¢é. Kdybychom v8ak ulozili 5/6
na8ich Gspor u banky B a zbytek u banky A, vzrostly by naSe tspory
po jednom roce na 71000 K¢&. Na jakou ¢astku by se v takovém pripadé
nade tspory zvysily po dvou letech? (J. Simsa)

C-1-4

Sestrojte lichob&znik ABCD s vyskou 3cm a shodnymi stranami BC,
CD a DA, pro ktery plati: Na zdkladné AB existuje takovy bod E, ze
use¢ka DE mé délku 5cm a déli lichobéZznik na dvé Casti se stejnymi
obsahy. (E. Kovac)
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C-1-5

K pfirozenému éislu m zapsanému stejnymi Cislicemi jsme pricetli Ctyi-
mistné prirozené ¢islo n. Ziskali jsme ¢tyrmistné ¢islo s opa¢nym poradim
islic, nez ma ¢islo n. Urcete vSechny takové dvojice ¢isel m a n.

(J. Zhouf)

C-1-6

V roviné je déna pfimka p a kruznice k. Sestrojte takovy trojihelnik
ABC, aby k byla kruznici jemu vepsanou, jeji stfed lezel ve ¢tvrtiné jeho
t&Znice na stranu AB a aby vrchol C lezel na pfimce p. Provedte diskusi
o poétu feSeni v zavislosti na vzajemné poloze pfimky p a kruznice k.

(P. Cernek)

C-S-1

Odtrhneme-li od libovolného alesponi dvojmistného prirozeného ¢isla ¢is-
lici na misté jednotek, dostaneme ¢islo o jednu ¢islici ,krat$i“. Najdéte
vSechna plvodni ¢isla, kterd se rovnaji absolutni hodnoté rozdilu druhé
mocniny ,krat$tho“ ¢éisla a druhé mocniny odtrzené Cislice. (J. Zhouf)

C-5-2

Na strané CD ¢&tverce ABCD je zvolen bod E tak, ze tthel DAE mé
velikost 30°. Bod P je patou kolmice vedené bodem B na pfimku AFE,
bod @ patou kolmice vedené bodem C na pfimku BP. Rozhodnéte, zda
je obsah lichobézniku PQCE mensi nez tfetina obsahu ¢tverce ABCD.

(L. Bocek)

C-S-3
Z péti jednicek, péti dvojek, péti trojek, péti étyrek a péti pétek sesta-
vime pét pétimistnych Cisel, kterd se ¢tou zepredu stejné jako zezadu

(napf. 32223), a pak tato ¢isla seéteme. Jakou nejmensi a jakou nejvetsi
hodnotu miiZze mit vysledny soucet? (J. Simsa)
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C-n-1

Najdéte nejmensi prirozené ¢islo n, pro které je soucin

2003 -2004-2005- ... - (2003 + n)

délitelny viemi dvojmistnymi prvocisly. (J. Simsa)
C-1-2

V rovineé je dana tisecka AP. Sestrojte pravidelny Sestithelnik ABCDEF

tak, aby bod P byl stfedem jeho strany DE. (J. Svréek)
cC-1-3

Kdyby Karel piij¢il jednomu zndmému p tisic K& s irokem p % a druhému
znamému q tisic K& s arokem ¢q %, kde p a ¢ jsou celd &isla, pfinesly by
obé pljcky Karlovi stejny zisk, jako kdyby jedné osobé pujcil celkovou
Castku s trokem (p + 2,4) %. Kdyby pijcil jednomu zndmému p tisic K&
s urokem 2p % a druhému zndmému q tisic K& s trokem 2q %, pfinesly
by mu tyto pijcky stejny zisk, jako kdyby jedné osobé pijcil celkovou
¢astku s arokem (p + 5,8) %. Urcete &islapa q.  (J. Simsa, J. Zhouf)

C-11-4

Urcete délku ramen rovnoramenného lichobézniku se zakladnami délek
10 a 12 tak, aby délky vSech jeho stran i Ghlopficek byly vyjadreny celymi
Cisly. (P. Cernek)
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Reseni tloh

C~1=1

Nejvétsi mozny soucet by vytvofila pétice Cisel 54321, 54321, 54 321,
54 321, 54321. Jelikoz maji byt ale ¢isla navzdjem riznd, pokusime se
zménit tuto pétici tak, aby se nenarusilo trojcisli 543, tj. aby zména
sou¢tu byla co nejmensi. Tak ale budou jeSté dvé z péti Cisel stejnd,
nebot z ¢islic 1, 2 je mozné sestavit pouze ¢tyfi rizna dvojcisli 11, 12,
21, 22. Zménime proto jedno trojéisli 543 na 542 tak, Zze zaménime Eislici 2
Cislici 3 na misté desitek. Stejné tak na misté jednotek nemize byt vSech
pét jednicek, protoze by posledni troj¢isli nejméné tii pétimistnych cisel
bylo 321. Vyménime proto ¢islici 1 z mista jednotek s ¢islici 2 z mista
stovek a to proto, aby zména souctu pétice Cisel byla co nejmensi. Po
téchto vyménach mohou byt posledni dvojcisli péti ¢isel tato: 31, 22, 21,
21, 11, nebo 31, 21, 21, 21, 12, nebo 32, 21, 21, 21, 11. SnaZime se nyni
rozmistit tato dvojéisli za trojcisli 543, 543, 543, 543, 542. Zjistime, Ze
vyhovuje pouze prvni pétice dvojcisli. Hledana pétice pétimistnych ¢éisel
s nejvétsim moznym souctem je 54 331, 54 322, 54 321, 54 311, 54 221.

C-1-2

Ze zadéani vime, ze |PR| = |CQ)|, proto je i |QR| = |CP| (obr.1). Useé-
ka DEFE je stfedni pfickou trojthelniku CPB, proto je |DE| = %|CP|‘

C
F
Q
Jalwa
A P E B
R
Obr. 1

Je tedy také |[DE| = $|QR)|. Protoze je DE || QR, nemiZou byt tsecky
RE a QD rovnobézné (jinak by byl REDQ rovnobéznik a platilo by
|DE| = |QR]). Proto se pfimky RE a QD protinaji v bodg, ktery je na
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obrazku oznacen jako F, a tsetka DE je stfedni pfic¢kou trojihelnikd
CPB a QRF, jejichz strany CP a QR lezi na stejné pfimce. Proto je
vzdalenost bodli F' a B od pfimky CR stejné, neboli pfimky CR a F'B
jsou rovnob&zné, a tudiz pfimka FB je (stejné jako pfimka CR) kolmé
k pfimce AB.

cC-1-3

Necht naSe vychozi tspory €ni z K& a necht roéni Grokovd mira u
banky A (banky B) je p% (q %), tj. vklad u banky A (banky B) vzroste
po jednom roce a-krat (b-krat), kde a = 1+ p/100 (b = 1+ ¢/100). Podle

zadani plati
5 1
(6 x) e (E z) b = 67000,

[(%z) .a,] a4 [(%x> .b] b= 74900,
<%z) .a+(g.x> -b = 71000,

ra xb
5.2~ 4+ = = 67000,
6 6

a po upraveé

za zb
Rakall 2 b="T49
5 6 a+6 b 00,

za )
— + 5. — = 171000.
6 + 6

Oznacime-li u = %wa av= %xb, prejdou prvni a tfeti rovnice v soustavu

5u + v = 67000,
u + 5v = 71000,

ze které vychazi u = 11000 a v = 12000. Protoze a = 6u/z a b = 6v/z,
Ize druhou rovnici soustavy zapsat jako

5 36u? 1 3602
neboli 2, 62
30“_;'_9_ = 74900,
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odkud pro u = 11000 a v = 12000 vychazi = 60000, tudiz

a_6u_66000_
z 60000
b_6v_72000_
x 60000 7

Hledané ¢astka je proto rovna

1
(6 z-a®+ % -x~b2> K& = (10000 - 1,12 4+ 50000 - 1,2%) K& =

= 84100 K¢.

cC-1-4

Rozbor: Oznagime-li |AB| = a, |CD| = c a vysku lichobé&zniku v (obr. 2),

Obr. 2

muZeme pro jeho obsah S psat

S=-(a+c).

N =

Obsah trojiahelniku AED je podle zadani roven

|AE]-v

1
==-.8=
2 2

(a+c)v,

N =

+
2
odkud plyne, ze |AE| = %(a + c) (tj. tsetka AE mé délku stejnou jako

stfedni pficka lichob&zniku ABCD). Protoze bod E lezi na tseéce AB,
plati

\EB| = |AB| - |AE| = a — %(a )= %(a o),
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takZe je a > c. Oznad¢ime-li B’ bod tsetky AB, pro ktery je |AB'| = ¢,
bude |B'B| = a — ¢, a protoZe hledany lichob&Znik ABCD je rovnora-
menny, je rovnoramenny i trojihelnik B’ BC, takze stied E tsecky B'B
je zéaroven patou vySky z vrcholu C' na zékladnu AB (obr.2). Pomoci
Pythagorovy véty vypoclteme, Ze

¢=+/|DE|? —v2 = /52 —32cm = 4cm.

Popis konstrukce:

ADEC; |DC|=4cm, |CE|=3cm, | XECD| = 90°
pip|CD, E€p;

k(D,4cm), I(C,4 cm);

A; A € pnk, Ghel ADC je tupy;

B; B € pnl, thel BCD je tupy.

Uloha mé jediné FeSeni.

Al ol S

C-1-5

Necht je &slo n = abcd = 1000a + 100b + 10c + d, kde a,b,c,d €
€ {0,1,...,9}, a # 0. Cislo m + n je &y¥mistné, proto je &islo m nejvyse
CtyImistné. Rozebereme jednotlivé pripady podle poétu éislic m:

1. Cislo m je jednomistné, tj. m =% = x, kde z € {1,2,...,9}. Podle
zadéni alohy je jednak

m +n = 1000a + 100b + 10c + d + z,

jednak
m +n = 1000d + 100c + 10b + a.

Odtud postupné dostaneme

1000a + 100b + 10c + d + = = 1000d + 100c + 10b + a,
z =999(d — a) + 90(c — b).

Prava strana posledni rovnosti je délitelnd deviti, proto mize byt
jediné z = 9. Po dosazeni této hodnoty do rovnosti a vykraceni deviti
vychézi

1=111(d — a) + 10(c — b),
10(b—¢) + 1 =111(d — a).

34



Z nerovnosti —9 < b—c < 9 plyne —89 < 10(b—c)+1 < 91. Mezi é&isly
—89 a 91 je jediny nésobek 111, a to &islo 0. Rovnost 10(b—¢) +1 =10
vSak neni splnéna. Z4dné jednomistné &islo m tedy neni feSenim dané
alohy.

2. Cislo m je dvojmistné, tj. m = 2z = 10z + ¢ = 1lz, kde = €
€ {1,2,...,9}. Analogicky jako v piedchozim pfipadé mizeme postupné
psat

1000a + 100b + 10c + d + 112 = 1 000d + 100c + 10b + a,
11z = 999(d — a) + 90(c — b).

Prava strana posledni rovnosti je délitelnd deviti, proto mize byt

jediné z = 9. Potom je
11 =111(d — a) + 10(c — b),
10(b—c) + 11 =111(d — a).

Zde je —79 < 10(b — ¢) + 11 £ 101, odkud plyne jedind moZnost
10(b—c) + 11 = 0, kterad vSak neplati pro zadné ¢&islice b, c. Zadné
dvojmistné ¢islo m tedy neni reSenim dané ulohy.

3. Cislo m je trojmistné, tj. m = Zzz = 100z + 10z + = = 111z, kde
z € {1,2,...,9}. Opét miZeme psét

1000a + 100b + 10c + d + 111z = 1000d + 100c + 10b + a,
111z = 999(d — a) + 90(c — b),
37z = 333(d — a) + 30(c — b).
Prava strana posledni rovnosti je délitelnéd tfemi a ¢islo 37 neni déli-

telné tfemi, proto musi byt x = 3, nebo x = 6, nebo z = 9.
Necht z = 3. Potom je

37 =111(d — a) + 10(c — b),

10(b — ¢) + 37 = 111(d — a).
Zde je —53 £ 10(b—¢) + 37 £ 127, odkud je bud 10(b —¢) + 37 =0,
nebo 10(b — ¢) + 37 = 111. Ani jedna z poslednich dvou rovnosti vSak

neni splnéna pro zadné Cislice b, c.
Necht z = 6. Potom je

74 = 111(d — a) + 10(c — b),
10(b —¢) + 74 = 111(d — a).
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Zde je —16 £ 10(b — c) + 74 < 164, odkud je bud 10(b —c¢) + 74 = 0,
nebo 10(b — ¢) + 74 = 111. Ani jedna z poslednich dvou rovnosti viak
neni splnéna pro zadné cislice b, c.

Necht z = 9. Potom je:

111 = 111(d — a) + 10(c — b),
10(b—¢) = 111(d — a — 1).

Zde je —90 £ 10(b — ¢) < 90, odkud je jeding 10(b—c) =0 a 111(d —
—a—1) =0, tj. jediné c—b =0ad-a = 1. ReSenim dané tlohy
jsou tedy disla n € {1 bb2,2 bb3, 3 bb4, 4 bb5, 5 bb6, 6 bb7, 7 bb8, 8 bb9} pro
be{0,1,...,9}, tj. celkem 80 &isel. Cislo m je rovno 999.

4. Cislo m je &ty¥mistné, tj. m = 77277 = 1111z, kde 7 € {1,2,...,9}.
Opét mizeme psat

1111z =999(d — a) + 90(c — b).
Opét mize byt jediné z = 9, coz dava rovnost
10(b—¢) + 1111 = 111(d — a).
Plati jednak 10(b—c)+1111 2 1111-90 = 1021, jednak 111(d—a) < 999.

Proto zadné ¢tyrmistné ¢islo m neni reSenim dané tlohy.
Zdver: Uloha mé 80 Fedeni, a to &isla m = 999 a

n € {1bb2,2bb3, 3 bb4,4 bb5, 5 bb6, 6 bb7, 7 bb8, 8 bb9 }
pro b€ {0,1,...,9}.

C-1-6

Rozbor: Predpokladejme, ze pozadovany trojuhelnik ABC' je sestrojen.
Stred kruznice vepsané libovolnému trojihelniku lezi na oséach jeho vniti-
nich Ghli. Podle zadéni lezi stfed kruznice k£ na téZnici t. trojihelniku
ABC, proto osa vnitiniho thlu pfi vrcholu C splyva s téznici t.. Troj-
thelnik ABC je tedy rovnoramenny se zakladnou AB (obr.3). Lezi-li
stfed S kruznice k s polomérem r ve Ctvrtiné téznice t., lezi tedy ve
vzdalenosti 7 od strany AB a ve vzdalenosti 3r od vrcholu C. (Bod S
nemuze mit od vrcholu C vzdélenost %r, nebot by bod C lezel ve vnitini
oblasti kruznice k, kterd je vSak trojuhelniku ABC vepsana, tudiz body
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A, B, C lezi v jeji vnéjsi oblasti.) Bod C je tedy prusecikem piimky p
a kruZnice [ se stfedem S a polomérem 3r.

Obr. 3

Popis konstrukce:
déno: k(S,r), p;
1(S,3r);
C;Cepnl;
X; X €~ CS, |XC|=4r;
z; 21 XC, X € z;
teény a, b z bodu C ke k (napf. pomoci Thaletovy kruZnice nad
primérem CS);
7. A, B;A€exnb, BEzxNa.
Diskuse pro pfipad, ze pofadi vrcholi A, B, C je proti sméru pohybu
hodinovych rucicek:
aloha ma dvé feSeni <= |Sp| < 3r,
aloha m4 jedno feSeni <= |Sp| = 3r,
iloha nem4 zadné fefeni <= |Sp| > 3r.

I e

C-S-1

Oznac¢me hledané &islo 10a + b, kde a, b jsou cel4 ¢isla,a 21,0 < b6 < 9.
Podle zadani mé platit

10a + b = |a® — b|.
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Piedpoklddejme nejprve, ze a = b. V tom piipadé jednoduchymi Gpra-
vami dostavame
10a + b = a* — b7,
a? —10a + 25 = b% + b + 25,
(a—5)* =% +b+25.
Do posledni rovnosti pak postupné dosazujeme b = 0,b =1, ..., b =
= 9 a zjistujeme, zda vyraz b2 + b + 25 je druhou mocninou néjakého
nezaporného celého ¢isla. Rovnici vyhovuji dvojice b = 0, a = 0; b = 0,
a=10;b=17,a=14.
V pfipadé, kdy a < b, obdobnymi tipravami dostaneme
10a + b = b% —a?,
a? +10a + 25 = b2 — b + 25,
(@a+5)>=b%-b+25
a podobné jako v prvnim pfipadé ziskame dvojice b =0,a = 0; b = 1,
a=0;b=8,a=4.
Zdvér: S ptrihlédnutim k podminkam zadani jsou feSenim tulohy tfi
Cisla 48, 100, 147.

C-S§-2

Ozna¢me a délku strany &tverce ABCD. Trojuhelniky AED, BAP
a CBQ jsou podobné podle véty uu, pfi¢emz trojihelniky BAP a CBQ
jsou dokonce shodné (obr.4). Trojthelnik AED je polovinou rovnostran-
ného trojihelniku o strané AE. Oznacime-li |[ED| = z, je |AE| = 2z.

D T E C
60°
OO
2
a a
P
Q
309
50° o 60°
A a B
Obr. 4
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V pravotuhlém trojthelniku AED plati
a=|AD| = /|AE[? — |[ED|? = /4a? — 22 = /3,

odkud z = @a. (Velikost z mtzeme také spocitat uzitim goniometric-
kého vzorce z : a = |ED| : |AD| = tg30° = ?)

Trojahelniky BAP a C'BQ jsou polovinami rovnostranného trojtihel-
niku o strané a. Rovnostranny trojihelnik o stran€ délky a ma vysku ﬁga
a jeho obsah je @az. Soucet obsahi trojihelniki AED, BAP a CBQ

|e tudlZ

2 34Ty 12 %
JelikoZ obsah &tverce ABCD je a?, je pomér obsahti lichob&zniku PQCE
a ¢tverce ABCD roven
a? — 15—2\/3_a2 _ 12— 5v/3
a? 12’

coz je Cislo mensi nez 0,29.
Zdvér: Obsah lichobéZniku PQC'E je mensi nez tfetina obsahu ¢tverce
ABCD.

Pro zajimavost uvedeme jesté€ jedno feSeni, ve kterém ukazeme, ze
zkoumany obsah lze odhadnout pomoci Gvah o vzajemné poloze vhod-
nych bodi (bez vypoctu délek a obsahu).

Jiné FeSeni. Protoze nas zajimaji jen poméry obsahti, mizeme pfed-
pokladat, ze ABCD je ¢tverec o strané 1. Ve stfedové soumérnosti podle
stfedu O é&tverce prejdou body E, P a @ v body, které oznacime G, R
a S (obr.5). Z pravothlého trojihelniku AED s thlem 60° pfi vrcholu E
plyne

1 1 1
DE|= -|AE| > -|AD| = =

takZe pro obsah rovnobézniku AGCE plati nerovnost
1
S(AGCE) < 3

Zaroven se zd4, ze shodné lichobézniky RCES a AGQP maji vétsi obsah
nez ¢tverec PQRS. Pokud tomu tak opravdu je, musi byt S(RCES) >
> 1S(AGCE), takie nutné plati

S(PQCE) = S(AGCE) — S(AGQP) = S(AGCE) — S(RCES) <
< %S(AGCE) < % - % . %
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D E C D EFE X C
7
/ /)
/
5 / S 7/ /7
/ 4 .
// o) R// / R
// ) // PQU
y Q e Q
/ /
// 2
A G B A X' G B
Obr.5 Obr. 6

Tim bude tloha vyfresena.

Strana SR ¢tverce PQRS je soucasné vyskou lichobéZniku RCES.
Proto bude nerovnost S(PQRS) < S(RCES) dokézana, kdyZz ovéii-
me, ze strana ctverce je kratsi nez stfedni pricka lichobézniku. Tou je
usecka X Z, kde Z oznacuje stied Gsecky SR, coZ je zaroven pata vySky
rovnostranného trojahelniku XY D (obr.6). Ozna¢me U priseéik Ghlo-
pricky AC daného ¢tverce s tiseCkou PQ. Timto bodem prochézi i pfimka
DY, kterd je soumérné sdruzend s pfimkou BP pravé podle osy AC, ne-
bot |XYDA| = |xABP| = 30°. To ovSem znamen4, ze bod Y, ktery
je pruseCikem DU a X Z, lezi vné ¢tverce PQRS! Proto je opravdu
1XZ| = |2Y| > |QRI.

Obsah lichobézniku PQCE je tudiZ mensi nez tfetina obsahu ¢tverce
ABCD. '

C-S-3

Oznacme a zapiSme v desitkové soustavé pét pétimistnych ¢isel, ktera se
Ctou zepredu stejné jako zezadu a jsou sestavena z danych Cislic:

arbicibiay =ay -10* + b1 -10% +¢; - 102 + by - 10 + a4,
agbycaboag = ag - 10* + by - 10% 4¢3 - 10% + by - 10 + ag,
asbscsbsas = as - 10* 4 by - 10® + ¢3 - 10% + b3 - 10 + a3,
a4bscsbsas = as - 10 + by - 103 + ¢4 - 102 + by - 10 + ay,
asbscsbsas = as - 10% 4 bs - 10% + ¢5 - 102 + b - 10 + as.

Mezi ¢islicemi ¢y, ¢o, 3, ¢4, C5 je pravé jedna jedniCka, pravé jedna
dvojka, pravé jedna trojka, pravé jedna ctyrka a pravé jedna pétka. Kdyby
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totiz na misté stovek uvazovanych péti ¢isel chybéla napft. jedni¢ka, mu-
sela by se na mistech ostatnich radi vyskytovat v lichém poétu (pétkrat),
coz vzhledem k symetrii uvazovanych ¢isel neni mozné.

Pro soucet S uvazovanych cisel tedy plati

S = aibicibiay + asbacoboas + azbscsbsas + agbscabsag + asbscsbsas =
(a1 + a2 + a3 +ag +as) - (10" +1) +
+ (b + by + b3 + by + bs) - (10> + 10) +
+(c1+cz+ez+cq+es) 102 =
=10001- (a; + az + ag + a4 +as) + 1010 (by + by + bz + by + bs) +
+100- (1+2+3+4+5) =
=10001- (a; +as +as +aq +as) +
+ 1010 (by + ba + b3 + by + bs) + 1 500.

S ohledem na ¢islice, jez mame k dispozici, bude soucet S nejmensi, jest-
lize bude

ai+ax+az+ags+as=14+14+2+2+3=09,
by +bo+b3+bs+bs=5+5+4+4+3=21.

Nejmensi mozny soucet mé tudiz hodnotu
Smin = 10001-9+41010-21+4 1500 =112719
a vznikne napf. jako soucet
Smin = 13131 + 14241 + 24 342 4 25452 + 35 553.
Podobné bude soucet S nejvétsi, pokud bude

a1 +ay+az+as+as=5+5+4+4+3=21,
by +bo+b3+bs+bs=14+1+2+2+3=09.

Nejvétsi mozny soucet ma tudiz hodnotu
Smax = 10001 -214+1010-9 + 1500 = 220611
a vznikne napf. jako soucet

Smax = 53535 + 52425 + 42324 + 41214 + 31 113.
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C-1-1

Pro kazdé z dvojmistnych prvodéisel 97, 89, 83, 79, 73, ... hledame jeho
nejmensi nasobek, ktery prevysuje ¢islo 2003. Vzhledem k tomu, Ze mezi
k po sobé jdoucimi celymi &isly je pravé jedno délitelné k, a protoze je
97 -21 = 2037, 89 - 23 = 2047, 83 - 25 = 2075, 79 - 26 = 2054, musi
byt 2003 +n = 2075, tedy n = 72. Pro takové n mame zaruéeno, Ze
pro kazdé z prvocisel 97, 89, 83, 79 je mezi ¢isly 2003, 2004, 2005, ...,
2003 + n aspon jedno jim délitelné.

Mezi uvedenymi 73 ¢isly 2003 az 2075 je vzdy aspon jedno délitelné
prvocislem 73, aspon jedno délitelné prvocislem 71 atd.

Hledané ¢islo n je tedy 72.

C-1-2

V pravidelném Sestithelniku ABCDEF se stfedem S, v némz Q@ je stfed
strany AB a P je stfed strany DE, zname velikost dhlu PAQ (obr.7),

E P D
F 5 C
A Q B X
Obr. 7

nebot v8echny pravidelné Sestithelniky jsou navzdjem podobné. V pra-

vothlém trojahelniku APQ tedy zndme délku pfepony AP a velikosti

dvou @hli (AQP je pravy thel). Odtud vyplyva postup konstrukce:

1. tsecka AP,

2. Thaletova kruZnice k£ nad primérem AP,

3. polopiimka AX, jez svirad s tiseCkou AP thel velikosti PAQ (ten se-
strojime pomoci libovolného pravidelného Sestitthelniku),

4. bod Q jako prusecik kruznice k s polopfimkou AX),

5. stfed S Gsecky PQ,
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6. kruZnice se stfedem S a polomérem |SQ|,
7. pravidelny Sestitthelnik ABCDEF.

Uloha méa dvé feseni soumérné sdruzens podle osy AP podle toho,
v které poloroviné s hrani¢ni pfimkou AP sestrojime polopfimku AX
(bod 3 konstrukce).

C-1-3
V prvnim pfipadé plati
p q p+24
1000p - — + 1000q - — = 1000 .
000p - 7gg + 10002 75 (P+a) 50
v druhém pripadé plati
2p 2q p+538
Rt SRS | ek S . )
1000p 100 + 1000¢q 100 000(p + q) 100
Upravou obou rovnic ziskdme soustavu
P+ =m@+24)(p+9), (1)

2p* +2¢° = (p+538)(p+q).

Protoze leva strana druhé rovnice je dvojndsobkem levé strany prvni
rovnice, musi platit

2(p+24)(p+4q) =(p+538)(p+9q).

Odtud po vykréceni nenulovym vyrazem p+ q vychéazi p = 1. Dosazenim
této hodnoty napf. do rovnice (1) a po tpravé ziskdme kvadratickou
rovnici

¢ —34¢—-24=0.

Protoze hleddme celociselné kotreny, prepiSeme rovnici do tvaru
q(5¢—17) =12
a snadno zjistime, Ze mezi déliteli ¢isla 12 rovnici vyhovuje jeding q = 4.

cC-1n-4

Ozna¢me F patu kolmice spusténé z vrcholu C na zékladnu AB rovnora-
menného lichobézniku ABCD a jednotlivé délky tsefek oznaéme takto
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(obr.8): |AB| = a =12, |BC| =b, |CD| = ¢ =10, |AC| = u, |CE| = v.
Potom je [BE| = $(a—c) =1, |[AE| = L(a +¢) = 11.

D c C
U v|\b
/]
A Fla+c) 2R
Obr. 8

Podle Pythagorovy véty pro trojihelniky AEC a EBC muzeme tedy
psat
v? =u? - 112 = b* - 12, (1)
neboli
u? —b? =112 — 12 = 120.

Odtud je vidét, ze ¢isla u a b jsou zaroven obé sudé, nebo obé licha, proto
v rozkladu

(u—b)(u+b)=120=2-60=4-30=6-20=10-12

prichéazeji v ivahu jen uvedené rozklady c¢isla 120 na sudé Cinitele.
Uvedenym rozkladim pak odpovidaji ¢tyfi soustavy rovnic pro ne-
znamé u a b:

u—>b=2, u—>b=4, u—b=6, u—b =10,

u+ b= 60; u+b=30; u—+b=20; u+b=12.
Jejich feSenim (nejlépe tak, ze vidy odeéteme druhou rovnici od prvé)
dostaneme pro délku ramene b lichobézniku ABCD ¢tyfi moznosti, b €

€ {29,13,7,1}. Z rovnosti (1) ov8em vidime, Zze musi byt b > 1, Gloze
tedy vyhovuji jen prvni tfi hodnoty.

Odpovéd. Mozné délka ramene lichobézniku je bud 7, nebo 13, nebo 29.
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