
26. ročník matematické olympiády

VII. Korešpondenčný seminár MO v školskom roku
1976/77

In: Jan Vyšín (editor); Jiří Mída (editor); Jozef Moravčík
(editor); Lev Bukovský (editor): 26. ročník matematické
olympiády. (Slovak). Praha: Státní pedagogické nakladatelství,
1979. pp. 149–166.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/404690

Terms of use:

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences
provides access to digitized documents strictly for personal use.
Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This document has been digitized, optimized for
electronic delivery and stamped with digital
signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/404690
http://dml.cz


VII. Korešpondenčný seminář МО
v školskom roku 1976/77

Vychádzajúc z dobrých skúseností, ktoré sa získali orga-
nizovaním prvých dvoch korešpondenčných seminárov
(1974/75 a 1975/76), rozhodlo PÚVMO uskutočniť v škol.
roku 1976/77 už třetí ročník tejto formy práce s talento-
vánými žiakmi s tým, aby sa v ňom využili všetky pozitivně
poznatky z predchádzajúcich dvoch ročníkov. Návrh účast-
níkov předložil podpredseda ÚVMO doc. dr. J. Morav-
čík, CSc.} na základe výsledkov XXV. ročníka MO. Návrh
vychádzal z předpokladu, že v Prahe a v Bratislavě sa bude
konat’ celoměstský seminář, ktorého účastníci budú dostá-
vať úlohy korešpondenčného seminára ako domáce práce.
Preto boli do korešpondenčného seminára vybraní len
účastníci z ostatných krajov ČSSR v tomto počte: Středo-
český 5, Juhočeský 3, Západočeský 1, Severočeský 2, Vý-
chodočeský 3, Juhomoravský 2, Severomoravský 9, Zápa-
doslovenský 2, Stredoslovenský 9 a Východoslovenský 2 —

celkom 38.

Pre seminář boli vybrané tieto tematické okruhy úloh:
Kombinatorika — po prvý raz bol vyskúšaný trojetapový

súbor 30 úloh, ktoré boli rozosielané po 10 úlohách na
jeden mesiac od náročnějších к menej náročným úlohám
návodného charakteru. Súbor 30 úloh z kombinatoriky
zostavil, riešenia opravil a zhodnotil dr. M. Koman, CSc.,
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z Pedagogickej fakulty UK v Prahe. Tento experiment sa
celkove osvědčil, ale bol značné náročný na čas a prácu
zostavovatela a hodnotitelů. Pdešenia tohto súboru, resp.
jeho jednotlivých častí, zaslalo 28 riešitelov a bolo třeba
zhodnotit’ a komentovať 247 nesení.

Algebra — súbor 7 úloh vybral, riešenia opravil, zhod-
notil a komentoval dr. M. Šisler, CSc., ktorý korigoval
celkom 114 riešení od 21 riešitelov.

Školská teória čísel — súbor 8 úloh, ktorý zostavil a rie-
šenia hodnotil odb. asist. M. Kaukič z VŠD v Žiline.
Celkom korigoval 97 riešení od 19 riešitelov.

Postupnosti a rady — súbor 8 úloh vybral, korigoval
a poznámkami pře riešitelov opatřil dr. J. Kubát, prof,
gymnázia v Pardubiciach. Korigoval celkom 109 riešení
od 18 riešitelov.

Z 38 vybraných riešitelov sa seminára zúčastnilo zasiela-
ním svojich riešení celkom 28 riešitelov z týchto krajov:
Středočeský 3, Severočeský 2, Západočeský 1, Juhočeský 3,
Východočeský 2, Severomoravský 9, Juhomoravský 1, Zá-
padcslovenský 1, Stredoslovenský 5, Východoslovenský 1.

Po zhodnotení riešení všetkých tematických celkov mož-
no za najúspěšnějších považovat’ nasledujúcich účastníkov
korešpondenčného seminára: Hájek, G Bílovec — 37 rie-
šení (z celkového počtu 53 úloh), Navrátil, G Olomouc 34,
Gurka, G Bílovec 33, Kalousek, G Jablonec n. N. 31,
Tas, G Bílovec 31, Haněl, G Bílovec 31, Čadek, G Brno 29,
Kolařík, G Bílovec 29, Trnka, G Tábor 26, Petrák, G Ost-
rava 26, Kratochvíl, G Pardubice 25, Turek, G Hradec
Králové 25, Koukol, G Sušice 21, Štipka, G Bílovec 21,
Quittner, G Prievidza 20.
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Z vyššie uvedených žiakov šesť — Navrátil, Kalousek, Ča-
dek, Kratochvíl, Turek, Quittner — páť boli členmi osem-
členného družstva ČSSR na XIX.MMO vBelehrade. Z nich
5 získalo ceny a Kratochvílovi, ktorý sa stal absolútnym ví-
ťazom XXVI. ročníka MO , chýbal к získaniu 3. ceny na
XIX. MMO len jediný bod. Třeba ešte dodat’, že aj siedmy
člen družstva na XIX. MMO Takáč — riešil korešpon-
denčný seminář, ale len 10 úloh prvej témy. Možno i to
bolo příčinou, že hoci na XVIII. MMO získal 3. cenu,
na XIX. MMO neuspel a získal len 3 body. Ukazuje sa
totiž takmer priama závislost’ výsledkov v korešpondenč-
nom semináři a na MMO. Z tohto hladiska možno pove-
dať, že korešpondenčný seminář pozitivně ovplyvňuje prí-
právu nášho družstva na MMO. Vzhladom na túto sku-
točnosť mieni PÚVMQ pokračovat’ vo využívaní tejto for-
my přípravy pre MMO aj v nasledujúcom školskom roku.

Pre informáciu čitatelov uvádzame teraz všetky úlohy,
ktoré dostali na riešenie účastníci korešpondenčného se-
minára 1976/77.
Kombinatorika (zostavil RNDr. M. Koman, CSc.):

1.1. Коска s hranou k (k je celé kladné číslo) je rozdělená
na k3 jednotkových kociek. Zistite, či možno všetky jednot-
kové коску zafarbiť červenou a modrou farbou tak, aby
vždy každá коска susedila právě s dvorná dalšími kočkami
tej istej farby. (Kočky sú susedné, ak majú spoločnú
stenu.)

1.2. V nekonečnej sieti zhodných štvorcov je zafarbe-
ných právě n štvorcov čiernou farbou, ostatně sú biele. To
je tzv. nultá generácia. Z &-tej generácie (k — 0, 1, 2,. . .)
vznikne {k + l)-tá generácia týmto prefarbením: Každý
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štvorec [a, 6] {a je číslo stípca, b číslo riadku, v ktorom
štvorec leží) z (k + l)-tej generácie má rovnakú farbu ako
váčšina zo štvorcov [a, b], [a -f- 1, b], [a, b + 1] v &-tej
generácii.

a) Dokážte, že v istej generácii zostanú len biele
štvorce.

b) Dokážte, že v и-tej generácii sú vždy všetky štvor-
ce biele.

c) Charakterizujte všetky nulté generácie s n čiernymi
štvorcami, pre ktoré je n-tá generácia prvej generácie so
všetkými štvorcami bielymi.

1.3. Hra. Na stole je daných N gúl’, z ktorých je a bie-
lych, b červených a c modrých (N = a + b + c) . Ťahom
rozumieme túto výměnu: Zvolíme 1’ubovol’né 2 gule róz-
nych farieb, ktoré vyměníme za jedinú gulu zostávajúcej
farby. (Například pre a = 3, b — 5, c = 8 možeme zvolit’
gulu bielu a modrú, ktoré odstránime a namiesto nich pri-
dáme červenú gulu. Vznikne nová pozícia al — 2, Ьл = 6,
сг = 7.) Partia končí, keď už nemožno vykonat’ žiadnu
výměnu.

a) Dokážte, že vo všetkých partiách, ktoré končia tým,
že na stole zostane jediná gula, má táto gula vždy rovnakú
farbu.

b) Určte farbu poslednej gule v závislosti na číslach
N3 a, b, c.

1.4. Vrcholy pravidelného AT-uholníka (N > 3) sú ohod-
notené číslami +1 a —1. (Každému vrcholu je priradené
právě jedno z týchto čísel.) Ciel’om je určit’ súčin všetkých
ohodnotení. Je dovolené klást’ otázky: Čomu sa rovná
súčin ohodnotení zvolených m vrcholov (N >- 2m).
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Určte najmenší možný počet P otázok, ktorý dovoluje
určiť hladaný súčin všetkých ohodnotení.1.5.Na množině všetkých postupností zložených z 3000
cifier, z ktorých každá je 1 alebo 2, sú dovolené výměny
lubovolných dvoch za sebou nasledujúcich trojíc. Napr.
postupnost’

112 122 212 11 ... .

možno zmeniť na postupnost’ novů

112 212 122 11

Dve postupnosti nazveme ekvivalentnými, ak jednu možno
konečným počtom dovolených výměn zmeniť na druhů.

Určte počet všetkých neekvivalentných postupností.1.6.Dokážte, že v nekonečnom desatinnom rozvoji Lu-
dolfovho čísla 7r možno pre každé prirodzené číslo n nesú-
dělitelné s číslom 10 nájsť aspoň jeden taký úsek, že pri-
rodzené číslo zapísané v danom poradí číslicami z tohto
úseku je dělitelné číslom n.

Napr. pre n = 17 je jeden taký úsek v zápise čísla

3, 141 592 653 .. .

podčiarknutý.
1.7. Medzi všetkými w-cifernými číslami (n ^ 2), v kto-

rých zápise se nevyskytuje nula, určte také číslo, aby roz-
diel tohto čísla a jeho ciferného súčinu bol čo najváčší.

1.8. Je daný 1’ubovol’ný mnohočlen &-teho stupňa

aknk + dk^n*-1 + . . . + axn + a0 (1)
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s nezápornými celočíselnými koeficientami a0, a13 a2, . .

an . Postupnost’ funkčných hodnot mnohočlena (1) pre n —

= 0, 1, 2,. . . označíme

• Э

(2)2 J • •

Postupnost’ ciferných súčtov všetkých členov postupnosti
(2) označíme

Cq ) Ci) C (3)2 i • '

Dokážte, že v postupnosti (3) existuje nekonečne mnoho
sebe rovných členov.

1.9. Na množině všetkých nezáporných celých čísel je
daná operácia ktorá má pre všetky a, b, c následujúce
vlastnosti:

(1)a • b = b • c;

a • b = c => b • c — a;

a • b c b • c < a alebo a • c <L b .

a) Určte hodnoty 0-0; 0-1; 1 -1; 0-2.
b) Dokážte, že pre všetky a platí: 0 • a = a; 1 • a —

= a + 1 pre párne a; 1 • a = a — 1 pre nepárne a .

c) Dokážte, že pre všetky a, b, c platí:
a-b = a- c=>b = c.

(2)

(3)

d) Určte všetky hodnoty a • b pre a
e) Ukážte, že existuje najviac jedna operácia s vlast-

nosťami (1)
f) Ukážte, že taká operácia existuje, a udajte předpis

pre výpočet 1’ubovol’nej hodnoty a • b . Speciálně vypočí-
tajte 1976 • 366 .

7,6^7.

(3).
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g) Dokážte, že operácia je grupovou operáciou
na množině všetkých nezáporných celých čísel.

1.10. Je daná 1’ubovol’ná fimkcia у = F(x) definovaná
pre všetky reálne čísla. Dokážte, že možno určiť také dve
funkcie у = f(x) а у = g(x), že

a) F(x) = f(x) + g(x) pre všetky x;
b) graf každej z funkciíу = f(x) а у = g(x) je stredove

súmerný. (Středy súmernosti oboch grafov móžu byť
rožne.)

2.1. Zafarbenie vyhovujúce vlastnostiam z úlohy 1.1
možno uskutočniť právě vtedy, keď je k párne číslo. Do-
kážte.

2.2. Nech všetky čierne štvorce nultej generácie (pozři
úlohu 1.2) možno pokryt’ obrazcom Tm (pozři obr. 35;
obrazce možno v sieti štvorcov 1’ubovolne posúvať, ale ne-
možno ich otáčať).

Potom v т-Щ generácii sú všetky štvorce biele. Dokážte.
2.3. a) Dokážte tvrdenie z úlohy 1.3 a) matematickou

indukciou.

b) Vyhladajte pre všetky N fL 8 všetky východiskové
trojice я, b, c, pre ktoré partie končiace jedinou gulou
dávajú bielu gulu.

Obr. 35

□
T, T3
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2.4. Riešte úlohu 1.4 pře případ m — 3 . Dokážte, že
v tomto případe je výsledok: n = 3k => P — k; n —
= 3k -j~ 1 => P = k 1, n — 3k-\-2=>P—k-{-2.
(Napr. pre n = 3k musíte dokázat’: P^žaP^L)

2.5. Je daná postupnost’ 3000 bodov (napr. obrazy čísel
1, 2, 3, . . ., 3000 na číselnej osi; obr. 36).

h—i—i—i—i h
1 23456789

+ Obr. 36

l 1 1 1 1H 1 1
1 26783459Obr. 37

Na tejto postupnosti je dovolená operácia výměny Tubo-
volných dvoch za sebou nasledujúcich trojíc bodov. Napr.
z vyššie uvedenej postupnosti móžeme získat’ postupnost’
na obr. 37.

Určte množinu všetkých bodov danej postupnosti, s kto-
rými možno stotožniť povolenými výměnami lubovolne
zvolený bod. (Kam možno napr. presunúť z východzieho
postavenia bod 7 ?)2.6.Z číslic 0, 1, 2, . . ., 9 je zostavená Tubovolná ne-
konečná postupnost.

(1)A» ^2> ^35 • • • •

Dokážte, že pre každé prirodzené číslo n nesúdelitelné
s číslom 10 možno nájsť v postupnosti (1) taký úsek

) #&+i s <2fc+2 » • • • i Qk+rn*

že prirodzené číslo zapísané týmito číslicami v uvedenom
poradí je dělitelné číslom n.
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2.7. Rozdiel čísla N a jeho ciferného súčinu označme
r(N). Sú dané dve páťciferné čísla A = 999 11,5 = 777 99.

Určte čísla C0, Cx, C2, C3, C4, C5 tak, aby bolí splněné
podmienky:

a) C0 = B, C5 = A',
b) dvojice susedných čísel C$, Ct+1 (i = 0, 1, 2, 3, 4)

sa líšia len v jednej číslici;
c) r(C0) ^ r(Cx) < r(Ca) < r(C3) ^ r(C4) ^ r(C5).

2.8. Ciferný súčet čísla
a) 13n + 24;
b) 2n2 + 13n + 124

označíme Cn(n = 0, 1, 2, . . .) .

Dokážte, že medzi číslami
(4)C0, Cx, C2, ..

možno nájsť nekonečne mnoho čísel, ktoré sa sebe rovnajú.2.9.Ak operácia má vlastnosti (1)1.9,potom pře všetky kladné a, b platí
a • b — c,

(3) z úlohy

kde c je najmenšie nezáporné číslo, ktoré sa nevyskytuje
medzi číslami

0-b,\-b,2-b,...,(a
a *0, e • 1, a -2, a - (6

dokážte. Dokážte, že obe nerovnosti a ■ b > c, a • b < c
vedú к sporu.2.10.Ukážte, že funkciu у = \x\ možno vyjádřit’ ako
súčet dvoch funkcií у — f(x), у = g(x) tak, že každá
z funkcií / a g má graf stredove súmerný.

1) • b,

i);
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3.1. Ak zafarbenie danej vlastnosti (pozři úlohu 1.1)
existuje, potom modrých a červených kociek je párny po-
čet. Dokážte.

3.2. V nekonečnej sieti štvorcov (pozři úlohu 1.2) na-
zveme dva štvorce susednými právě vtedy, ak nastane nie-
ktorá z možností na obr. 38.

Množinu M všetkých čiernych štvorcov nultej generácie
rozdělíme na komponenty K15 K2, . . . tejto vlastnosti:
Dva štvorce Д, В e M patria tomu istému komponentu
právě vtedy, ak možno dójsť od jedného к druhému po-
stupným prechodom po susedných poliach. Napr. na
obr. 39 sa množina čiernych štvorcov rozpadne na tri
komponenty.

Dokážte: Ak množina M obsahujúca n štvorcov sa skládá
z jedného komponentu, ktorý nemožno pokryt’ žiadnym
z obrazcov T1} T2, . . ., Tn-X (pozři úlohu 2.2), potom sa
v w-tej generácii po prvý raz vyskytnú samé biele štvorce.

3.3. Dokážte (pozři úlohu 1.3):
a) Ak je N párne číslo, potom sú bud všetky a, b3 c

párne, alebo len jedno párne. V prvom případe partia ne-
móže končit’ jedinou gulou. V druhom případe je farba

V/
Ш %

i

Obr. 38
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к
3,

7%7/
у

У/"/''У/у///.

Obr. 39

výslednej gule rovnaká ako farba gulí, ktorých je párny
počet.

b) Ak je N nepárne číslo, potom sú buď všetky čísla
a, b3 c nepárne, alebo len jedno je nepárne. V prvom prí-
páde partia nemože končit’ jedinou gulou. V druhom prí-
páde je farba výslednej gule zhodná s farbou gulí, ktorých
je nepárny počet.

3.4. Dokážte, že výsledok úlohy 1.4 je tento: Nech N =
— m.dJrr30Sr<m. Ak je m nepárne číslo, potom
r=0=>P=d;r=£0,r párne =>P=í/+2;r nepár-
ne => P = d + 1.

Ak je m párne číslo, potom r
r párne => P — d + 1, r nepárne číslo => P neexistuje.

3.5. Dokážte: Nech a = (ax, a2, . . ., an), p = (b
Ьг, . .., bn) sú dve и-členné (n ^ 1) postupnosti číslic
1 а 2. Nutnou a postačujúcou podmienkou pre to, aby

0 => P = d', г Ф 0)

1 3
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postupnosti a, boii ekvivalentně (pozři úlohu 1.5), je
splnenie týchto podmienok:

ai H- ai ai ■ • • • У

Ь‘2 + ^5 H~ ^8 4“ • •a2 + ab 4~ a& "4 • • • • У

аЪ + а6 + a9 + • • • — ^3 + ^6 + ^9 + • • ' •3.6.Z číslic 0, 1, 2, . . ., 9 je zostavená 1’ubovolná po-

stupnosť
(1)Í?1 , Д2 J ^3 > • • •

Dokážte, že pře každé prirodzené číslo n možno nájsť
medzi n + 1 číslami zapísanými v uvedenom poradí čísli-
cami . . . <Zn+i э • • • &n+1 з &з&4 • • • &n+i >

atď., an+1 aspoň dve, ktoré pri delení číslom n dávajú ten
istý zvyšok.3.7.Hladané číslo (pozři úlohu 1.7) má tvar

A = 999 ... 9 111 ... 1 .

Určte počet deviatok a počet jedničiek a ukážte, že r(A)
(pozři úlohu 2.7) je najváčšie možné číslo, tj. pre 1’ubo-
volné w-ciferné číslo B, v ktorého dekadickom zápise

В — bnbn-i • . . Ьффу

nie sú žiadne nuly а В Ф A , je r(A) > r(B) . Dokážte!
(Použité napr. postup naznačený v úlohe 2.7.).3.8.Dve čísla M, N nazveme podobnými, ak po vy-
škrtnutí núl v dekadických zápisoch oboch čísel dostaneme
to isté číslo. (Napr. 3 074, 3 700 40 sú podobné čísla.)

160



Dokážte, že medzi funkčnými hodnotami mnohočlenov
a) 13n + 24;
b) 2rí1 + 13w + 124

pre n — 0, 1, 2, ... je nekonečne mnoho navzájom po-
dobných čísel.

3.9. Zostavte si tabulku operácie „ •“ pře všetky a ^ 7 ,

b ^ 7 použitím výsledku úlohy 2.9. Všetky čísla v tejto
tabulke vyjádříte v dvojkove) sústave. Vyjde napr.

3-5 = 6 čiže (11)2 • (101)2 = (110)2.
Na základe tabulky vyslovte hypotézu o možnosti výpočtu
hodnoty c = a • b, ak sú a, b vyjádřené v dvojkovej
sústave. Hypotézu dokážte.

j*| možno vyjádřit’ ako3.10. Ukážte, že funkciu у
súčet dvoch funkcií у = f(x) а у = g(x) tak, že

a) graf funkcie / je středove súmerný podlá bodu
[0,0] a graf funkcie g je stredove súmerný podlá bodu
[1,01-

|я| a g(x) = 0 .b) Pre * g <0,1 > je/(*)
Načrtnite grafy funkcií / a g v intervale <—3,3) .

Algebra (zostavil RNDr. M. Šisler, CSc.):
1. Riešte rovnicu

&\ u2

(* — aL)(x — a2)
a2 — a3

(x — a2)(x — a3)
+ ... +

an — ax
+ 7

(* — an)(x
kde axa2 ... an Ф 0 .
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2. Pre ktoré celé čísla x а у platí x(y2 + 1) + y2 .=
= (x + J>)2?

3. Nech z\ sú komplexně čísla, \zi\ ^ 1, * = 1, 2,. . ., n.
Potom

~[zt— 1 ^ 2 \z* i|;
i=i i — l

dokážte.4.Nájdite všetky hodnoty parametra p, pre ktorý platí
nerovnost’

x2 + y2 + 3z2 + 2xz + 2yz ^ p(x2 + jv2 + z2)

pre všetky x, y, z.5.Akú najmenšiu hodnotu móže nadobúdať koeficient a
v rovnici

x3 — ax2 + bx — 8 = 0 ,

aby všetky kořene tejto rovnice boli kladné ?6.Ukážte, že rovnica
1 1 1
-x2 + —x3 + . . . +— Xn = 0
2 3 n

1 + x ~{~

nemá pre párne n žiadny reálny kořeň.7.Nech z je komplexný kořeň rovnice x3 + 3 = 0 , w
kořeň rovnice x2 + x + 1
+ b\a, b e Q} , Q(zu) = {azv + b\a, b e Q}, kde Q je
množina racionálnych čísel. Ukážte, že existujú právě dve
zobrazenia T množiny Q(^) na množinu Q(zv) také, žc
platí: a) T(x + y) = T(x) + T(y),

b) T(xy) = T(x) T(y) pre Iubovolné x,jy e Q(^),
c) existuje aspoň jedno číslo a e Q tak, že T(a) Ф 0.

0. Nech Q(#) = {az -f
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školská teória čísel (zostavil M. Kaukič):1.Je daná rovnica
x2 — ny2 — 1 , (1)

kde n je prirodzené číslo.
a) Rovnica (1) je riešitelná v obore prirodzených čísel;

dokážte.

b) Ak usporiadaná dvojica (л;0, y0) prirodzených čísel
vyhovuje rovnici (1) a neexistuje také prirodzené x < л;0,
že pre niektoré prirodzené у je (jc yy) riešením rovnice (1),
potom všetky riešenia v prirodzených číslach rovnice (1)
sa dajú určiť zo vztahu

x + y]jn = (x0 + y<]ln)k, k = 1, 2, 3, . .

a to porovnáním „racionálněji a „iracionálnej“ časti oboch
stráň poslednej rovnosti. Dokážte.

X
2. Nech /o(x) = — > fi(x) = Зх + 1 sú funkcie defino-

váné na množině všetkých reálných čísel. Reťazcom čísla x
nazveme každú konečnú postupnost’

*o = x , ax = fh(x), a2 = fi2(fii(x))y . .

Лк — fikifik-1(* • • (МАМ- • •)
kde im g {0,1} pre m = 1,2,...,^, pričom v postupnosti
í'i, i2, . .., í* nie sú nikde za sebou dve jedničky.

Ak sú čísla <20, a* prirodzené, potom všetky čísla v re-
ťazci čísla x sú prirodzené. Dokážte.

3. Nech ti je prirodzené číslo. Binomické koeficienty

I” j, k — 0, 1, 2, . . ., я sú všetky nepárne právě vtedy,
keď n = 2m — 1 j kde m je prirodzené číslo; dokážte.

• J

• j
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4. Pokúste sa nájsť netriviálně postačujúce podmienky
pre to, aby v postupnosti prirodzených čísel {^И}Г= i klubo-
volnej usporiadanej skupině dekadických cifier existoval
člen vn taký, že jeho dekadický zápis začína zvolenou sku-
pinou cifier.

5. Vo vrcholoch pravidelného šesťuholníka sú napísané
celé čísla a13 a2, a3, a4, a5, a6 také, že ich súčet sa rovná
nule. Prenosom nazveme odčítanie jedničky od čísla sto-
jaceho v niektorom vrchole a jej pričítanie к číslu stoj a-
čemu v niektorom zo susedných vrcholov. Aký minimálny
počet prenosov třeba urobiť, aby čísla vo všetkých vrcho-
loch šesťuholníka boli rovné nule ?

6. Existuj ú také prirodzené čísla x, y, aby x2 + У aj
x + у2 boli druhými mocninami prirodzených čísel ?

7. Všetky prirodzené čísla m, pre ktoré je číslo mm + 1
dělitelné číslom 30, tvoria aritmetickú postupnost’; dokážte.
Nájdite túto postupnost’.

8. Na každej z 20 kartičiek je napísaná právě jedna
z cifier od 0 do 9 tak, že každá z cifier sa vyskytuje právě
na dvoch kartičkách.

Rozhodnite, či tieto kartičky možno usporiadať do radu
tak, aby kartičky s nulami boli vedla seba, rnedzi kartičkami
s jednotkou bola právě jedna kartička, medzi kartičkami
s dvojkou právě dve kartičky, atd’., až medzi kartičkami
s deviatkou bolo právě 9 kartičiek.
Postupnosti a rady (zostavil RNDr. J. Kubát):

1. Je daná postupnost’:
ax — 0, a2 = 1, (n + 2){n + 1) un+2 — n2an — 0.

Vyjadrite w-tý člen postupnosti.
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2. Nech {<2И}„=1 je aritmetická postupnost’ s diferenciou
d. Potom

• • • &к—1 H~ • • • ^k ~Ь ^n^n+x^n+2 • • • &n+k—1 =

Qn^n+i • • • &n+k ао&\ • • • &k
— a0a1a2 . • • ajc + (k + 1 )d

dokážte.

3. Nech xXi x23 ... j xn sú kořene rovnice
xn + xw_1 + xn~2 + ... + jc + 1 = 0 .

Vypočítajte hodnotu súčtu
11 1 1

+ ••• +— ++
Xn — 1*3 — 1

4. Ak označíme Sic(n) = 1^ + 2k +’ . . . + nk, potom
platí n. Sk(n) = Sjc+1(n) + Sk(n — 1) + ... + Sjc(2) +
+ »Sfc(l) ;
dokážte.

xx — 1 1x2

5. Vypočítajte súčet:
<0 Sn
b) Sn = 1 -f 4 . л; + 9 . x2 . . . + n2 . хп~г .

6. Postupnost’ o je určená rekurentně takto:

1 . x -f 2 . x2 + 3 . x3 + • • • + n . xn ;

2 ? un+1 —í/q — 2^ Wj —

Dokážte, že pre každé prirodzené číslo n platí:
2n — (— l)n

2 — .[un] =

{Poznámka. Symbol [c] znamená celú časť čísla c.)
3
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7. Fibonacciho postupnost’ {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,...} je
rekurentně definovaná takto: ax = a2 = 1, an — -f
+ Q-n-2 •

Ak uvažujeme o lubovolných štyroch za sebou idúcich
členoch Fibonacciho postupnosti, pričom budeme pova-
žovať súčin krajných členov a dvojnásobok súčinu střed-
ných členov za dížky odvesien pravoúhlého trojuholníka,
potom bude dížka jeho přepony jedným z členov tejto
postupnosti; dokážte.

8. Dokážte, že pre n-tý člen Fibonacciho postupnosti
platí:

m

srnan —

k = 0

166


