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VIi. Desata mezindrodni matematickd olympiada

Jubilejni desaty roénik MMO usporiddal SSSR
v Moskvé ve dnech 5.—19. Cervence 1968. Zuclastnily se
ho delegace dvanicti zemi: Anglie, Bulharska, Cesko-
slovenska, Itdlie, Jugosldvie, Madarska, Mongolska, NDR,
Polska, Rumunska, SSSR a Svédska; celkem souté&Zilo
96 zaku (z toho jedna Zzakyné). Mimoto byl pfitomen téZ
jeden zastupce Rakouska jako pozorovatel.

Vedouci delegaci — clenové mezindrodni jury, ktera
soutéz ridi — se sjeli v Moskvé jiz 5. Cervence, aby soutéZ
pfipravili; osmiclennd gdkovskd drusstva ptijela spolu se
zastupci vedoucich ve dnech 7. a 8. Cervence. Viastni souté¥
probihala ve dnech 10.a11. dervence v internatni fyzikalné-
matematické stfedni Skole v Moskvé-Davydkové. V na-
sledujicich dnech jury Zakovska reSeni uloh korigovala
a hodnotila; dne 14. Cervence pak podle vysledku roz-
hodla o udéleni cen. Slavnostni rozdéleni cen se konalo
v aule Moskevské stitni university dne 18. Cervence;
19. Cervence se jednotlivé delegace rozjely opét domu.

Jak je tomu pfi MMO zvykem, zahrnoval program vedle
samotné matematické soutéze také fadu vedlejsich akci
spoleCenskych a kulturnich. Ucastnikim MMO bylo
umoznéno seznamit se s historickymi pamatkami Moskvy
(Kreml, Tretjakovska galérie, muzeum v Ostankinu,
borodinské panorama), navstivili téZ Leninovo muzeum
v Gorkdch u Moskvy. Ve dnech 15.—17. Cervence byli
vSichni tulastnici olympiddy na zdjezdu v Leningradé,
kde si rovnéZ prohlédli mistni pamétihodnosti (Petro-
pavlovska pevnost, kfiznik Aurora, Isakcejevské muzeum,
a zejména nezapomenutelnd je navstéva Ermitaze) a odkud
si zajeli také na prohlidku Petrodvorce. V Leningradé
shlédli téz predstaveni baletu (Antonius a Kleopatra)

134



a v Moskvé, kde divadelni sezéna jiz skoncila, pfedsta-
veni statniho cirkusu. Kromé toho se v Leningradé ucast-
nici MMO setkali s mistnimi pionyry v jejich domé na pra-
telském vecirku. Cely program byl tedy velmi bohaty.

Ulohy pro X. MMO byly vybirdny jako obvykle z n4-
vrhu zaslanych, resp. dodate¢né predlozenych, ucastnic-
kymi zemémi. Jednani o vybéru uloh vyplnila program
zaseddni mezindrodni jury v prvnich dnech. Vysledkem
dlouhych diskusi byl vybér Seszi #loh, jejichz text uvadime
v dal$im. Vybér ani tentokrate nelze pokladat za idedlni;
i na zasedani jury byly proti nému vznaSeny namitky,
hlavné v tom smyslu, Ze v Glohach je maélo zastoupena
geometrie a ze ulohy jsou vesmés dosti snadné. VétSina
Clend jury vsak, jak se zda, davala zdmérné prednost
ulohdm spiSe snazs$im.

SoutéZ se konala v osmi tfidach internatni stfedni skoly,
ve které byli zdci po dobu svého pobytu v Moskvé také
ubytovani. Bylo to poprvé, co nebyli vSichni ucastnici
pohromad¢; v kazdé tridé sedél z kazdého druzstva jeden
zak. Toto uspordadani zarucilo bezpochyby vétsi klid pro
soutézici, s vyjimkou prvnich okamzikt, kdy tfidy po-
stupné navstévovala skupina dvanacti vedoucich dele-
gaci, aby mohla soutézicim vysvétlit event. nejasnosti
v textu uloh.

V dalsich dnech 10.—13. cervence byla Zakovska reseni
uloh obvyklym zpusobem opravovdna a koordinovana.
Koordindtory bylo Sest moskevskych mladych matema-
tika, vétSinou byvalych olympionikld. Zdvérecné hodno-
ceni se konalo na schuzi jury dne 14. cervence. Definitivni
schvileni bodového hodnoceni nezabralo mnoho Ccasu,
o to vice se ho vénovalo diskusi okolo stanoveni hranic
pro jednotlivé ceny. VétSina delegaci se snazila o ziskani
co nejvétsiho poCtu cen; prestizni otazky hraly bezpo-
chyby opét znac¢nou roli. Nakonec bylo rozhodnuto udélit
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celkem 64 ceny, ve srovnani s minulymi rocniky tedy
enormni pocet (pravé 2/3 soutéZicich); hodnotu cen je
nutno brat i z tohoto hlediska. Pronich cen bylo udéleno
22, druhych také 22 a tfetich 20. K ziskani tfeti ceny po-
staCilo tentokrat 26 bodu (ze 40 moznych), k ziskani druhé
ceny 34 bodu, na prvni cenu bylo zapotiebi 38 bodu.
Vedle téchto cen bylo udéleno jesté pét zovldstnich cen;
Ctyfi za zvlasté originalni Ci elegantni feseni, patou dostala
mongolska zakyné za relativné nejlepsi vykon.
Ceskoslovenské drusstvo soutézici na X. MMO bylo slo-
Zeno z osmi Zaku vesmés 2. a 3. ro¢niku SVVS. Byli to:

. Bohu$ Sivdak, Zvolen,

. Tomads Masek, Praha,

. Martin Bukovéan, Bratislava,
. Pavel Polcar, Velké Mezifici,
. Libor Poldk, Brno,

. Ji¥i Vindrek, Praha,

. Michal Kaukié, Namestovo,

. Vladimir Miiller, Praha.

Vysledky, jichZ dosahli v soutézi, jsou uvedeny v pfi-
loZzené rabulce. Vzhledem k vysledkiim minulych let by se
mohlo zdit, Ze jsou to vysledky velmi dobré. Je vSak
tfeba si uvédomit, Zze ulohy byly vesmés snadné, takze
dobrych vysledkit dosahl pomérné znacny pocet ucast-
niki. V pofadi podle celkového poétu bodti skonéila CSSR
na sedmém misté (viz dalsi tabulka poradi drusstev); toto
umisténi vyjadfuje dosti dobfe skutecny pomér sil.

V jistém smyslu lze tvrdit, Ze snadné ulohy odhali spise
slabsi Zzaky nezli vyrazné matematické talenty. Z tohoto
hlediska nds pak ov§em zarazi, jestlize tfi nasi zaci totalné
neuspéli pri reSeni velmi snadné croreé ulohy, jestlize tieti
tlohu dokazali bez chyby rozfesit jenom tfi z osmi. Potize
¢inilo nadim zakum také tvoreni negace tvrzeni s kvantifi-
katory, rovnéz nevynikali v schopnosti systematického pro-

O N W -
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birani jednotlivych pfipadu, které se vyskytovaly v roz-
boru nékterych uloh (napt. proni, druhé, Sesté).

Pri pripravé Cs. druzstva na dalsi, XI. MMO, které se
ma4 konat v Cervenci 1969 v Rumunsku, bude proto potieba
jesté vice prohloubit nejen znalost matematickych obratu,
metod a algoritmu, ale také uméni logickych rozboru;
nelze pritom opomenout ani zdanlivé ,,vedlejsi* formalni
stranku: formulace tvrzeni a vibec redakce a stylizace
textu feSeni. Vedle toho vSak bude, zda se, potfeba vzit
v uvahu i tendenci, ktera se zacind u MMO projevovat:
od klasické, elementarni, $kolské matematiky k matema-
tice modernégj$i, k matematické analyze i event. jinym
modernim disciplindm. I kdyZ se pravdépodobné v pris-
tim roniku opét dostane ke slovu syntetickd geometrie,
prijdou jisté znovu ndvrhy uloh podobnych, jako se vy-
skytly v X. ro¢niku: vySetfovani prabéhu funkci, nerov-
nosti i odhady, limity posloupnosti a soucty fad.

Zaroven vSak v Moskvé bylo mozno pozorovat urlitou
diferenciaci mezi delegacemi v nazoru na MMO vubec:
lze se na ni divat jako na vyvrcholeni obdobnych soutézi
domacich (a pak ov§em nemuze byt prili§ snadnd) anebo
jako na prostfedek propagace matematiky a povzbuzeni
z4djmu o ni. Neni vylouceno, Ze pfi event. dalSim rozsifeni
poctu uclastnickych zemi nabudou podobné problémy
na vyznamu.

SOUTEZNI ULOHY A JEJICH RESENI

1. DokaZte, Ze existuje jediny trojuhelnik takovy, Ze
délky jeho stran jsou vyjadfeny tfemi po sobé jdoucimi
pfirozenymi Cisly a jeden z jeho uhlu je dvojnisobkem
jednoho ze zbyvajicich dvou.

(Rumunsko, 6 bodu)
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RESENI{ (B. Sivdk)

Necht existuje trojuhelnik ABC se stranami BC =
=n—1,CA =n, AB = n -+ 1, kde 7 je pfirozené Cislo
a v némz je jeden uhel dvojnisobkem jednoho ze zbyva-
jicich dvou. Ozna¢me thly <t BAC = «, <t ABC = p,
X ACB = y. Protoze proti vétsi strané leZi v trojuhel-
niku vzdy vétsi thel, takze nutné « < f < y, mame jen
tyto tfi moznosti:

a),ﬂ = 20, b) ¥y =2p, c) y = 2« Podle kosinové véty
mame
o8 o AB® + AC* — BC* _
2.4B. AC
(12 —(m—12 nt4
- 2n +1).n T 2n+ 1)
AB* + BC? — CA?
2.4AB.BC
IR i (e i (2)

(1)

cos ff =

2+ Dm—1)  2n*—1)

cos y = AC" + BC* — 4B _
2AC. BC

Pt m—=1P2—m+ 1?2 n—4

= onn — 1) = o= 1)

a) Jestlize f =2, je cosff =cos2a = 2cos*o — 1,

tedy
n+2 (nt4P
2(n* — 1)  2(n + 1)

3

1

a odtud
nd —2n2 —4n + 8 =0,
tj.
(n— 2)*(n + 2) = 0.
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ProtoZe n je pfirozené, muselo by byt n = 2 a trojuhelnik
ABC by mél strany délek 1, 2, 3, které ovSem nevyhovuji
trojuhelnikové nerovnosti. Tento pfipad tedy vyloucime.

b) Jestlize y = 28, je cos y = 2 cos? § — 1, tzn.
n—4 _ (@®+2°

2n — 1) 2(n* — 1)

¢ili
2nt —3n3 — 1302 4+ 3n+2=0
neboli
n(2n® — 3n* — 13n + 3) = —
Na obou stranich této rovnosti stoji cela Cisla, z cehoZ
plyne, Ze je nutné bud » = 2 nebo » = 1. Prvni moZnost
jsme vyloucili jiz v pfedchozim pfipadé, avsak ani n = 1
neni mozné, nebot by pak strana BC méla nulovou délku.
c) Necht tedy konelné y = 2, tedy
n—4 (n+ 47
2 — 1) 2(n + 12
a odtud
2n3 — Tn®> — 17n + 10 = 0,
coZ lze napsat ve tvaru
(n — 5)2n%* + 3n — 2) = 0.
Vime jiz, Ze je nutné n > 2, avSak pro n > 2 je 2n* +
- 3n5— 2> 8+ 6 — 2> 0, takZze jedinym feSenim je
n =5,
Pro n =5 ma trojuhenik ABC strany 4, 5, 6; pfesvéd-
¢ime se, Zze pak skuteéné y = 2«. Podle vzorcu (1) — (3)

je cos o = Z ,COS y = é . Odtud snadno vyplyva cos2o =

— cos y. Uhel « je nejmensi (leZi proti nejkratsi strané),
takZe 0° < « < 60°. Musi tedy byt 2« = p. Trojtuhelnik
o stranach 4, 5, 6 ma tedy vSechny pozadované vlastnosti
a je jediny takovy,c.b. d.
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2. Najdéte vSecka prirozena Cisla x takova, Ze soufin
jejich cifer (v dekadickém zapisu) je roven x* — 10x — 22.

(Ceskoslovensko, 7 bodn)

RESENI. (M. Kauki¢)
Oznacme P(x) soucin cifer Cisla x. Nejprve si dokdZzeme,
Ze pro kazdé pfirozené x je P(x) = x. Skute¢né, necht
x = ¢y + 10¢; + 10%¢c, + ... + 10%¢c,,
kde ¢,(i=0,...,,m) jsou cifry Cisla x; 0=¢ =9,
0 <c¢, =9. Soulin n-cifer ¢y, ... c, | je zfejmé mensi
nez 10", takze
P(x) = cyey ... ¢y < 107, <
= 10%, + 10" ¢,y + ... + 10¢c; -+ ¢, = x.
Ma-li platit P(x) = x* — 10x — 22, musi byt
x2 — 10x — 22 < x,
tedy
x> — 1lx — 22 0.

Resenim této kvadratické nerovnosti dostdvame x =< 13.
Pro jednociferna x je ovSem P(x) = x, bylo by tedy
x? — 10x — 22 = x,

tzn.
x* — 1lx — 22 =0,
avsak tato rovnice nema zadné pfirozené feSeni.
Pro dvojciferné x < 20 je P(x) = x — 10, tedy ma byt
x* — 10x — 22 = x — 10,
¢ili
x2— 11lx — 12 =0.
Jedinym pfirozenym feSenim je x = 12; to je tedy jediné
prirozené Cislo vyhovujici podminkdm tlohy.
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3. Je déna soustava rovnic s neznimymi x;, Xy, ..., X,
ax; +  bxy 4+ ¢ = x5
ax; +  bx, + ¢ = x5
axp-1 + bxp_y 4+ ¢ = Xy,
ax, -+ bxn+C:: X1
kde a, b, ¢ jsou redlnd Cisla, a ## 0. Dokazte, Ze tato sou-
stava:
I. nema zadné redlné feSeni, jestlize
(b — 1) — 4ac <0;
II. mé pravé jedno realné reSeni, jestlize
(b — 1> —4ac = 0;
III. ma vice neZ jedno realné feseni, jestlize
(b — 1) — 4ac > 0.
(Bulharsko, 7 bodu).

RESENI. (B. Sivdk)
Oznalme P(x) = ax® 4 (b — 1)x -+ ¢; danou sou-
stavu pak miZeme piepsat ve tvaru
P(xl) = Xy — X
P(xz) = X3 — Xo

Sectenim vSech rovnic dostavame
P(x;) + P(xy) + ... + P(x,) = 0. (*)
I. Necht (b — 1) — 4ac < 0. Potom je bud P(x) > 0
pro vSechna realna x (pfi a > 0), anebo je P(x) < 0 pro
vSechna redlnd x (pfi a < 0). V Zadném pripadé tedy
nemuze platit rovnost (*).
II. Necht (b — 1)> —4ac = 0. Pfi a> 0 je opét
P(x) = 0 pro vSechna redlna x, pfi a < 0 je P(x) = 0 pro

141



vSechna redlna x, takZe rovnost (*) muze byt splnéna jen
v tom pfipadé, jestlize P(x,) = P(x,) = ... = P(x,) = 0.
Avsak rovnice P(x) = 0 ma pfi (b — 1) — 4ac = 0 pravé

jedno feseni, a to x = ~ .. Jedinym feSenim dané

2a
soustavy je tedy
1—0b

X=Xy = ==,

které skutecné soustavé vyhovuje.
III. Necht (b — 1)* — 4ac > 0. Rovnice P(x) = 0 md
v tomto pripad¢ dvé rtzna redlna feSeni x — « a x = /.
Snadno se presvédCime, Ze pak také
=M= s — g =&
a
X=Xy = ... =X, = f
jsou dvé (ruznd) feSeni dané soustavy, (ktera ovSem muze
mit event. jesté jind, dalsi reSeni).

4. Dokazte, ze v kazdém Ctyfsténu existuje takovy
vrchol, Ze z useCek rovnych hraniam, které z ného vy-
chézeji, 1ze sestrojit trojuhelnik.

(Polsko, 5 bod)

RESENI. (B. Sivdk)

Budiz ABCD libovolny dany Ctyfstén, pfiCemZ ozna-
Ceni volime tak, aby hrana 4B byla nejdelsi (jedna z nej-
delsich). Pro stény ABC, ABD ctyisténu plati trojuhel-
nikové nerovnosti, tj.

AC + BC > AB,
AD + BD > AB;

seCtenim dostaneme nerovnost
AC + BC + AD + BD > 2AB,
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kterou muzeme napsat téz jako
(AC + AD — AB) + (BC + BD — AB) > 0.

Nutné¢ tedy plati bud AC + AD > AB anebo BC +
-+ BD > AB. Protoze hrana 4B je nejdelsi, je mozné bud
z useCek AC, AD, AB anebo z BC, BD, BA sestrojit
trojihelnik.

5. Necht f je funkce s realnymi hodnotami definovana
pro vSechna realna x a takova, Ze pro kazdé x plati

1 B
fx+a)= 45 + Vfx) — fx)3% ™
kde a je dané kladné Cislo.

I. Dokazte, ze funkce f je periodickd (tzn. Ze existuje
kladné cislo & takové, Ze f(x + b) = f(x) pro vSechna x).

II. Udejte pro a = 1 pfiklad funkce f s uvedenymi
vlastnostmi, kterd neni identicky rovna konstanté.
(NDR, 7 bodl)

RESENT{

I. Ma-li funkce f byt definovana pro vSechna x a pritom
vyhovovat (*), musi nutné byt

fx) = [fx)

a tedy f(x) =1, a soucasné f(x) = l, takze celkem

2

2 =/

pro vSechna realna x.

1

A
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Pocitejme dale f(x + 2a) podle (*). Je
f(x + 2a) = fl(x + @) + a] =

+ Jfx +a) — [f(x + a)F =
- + Vfx + a1 — f(x + a)] =

]/— + f) — R {»——l/f<x>—[f<x>] }=

]/- — @) — U = +]/ (-1 -
— g+ =g =g — 1.

l\.))—l DN =

Plati tedy
flx + 2a) = f(x)

pro vSechna x; za Cislo b 1ze tedy vzit b = 2a.

II. Prikladd funkce s poZadovanymi vlastnostmi je
ovSem mnoho. Obecné lze takovou funkci definovat
takto:

1. pro 0 =< x < 1 definujeme f(x) zcela libovolnég, ale
tak, aby ; =fx)=1;

2. pro 1 =x <2 urtime f(x) pomoci (*), tj. tak,
aby

f) = 5 + Ve — 1) — (fte — DF;

3. pro vSechna ostatni x urlime f(x) tak, aby f byla
periodicka s periodou 2.
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Lze ostatné udat i nékteré jednoduché konkrétni pii-
klady jako

. TX
Sin -

flx) = =,

1
3

| —

anebo

flx) = é~pr00§x<1,

fx)=1pro 1 =x <2
a dale periodicky, atp.

6. Pro kazdé pfirozené Cislo n vypoctéte soucet

o

4 2% +1 + 2 n--2k
D it e B e S A
k=0

a dokazte spravnost odvozeného vzorce.
Symbol [x] zde znadi celou Cast Cisla x, tj. nejvétsi celé
¢islo m takové, %e m = «x.
(Anglie, 8 bodn)

Pozndmka.
Tato uloha byla popravu ohodnocena nejvétsim poctem

ma velmi kratké a elegantni feSeni), ale proto, Ze je pod-
nétnd a inspiruje k dal$imu zobecnéni ziskanych vy-
sledki, a to v nékolika riznych smérech. Proto si tu také
uvedeme rizné zpusoby reSeni.

RESENT 1 (autorské)

oo

k
Vypiseme si souclet S, = ?[” + 2] pro n =1, 2,

9k+1
R 2

3y s k=0
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21 131 [5

n=1: -2] 4] +[8]+...=1+0+0+0+...,
31 . [4] . [6

n=2: -5] + 5]+ [§]+...=1+1+0+0+...,
r47 (57 . [7

n=3: --2--]+ 4]+ [»8]+...=2+ 1404+0+...,

vysledky néds vedou k formulaci hypotézy S, = n, kterou
se pokusime dokézat. Pfedné je zfejmé, Ze pro n < 2 je

k k
Z ﬁnzlilz <1, a tedy [”—2-11—12] — 0. V kazdém souttu

S, je tedy jen konecny pocet nenulovych s¢itancu. Pozo-

rujme, jak se li§i sCitanci

[n+2"] . [(n +1) + 2k]

72k +1 k+1

v soultech S, a S, ;. Zfejmé vzdy

[n+2k] <[(n—+—l)—+—2"]’

Tkl okl

takZe nutné §, = S,,,. Ponévadz vSak
(n+1)+2¥ n4 2F 1

k41 0 Qk+1 T k1

k=0,1,..,

nemuze byt rozdil

[(n + l)i_2"] _ [n+ 2’”]

k41 Tk

vétsinez 1. Kdy vSak je pravé roven 1? V takovém pripadé
musi existovat pfirozené Cislo m takové, Ze
n 4 2% n-+ 142k
ot SME o -
Odtud
n+2k<m, 2 < p 4 2F 41,
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Avsak n + 2% a n -+ 2¥ 4 1 jsou dvé po sobé nasledujici
pfirozend Cisla a také Cislo m . 2" je prfirozené. Musi
tedy byt

m. 28 =p | 2F 1,
4.

n+ 1=2%2m — 1).
Snadno je vidét, Ze pfi daném 7 existuje pravé jedno celé
nezaporné k takové, Ze lze najit m tak, aby n + 1 =
= 2¥(2m — 1) — k5 k tomu stali rozloZit cislo n 4 1
na prvocinitele: & pak bude pocet dvojek v tomto roz-
kladu.

Pro vSechna ostatni £ bude pak nutné

n-+14 2% n -+ 2
P

Pri pfechodu od S, k §,,,; zméni se tedy pravé jeden sci-
tanec o jednotku, vSechny ostatni zustanou nezménény.
Plati tedy pro kazdé n: S, ., = S, + 1. Ponévadz vSak
S, =1, je skutecné §, = n, c.b.d.

RESENT 2

Cislo n vyjadtime v dvojkové soustavé, tedy ve tvaru
n=cy+ 2¢c, + 2%, + 2%¢3 + ... + 2'¢, + ... 5 ¢;=0,1.
Potom

n4 2% =y + . 4 260+ 25, + 1) 4 2Fe, +
e 7 o o o L,

n + 2% " . , ] |
,2’1@'{1 =2 ¢ + 27kc, 4+ .4 2%,,+ 2 (Clc + 1) +
+ Cr+1 + Cri1 ‘*" e *{— 2r“k"lcr ‘[A .

a déle zfejmé

2k 1
[nz—j;" ] N [ _; Ck] +Cpi1+ 2000 o 2R 0 L
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1 -{2— C’f] = ¢;. Mame tedy

Avsak ¢; = 0 nebo 1, takze [

L?l_;—_];] — Co + cl + 262 + 2263 + ces
i 2

n:!; ]=c1+c2+2c3+...

(n -+ 2F

‘z'm] =k + Cova + 20010 + oo

Setenim dostivame na levé strané pravé soucet S, a na
pravé strané

Co+ 2¢; + 2%y + ... + 27y + ... =,
tedy
S, = n.
RESENT 3. (M. Bukovéan— upraveno) '

UvaZujme vSechna pfirozena Cisla od 1 do n. MuzZeme
si je rozdélit do dvou skupin: na Cisla lichd, kterych je
n-+1

pravé 5 |>ama Cislasudd. Suda Cisla si déle rozdélime

opét do dvou skupin: na ¢isla nedélitelnd ¢tyfmi — a téch

je pravé [n —Z 2] a na Cisla délitelnd ¢tyfmi. Tuto posledni

skupinu dile délime na Cisla nedélitelnd osmi — a téch je
[n + 4

—87—-] — a zbytek —. Timto zpusobem postupujeme

déle aZ bude pfi nékterém déleni druha skupina prazdna.
Ponévadz takto vycerpame vsechna pfirozena ¢isla od 1 do
n (a téch je pravé n) a pritom kazdé Cislo bude pravé
v jedné skupiné — vidime, Ze plati S, = n.
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o . « x[n+ 257 . , .

Ukéazeme si jesté, ze skutecné —— | je pravé pocet
téch pfirozenych Cisel < n, kterd nejsou délitelna 2F*1,
ale jsou délitelna 2%, kde & = 0, 1, 2, .... Cisla s témito
vlastnostmi jsou tvaru

m=2Q2—1), I=12,..,
pfitom z nerovnosti 7 = n plyne postupné
2k21—1) = n,

n
n -+ 2F
I= 2Ic+1_

n 4 2k

Nejvétsi pfipustnd hodnota / je tedy [—2,;+1—], avsak to

je zaroven hledany pocet téchto cisel m.

Toto feseni vede k zobecnéni slohy, kdy dvojku nahra-
dime libovolnym prvocislem p. Kazdé prirozené Cislo m
lze vyjadfit — a to pravé jednim zpusobem — ve tvaru .

m = Pk -9,
kde ¢ neni délitelno prvocislem p. Toto Cislo ¢ pak lze
déle vyjadfiti — opét jedinym zpusobem — ve tvaru
qg=1Ip—r, 1=r<p, I=12,...
Analogicky jako v pfedchozim pfipadé pak dostaneme
Z nerovnosti m = n postupné

n=m=pt.q=plp—r1)
Z%c‘i“rglpa

j <t

S 1o
p
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s [P TD* ) e i L
takze pRL je opét prave pocet vSech téch priroze-

nych Cisel m nejvySe rovnych n, kterd jsou délitelna p*,
ale pfi déleni Cislem p** davaji zbytek p — r. Vidime tak,

Ze plati
n+1 '?,+,£] n+p?
[P]+[P2 +[p ]+ -

) n-+ 2 n+2p] [n+2p]
'[p]+[p2 + [T
o us o
L[rtp—1 _[n+p§p~l)] _[n»l»-pz(p—l)]
+[ ’ ]4 e e
4+ .o =n.

RESEN{ 4. (M. ¥. Williamson, Anglie)
Nejprve si dokdZeme, Ze pro kazdé nezaporné realné x

~plati
HE

Skutecné , pro 2/ = x <2/ + 1 je

x 1 x4+ 1
lg-2<l+~~2—§»2 <l+1,
takze _
x x+ 17 P
[2]+[—-2—]_1+1_21_[x].

Pro 2l+1<x<2[+2jepak

,+

1+v<—<z+1 <1+
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takZe

[’2‘] + [?f_;l]zlw-u:zwl:[x]-

Plati tedy pro kazdé nezaporné x

o -5

. . . L X
Do této rovnosti dosazujeme za x postupné k> k=

=0, 1, 2, ... a vSechny rovnosti pak sefteme:

[x] — [;] _ [zc-; 1],

HEEE ]
(1= 47

: . ¥ x o caXtant
Pro dosti velké k£ bude ovSem [27“] = 0, takZe seCtenim

dostaneme na levé strané [x] a na pravé strané soucet

— x + 2k
Spal]
k=0

Tim je uloha rozfeSena, a to dokonce obecnéji nezli jen
pro celé hodnoty x.

Treti a Ctvrty zpusob FeSeni lze jesté dale kombinovat.
Budiz p prvocislo, potom pro kazdé nezdporné redlné x
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plati

NEEE

SRHEN

j=1

takze opét

) X X P
Dosazujeme sem za x postupné x, ~, ,, ... a po seCteni

dostaneme jako konec':n}" vysledek rovnost

i Z[x tﬁf] [1].
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Piiloha 1

Vedouci delegaci na X. MMO

Zemé vedouci zastupce
Anglie dr. Norman Routledge dr. David Monk
Bulharsko doc. Dojc¢in Bogdanov Christo Stojanov

Dojcinov Doganov
CSSR dr. Franti$ek Zitek dr. Jozef Moravcik
Italie prof. Tullio Viola prof. Angelo Pescarini
Jugoslavie prof. France J. KriZani¢ Vladimir P. Mi¢i¢
Madarsko doc. Hodi Endré dr. Reiman Istvén
Mongolsko doc. Ursin Sanzimjatav Aivan Duger
NDR dr. Helmut Bausch Herbert Titze
Polsko prof. Mieczyslaw Mgr. Andrzej
Czyzykowski Makowski
Rumunsko prof. Constantin Ionescu- | Z. Bogdanov
-Bujor
SSSR doc. E. Morozova N. B. Vasiljev
Svédsko dr. Per Martin-Lof Peter Hackman

Rakousky pozorovatel: prof. Alexander
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Priloha 2

Prehled vysledka &sl. ucastnikd.

Jméno Uloha ¢&islo Cel-
1| 2] 3| 4| 5| 6 |km
B. Sivak 6 7 7 ‘ 5 7 8 40
T. Masek 6 7 7 5 7 8 40
M. Bukov¢an 3 4 1 0 0 8 16
P. Polcar 5 7 7 0 7 8 34
L. Polak 5 7 1 5 7 8 33
J. Vinarek 6 7 1 5 7 8 34
M. Kauki¢ 4 7 4 0 0 1 16
V. Miiller 6 7 2 5 7 8 35
Druzstvo
celkem 41 53 30 25 42 57 248

Zaci B. Stvdk a T. Masek dosahli maximalniho moZného poctu bodi
a ziskali tak proni cenu, zaci P. Polcar, L. Poldk, §. Vindrek a V. Miiller
ziskali druhou cenu.
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Priloha 3

Prehled celkovych vysledkt druzstev

Pocet cen Pof;ldi
N 7 odle
Zeme L II. | IL ?é:n C{%}Ey ggggl
Anglie 3 2 2 7 263 4
Bulharsko 0 __—3_ ' 1 A4 : 204 | 9
Ceskoslovensko| 2 4 | 407* A6 - _2;; ~;”7 R
Italie 7 7(; R 0 1 1 132 N T
Jugostivie | o | o | 3| 3| 1w | 10
'—I\Ed‘arsko ' 3_ 3 2 8 N 291“ » 3‘ “
Mongolsko 770”7 0 0 “"*'0" '7';— » 12 N
NDR 5 ; “*(*) 8A - ;04 e 7T7 N
Polsko 2| 3 2 7| 2,2 | 5
Rumunsko | 1| 1| 2 | 4| 28 | 8
SSSR s | 1| 2| 8| 28 | 2
Svedsko 1 2 5 8 256 | 6
Celkem _2_2" ; 20 64 — —

Vedle téchto cen bylo udéleno jesté 5 zvldstnich cen: Dva madarsti,
jeden anglicky a jeden jugoslavsky zdk dostali ceny za originilni
feSeni, prip. zobecnéni tloh; patou zvlastni cenu dostala mongolski
zakyné za nejleps$i vykon (ziskala 19 bodu).
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