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1V. Ulohy Il. kola

1. KATEGORIE A

1. Dokazte, Ze o objemu V Ctyisténu ABCD plati

Vé%AB.BC.CD.

ReSeni. Objem I daného &tyfsténujeroven V = %P’v,

kde P je obsah trojuhelniku ABC a v je velikost vySky
Ctyfsténu spusténé z vrcholu D na sténu ABC. Je
vsak dale

P:lAB.v',
2

kde o' je velikost vysky trojuhelniku ABC, spusténé
z bodu C.

Protoze v’ je vzdélenost bodu C od pfimky 4B, je

v =< BC,
tj.

Pé%AB.BC.

Dile je v vzdalenost bodu D od roviny ABC, takZe
v = CD.
Odtud

V:—;—PvééAB.BC.CD,

jak jsme méli dokizat.
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2. Je dana soustava rovnic

1 — x| =a, |[x —y]=b, iy—1!=c, (1)
kde a, b, ¢ jsou dana pfirozend Cisla.

Dokazte, Ze soustava (1) ma bud dvé feSeni, nebo je
nefesitelnd. Urcete podminku feSitelnosti.

Reseni. Poklidejme Cisla 1, x, ¥ za soufadnice ti
bodu pfimky p; tyto body oznaéme

A=[y], B=1[1], C=[x]. (2
Pak je podle (1)
BC=a, CA=10b, AB=c. (3)

Protoze a, b, ¢ jsou pfirozena Cisla, jsou A, B, C tfi ruzné
body pfimky p.

Ze tfi ruznych boda pfimky pravé jeden oddéluje oba
zbyvajici. Je-li tedy soustava (1) reSitelna, plati pravé
jeden ze vztaha
C odd. 4B, A4 odd. BC, B odd. CA4,
neboli pravé jedna z rovnosti
AC + CB = AB, BA + AC = BC, CB + BA = CA,
tj. vzhledem k (3) pravé jedna z rovnosti

a+b=c¢b+c=a,c+ a=0Aa. (4)

Platnost pravé jedné z rovnosti (4) je tedy nutna pod-
minka pro feSitelnost soustavy (1). DokaZzeme, Ze tato
podminka je také postacujici.

Necht plati napft.

atb=c. )
Na libovolné pfimce p sestrojime tfi body 4, B, C tak, aby
pro né platily vztahy (3) a (5); viz obr. 20. Ddle sestrojime

P 1 1 B

Obr. 20.
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oba body pfimky p, pro které plati BP, = BP, = 1.
Jsou-li y,, x, po fad¢ soufadnice bodi A4, C v soustavé
s pocCatkem P, a jednotkovym bodem B, pak plati

c=AB = |y, — ll,a= BC = |1 — x|
a vzhledem k (3)
|x1—y1[ = AC: b.
Cisla x,, y, jsou tedy feSenim soustavy (1). Druhé feSeni
da bod P,.

Zavér. Soustava (1) je feSitelnd pravé tehdy, plati-li
jedna z rovnosti (4). Je-li fesitelnd, ma dvé feSeni.

3. Vypocitajte stucet

sin 1 sin 1 sin 1

cos0.cos1 cosl.cos2 cos2.cos3
sin 1

cos (n — 1) cosn ’
kde 7 je dané prirodzené dislo.
RieSenie. Upravime dlen suctu
sin 1
cos(k— 1).cosk
pomocou rovnosti

sinl =sin[k — (k—1)] =sink.cos(k — 1) —
—cosk.sin(k—1). 2)

Ak dosadime z (2) do (1), dostaneme

sin 1
=tgk—tgk—1). 3
cos (kR — 1) cos & & 8 ) ®)

Cleny (3) mame séitat pre k = 1, 2, . . ., n. Hladany sucet

(D
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jetedas = (tgl —tg0) + (tg2—tgl)+(tg3—1tg2) +
+ ... +(gn—tg(n— 1),
t.j.
s=tgn—tg0=tgn.
Poznédmka. D4 sa dokdzat, Ze cos £ = 0 pre kazdé
prirodzené Cislo 2. Ak by totiZ pre niektoré prirodzené
Cislo % platilo cos £ = 0, bolo by

k= % + im (7 celé).

. 2k, .. L. ,
Stade by sme dostali © = 122 ¢o vsak nie je moz-

né, pretoze = je Cislo iraciondlne.

4. Je dana priamka p a rovina z kolma k p. Na priamke
p sudané dva rdozne body A4, B, ktoré lezia v tom istom pol-
priestore s hranicou zz. V rovine  je danad priamka g mi-
mobezZnd s p.

VysSetrite geometrické miesto priesecnikov vySok troj-
uholnikov ABX, ked bod X prebiecha priamku gq.

RieSenie. Vyska kazdého z trojuholnikov ABX
spustend z vrcholu X ma ta istd patu M. Bod M je
prieseCnikom priamky p s rovinou .

Rozoznavajme dva pripady:

a) bod M splynie s niektorym z bodov A4, B, napr.
M = B;

b) M=~ A4, B a pri vhodnom oznaceni oddeluje napr.
bod B body 4 a M.

V pripade a) su vSetky trojuholniky ABX pravo-
uhlé s pravym uhlom < ABX. PrieseCnik vySok V
v kazdom z nich je V = B. Hladané geometrické miesto
bodov pozostava teda z jediného bodu B.
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Pripad b) (obr. 21). Vsetky prieseniky vySok V leZia
na priamkach MX,t.j.v rovine Mq = a. Pretoze <<ABX
je tupy (A BMX je pravouhly s pravym uhlom <xtBMX),
oddeluje bod M body ¥ a X. Bod B je priese¢nikom
vysok trojuholnika AV X. Preto je <t XAM = <<MVB
a dalej

ANAMX co AVMB . (1)

Zo vztahu (1) odvodime AM: VM = XM : BM Cize
MX .MV =MA.MB =k, 2
kde % je kladna konStanta.

Obr. 22 znazoriiuje situdciu v rovine x. Priamka MX,
je spolo¢na kolmica mimobeZiek p, g. Bod V, je prieseénik
vySok trojuholnika ABX,. Preto je podla (2)

MX, MVy=k, tj. MX,. MV = MX . MV (ize

MX: MX, = MV,: MV . 3)
Zo vztahu (3) vyplyva podla vety sus o podobnosti
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trojuholnikov, Ze je AMXX, ~ AMV,V. Preto je uhol
IXMVV, pravy a bod V leZi podla obratenej Thaletovej
vety na kruZnici » zostrojenej nad priemerom MV,

PretoZe kazda priamka zvizku (M) s vynimkou do-
tycnice kruZnice » v bode M obsahuje po jednom bode X
i V, vyplnia body V kruznicu » bez bodu M.

NS

Obr. 22.

Zhrnutie. V pripade a) je hladanym geometrickym
miestom mnoZina obsahujuca jediny bod M, v pripade
b) je to kruZnica » bez bodu M.

2. KATEGORIE B
1. Plati-li o redlnych Cislech a, b, ¢, Ze |a| = 1, (6] = 1,
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le] =1, potom je
ab + ac + bc = —1.
DokaZte a najdéte nutnou a postacujici podminku pro
to, aby nastala rovnost.
Reseni. Plati
A+a)(d+dA+c)+ A —a)l —b)(1—¢c) =0,
nebot oba séitanci jsou nezdpornd Cisla. Vynasobenim,
upravou a délenim dvéma dostdvame
ab +ac+bc+1=0
neboli
ab + ac + bc = —1,
jak jsme méli dokazat.
Rovnost nastane v tom a jen v tom pfipadg, je-li

zaroven
1+4+a)(d+b1+c)=0

1—a)(l1 =01 —¢)=0.
To bude splnéno, bude-li aspoil jedno z cisel a, b, ¢
rovino —1 a zdroven aspoil jedno rovno 1.

a

2. Je dana funkcia

Zistite jej obor definicie a zostrojte jej graf.

RieSenie. Najprv zistime obor definicie danej funkcie.
Z definicie druhej odmocniny vyplyva nutnost splnenia
vztahov

2
,lf_tx_:tlgo,
2x
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ktoré st splnené len pre x > 0. KedZe pre kladné x je
nezapornym &islom aj vyraz pod ,,velkou odmocninou®,
pricom menovatel je rézny od nuly, je dand funkcia
definovana pre

x>0. (1)
Upravme teraz zlomok

1+ x| 1+
V 2x +1-—V 2x _1:
V1+x2+l+l/1+x2_l
V(l + x)? V(l—x)z
2x
1+ xp 1 — xp
V 2 +V

Pouzitim znamej vety, Ze ]/x2 = le,dostanerne z daného
zlomku tvar

11+ x| — |1 — x|
1 +x+ 1 —x
Z definicie absoldtnej hodnoty vyplyva pre x = 1:
M4+x=14x |1 —x] =x—1, teda
11+ x| — |1 — x| 1+x+1—x
H+x+1—x] 14+x—1+x
pre0<x<lije [l +x[=1+4+2x[1—x=1—=x
a teda
M4+x—1—x%x 1+x—1+x
+x+1—x 1+4+x+1—x

1
=3’ (2a)

=x. (2b)
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AKk pouzijeme vztahy (1) a (2), dostaneme:

pre x=1jey= x-%zl,pre 0<x<lijey=
=)= x| =x.

Grafom danej funkcie je teda lomend Ciara zndzornena
na obr. 23.

y=1

Obr. 23.

3. Do polgule s polomerom 1 treba vpisat tri zhodné
plochy gulové tak, aby sa kazdé dve zvonku dotykali
a kazda z nich aby sa dotykala jednak podstavy polgule
a jednak jej hraniCnej plochy gulovej. Vypocitajte polo-
mer vpisanych gulovych ploch a dokdzte, Ze uloha je
rieSitelnd.

RieSenie. Predpokladajme, Ze rieSenie existuje. Oznac-
me O stred polgule, S;, S,, S, stredy vpisanych gulovych
ploch, r ich polomer. Body S, S,, S; tvoria vrcholy
rovnostranného trojuholnika so stranami dlzky 2r.
Ak je § stred tohto trojuholnika, potom platid = SS§; =
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= 885, =8S; = %27’ 3= % rJ/3. Rovina S,08
pretne polgulu v polkruZnici (obr. 24), prva gulova
plochu v kruZnici s polomerom r a stredom §;. Tdto
kruZnica sa dotyka polkruZnice v bode 7. Pretoze body
T, S;, O lezia na priamke, plati

1:r+]/ﬁ"+7{2:r(1+l/1+g)=r(1+l/—§-l)-

Stade

Var_,
1 3 1 av
= — = — = — 21_3.
P SR L R
E 3

Ak zvolime r takto a d = %rl/g , potom existuje

kruZnica s polomerom r ako na obr. 24. Potom moZno
zostrojit tri gulové plochy pozadovanych vlastnosti.

Obr. 24.

4. Je déna kruznice k se stiedem S. DokaZte, Ze kazdy
bod Zz£ S jejiho vnitiku je stfedem kruZnice vepsané
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trojuhelniku SXY, jehoZ vrcholy X, Y leZi na kruZnici k.
Vyjadiete polomér této vepsané kruZnice pomoci 7,

Reseni. Je-li bod Z stfedem kruZnice vepsané troj-
uhelniku SXYVY, jehoZ vrcholy X, Y lezi na kruZnici %
a ktery je proto rovnoramenny, zavedeme oznaceni podle
obr. 25: U je stfed useCky XY a zaroveil bod dotyku

Obr. 25.

kruZnice vepsané trojuhelniku SXVY, IV je pata kolmice
z bodu Z na pfimku SY, a tedy také bod dotyku kruZnice
vepsané trojuhelniku SXY. Plati tedy

SZ=d, SY=r, ZU =2V = x,
kde x znali polomér vepsané kruZnice.
Z podobnosti trojuhelnika
ASYUco ASZV
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dostaneme: SY: SU = SZ: SV, neboli
ri(d+x)=d: @& — =,

neboli
r|d®— x2=dd + x). (1)
Odtud dostaneme umocnénim
r¥(d + x)(d — x) = d¥(d + x)?. (2)

Protoze je d + x # 0, muZeme jim délit rovnici (2)
a vyjde

r)(d — x) = d*(d + x)
a odtud po jednoduché upravé

2 J2
g—dg— 3)
r2+d2

Zvolme nyni libovolny bod Z vnittku kruZnice %, pro
ktery plati SZ = d < r. Kolem bodu Z opiSme kruznici
% polomérem x, ktery je dan vzorcem (3). Ze vzorce (3)
vyplyva, Ze je x < d. Proto lezi bod S vné kruznice ».
Sestrojime rovnoramenny trojuhelnik SX'Y’ se zéklad-
nou XY’ tak, aby » byla kruZnice jemu vepsana. Pak
opiSeme kolem stfedu S kruZnici £" polomérem SX' =
= SY’ = #’. Podle vzorce (3) pak plati

r’2 . d‘.’.

x=d——. 4)

r'? 4 d?

Porovnanim (3) a (4) dostaneme
(% — & + &) = (7 — &Y + &)

a odtud »"? = r2, tj. ' = r. KruZnice %, £’ tedy splynou,
zvoleny bod Z je stfedem kruZnice vepsané jednomu
z trojuhelniku SXY a tvrzeni je dokazano.
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3. KATEGORIE C

1. Trojuhelnik o obsahu 50 cm? ma jedinou stranu
del$i nez 10 cm. Urcete délku této strany.

Reseni. Necht a, b, ¢ jsou délky stran daného troj-
uhelniku a necht ¢ je vétsi nez 10 cm. Je pak a = 10 cm,
b = 10 cm. Obsah P trojuhelniku je

P=—1—av,
2

kde v je velikost vySky kolmé k strané a, vychazejici
z vrcholu A. ProtoZe v je zaroven vzdalenost bodu 4 od
strany ‘BC, plati v =< b= AC.
Je proto
P = l(w §lab =50 cm?.
2 2

* Avsak vime, ze P = 50 cm?. Je proto v = b, tj. strana b
je kolma k a, dile a = 10 cm, b = 10 cm. Odtud plyne,
¥e ¢ = |/a® + b® = 10]/2 cm == 14,14 cm, co? je hledany
vysledek.

2. Je dany pravy uhol <t ABC. Vrchol X pravouhlého
trojuholnika ABX sa pohybuje po priamke BC. Y je
stred jeho odvesny BX, Z pita vysky na preponu AX.
Vysetrite geometrické miesto bodov Z, pre ktoré plati
XZBY = < XZY.

RieSenie. Nad priemerom AB zostrojime kruZnicu
k so stredom S. Podla obratenej Thaletovej vety patri
bod Z kruZnici k. Ak oznalime o velkost uhla <t XAB,
je xAXB = 90° — o« (z pravouhlého A ABX), <ZBY=
= « (z pravouhlého ABXZ — pozri obr. 26). Dalej
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mame podla obritenej Thaletovej vety z pravouhlého
ABXZ vztahy XY = YB=YZ, t.j. z rovhoramenného
AXYZ dostaneme

XXZY = SAXB = 90° — «.

%

Obr. 26.
Podmienka

SZBY = < XZY je teda ekvivalentnd
S nerovnostou
' o =90° — «,
Cize
a = 45° .,

Stredom § kruZnice % vedieme priemer PQ ||BC.
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PretoZe predchadzajuci postup moZno obratit, je hlada-
nym geometrickym miestom bodov Z polkruznica k,,
ktord obsahuje bod A. Bod A4 vSak do hladaného geo-
metrického miesta nepatri (obr. 27).

~

Obr. 27.

3. Pfirozend &isla 1, 2, 3, ..., 12 jsou rozdélena
do ¢étyf skupin po tfech Cislech. Soudet Cisel kazdé této
skupiny je nejvySe 20. DokaZzte, Ze v Zddném takovém
rozkladu se nevyskytuje skupina {5, 6, 7}.

Reseni. Predpoklidejme, %e v n&kterém rozkladu je
skupina {5, 6, 7}. Skupina {5, 6, 7} dava soucet 18.
Proto kazda ze tfi zbyvajicich skupin dava soucet 20.
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Tyto tfi skupiny davaji totiz dohromady soucet 78 —
— 18 = 60.
Vysetfme, v které skupiné se vyskytuje Cislo 12. Toto
Cislo se muZe vyskytovat jen ve skupinich
11,7, 12}, 42,6,12}, {3,5,12} .
Kazda z téchto tfi skupin vSak ma spolecny prvek se
skupinou {5, 6, 7} , coz neni mozné.

4. Reste soustavu rovnic s neznamymi X, y
ax+y=1, 1
x| +y=a,

kde a je parametr. Diskutujte feSeni vzhledem k para-
metru a.

ReSeni. Rozlisime dva ptipady: a) x =0, b) x =< 0.
a) V piipadé¢ a) md soustava (1) tvar

ax +y=1,

xX+y=a. @

Odectenim obou rovnic (2) dostaneme
(a—Dx=1—a. 3)
Je-li a # 1, plyne z rovnice (3) x = —1; to vSak nevede

v pfipadé¢ a), kdy je x = 0, k Zddnému feSeni soustavy
(1). Je-li a =1, obsahu]e soustava (2) dvé totozné
rovnice x + y = 1 Jejich teseni jsou viechny dvojice
x, 1 —x, kde x = 0.

b) V ptfipadé b) ma soustava (1) tvar

ax + Yy = 1 b (4)
—x+y=a.
Odectenim obou rovnic (4) dostaneme
(a+Dx=1—a. 5)
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Je-li a # —1, plyne z () x= 1 =8 dflle 2druhe
. 14+ a 1 +a
rovnice (4) y = 1 a
Dvojice Cdisel
1—a 1+ a2
== — — _— 6
1+ a * 1+ a ©)

je TfeSenim soustavy (1) pravé tehdy, kdyz je x = 0,
tjubud 1 —a=0,1+a<0,nebo 1 —a =0, 1+
+ a > 0. Prvni pfipad nastane pro a <~ —1, druhy pro
a = 1. Pro a = 1 davaji vzorce (6) feseni 0; 1, které jsme
uz dostali mezi feSenimi odstavce a).

Pro a = —1 se sklada soustava (4) z rovnic —x + y =
=1, —x +y = —1, které si odporuji; pro a = —1
je tedy soustava (1) nefeSitelna.

Shrnuti je diano tabulkou:

. ; | i
a la< —1 gafili a=1 J a>1
I 1 |
wie |l \ S .
Reseni | jediné, dané¢ | zadné | nekonecéné jediné, dané
| vzorci (6) j | mnoho feSeni | vzorci (6)

i \ lx,1—x5x=0
|

4. KATEGORIE D

1. Je din Ctverec ABCD o stiedu S. Tento &tverec
oto¢ime kolem stfedu S o ostry thel velikosti ¢ do polohy
A'B'C’'D’ tak, Ze strany B'C" a C'D’ protnou stranu BC
v bodech X a Y.

Vyjadrete velikost thlu c XSY.
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Reseni (obr. 28). Z textu tlohy plyne
IC'SC=¢p. (1)
Dile plati
KLC'SB = JCSB— XC'SC = 90° — ¢. (2)
Trojahelnik SCC’ je rovnoramenny, nebot SC.= SC'.

Ze soumérnosti tohoto trojihelnika podle osy tsecky CC’
a ze vztahu

XSC'Y = S SCY = 45°
DI

Obr. 28.

plyne, Ze bod Y leZi na ose soumérnosti A SCC’. Je tedy
podle (1)

XYSC = %. 3

98



Ze soumérnosti plyne déle
XYSC' = % ®.

Polopfimka SY je tedy osou thlu CSC’. Obdobné doka-
Zeme, Ze polopfimka SX je osou uhlu C'SB.
Velikost uhlu C’SB je podle (2) 90° — ¢, takze
XXSC' = % (90° — ¢).
Pro velikost hledaného whlu tedy plati

FXSY = LXSC + SC'SY = 45° — %¢ + %q) — 450,

2. Na obrazku (obr. 29) je stvorec ABCD so stranou

D c
07
GG
a1 02 03
8
Obr. 29.
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dizky 9 cm a 8 zhodnych $tvorcov Q;, Qs ..., Q.
Stvorec Q, prevedieme na Stvorec Q,, Q, na Q,, atd.
az Qg na Q, a to vzdy otoCenim okolo toho spolo¢ného
vrcholu oboch §tvorcov, ktory lezi na obvode Stvorca
ABCD. Sposob otacania je naznaceny vo Stvorci ABCD
na obr. 29.

a) Zostrojte Ciaru, ktora pri vsetkych tychto otoCeniach
prebehne vrchol X.

b) Vypotitajte jej dizku a porovnajte ju s dizkou kruz-
nice opisanej a s dlzkou kruznice vpisanej Stvorcu ABCD.

RieSenie. a) Ciara je na obr. 29 vyznaena hrubo.
Sklada sa zo Styroch Stvrtkruznic s polomerom 3 a z dvoch

Stvrtkruznic s polomerom 3 |/2.

b) Dika &ary je (v cm) d — 4 - %" 42, 9f4l2,
cize
d=6n+3x)2 = 3x(2 + |/2) = 10,24~ . (1)
Dizka d, kruznice opisanej $tvorcu ABCD je
d=n9)2=127=, )
dizka d, kruZnice vpisanej $tvorcu ABCD je
d, = 97 . 3)

Podla vztahov (1), (2), (3) je teda
d,<d<d,.

3. Je dana tabulka prirodzenych Cisel, ktord pripomina
tabulku na tikete Sportky:
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1 2 3 4 5 6 1
8 9 10 |11 12 13 14
5 16 17 18 19 20 21
22 23 24 25 26 27| 28
20 30 31 32 33 34 35
36 37 38 39 |40 41 42

43 44 |45 46 47 48 49

Ak vyberieme z tabulky sedem Cisel tak, aby sme z kaz-
dého riadku i z kazdého stlpca vybrali jediné Cislo, potom
je sulet vybranych Cisel vzdy ten isty. Dokazte. (Jeden
mozny vyber je vyznaceny na tabulke.)

RieSenie. Postup vyberania cisel si modzeme pred-
stavit takto: Na kazdé pole prvého riadku polozime jednu
mincu. Potom jednu mincu nechame v prvom riadku
a ostatné posunieme v smere stipcov tak, aby v kazdom
riadku lezala prave jedna z nich. Cisla, ktoré s zakryté
mincami, spliiaji potom poziadavky vyberu.

Ked mince lezali v prvom riadku, bol sucet Cisel, ktoré
zakryvali

l1+2+3+4+45+6+7=28.
Tym, Ze sme jednu z minci posunuli do druhého riadku,
sa sucCet Cisel zakrytych mincami zvacsi o 7. Podobne
posunutim mince do 3. riadku sa sucet zvacsi o 2. 7;

. .3 posunutim do 7. riadku o0 6 . 7. Suclet Cisel zakrytych
mincami sa teda zvacsil celkom o

. (14+24+3+4+5+6).7=21.7=147.
Sucet Cisel vybranych tak, ako Ziada tuloha, je tedy vzdy
28 4 147 = 175.
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4. Soulin dvou kvadratickych trojclenu x* + ax -+ b,
x4+ ¢cx + d je dvojClen x*+ 4. Urlete koeficienty
trojClent.

Reseni. Plati
(x*+ax+0b) (x*+cx+d) = x*+ (a + o)x® +

+ (b + d+ ac)x® + (ad + bc)x + bd . (1)
Porovnanim (1) s dvoj¢lenem x* -+ 4 dostaneme
bt d a0
ac —
+ad :{%_— bc =0 : )
bd = 4.
Z prvni rovnice (2) vyjde
c=—a; (3)
po dosazeni do treti rovnice (2) dostaneme
ald —b)=0. (4)
Piipustime, Ze je a = 0; pak z (3) plyne ¢ = 0 a z druhé
rovnice (2) d = —b. Ze Ctvrté rovnice (2) pak dostaneme
—b% = 4, coz je nemozné. Je tedy a # 0 a z (4) plyne
d=5». (5)
Dosadime-li z (3) a (5) do druhé rovnice (2), vyjde
2b —a*=0. (6)

Vztahy (3), (5), (6) ndam dovoluji vyjadfit viechny koefi-
cienty pomoci a; je

1 1
b=—a%* ¢= —a,d=—a®. 7
59 > 5 (M
Z &tvrté rovnice (2) dostaneme vzhledem k (7)
L3 at =4,
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tj. a* = 16, a®> = 4 (nikoli —4), a = + 2. Méame tedy
dvé feSeni:

@ |

| 4

c
2

b |
2‘2|—
| 2 |

2
2 2 |

Zkouska.

(x4 2x + 2)(x> — 2x + 2) = (x® 4 2)2 — 4x* =
=xt+ 4,

(x2—2x+2)(x>2+2x +2) = x* + 4.
Neprihlizime-li k pofadi troj¢lent, je feSeni jediné.
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