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IV. RESENI ULOH ZE SOUTEZE

1. Ulohy I. kola kategorie A

1. Dokazte, Ze pre vSetky x plati:
a) |cosx + sinx| = ]/Q 3

b) cosx -+ sin‘x = % .

RieSenie. a) Plati postupne
sinx + cosx = sinx + sin(R — x) =
— 2sin45°cos(x — 45°) = |/2cos(x — 45°).
Preto je B B
|cosx + sinx |= |]/2cos(x — 45°)| = V2lcos(x—45°)!; (1)
aviak pre vsetky Cisla x plati
|cos(x — 45°)] =1

a preto je |2 |cos(x — 45°)| = |/2. Vzhladom na vztahy
(1) odtial dostaneme

lcosx + sinx| = |/2,
¢o sme mali dok4zat.

b) Plati postupne
costx + sin®x = (cos®x + sin®)? — 2sin®rcos’x =

=1 — % (sin2x)% . (2)
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PretoZe pre vietky x plati [sin2x| < 1, je —;— (sin2x)? =

gl

> Odetial a zo vztahov (2) dostivame

costx 4 sinfx = 1 — %(sin2x)2 =1-— —;—
a teda
cosix -+ sinx = % 5

¢o sme mali dokizat.

2. Zjistéte prubéh funkei:

X
a)y=£;rx—2]||; b)

x + E
Grafy téchto funkci narysujte tusi.

Reseni. a) Funkce je definovana pro x # 0.

I. Je-li x> 0, je |x|] =x, tedy
X +x 2x 1

2% 2 x °
II. Prox < 0 mame |x| = — x, tedy
_x—x
Y= T
Prislu$ny graf je nacrtnut na obr. 1, pfi¢emZ pocitek O
nenalezi grafu funkce a).

b) Abychom rozhodli, kdy je jmenovatel x +- |x| roven
nule, feSime rovnici
x4+ x| =0. 1)

Pro x > 0 je x + [x| = x + x = 2x > 0, tedy kladné
x neni kofenem rovnice (1).

=0.
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Pro x <0 je x + |x| = x — x = 0, tedy kazdé ne-
kladné x je kofenem rovnice (1).
Dani funkce je tedy definovdna jen pro x > 0. Pak
viak plati
2 2x* 24P
x+ x| x+x 2%

=x, Cili y=x.

y Y|

Yo _2x
Y=—m212 A Tar

Obr. 1 Obr. 2

Graf funkce je na obr. 2, pfiemZ pocitek O nenéleZi
grafu funkce b).

3. Necht m = n = p jsou velikosti sténovych thlo-
pricek kvadru.
Vypoctéte velikosti hran a, b, ¢ tohoto kvadru.

Dokazte, Ze podminkou feSitelnosti je, aby se dal se-
strojit trojuhelnik ze stran o velikostech m, n, p a aby
tento trojuhelnik byl ostrouhly.

Pozndmka. V kvidru ABCDA'B'C'D’ (v némZ je
AA' || BB' || CC’" || DD') zvolte toto oznaleni: a = AB,
b= AD, c = AA'y m = AD', n = AB', p = AC.
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ReSeni. 1. V této &asti feSeni uréime rozméry
a— AB, b— AD, ¢ — AA’ 1

hledaného kvadru a stanovime podminky, pfi jejichZ
platnosti tento kvadr existuje. Releni provedeme vy-
poctem (obr. 3).

Jestlize hledany kvadr existuje, potom z pravothlych
trojuhelniki DAA’, BAA', BDA o jeho sténovych
uhloptickich

DA"=m, AB=mn, BD = p (1)
podle Pythagorovy véty plati
m? = b 4 ¢, (2)
n=c®+ a%, 3)
PP=a+ b, 4)
Pfitom podle textu tulohy je
m=n=p. (5)
o Tento pfedpoklad neni pod-
C' . .

! statny ; 1ze ho dosdhnout vhod-

| nym zpusobem oznaleni.
4 ! 4 Selteme pravé i levé strany
N rovnosti (3), (4) a od souctu
N odecteme pravou a levou stra-

A\ nu vztahu (2); dostaneme
™I —m Pt =20
O~~~ 7¢ neboli
b \p\.\ 1
AR @ =2 (). (%)
A a B
Obr. 3 Za ptedpokladu, Ze plati

—m+nt+p> 0,
dostaneme ze vztahu (*)

a:l/%(——m2+n2+p2).
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Stejnym zpusobem odvodime vztahy pro b, c¢. Celkem
dostaneme

a= %bﬂﬁ+ﬂ+fx 27
b=1 %(m2—n2+p2), (3"
c= |[5 =), (4"

a to za predpokladu, Ze pfislu$ni odmocnénci jsou cisla
kladn4 (z geometrického hlediska nestaci, aby to byla jen
Cisla nezapornd) neboli Ze potfadé plati

m* <n*+ p?, (2"

nt < p*+ m?, 3’

PP <m 4 nt. 4)

O kladnych Ccislech m, n, p plati (5); pak také plati
m=n=p>0. (**)

Odtud bezprostiedné vyplyva, Ze vztahy (3), (4') jsou
za ptedpokladu (5) splnény. JestliZze tedy ma tiloha feSeni,
musi platit vztah (2").

Obracené, necht vedle vztahu (5) plati vztah (2').
Potom (isla a, b, ¢ dana vztahy (2"), (3”), (4") vzhledem
k platnosti (**) existuji a jsou kladna. Kvadr o rozmérech
a, b, ¢ danych formulemi (2”) aZz (3") mé sténové thlo-
pricky o velikostech m, », p, jak pozaduje uloha. O tom
se lze snadno pfesvédcCit pfimym vypoctem.

Tim je prvni st dlohy rozfeSena.

II. V dal$im budeme potfebovat tuto vétu V: ,,Bud
dén trojuhelnik o stranidch m, n, p, kde m =n = p > 0.
Potom proti stran¢ m leZi thel ostry, pravy, tupy podle
toho, zda plati vztah

m? = n?® + p? (6)
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a obracen&.« (Pfitom uhly proti strandm 7, p jsou zfejmé
vzdy ostré.)

Diikaz véty V provedeme pomoci této véty P: ,,Sho-
duji-li se dva trojuhelniky ve dvou stranich tak, Ze prvni
trojahelnik mé uhel jimi sevieny mensi neZ trojthelnik
druhy, potom tfeti strana prvniho trojihelnika je mensi
nez zbyvajici strana druhého trojuhelnika (Geometrie
pro 7. rocnik, véta 12, str. 108 (263)). Obracené, jestlize
se dva trojuhelniky shoduji ve dvou stranich tak, Ze
prvni trojihelnik ma tieti (zbyvajici) stranu men$i neZ
trojuhelnik druhy, potom thel prvniho trojuhelnika
protéjsi k jeho treti strané je men3i neZ whel protéjsi ke
tieti strané druhého trojuhelnika.<

Dukaz ptimé véty V. Pfipad rovnosti ve vztahu (6)
je obraceni Pythagorovy véty, nebudeme ho dokazovat
(Geometrie pro 9. ro¢nik, véta 3, str. 103).

Necht nyni plati

m?* < n®+ p*. (6)
Sestrojme pomocny trojuhelnik A;B;D;, v némZ je
AiBy =n, BD,=p, <B, =90° o jeho pfeponé
A1D, = m, tedy podle Pythagorovy véty plati

mi =n* + p*. 6"

Trojuhelniky A’BD, AiB:D, se shoduji ve stranich
A'B = AiB; = n, BD = B,D, = p, avSak vzhledem
k (6"), (6") plati m®* < mi neboli m < m,. Podle obra-
cené véty P tedy je <tB < <B; neboli <B < 90°.
Trojahelnik A'BD je tudiZ ostrouahly, coZ jsme pravé
méli dokazat.

Obracenou vétu V nebudeme dokazovat; dikaz lze
provést sporem. Tim povazujeme vétu V za dokazanou.

Pozndmka. Véta V vyplyva snadno z véty kosinové
a véty k ni obracené.
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Reseni druhé dsti dilohy. V druhé &asti feSeni tlohy do-
kdZeme, Ze podminkou feSitelnosti ulohy je, aby troj-
uhelnik, jehoZ strany maji velikosti m, n, p, byl ostro-
uhly (obr 3).

To vzhledem k diskusi provedene v Casti 1 znamend,
Ze vztah (2') je ekvivalentni s pozadavkem, aby zminény
trojuhelnik byl ostrouhly; dokdZeme, Ze tomu tak sku-
teéné je. Dukaz rozdélime na dvé& Césti:

Tvrzeni [1]. DokéZeme: ,,Trojuhelnik A'BD o stra-
nach
DA =m, AB=mn, BD = p ©)
v kvadru ABCDA’'B'C’D’ o rozmérech a, b, ¢ je ostro-
uhly.<
(Poznamka. To tedy plati v kazdém kvadru.)

Tvrzeni [2]. DokdZeme: ,,Je-li ddn ostrouhly troj-
uhelnik A’BD o stranich danych vztahy (7), pfiemz
m = n = p jsou dana kladna Cisla, potom plati vztah (2’),
takze existuje kvidr ABCDA'B'C’D’.«¢

Diikaz tvrzeni [1]. O sténovych ﬁlﬂopfiékéch Uy Usy Uy
kvédru o danych rozmérech a, b, ¢ plati u} = b* + ¢,
u = c? + az, u3 = a2 + b%; snadno Z)lsnme, ze platl
vztahy o} <12+ 4ud, ud <1 + u}, ud <ul + u3. Od-
tud plyne podle vety V, ze vSechny thly tro;uhelmka,
jehoz stranami jsou sténové thlopficky u,, u,, u; kvadru,
jsou ostré a dukaz tvrzeni [1] je tim proveden.

Diikaz tvrzeni [2]. V ostrouhlém trojuhelniku A'BD
o straniach (7) podle obricené véty V plati vztah m? <
< n? 4 p? vedle vztahu m = n = p a podle zavéru Casti I
existuje kvadr s rozméry ze vztahu (2”) aZ (4"). Tim je
dukaz tvrzeni [2] a celé Casti IT ukonlen.

Jiné teSeni C&dsti II. DokdZeme: [1] ,,V kazdém
kvidru ABCDA'B'C’'D’ je trojihelnik A'BD ostro-
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ahly. [2] ,,Necht je dan ostrouhly trojuhelnik A'BD
o strandch (viz obr. 4)

DA’ =m, A'B =n, BD = p, (1)
kde m, n, p jsou dand Cisla. Potom existuje kvadr
ABCDA'B'C'D’ (o obdélnikové podstavé ABCD, pfi-
¢emZ je AA' | BB’ || CC’ || DD’), jehoz sténové uhlo-
pficky jsou dény vztahy (1).

Obr. 4

Tim bude podédno feSeni druhé Casti dané ulohy.

Diikaz torzeni [1] (viz obr. 4). DokaZme, Ze napf.
<A’ v trojuhelniku A'BD je ostry.

V roviné ABB’'A’ sestrojme piimku

A'K | A'B. (2)

Protoze pfimka A'D’ je kolma k roviné ABB’A’, plati
A'D'" | A'B, 3)
A'D" | AK.

Obé kolmice A'D’y, A’K urluji rovinu p = A'KD’,
kterd vzhledem ke (2), (3) stoji kolmo k primce A'B.
Obdélnik ABB’A’ ztejmé leZi aZ na bod A’ uvnitt polo-
roviny A’KB a cely kvidr ABCDA'B'C’'D’ tedy lezi az
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na hranu A’D’ uvnitf poloprostoru ¢B. Polopfimka
A'B | o s poloptimkou A'D lezi tedy az na bod 4’
uvnitf poloprostoru oB a z obrazku 5 (kde R je pata
kolmice vedené bodem D k roviné ¢) se snadno usoudi,
ze uhel <DA'B = < A'DR je ostry. Tim je dikaz
tvrzeni [1] proveden.

Diikaz tvrzeni [2]. Du-
kaz provedeme tak, Ze
sestrojime bod A takovy,

Ze z tohoto bodu je vidét
strany ostrouhlého troj-
uhelnika A’BD pod pravy-

mi thly; ¢tyfstén AA'BD
doplnime pak snadno na
kvadr ABCDA'B'C'D’,
jehoZ rozméry jsou udany
velikostmi hran AB, AD, Obr. 5

AA'tohoto Ctyfsténu (obr.

4, 5).

Rozbor. Bod A musi leZet (podle Thaletovy véty) na
kulovych plochach 2, x,, %4, které pofadé sestrojime nad
useCkami BD, DA’, A'B jako pruméry. Odtud kon-
strukce:

Sestrojime pravé uvedené plochy »;, #,, #3. Necht 4
je jeden jejich spole¢ny bod (pokud lezi mimo rovinu
A'BD). Potom je AA'BD hledany Ctyfstén, nebot podle
Thaletovy véty jsou uhly <xA'AB, <<BAD, <<DAA’
pravé (napf. rovina A’AB protne plochu x, v hlavni
kruznici, jejimz prumérem je pravé usecka A'B).

Pravé popsani konstrukce bodu A zavisi na tom, zda
bod A existuje a zda padne mimo rovinu ¢ = 4'BD;
dokazeme, Ze v pfipadé, kdy je dany trojuhelnik A'BD
ostrouhly, tomu tak skutecn¢ je (viz obr. 6).

Diikaz. Oznatme X, Y, Z paty vySek vedenych vrcholy
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B, D, A’ trojuhelnika A'BD; dile oznalme A, prisecik
téchto vySek. Protoze A’'BD je ostrouhly trojtihelnik,
lezi podle zndmé véty bod A, uvnitf tohoto trojihelnika
(a tedy uvniti kazdé z Gsecek DY, A'Z).

Plochy #,, %y, »3 protnou rovinu ¢ po fadé v hlavnich
kruZnicich &, k,, k,. Pfitom napf. kruZnice k;, opsana nad

Obr. 6

prumérem A’D, prochézi podle obricené véty Thaletovy
obéma body Y, Z, nebot je <A'YD = <A'ZD = 90°.
Stejné se zjisti, Ze kruZnice %, prochizi body Z, X a kruz-
nice k3 body X, Y. Bod A4, lezi tedy uvnitf kazdé z kruz-
nic ky, ky, k3 a tim i uvnitt kazdé z kulovych ploch
K1 %oy X3

Kazda z ploch #,, %, prochazi body A’, Z, pficemz
sttednd MN téchto ploch (viz obr. 6) je stfedni pfickou
trojuhelnika A’BD; plochy #,, », vzniknou rotaci kruZnic
ky, ky kolem této stfedné. Odtud plyne, Ze se obé plochy
%y, %, protinaji v kruznici r; (opsané nad prumérem A'Z),
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jejiz rovina oy prochazi bodem A, a stoji kolmo ke sttedné
ploch 7, %, a tim i k roviné ¢. (Pravoihlym primétem
'3 kruZnice r; do roviny o je useCka A'Z.) Kromé této
kruZnice r; nemaji plochy #;, x, Zadny jiny spole¢ny bod.

Obr. 7

Dvojice ploch #x,, %3 ma spole¢nou kruZnici r, opsanou
nad priumérem BX a rovina oy, v niz kruZnice r, leZi,
prochézi rovnéZ bodem A, a plati o, | ¢. Konelné
dvojice ploch x5, %, ma spoleCnou kruZnici r, leZici
v roviné o, | o a prochizejici rovnéZ bodem A,.

Roviny oy, 0,, 05 prochazeji bodem A, a zfejmé obsa-
huji pfimku A\K | o, kde bod K leZi uvnitf polo-
prostoru ¢S (obr. 7), ktery je jednim z obou opacnych
poloprostort vytatych rovinou o. Polopfimka A4,K ma
s kazdou z ploch oy, 0y, 03 a s kaZdou z kruZnic ry, 7y, 4
po jediném spoleném bodu (politek A, polopfimky
Ay K lezi totiz uvnitf nasich ploch i kruZnic). Oznaéme
A spole¢ny bod polopfimky A K s kruznici r;; tato
kruznice leZi na plochach #,, x,, takZze A4 je jediny spo-
le¢ny bod poloptimky A,K s kazdou z ploch x,, x,.
AvSak kruZnice r, lezi na ploSe x, a bod A je jedinym
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spole¢nym bodem polopfimky 4K s plochou x,; proto
kruZnice r;, nutné prochdzi i bodem A. ProtoZe kruz-
nice r, leZi téZ na ploSe x,,leZi 1 bod 4 na kulové plose x,.
ProtoZe polopfimka A,K ma s kazdou z ploch »;, %y, x4
spole¢ny jediny bod, je to podle pifedchozi Gvahy pravé
bod 4.

Tim jsme dokazali, Ze uvnitf poloprostoru oS existuje
jediny bod A takovy, Ze jsou z ného strany trojuhelnika
A’BD vidét pod pravymi uhly. Je tedy A4’BD pomocny
Ctytstén, ktery snadno doplnime na hledany kvadr
ABCDA'B'C'D'.

Tim je feSeni II. Casti provedeno cestou stereo-
metrickou.

4. V rovnici
(m+ 2722 —2(m* —4)x +n=20 (1)

o nezndmé x jsou m, n dand redlnd Cisla.

a) Urdete v8echna Cisla m, n, pro néz ma dand rovnice
jediny kofen.

b) Stanovte vSechna isla m, n, pro néZz jsou kofeny
dané rovnice pfevracena Cisla.

ReSeni. a) Jsou dvé moznosti, aby rovnice (1) méla
jediny kofen:
[1] Rovnice (1) je linedrni.
[2] Rovnice (1) je kvadratickd a ma dvojnasobny kofen.
Ptipad [1]. Tu musi byt
m+2=0; 2
aviak m®* — 4 = (m + 2) m — 2) a vzhledem k nut-
nému pozadavku (2) je m* — 4 = 0. Proto piipad [1]
nemuze nastat.
Ptipad [2]. Tu musi byt m 4 2 0 neboli
m#£—2. 3)
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Podle zndmé véty z algebry ma kvadratickd rovnice
o0 jedné neznamé dvojnasobny kofen pravé tehdy, jestlize
je jeji diskriminant D roven nule. V naSem pfipadé je

D = 4(m* — 4)* — 4n(m + 2)?
neboli postupné
D = 4(m + 2) (m — 2)* — 4n(m + 2)?,
D = 4(m + 2)*[((m — 2> — n]. 4)

Podle piedpokladu (3) je (m + 2)* # 0, a proto vzhle-

dem ke (4) je D = 0 pravé tehdy, je-li
(m—22—n=0
neboli
n=(m—2). (5)

Skute¢né, dosadime-li ze vztahu (5) do (1), pak po

snadné upravé levé strany (1) obdrzime

[on + 2)x — (m — 2)P =0,
odkud dostaneme jediny kofen
m— 2
m+ 2

X =
rovnice (1).

b) Podle ¢asti a) musi byt m + 2 # 0 nebolim # — 2,
jinak by rovnice nebyla kvadratickd. Potom lze rovnici (1)
uvést na tvar

2 2(m — 2)x n

m¥2 T mt2E_ O

Podle znamé véty z algebry plati o soucinu x,x, kofenu
X = X, X = x, této rovnice
n

(D ©

X1Xo =



Pritom ma platit x, = xL neboli x;x, = 1. Podle (6)
1

tedy musi platit

— =1
(m+2p
Odtud plyne
n=(m+ 2y, O

takZe vzhledem k (3) je n > 0.
Dosadime-li ze (7) do (1) za n, dostaneme rovnici
(m + 2)%x% — 2(m* — 4)x + (m + 2)* = 0;
délime-li obé& strany jeji strany Cislem m + 2 # 0, do-
staneme rovnici :
(m+2)x*—2m—2)x+m-+2=0. (8)
Jeji diskriminant D je
D = 4(m — 2)* — 4(m + 2)
neboli postupné
D = 4[(m — 2)* — (m + 2)],
D = 4[m* — 4m + 4 — (m*> 4 4m + 4)],
D= —32m. 9
Jestlize je D = 0 neboli vzhledem k (9) m = 0, jsou
kofeny x,, x, rovnice (1) realna Cisla; jestlize je D < 0
neboli m > 0, jsou tyto kofeny imagindrni.
Kofeny x,, x, rovnice (8) jsou rovny cislim
2(m —2) + |/D .
2m+2)

po snadné vpravé dostaneme pro x;, x, Cisla

m—2+42]=2m (11)
m -+ 2 ’
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Tu plati postupné

x1x2=m——2+21/—2m.m—2——2]/—2m:

m—+ 2 m—+ 2
(m——2)2—(2V 2m)2 m* — 4m + 4 + 8m
(m + 2)° (m + 2)? B
_m2r
(m+27  °°

takZe kofeny x,, x, dané vztahy (11) jsou vskutku pie-
vracena Cisla.

Zdvér. Rovnice (1) ma za kofeny pfevricend Cisla
pravé tehdy, jestlize je n = (m + 2)?, kde m # — 2 je li-
bovolné redlné Cislo. Pro m = 0 jsou tyto kofeny redl-
né, pro m > 0 jsou imagindrni.

5. Urcte vSetky redlne Cisla x, pre ktoré plati vztah
1 1 1
— == 1
x+)2=x x—)2—x 2 M
RieSenie. Nech Cislo x je rieSenim nerovnosti (1);
potom zo vztahu (1) vyplyva
1 1 1
e —==0. (I
x+2—x  x—]2—a 2 ()
Upravme teraz lava stranu tejto nerovnosti; dostaneme

2x—X4+x4+X)—(x—X)(x— X)

L(x) = 2+ X) (x — X)
A —[x2—2—x%)] —x242x41
TR —2—®] | 2:—1) °

pritom je X = |/2 —x2.

PretoZe plati B B
2—2x—1=(@x—1-]2)(x—1+]2),
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plati dalej

— 1) &—-1412)
L= = 2(x D(x — 1) : @

Vzhla dom na vztah (1) pre Cislo x musi platit L(x) =
= 0 ¢iz

x—1-)2)(x—1+72)

%

GrhDe—1 =0 @)
Teraz rozozniavajme dve moZnosti:
Pripad [1]. Nech je
x+Dx—1) <0, 3"
takze pre Cislo x nutne plati
—l<x<l. (3)
Potom zo vztahu (2) vyplyva, Ze musi byt
x—1+/2)x—1-]2)=0. ©)
Odtial vyplyva, Ze musi platit prave jeden zo vztahov:
x=>1+42, (5)
x<1—]2. (5"

MozZnost dana vztahom (5") odpada, lebo je v spore so
vztahmi (3). B
Pretoze je —1 <1 — J/2 <1, musi podla vztahov
(3), (5") pre cislo x platit
—l<x=1-)2. (6)
Teraz sa pytajme, i Cislo x dané vztahmi (6) vyhovuje
nerovnosti (1) (urobme to v odseku 4, B).

A. PredovSetkym pre Cislo x musi platit
2—x2=0, (7
inak by nemala odmocnina |/2 — x* zmysel; zo vztahu
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(7) dostaneme
E+12)=-V2) =0,
—Jz=sx <2, (8)
Tuto poziadavku vsak Cislo x dané vztahom (6) spliiuje.

B. Dalej musia mat oba zlomky na Iavej strane nerov-
nosti (1) zmysel, t.j. nesmie platit ani jedna z tychto
rovnosti:

x+J2—x=0, (9)
—J2=x=0. (10)
Rie$me rovnicu
x=—]/2——x2,x=]/2—x2;‘
z obidvoch dostaneme postupne

x2 =2 — x%,

2 —1=0,
x4+ Dx—1)=0;
je teda bud
x=—1, (11)
bud
=1 (12)
Cislo x = — 1 je korefiom rovnice (9), &islo x = 1 je

koretiom rovnice (10). AvSak medzi cislami x danymi
vztahmi (6) nie je Ziadne z Cisel — 1, 1. Kazdé cislo x
dané vztahom (6) ma teda tu vlastnosf, Ze Tava strana
nerovnosti (1) a tym aj nerovnosti (1’) md po dosadeni
tohoto Cisla zmysel. AvSak podla vypoltu, ktory sme
vysSie urobili, ¢islo x zo vztahu (6) spliuje vztah (3') aj
vztah (4) a preto je rieSenim nerovnosti (1) a tym aj
nerovnosti (1).

Vysledok [1]. Cislo x dané vztahom (6) je rieSenim
nerovnosti (1).
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Pripad [2]. Nech je

x+Dx—1)>0, (13)

takZe pre Cislo x nutne plati prave jeden zo vztahov
x>1, (14)
x<—1. (15)

Potom zo vztahu (2') vyplyva, Ze musi byt

x—1-)2)x—1+)2) =<0. (16")
QOdetial vyplyva poziadavka

1-J2=<x<1+4 2. (16)

PretoZe je — 1 <1 — V2, neprichadza Cislo x dané
vztahom (15) do uvahy. Zo vztahov (14) a (16) potom
vyplyva, Ze pre Cislo x musi platit

1<x<1+]2. (17)

Avsak rovnako ako v odstavci 4 musia pre Cislo x
platit vztahy (8); kombindciou poZiadaviek (8), (17) pre
Cislo x dostivame -

1 <x=]2. (18)

Medezi ¢islami x, ktoré st dané vztahmi (18), nie je Ziadne
z Cisel — 1, 1, takZe pre takéto Cisla x lava strana nerov-
nosti (1) a tym aj nerovnosti (1) ma zmysel (pozri od-
stavec B).

Pytajme sa teraz, ¢i Cislo x dané vztahmi (18) je rieSe-
nim nerovnosti (1) ¢ize nerovnosti (1’). Po dosadeni
¢isla x do vyrazu (2) vzhladom na urobeny vypocet platia
zaroven vztahy (13), (16), takZe je L(x) nezaporné Cislo;
pre takéto x teda plati (1’) a tym aj (1).

Vysledok [2]. Clslo x dané vztahmi (18) je rieSenim ne-
rovnosti (1).
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Zdver. RieSenim nerovnosti (1) su vSetky Cisla x, ktoré
spliiuju jeden zo vztahov
—1<x=1-72,
1l <x = VZ— :
a ziadne iné. Pozri graf na obr. 8.

5 1 1B 0 1B 13 .
Obr. 8

6. Bud dan trojuhelnik ABC a uvnitf strany AB bud
dan bod M. Bodem M vedte pfimku PQ tak, aby body
P, Q poradé lezely na poloptimkich CA, CB a aby troj-
uhelniky ABC, PQC mély sobé rovné obsahy.

ReSeni. Rozbor (obr. 9). Ptimka AMB splituje také
pozadavky tlohy. Predpoklidejme, Ze tloha ma je$té
jiné feSeni nez ptimku AMB. Jestlize bod P £ A padne
na prodlouZeni useCky CA za bod A, musi bod Q padnout
dovniti usecky CB (obr. 9). Jestlize bod P £ A padne
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dovnitt Gsecky CA, musi bod O padnout na prodlouZeni
useCky CB za bod B (obr. 10). To snadno dokiZeme

napf. uzitim vzorce 4 = %bv,, pro obsah trojuhelnika
ze znamé velikosti strany a pfisluSné vysky anebo ze
vzorce 4 = %ab siny, kde a, b jsou velikosti dvou stran
trojahelnika a y je velikost ithlu stranami a, b sevieného.

Daéle snadno dokdZeme znidmou vétu V: ,,Bud din
trojuhelnik ABC a uvnitt polopfimek CA, CB poradé
body P, Q takové, Ze jsou obsahy trojuhelnikd ABC,
PQC sobé rovny. Potom plati AQ || BP.« (Plati téz
obricen4 véta.)

Obr. 10

Podle véty V je ¢tyfuhelnik AQBP lichobéznik se za-
kladnami AQ || BP; bod M je spole¢nym bodem jeho
uhlopti¢ek AB, PQ. Oznalme K, L pofadé stiedy tsecek
AQ, PB; potom body K, L lezi na piimce CM neboli
body C, M lezi na pfimce KL (pomocna véta W),

Diikaz. Uvazujme stejnolehlost o stiedu C, kterd pte-
vadi bod B v bod Q a tedy usecku BP v tsecku QA.
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V této stejnolehlosti je obrazem stiedu L useCky PB
stted K useCky AQ. Lezi tedy bod C na pfimce KL.

Ve stejnolehlosti o sttedu M, ktera pfevadi bod B v bod
A, je obrazem bodu P bod Q a tedy obrazem usecky BP
usecka AQ. V této stejnolehlosti je obrazem stiedu L
useCky BP stied K usecky AQ. Lezi tedy bod M na
pfimce KL.

Tim je dukaz véty W proveden.

Oznatme A’, B’ priseciky pfimky m || AQ, vedené
bodem M, potadé s poloptimkami CA, CB. Podle pravé
dokazané véty je bod M stfedem tsecky A'B’ (jak se
snadno dokaze). Na zikladé tohoto vysledku provedeme
konstrukei.

Konstrukce. Bodem M mame sestrojit pfimku m,
kterd ma s polopfimkami CA, CB poifadé spolecné body
A’y B’ a to tak, Ze M je sttedem tisecky A’'B’ (obr. 9, 10).

Za tim 1celem sestrojime pomocny rovnobéZnik
A'C'B'C o stiedu M a to takto: Sestrojme obraz C’
bodu C ve stiedové soumérnosti o sttedu M. Bodem C’
vedme piimky a || CA, b || CB a oznatme A’, B’ spo-
le¢né body dvojic rtznobézek (b, CA), (a, CB). Pak se
snadno dokaZe, ze M je stifedem tuseCky A'B’.

Diéle vedme body A, B poradé pfimky ¢ || A’'B’,
p || A’'B’ a ozna¢me Q spolecny bod pfimek ¢, CB a dile
P spolecny bod primek p, CA.

Potom je CPQ hledany trojuhelnik.

Diikaz. Ptedpokladejme, Ze je A’ == A atim i B’ =~ B.
Potom zfejmé existuje lichobéZnik AQBP; to plyne ze
dvou stejnolehlosti o stfedu C (v jedné bodu B £ B’
piisludi bod B’, ve druhé bodu A4’ =~ A piisludi bod A).
Je tfeba dokézat, Ze spoleCny bod M’ tuhlopficek AB,
PQ naeho lichobéZnika AQBP splyva s danym bodem
M.
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Podle pomocné véty W lezi body C, M’ na pfimce
KL, kde K, L jsou poradé stiedy zdkladen AQ, BP
lichobéZnika AQBP. Pritom vnitfni body polopfimky
CK maji tuto vlastnost: Jsou mnoZinou stfedu vSech
useCek XY || A'B’, kde X je vnitini bod polopfimky
CB a Y vnitfni bod polopfimky CA (tato véta se snadno
dokaZze pomoci stejnolehlosti).

Protoze podle konstrukce usecky AQ je AQ || A'B’,
lezi stfted M usecky A’B’ uvniti polopfimky CK; na ni
viak podle véty W lezi i bod M’ (spole¢ny bod tsecek
AB, PQ). Ale pfimky CK, AB maji spolecny jediny
bod a tim je podle konstrukce tsecky A'B’ pravé bod M;
proto je M' = M. Bod M je tedy spolecnym bodem
useCek AB, PQ (uhlopficek lichobéznika AQBP). Tim
je dukaz konstrukce proveden.

Diskuse. Rekli jsme, %e je znimo, %e useCka A'B’ ve-
dend bodem M je jedind. Dtkaz konstrukce spocival na
piedpokladu, Ze je A’ =2~ A4 (a tim téZ B’ == B). JestliZe
je A" = A, je M sttedem tsecky BA a jedinym feSenim
ulohy je pfimka AMB. Jestlize vSak neni M stiedem
useCky AB, pak existuje vy$e popsani pfimka A’B’ rizna
od pfimky 4B a je A’ == A; tloha pak ma podle po-
psané konstrukce pravé jedno feSeni.

Tim je feSeni dané ulohy provedeno.

Jiné ¥eSeni. Rozbor (obr. 11). Pfimka AMB spliiuje
také pozadavky ulohy; nadédle pfedpokladejme, Ze AB,
PQ jsou ruzné ptimky. Jestlize uloha ma feSeni, jsou
" obsahy trojihelniktt ABC, PQC sobé rovné. Tudiz jsou
si rovny i obsahy trojuhelnika AMP, BMQ, jejichZ uhly
pfi vrcholu M maji touz velikost ¢ (Ghly vrcholové);
o obsazich téchto trojuhelnika tedy plati

%MA.MP.sinqo:%MB.MQ.sinqo.

54



Odtud snadno odvodime vztah
M4 _ MO i
MB  MP -
Bodem B vedme pfimku & || AC a ozna¢me D spo-
lecny bod pfimek &, CM. Pak jsou trojuhelniky MAC,
MBD stejnolehlé podle stfedu M stejnolehlosti a plati

MA  MC
MB ~ MD @
Porovnanim vztahia (1), (2) dostaneme

MQ MC

Mp =MD’ ®
takZe trojuhelniky MCQ,
MDP, jejichz tihly (vrcho-
lové) CMQ, DMP jsou si
rovny, jsou rovnéZ stejno-
lehlé podle stiedu M stej- £
nolehlosti;jetedy DP||CQ --- 2t
neboli DP | CBa CBDP  \ /.~ |
je rovnob&nik. Odtud £
plyne konstrukce. \

Konstrukce. Bodem B
vedme piimku & || AC
a oznatme D spolecny
bod pfimek b, CM. Dile
sestrojme  rovnobéZnik
CBDP a oznatme Q spo-
le¢ny bod piimek CB, Obe, 11
MP. Potom je PMQ hledani pfimka.

Diikaz. Podle konstrukce je CB || PD, CA | BD. Ze
stejnolehlosti trojthelnikt MPD, MQC plyne vztah

cO MC
PD ~ MD”’
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aviak PD = BC (protéjsi strany rovnobéZnika CBDP),
takZe z predchoziho vztahu plyne

CcQ MC
BC~ MD - )
Ze stejnolehlosti trojahelnika MAC, MBD plyne
AC  MC
BD ~ MD
a protoze BD = CP, dostaneme odtud
AC  MC (5)
CP~ MDD
Porovnanim vztahii (4), (5) dostaneme
AC CQ
CP ~ BC

neboli
AC.BC = CP.CQ,
a tedy (ozna¢me < ACB = y)

1 . 1 .
—Z—AC.BC - SIny = 5 CP. CQ siny;

maji tedy trojihelniky CPQ, CAB sob& rovné obsahy.
Sestrojena piimka PM(Q vyhovuje tedy poZadavkim
ulohy.

Diskuse. Rovnobéznik CBDP lze vidycky sestrojit,
nebot piimky CM, AC jsou riznobéZné. Pokud je
P =£ 4, jsou tro;uhelmky CPQ, CAB ruzné. Jestlize je
P = A, pak oba trojuhelniky splyvaji; potom je nutné
M stiedem rovnobéZnika CBDP a M je tedy stfedem
strany AB.

Jestlize je obricené M stiedem strany AB, je P = A,
QO = B a AB je jediné feSeni. Neni-li bod M stiedem
strany AB, pak podle pfedchozi Gvahy je nutné P £ 4,
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pfi¢emZ P padne vzdy dovnitf polopifimky CA. Existuje
tedy jedind pfimka PQ =~ AB, ktera spliiuje poZadavky
~tlohy.
Tim je feSeni ulohy provedeno.
Podle feSeni s. Josefa Housky,
¥4ka 11.a tf. 2. js§, Ceské Budgjo-
vice.

7. V posloupnosti {a,}, kde

S
=100 +n
existuje nejvétsi Clen. Urcete jej.

~N

ReSeni. V daldich tivahich znadi n ptirozené &islo.
Kazdy ¢len a,, dané posloupnosti {a,}, kde

/n ]
=100+ n M
je kladné ¢islo, nebot Citatel i jmenovatel posledniho
zlomku je Cislo kladné.
Ulohu rozdélime na dvé Cdsti: V asti I dokaZeme, Ze
rozdil
Tn = Qp — Qnh
je kladné &islo pro kazdé Cislo n > 99, tj. Ze plati

V casti IT dokdZeme, Ze plati
4G <ay, <...<ag <ay- 3)

Spojenim obou vysledka (2), (3) pak plyne, Ze Clen
90 = 100 T 100 — 0,05 je nejvét§im &islem dané po-
sloupnosti. Provedenim dtkazu platnosti vztaht (2), (3)
bude feSeni ulohy provedeno. 4
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Céast 1. ProtoZe ¢leny posloupnosti {a,} jsou kladni
Cisla, plyne ze vztahu a, > a,, vztah a? > a2, a obra-
cené ze vztahu a2 > a?,, plyne platnost vztahu
a, > an+;. Uvazujme rozdil r, = a2 — a%4, neboli

S =2

100 4 n 101 + n
Plati
I (101 + n)2.n — (100 + n)*.(n + 1)
" (100 + n)*(101 + n)? ’
V dal$im budeme vySetfovat ¢islo

rn = (101 + mPn — (100 4+ np(n + 1).  (5)

Plati postupné
1o = 1012 ++ 202 4 n3 —

— 100°n — 200n® — n® —
— 1002 — 200n — n* =

= n*> + (1012 — 100*)n — 2007 — 100% =

— n2 + (101 — 100)(101 + 100) —

— 2007 — 100% =

=+ n— 1002, ) (6)

Pro n = 100 je tedy ziejmé

rh =n>0
a tedy téz
r,> 0.
Tim je dokézéna platnost vztahu (2).

Céast 1I. Tu mime dokézat, ze Cislo r, ze vztahu (4)
je zaporné pro vSechna Cisla

1=n=99
neboli, Ze pro tato {isla je Cislo r;, ze vztahu (5) Cislem
zapornym.
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Upravme r, ze vztahu (6) postupné takto:

rn =n*+n— (99 4+ 12 =
=n4+n—992—-2.99 — 1=
— (n2 — 99%) + (n — 99) — 100.

Z posledniho vyrazu je vidét, Ze pro n < 99 jsou viechny
tfi jeho séitanci Cisla nekladnd (posledni je zaporné);
je tedy r, < 0. Proto je r, <O pro vSechna n = 99
a tudiz plati vztahy (3).

Tim je feSeni tlohy provedeno; nejvétsi ¢len posloup-
nosti {a,} je a5 = 0,05.

8. Budte diny dvé k sobé& kolmé roviny pA, pB, kde
p je jejich prusecnice; dale bud dano kladné cislo d.
Uvazujme useCku XY = 2d, pfi¢emZ je X bodem polo-
roviny pA a Y bodem poloroviny pB.

Vysetite mnozinu stfedt vSech usecek XY, které
spliuji vySe uvedené pozadavky.

ReSeni. V tomto fefeni se budeme odvoldvat na
obrazky, abychom nemusili $iroce vykladat néktera za-
vadéna oznaleni. DokaZeme tuto vétu P (jako vysledek
feSeni dlohy): MnoZinou X' stfedi vSech tusecek XY,
o nichz mluvi dan tloha, je spole¢na ¢ast urcitého valco-
vého prostoru V a pravouhlého klinu U. Klin U je spo-
le¢nou césti poloprostort pAB, pBA. Valcovy prostor V
je omezen rotacni valcovou plochou w, kterd ma polomér
d a pfimku p za osu rotace (viz obr. 13).

Mnozina X' je tedy Ctvrtina valcového prostoru V;
dostaneme ji také takto: V roviné m | p sestrojime
¢tvrtkruh K o stfedu Y, = p. # a poloméru d, pfiCemZ
prislu$nd Ctvrtkruznice % = (Y;, d) ma krajni body
Sy, S, potadé v polorovinich pA, pB. Kazdym bodem
¢tvrtkruhu K vedeme pfimku p’ || p; mnoZina vSech
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bodi pfimek p’ je mnoZina X. Pravé zavedenych ozna-
¢eni budeme v dal$im uZivat.

Mnozina X' vznikne sloZenim urcitych ¢tyf mnoZin
bodu; tyto Ctyfi mnoZiny nemaji, jak dédle uvidime, Zddné
spolecné body; o kazdém z bodd téchto mnoZin také
hned dokidZeme, Ze je stiedem jisté tseCky XY = 2d,
kterd vyhovuje poZzadavkim ulohy.

Rozeznavejme tyto Ctyfi moZnosti vzdjemné polohy
piimky p a pfimky ¢ = XY, kde XY je usecka sestro-

jend podle textu ulohy.

Ptipad [1]. Necht p,

g jsou rovnobézky (obr.

12). Pak je nutné p =g a

oba body X, Y jsou body

pfimky p a tudiz i bod S
je bodem piimky p.

Obr. 12 Obrécené je kazdy bod

o piimky p zfejmé stie-

dem jisté tseCky XY = 2d, pfiCemZ body X, Y jsou

body pfimky p. Pfimka p je tedy jednou z ¢isti mnoziny

2 (tvrzeni T,).

Ptipad [2]. Necht je p | g (viz obr. 13) Pfimkou ¢
poloZme rovinu z | p; takova rovina =z zfejmé existuje
jedina; tim je uloha prevedena na planimetrickou ulohu
v roviné &. Pfimka q muze mit jednu z téchto odli$nych
poloh:

[a] P¥imka ¢ leZi v roviné pA; pfislu$nou usecku XY
oznaCme X,Y,, kde Y; =p.xn a X, leZi uvnitf polo-
roviny pA. Stfed usecky X, Y, ozna¢me ;. Ozna¢me po-
fadé x ||'s; || p pfimky (obé leZi v roviné pA) vedené
body Xj, S; (porovnej s obr. 14).

[b] Pfimka ¢ lezi v roviné pB; pfisluSnou tseCku
oznatme X,Y,, kde X, = Y;, pficemz Y, lezi uvnitf
poloroviny pB. Stfed use¢ky X,Y, oznatme S, a dile
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pofadé oznalme y || s, || p pfimky (obé lezi v roviné pB)
vedené body Y,, S,.

[c] Pfimka ¢ | p je mimobé&Zna s pfimkou p a body
X, Y lezi poradé uvnitf polopfimek Y,X;, X,Y, (viz
obr. 13); tento pfedpoklad neni na Gjmu obecnosti. Do-
kazeme, Ze stied S useCky XY je vnitfnim bodem ¢tvrt-

kruZnice & = 3‘1_3\'2

L e ———— e —————

< -

Y

d \

Stadli sestrojit obdélnik X'Y;YZ v roviné x; jeho stied
je stiedem S uhlopficky XY = 24, a proto je Y,S =

— % XY — dabod S skutené lezi na &vrtkruznici .
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Dokéazeme tvrzeni T,: Kazdd CtvrtkruZnice 2 =

= §,S, o poloméru d,o sttedu Y, na pfimce p, lezici
vroviné @ | pavklinu U,je mnoZinou stfedd usecek
XY, které vyhovuji podminkdm ulohy. Pritom je
V,§,=YS,=d, V1, | p, V1S, L pabody S, S,
lezi potadé uvniti polorovin pA, pB.

v Diikaz. Body &, S,
jsou zfejmé potfadé stiedy
jistych tusecek XY, =
= X,Y,, jichz sestrojeni
je vidét z obr. 13 a patfi
tedy k mnoziné.

Bud S libovolnym bo-
dem vnittku Ctvrtkruz-

e
7

\

1

|
i
i
i
¥
v

1
l —
| nice k& = §,S,. Sestrojme
i v roviné # kruZnici z =
i = (S, d), kterd prochazi
'! bodem Y, = X, a pro-
[,  tne polopfimky VY X,
! X,Y, jesté poradé v bo-
dech X=ZX,, Y=Y,
Je-11Y,Z primérem kruz-
nice 2, je XY, YZ obdélnik; snadno dokiZeme, Ze
uhlopfi¢ka XY tohoto obdélnika ma za stfed bod S a
plati XY = 2d. Sestrojili jsme tedy tsecku XY (podle
podminek ulohy), ktera ma za stfed dany bod S. Tim je
tvrzeni T, dokdzano a Céast valcové plochy w, kterd
padne do klinu U, nélezi k mnoziné X tato Cast je
omezena obéma piimkami s, || s, || p plochy w.

Piipad [3]. Necht jsou pfimky p, g kosé a rtzno-
bézné (viz obr. 14, kde je zobrazena jen rovina pA; po-
rovnej s obrazkem 13). V tomto pfipadé musi pravé jeden
z bodu X, Y padnout na pfimku p. Uvazujme ptipad, Ze

Is,

Obr. 14.
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bod Y leZi na p a tedy bod X uvnitf poloroviny pA4 (pfi-
pad, Zze X lezi na p a Y uvnitf poloroviny pB se fesi
obdobné).
Podle pfedpokladu o pfimkéch p, ¢ existuje trojihelnik
XYY, (1Y je ostry, <t Y; = 90°), a proto je
XY, < XY =2, (1)
takZe bod X padne dovniti usecky X, Y, o délce 2d; jeji
stfed oznaéme S, a O stied usecky X Y,.Ze vztahu (1) plyne

1

EXYI <lXY:d'

2
neboli

Xlo < YISI . d

a bod O tedy padne dovnitt usecky Y,S;; proto pfimka
OS || p (S je sttedem usecky XY) leZi uvnitf pasu rovno-
bézek p, s, a s pfimkou OS uvniti tohoto pasu lezi
ibod S.

Dokazeme toto tvrzeni T;: Vnitfek pravé zminéného
pasu rovnobézek p, s; spolu s vnitfkem obdobného péasu
rovnobézek p, s, z poloroviny pB (viz obr. 13) je tieti
¢asti vySetfované mnoziny.

Diikaz. Bud S bodem vnitiku pasu rovnobézek p, s,
(viz obr. 14). Sifka pésu je d a bod § ma od pfimky p
vzdéalenost mens$i nez d; proto pfimka p md s kruZznici
m = (S, d) dva spolecné body Y == Y;. Oznacme XY
pramér kruznice m, takze je Y'Y, X =90°a 4 XYY, <
< 90°; je patrné, Ze bod § je stfedem tsecky XY, ktera
vyhovuje podminkdm ulohy.

Tim je tvrzeni T, dokdzano.

Piipad [4]. Necht jsou pfimky p, ¢ kosé a mimobéZné
(viz obr. 15). UseCka XY lezi aZ na krajni body X, Y
uvnitf klinu U; bod X lezi uvnitf poloroviny pA4, bod Y
uvnitf poloroviny pB. Oznalme A, == B, potfadé paty
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kolmic vedenych body X, Y k pfimce p. Sestrojme
v poloroviné pA obdélnik XA;B,B, a v poloroviné pB
obdélnik YB,A;4,. Povazujme obdélnik XA,B,B, za
sténu kvadru £ a bod Y za vrchol jeho druhé stény
A3A,YBy s pfedchozi rovnobéZné (je tedy A,X || A,A4, ||

| YB, || B3B,). Stfed S tseCky XY, kterd je télesovou
uhlopfickou kvadru £, je stfedem tohoto kvadru. Ro-
vina o | p, ktera prochazi bodem S, vytne na kvadru
stfedni fez' (obdélnik) MNDQ & A;A4,4,X. Velikost
useCky DS je vzdalenost bodu S od pfimky p. Z vlast-
nosti kvadru plyne, Ze SD =4 .DM, DM = A,A4,,
XY = 2d (sténova uhlopficka kvadru je mensi neZ jeho
télesova uhlopticka); je tedy SD < 3 .XY neboli SD <
< d. Lezi tedy bod S uvnitf klinu U a zdroveil uvnitf
rotacni vélcové plochy w.

Dokédzeme toto tvrzeni T,: Kazdy bod S, ktery lezi
uvnitf klinu U a ziroven uvnitf rotatni véalcové plochy
w, je sttedem useCky XY = 2d, kterd spliiuje podminky
ulohy.
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Diikaz (obr. 15). Oznalme D patu kolmice vedené
bodem S k pfimce p; podle predpokladu je 0 < SD < d.
Sestrojme v roviné (S, p) kruZnici n = (S, d); protoze
plati SD < d, ma kruZnice n s pfimkou p dva spolené
body A4, == B, (bod D je stiedem usecky A4,B,). Ozna¢me
Aj, B; obrazy bodi B,, A; v soumérnosti o stiedu S.
ProtoZe bod S lezi uvnitt klinu U, lezi 4,, B; rovnéz
uvnitf klinu U; pfitom je S4; = SB, = d (podle kon-
strukce), SA; = SB, = d, SB; = SA, = d (ze soumér-
nosti podle §) neboli v rovnobézniku A,B,B;A, jsou
uhlopticky 4,B; = B,A; = 2d, tj. je to obdélnik. Proto
je AsA, | p, BB, | p;lezi tedy bod A; v roviné & | p
vedené bodem A,;. Oznacme X, A, paty kolmic vede-
nych bodem A, potadé k rovinam pA, pB. Protoze U
je pravouhly klin a A, lezi uvniti tohoto klinu, padne X
dovnitf poloroviny pA a A, dovnitt poloroviny pB, tj.
X 3:‘ 4,, Ay 7= 4,; ptitom body 43, X, 4, 4, leZi v ro-
ving & a 1sou vrcholy obdélnika XA1A2A3 Uvazujme
kvadr 2 o sténé XA, A4,A;v roviné & aohrané 4,B, | é&.
ProtoZe podle konstrukce bodu A4, je S stfedem usecky
A,B,, je tento bod stfedem kvadru; sténu YB,B,B,
protéjsi ke sténé XA4,A4,A; dostaneme pomoci soumér-
nosti o sttedu S. O télesové uhlopficce XY tedy plati
XY=2.8X=2.84, = 2d; tGsetka XY = 2d mi
tedy stied S a vyhovuje podminkim ulohy. Tim je
tvrzeni T, dokizano.

ProtoZe pfimky p, ¢ nemohou mit Zidné jiné vzdjemné
polohy neZ ty, jeZ jsme v ptipadech [1] aZ [4] uvedli, ne-
dostaneme Zddné dalsi stftedy useéek XY. Tim jsme do-
kézali vétu P a provedli feSeni dané ulohy. MnoZina X' se
tedy sklada: [1] z pfimky p; [2] z Casti plochy w, pokud
lezi v klinu U [3] z vnitfk obou pésiti rovnobézek p, s,
a p, sy [4] z bod, které ziroven lezi uvnité plochy w a
- uvnitf klinu U.
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9. V rovine je dand kruZnica & = (S, r) a na nej dva
rozne body A4, B. Uvazujme o trojuholniku ABC, kde C
je bod kruZnice k; oznalme X prieseCnik vySok tohto
trojuholnika.

Co vyplnia vSetky body X, ked bod C prebieha vietky
body kruZnice % (s vynimkou bodov 4, B)?

\

Riesenie. Rozoznivajme dve moZnosti: 1. Tetiva
AB je priemerom kruZnice k; 2. tetiva AB nie je prie-
merom kruZnice &.

Pripad, ked AB je priemer, je velmi jednoduchy.
Trojuholnik ABC je pravouhly a je X = C (priesecnik
vySok v pravouhlom trojuholniku je vrchol pravého
uhla).

Zdver. Body X vyplnia teda celt kruZnicu s vynimkou
bodov A4, B.

Pripad, ked AB nie je priemer, budeme teraz riesit
(obr. 16). Body X vyplnia ur¢iti mnoZinu, ktord ozna-
Cime &. Zavedme tieto oznalenia: Os usecky AB na- -
zvime p. VAC8i oblik 4B kruZnice & nazvime v a mensi
oblik 7. Polrovinu 4BS nazvime g, polrovinu opacnu ¢'.
Spolo¢ny bod priamky p a oblika v nazvime C’, spo-
lo¢ny bod obluka m a priamky p nazvime C”. Stredovy
uhol < ASB oznalme o, vypukly uhol ASB nazvi-
me w’; je

o' =360°— w.

Zostrojme v bode A kolmicu k priamke 4B a ozna¢me
C, jej spolo¢ny bod s oblukom 2. Bod C, existuje. Staci
bodom B viest priemer kruZnice % a oznacit C, protilahly
bod k bodu B; podla Thaletovej vety je uhol <t{BAC, =
= 90°. Ozna¢me B, obraz bodu C, v simernosti s osou p.
(V dalSom sa pri zavddzani oznaeni odvolivame na
obrazok.)
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Pretoze cely ttvar je sumerny podla osi p, budeme
skiimat len tie body C, ktoré lezia v polrovine pA. St
tri moZnosti.

Pripad [1] (obr. 16). a) Bod C £ C, lezi na obluku
C'C, (v polrovine p). Pretoze C lezi v pravom uhle

I~ IC:
C IC kruZnice k mk
! I
| 1 )
B, C
G 172 | d 1 l . 1
i |
Z
! N c [
} /w v .’V l[s
XLz m . ) m
\5’ ‘f;“{ i! D WY ! B
EE =////// LR N
DN .= V'] 1
R A A I
\ ! ! / ] ] 4o
NS el e
! \ I 1/ : ‘ !
i
| \i //{; | : |
U ' U
N ° g ! |
| ki lek | ruinice k'
| G mznc v l é
Obr. 16 Obr. 17

<BAC,, je uhol *BAC ostry. Z toho istého dévodu
je ostry aj uhol <xABC. Uhol <<BCA je obvodovy
nad oblukom m a preto sa rovni T,lz—w < 90° a teda je
ostry. Trojuholnik ABC je preto ostrouhly a priese¢nik
X jeho vySok AV, BV,, CV, padne podla znimej vety
dovnutra trojuholnika. Bod V, leZi vnutri usetky AB

a polpriamka CV,; deli uhol <<BCA = %w na uhly
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Y15 V2» kde

V1T V2= %‘ . (1)
Vypocitame velkost uhla < AXB = . Plati
e = SAXV; + <BXV,, (2)
JAXV; = IV, XC = 90° — v, 3)
(z trojuholnika XCV5),
IBXVy; = 4V,XC = 90° — », 4)

(z trojuholnika XCV,) .
Po dosadeni z (3) a (4) do (2) mame vzhladom na (1)
= 90° — y, + 90° —711—180 n + 7)) =
] 1800 - E w
Cize
1 o -1,
= 5(360 — w) =5 .

To znamena, Ze GseCku AB vidiet z kazdého bodu X
pod tym istym uhlom —;— o’. Body polroviny ¢’, z ktorych
vidiet useCku pod tymto uhlom, vyplnia podla znimej
vety obluk m. Body X leZia v polroviné ¢ a preto leZia na
obliku m’, ktory je obrazom obltka m v stmernosti
s osou AB. Osou obluka m’ je aj priamka p. Obluk m’
je Castou kruZnice &' = (S§’, r), ktora je obrazom krui-
nice £ = (S, r) v simernosti s osou AB. Druha dast
kruznice &’ (po odobrati oblika m') je obluk o', ktory je
obrazom obluka v v simernosti s osou AB.

b) DokéZeme: Body obluka m’ bez krajnych bodov
A, B patri k vySetrovanej mnoZine &.

Musime teda dokazat, Ze kazdy bod X vnutraj$ka
obluka m’ je prieseCnikom vySok istého trojuholnika
ABC, kde C je bod oblika v a to na priamke XV, | AB.
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Ak zostrojime bod C, podla Casti a) prislucha bodu
C priesenik vySok trojuholnika ABC, ktory leZi na
priamke XV, | AB a na obliku m’. Je to teda ne-
vyhnutne bod X. Tym sme dokaz urobili.

Pripad [2]. Nech je C = C,. Potom priese¢nikom
vySok trojuholnika ABC je bod A4, lebo <tBAC, = 90°.
Patria teda oba krajné body A4, B oblika m’ k skiimanej
mnozine &.

Pripad [3]. a) Nech bod C leZi vnutri oblika AC,
(ktory je Castou obluka v leZziaceho v polrovine p; pozri
obr. 17). Tu bod C, leZi vnutri uhla <cCAB. Pretoze je
XC,AB = 90°, je uhol <xCAB tupy a trojuholnik ABC
tupouhly. V tupouhlom trojuholniku ABC, ako vieme,
padne priese¢nik X vySok dovnutra uhla vrcholového
k uhlu <xCAB. Vypocitame velkost uhla ¢ = < AXB.
Vieme, Ze je uhol <*BCA = —é—w. Pravouhlé trojuhol-
niky BXV, (<V, =90°), BCV, (<V,= 90°) maja
spolo¢ny ostry uhol pri vrchole B. Ich zbyvajtce ostré
uhly st zhodné, t.j. plati

g = 1
= "2— w .
Bod X leZi vnutri polroviny o’ a plati <AXB = ?l)‘— o.

Vsetky body polroviny o', z ktorych vidiet usecku AB
pod uhlom Z O vyplnia vnutraj$ok oblika o’ (s krajnymi
bodmi 4, B), o ktorom sme uZ hovorili vyssie (je obrazom
oblika v v stimernosti s osou AB). AvSak bod X lezi
vnutri polroviny o (pozri obr. 17), ktora je opacné k pol-
rovine AC,B. To preto, Ze je CV,X || AC, (obe priamky
stoja kolmo k AB) a bod A lezi vnutri tsecky V,B.
Oznacme v tu Cast oblika o', ktoréd lezi v polrovine .
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Bod X je teda vnutornym bodom obltka o%;; jeho jeden
krajny bod je A, druhy oznalime A4’.

b) DokdZeme eSte: VnutrajSok obluka vy patri
k mnoZine &.

Nech X je bod vnutraj$ka oblika o). UvaZujme
o trojuholniku ABX (obr. 17); v tiom je uhol <4 tupy
_(bod A’ lezi vnttri tohoto uhla a <tBAA’ = 90°). Zo
sumernosti podla osi AB a z odstavca a) tohto pripadu
[3] vyplyva, Ze priesetnik C vySok trojuholnika ABX

padne dovnutra obluka /CTA (Casti to oblika v z polro-

viny ), lebo obluky C,A4, v si tu vymiefiaji tlohu. Ak
teraz skimame priesenik vySok trojuholnika ABC, do-
spejeme lahko k vysledku, Ze je to dany bod X. Tym sme
dokaz urobili.

Patri teda vnutro obltka 2’ a vntitro obluka v (ktory
je s predoslym sumerne zdruZeny podla osi p) k mno-
Zine &.

Pripad [4]. Nech je C vnutornym bodom malého
oblika m kruZnice & (obr. 16). Aby sme skratili vySetro-
vanie a vyuZili predoslé vysledky, oznacme tento bod X',
takZe hladdme prieseCnik vySok trojuholnika ABX’
(pozri obr. 16); pismenom C ozna¢ime celkom iny bod.

Zostrojme obraz X bodu X' v sumernostis osou 4B,
takZe je XX’ | AB; obluky m, m’ si simerne zdruZené
v tej istej sumernosti. Dalej zostrojme spolo¢ny bod C
priamky XX’ a oblika v (bod Cz£ C, lezi zrejme na
obliku C,C’). Ak zostrojime podla odst. a) pripadu [1]
priesecnik vySok trojuholnika ABC, dospejeme k bodu X
a obratene, prieseCnikom vySok trojuholnika ABX je
bod C. Ak sledujeme obrazy ABX’', ABC, trojuhol-
nikov ABX, ABC v sumernosti s osou AB, dokdZzeme
tym toto:

Ak prebieha bod X’ vnutro oblika m, vyplni prisluSny
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priese¢nik vySok C, trojuholnika ABX’ vnutraj$ok ob-
lika A'B’, tj. ta Cast oblika o', ktora leZi vnttri pasa
rovnobeZiek AC,, BB,. Vnutro malého obliika A'B’ patri
teda k mnoZine £ (pozri obr. 16).

Zdver. MnoZina ¢ je teda mnozinou vSetkych bodov
kruZnice &’ (obraz kruZnice % v simernosti podla osi 4B)
s vynimkou bodov A4’, B’. (K tymto bodom sme ne-
dospeli. Ostatne, keby bod A’ mal byt priese¢nikom
vy$ok trojuholnika so stranou 4B, bola by priamka 44’
jeho vyskou, prislusnou k strane AB. Potom by tretim
vrcholom mohol byt jedine bod C,, ale trojuholnik ABC;
m4 priese¢nik vySok v bode 4 a nie v bode 4'.)

Pozndmka. Zo zhodnosti kruZnic k = (S, r), k' =
= (8, r) vyplyva, Ze ich moZno stotoZnit posunutim
velkosti AC;. Z toho vSak vyplyva, Ze vo vSetkych uvazo-
vanych trojuholnikoch ABC je AX = C,C a tiez AX ||
|| C,C.

Iné rieSenie (pripad, ked 4B nie je priemer kruZnice
k). Pri oznaceni uvedenom v texte ulohy a v predo$lom
rieSeni dokdZeme tuto vetu: Ak je X prieseCnik vySok
trojuholnika ABC, ktory vyhovuje podmienkam vyslo-
venym v texte ulohy, potom je CX = C,4, kde C; je
treti vrchol pravouhlého trojuholnika BC, 4, vpisan¢ho
kruZnici & = (S, r); pritom je CX || C;4 aj ¢o do zmyslu.

Dokaz urobime v troch &astiach. Oznadenie vidiet
z obrazkov 18—20.

Pripad [1] (pozri obr. 18). Nech C leZi vnutri oblika

C,B, (v polrovine ABS = p). Lahko dokaZeme, Ze troj-
uholnik ABC je ostrouhly. Podla zndmej veta padne
prieseCnik X vySok trojuholnika ABC dovnutra tohto
trojuholnika. Plati

CX | AB, CA | AB
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a teda
CX | G4, ¢y

priom su obe priamky rdzne.
Trojuholnik BC,C m4 uhol <C = 90° (podla Thale-
tovej vety, lebo BC, je priemerom kruZnice k). Teda je

C,C | BC.

Obr. 18 Obr. 19
Dalej je
AX | BC (AXje vy$ka AV,)

a teda
AX || C,C. (2)
Zo vztahov (1), (2) vyplyva, Ze AXCC, je rovnobeZnik

a plati
CX=CA, CXt1Cc4a, 3)

C¢o sme mali dokazat.

Pripad [2] (obr. 19). Nech C leZi vnitri oblika AC,
(v polrovine g). Trojuholnik ABC m4 uhol <A tupy;
preto bod X padne dovnuatra uhla < V,AV,, vrcholo-
vého k uhlu {BAC. Trojuholnik BC,C je vpisany kruz-

72



nici 2 a BC, je jej priemer. Podla Thaletovej vety je
C,C | BC;
dalej je
AX | BC (AX jevyska AV;).

Z oboch vztahov vyplyva
AX || C,C

a vela toho je
CX| GA.

Je teda AXCC, rovnobeZnik, ako sa lahko ustdi a plati
vztah (3).

Pripad [3] (obr. 20). Nech C lezi vnutri mensicho
obluka m, ktory leZi v polrovine ¢’, opacnej k polrovine
ABS. Trojuholnik ABC méa uhol < C tupy a bod X
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padne dovnttra uhla < V,CV,, vrcholového k uhlu
<XBCA. Trojuholnik BC,C ma podla Thaletovej vety
<X C = 90°, lebo BC, je priemer kruZnice k. Je teda

C,C | BC, AV,X | BC
C|l 4X.

CX| C4A.

Z oboch poslednych vztahov ahko ustdime, 2e AXCC,
je rovnobeznik a zrejme plati (3).

Zdver (obr. 21). PrieseCnik X vySok trojuholnika ABC
z textu ulohy dostaneme posunutim bodu C o tsecku
velkosti C;4 a to v zmysle polpriamky C,4. Body X
vyplnia zrejme kruZnicu k', zhodnd s kruZnicou & a su-
merne zdruZenu s & podla osi AB, pri¢om z kruZnice %',
ktord zrejme prechiddza bodmi A4, B, musime vylacit
body A4’, B’ polroviny p’, ktoré vznikni v zmienenom
posunuti ako obrazy bodov 4, B (bod C je totiZ nevyhnut-
ne rézny od kazdého z bodov A, B, inak by sme nedo-
stali trojuholnik ABC).

KruZnica %k zrejme vznikne z kruZnice &’ obratenym
posunutim. Preto kazdy bod X’ kruZznice &', kde X’ £ A4’,
X' =£ B, je priese¢nikom vySok istého trojuholnika ABC,
kde C je bod kruznice &, a to rézny od bodov A4, B.

a teda

Dale’ je

Poznédmka. Podla Pythagorovej vety, pouZitej na troj-
uholnik BCC, (kde <cC; = 90°) dostaneme pre velkost
x = CX = C;A nasho posunutia ACi = BCi — AB?,
t.j.

x = — ¢,
kde ¢ = AB. Tym sme zaroven odvodili zaujimava for-

mulu pre vzdialenost prieseénika X vySok trojuholnika
ABC od jeho vrcholu C.
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2. Ulohy II. kola kategorie A

1. Urcete vSechna feSeni rovnice
J/7sinx — 2 = |/2 cosx .
Re¥eni. Polozme
sinx =1, kde —1=r<1.
Leva strana ma smysl jediné pro

t—2=20
neboli pro
2
1 gzg—7—. (1)

RovnéZ pravd strana je nezdporné Cislo, kde cosx =
JT = 2. Danou rovnici lze psit ve tvaru
V7ir =2 =120 —=42).

Ob¢ strany rovnice umocnéme na druhou; postupné do-
staneme

Tt—2=21-—1),
20 4+ Tt —4=0,
zCehoz je

=7+ )49 F32 —T49
ll’z— 4 == 4 3
a tedy
1
t1=‘§, t2:_4.

Cislo ¢, nepfichdzi vzhledem k (1) v uvahu. Neznimou x
urcuji tedy rovnice

. 1 15
smx=7, cosx=—2—V3,
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coZ davd mnoZinu disel

x = ¢+ 2kw, kde k je Gislo cele. @)

Xt ’ x¢ 1 X
Zkousku stali provést pro &islo x = ™ Oznacme po-

fad¢ L, P vysledek dosazeni do stran dané rovnice. Je

L:V;j;=V§;P=ViV§=V§.

Je tedy L = P a v3echna ¢isla (2) jsou feSenimi dané
rovnice.
Resil s. Zdislav Kovatik,
10.a tf. js$, Hodonin.

2. Budte diny dvé mimobé&zky p, ¢ a rovina p, kterd
je riznobéZna s kazdou z pfimek p, q.

Na pfimkach p, ¢ stanovte pofadé body P, Q tak, aby
platilo PQ || ¢ a PQ = d, kde d je dané kladné Cislo.

Popiste ptisluSnou prostorovou konstrukci a nacrtnéte
obrézek. Provedte dukaz konstrukce a diskusi FeSitelnosti
ulohy. :

ReSeni (obr. 22). Rozbor. Oznalme potadé Py, Q,
pruseciky pfimek p, ¢ s rovinou p. Hledand tsecka PQ
ma4 krajni body P, Q, které poradé lezi na pfimkach p, ¢,
pfi¢emz plati PQ || o, PQ = d. Na pifimce p zvolme bod
P, a hledejme druhy krajni bod Q, usecky P,Q;, o niZ
plati P,Q, = d, P,Q, || 0. Bod Q, zfejmé leZi v roviné
0, || 0 vedené bodem Py, ato na kruznici &, = (P, d),
lezici v roviné p,. Probiha-li bod P, ptimku p, dostaneme
ke kazdé jeho poloze pravé jednu kruZnici k,. VSechny
tyto kruZnice zfejmé leZi na valcové ploSe £, jejiz Fidici
kruZnice je k = (P,, d), kterd leZi v dané roviné p;
povrchové piimky této plochy jsou rovnobé&zné s pfim-
kou p.
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Krajni bod Q hledané usecky PQ je tedy spoleénym
bodem pfimky ¢ s plochou £; odtud plyne konstrukce.

Konstrukce (viz obr. 22). Sestrojme pofadé pruseciky
P,, Q, ptimek p, ¢ s rovinou p; v této roviné sestrojme

- -~
- &S~
' 1 ~

/7 A\

Obr. 22

kruZnici & = (P, d), ktera je fidici kruZnici pomocné
vélcové plochy £, jejiz osou je pfimka p. VySetiime spo-
lené body ptimky ¢ s plochou £; to provedeme podle
zndmé konstrukce uZitim roviny 7 rovnob&Zné s ptim-
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kou p takto: Bodem A == Q, pfimky ¢ vedeme piimku
?’ |l p a oznalime A’ jeji prusecik s rovinou g (je zfejmé
A’ £ Q,); rovina 7 je dana ruznobézkami g, p’, takze
piimka ¢ = Q,A4’ je prisecnici rovin p, 7. Oznatme M
jeden ze spolecnych bodu pfimky # s kruZnici £ a vedme
jim pfimku m || p. Spole¢ny bod ptimek g, m, které lezi
v roviné 7, oznatme Q a vedme jim piimku n || P,M;
spole¢ny bod pfimek p a n (n lezi v roviné riznych rovno-
bézek p || m) oznatme P. Potom useCka PQ je jednim
feSenim ulohy.

Diikaz. Jestlize existuje bod M, pak existuje i pfimka
m a tim i bod Q; pfimky m, g leZi totiZ v roviné 7 a jsou
riznobézné; jinak by p, ¢ nebyly mimobéZkami. Podle
konstrukce je PyM = d. Jestlize je M = Q,, je P\M
hledand usecka PQ, tj. je Q = Q, = M, P = P,. JestliZe
je M= Q,, potom dvojice rovnob&%ek p ||m a P,M || n
urcuji rovnobéznik QMP,P, takZe bod P existuje a plati
PQ = PM =d, PQ || P,M; je tedy PQ || o. Tim je
dukaz proveden.

Diskuse. Rovina 7 existuje jedind, nebot ¢, p’ jsou
riznobézky (jinak by ¢, p nebyly mimobéZné). Piimky
p, g a tim i pfimky p’, ¢ jsou ruznobéZné s rovinou p,
takZe existuje jedind prisednice ¢ rovin 7, o. ReSitelnost
ulohy zavisi tedy jen na tom, zda pfimka r ma ¢i nemd
s kruZnici %2 spole¢ny bod. O tom rozhodneme podle
zndmé planimetrické véty; dostaneme snadno tento vy-
sledek: Uloha ma dvé, jedno nebo Z4dné feSeni podle
toho, je-li vzdalenost » bodu P, od pfimky 7 mensi, rovna
nebo vétdi neZ d (neboli je-li pfimka ¢ secnou, te¢nou
nebo neseénou plochy £).

Dodatek. Pfi feSeni lze uZit téZ tohoto postupu (viz
obr. 22): Promitneme hledanou tusecku PQ ve sméru
piimky p do roviny p. Primétem pfimky ¢ je pfimka ¢
a primétem bodu P, Q jsou pofadé body Py, M, pfi¢emZ
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je P\M = d a PJM || PQ. Odtud plyne v podstaté totéZ
feSeni, jako jsme uvedli nahofe.
Podle feSeni s. Jana Palisy,
11. tf. js§, Opava.

3. Sestrojte rovnoramenny lichob&Znik ABCD (AB ||
| CD, AB > CD), kterému lze vepsat kruZnici. Je didna
uhlopficka AC = e a vyska v. Urlete podminky reSitel-
nosti vzhledem k danym ¢islim e, v.

Reseni (obr. 23). Rozbor. Pfedpoklidejme, Ze jsme se-

strojili lichobéZnik ABCD, ktery vyhovuje pozadavkim
dlohy. Pfi oznaceni uvedeném v obrazku plati

APzAT:BP:BT':%ABz%a,

DQ = DT = CQ = CT' = CD =%c.
Je tedy
1
AD=BC=7(a+c). 1)

V pravothlém trojuhelniku ACC, je

AC=e, CC,=PQ =9, XAC,C=90° (2)
(P, Q jsou potadé stiedy tiseCek AB, CD).
Pfitom je

AC, = AP + PC, = AP + QC =
1
:—2—(a+c)=BC, 3)

jak plyne ze vztahu (1).

Dile si vSimnéme toho, Ze polopfimka AC leZi v uhlu
<XDAB, takZe je

*CAB < 4DAB = <CBA. 4)
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Je tedy
BC < AC. (5)
Odtud konstrukce.

Konstrukce (obr. 23). Sestrojme pravouhly trojuhelnik
ACC;, 0 némz plati vztahy (2); ve zvolené poloroviné o
o hranici CC, lze sestrojit nejvySe jeden takovy troj-

uhelnik. V poloroviné o’ opané k poloroviné ¢ za pfed-
pokladu, Z%e plati (5), sestrojme pravouhly trojahelnik
BCC; o pfeponé

BC = AC;. (6)

Oznatme p osu tsetky AB a sestrojme obraz BAD troj-
thelnika ABC v soumérnosti o ose p = PQ. Potom je
ABCD hledany lichobéZnik.

Diikaz. Podle konstrukee je AB | p, CD | p a tedy
AB || CD. Pokud je Bz~ Cy, je S.CBC, ostry a obé sou-
mé&rné sdruZené ptimky BC, AD jsou riznobézné, pfi-
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¢emz je BC = ADj; je tedy ABCD lichobéznik rovno-
ramenny se zdkladnou AB = a a vySkou PQ = v.
Je$té musime dokazat, Ze se mu da vepsat kruZnice:
Oznacme S spole¢ny bod os thlat <xDAB, <<ABC; ze
soumérnosti vzhledem k ose p plyne, Ze bod S padne na
pfimku p. Ozna¢me T’ bod poloptimky BC, o némz
plati
BT' = BP = AP. ©)
Jestlize bod P lezi uvniti tsecky AC, [pfitom plati
(6)], je AP < AC, a vzhledem k (6) a (7) je BT' < BC,
takZe bod 7" lezi uvnitf useCky BC. Ze soumérnosti podle
pfimky BS plyne, Ze polopfimka BT" je obrazem polo-
piimky BP, a podle (7) je bod T’ obrazem bodu P. Proto
je tsecka ST’ obrazem usecky SP neboli
ST = SP, (8)
IBT'S = <BPS = 90°. )

A SCQ o SCT’ (Ssu),

nebot stranu SC maji spolecnou, <):T <0 = 90°
[viz (9)], pfiCemZ plati QC = PC, = AC, — AP =
= BC — BT' = CT’ [viz (6) a (7)] Je tedy SQ = ST
a vzhledem k (8) odtud plyne
SQ = ST’ = SP,

pticemz je SP | AB, ST’ | BC, SQ | CD. Proto
kruznice & = (S, SP) se dotykd pfimek AB, BC, CD;
dotyka se vSak i pfimky AD, coZ plyne ze soumérnosti
lichobéZnika podle pfimky p. Tim je dtkaz proveden.

Diskuse. (1) Trojahelnik ACC; lze sestrojit pravé tehdy,
jestlize plati AC > CC, neboli

e>1v. (10)
(2) Bod C musi padnout dovniti poloroviny pBj; to

Dile je
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podle zndmé véty nastane pravé tehdy, jestlize je

AC > BC; (11)

ale BC = AC,, kde AC, je odvésna pravouhlého troj-
uhelnika ACC,; s pieponou AC, takZe vztah je splnén.
(3) Musi existovat trojuhelnik BCC,, tj. musi byt

BC > CC, neboli
AC, > CC,;. (12)

Z trojﬁhelniké ACC, vsak podle Pythagorovy véty plyne
AC,=JAC*—CC2 = |e& —+*.
Po dosazeni do (12) dostaneme
e = > v

neboli B
e> vVZ
a tedy

<';‘e]/§. (13)

JestliZze plati obracené tento vztah, pak o usecce AC;,
sestrojené podle predchoziho postupu, plati vztah (11)
a lze sestrojit trojuhelnik BCC,, pficemZ ziejmé je
BC < AC. Plati-li (13), pak plati i (10).

Zdvér. Uloha mé feeni, a to jediné, praveé tehdy, plati-li
vztah (13).

Podle feSeni s. Jaroslava Stfestika,
11. tf. js$, Litovel.

4. Urcte vSetky realne rieSenia rovnice
— P o x— 4 1
Vx —2 x—2 M

s neznamou x. Urobte diskusiu rieSitelnosti vzhladom
na dané reélne Cislo p.
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RieSenie. Ak je Cislo x rieSenim rovnice (1), musi
platit postupne
x—p_(x— 4y
x—2 (x—22°
(x — 2)(x — 4P = (x — 2(x — p) »
(x—=2[x—42—(x—2)x—p]=0,
(x—2)[x* —8x 4+ 16 — (x* — px — 2x + 2p)] =0,
(x—2)[(p —6)x + 16 — 2p] = 0.
Z toho vyplyva, Ze bud jeden, bud druhy Cinitel sa rovna
nule. Su teda moZné dva pripady.
Pripad [1]. Plati x — 2 = 0 Cize
x=2.
Toto Cislo nie je rieSenim danej rovnice (1), lebo Ziadny
zo zlomkov pre x = 2 v tejto rovnici nema vyznam, na-
kolko sa menovatel rovna nule.
Pripad [2]. Plati
(p—6)x+16—2p=0

(p—6)x=2p—16. 2)

Rozliéujme dve moZnosti:
a) Nech p — 6 =0 cCize p = 6. Potom rovnica (1)

Yow

Clz¢€

znie
x—6 x—4
ro -t = 3
Vx -2 x—-2° G)
Ak je x rieSenim tejto rovnice, musi platit
4(x—2)=0, 4)

ako sa lahko presved¢ime, rovnako ako vo vypocte, ktory
sme urobili vysSie. Zo vztahu vyplyva x = 2. AvSak
¢islo x = 2 nie je rieSenim rovnice (1), ako sme uZz zistili
v pripade [1].

6* 83



b) Nech je p — 6 % 0. Potom z rovnice (2) vyplyva

_2p— 16
X = p—6 (5)
Cize
_2p—6)—4 , 4
x—_*p—6 =2 p_—-6'

Z toho vyplyva, Ze je x # 2, lebo zlomok 7 _4_ 3 méa pre

p # 6 vidy vyznam a je rdzny od nuly. Preto oba zlomky
v rovnici (1) maji vyznam.

Skuska. Dosadme zo vztahu (5) do oboch strian rov-
nice (1). Ozna¢me L, P lava a pravd stranu rovnice po
dosadeni. Plati

2p— 16 4
P=x_4= p—6 =2p-—16—4(p—6)=
x—2 2p—16_2 2p— 16 — 2(p—6)
p—6
—2p+8 p—4

Toto ¢islo musi byt nezdporné, rovnako ako ¢islo na
lavej strane rovnice (1), lebo odmocnina, pokial mé
vyznam, je nezdporné Cislo. Musi teda platit p — 4 = 0

Cize 6 #p=4. ©)
Namiesto L pocitajme L2 Plati
2p — 16

p_i—p_ p—6 T 2p—16—p+ 6p_
Tx—2 p—16_, 2p—16—2p+12
p—6
— P8 —16 _p2—8p+ 16 _ (p—4y?
- —4 - 4 _( 2 )
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Pretoze podla (7) jep — 4 =0, je ? ; 4 >0

a zo vztahu
s (P — 4
e=(7)
vyplyva
_p—4
L= 5" (8)
Porovnanim (6) a (8) dostdvame
=P,

takze Cislo x, dané vztahom (5), je za predpokladu (7)
rieSenim rovnice (1).

Zdver. Dand rovnica nem4 rieSenie, ak je p = 6 alebo
p <4 Pre p=4, p+#6 mi jediné rieSenie, dané
vztahom (5).

Tym je rieSenie tilohy ukoncené.

- 3. Ulohy III. kola kategorie A

1. Urclete vSechna redlna feSeni rovnice
x+]/2p—x2=8 (D

o neznamé x, pfiCemz p je dané redlné Cislo. Provedte
diskusi feSitelnosti vzhledem k Cislu p.

ResSeni. Necht &islo x je feSenim rovnice (1) a tedy
i rovnice
/2p —xt=8—x. (2)

Umocnime-li ob¢ strany rovnice (2) na druhou, obdrzime
rovnici

2p — x* = 64 — 16x + %2,
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ze které postupné dostaneme
2x* — 16x + 64 — 2p =0,
¥ —8+4+32—-p=0,
=4+ |p—16,x,—=4—|p—16. (3)
Odtud plyne, Ze nutné plati p — 16 = 0 neboli
p =165 (4)
jinak by nebyla Cisla x,, x, redlnd. V pfipadé p = 16 do-
spéjeme k jedinému kofenu
X = 4,
v ptipadé p > 16 je
X; F# X .
Nyni provedeme zkou$ku, zda za pfedpokladu plat-
nosti vztahu (4) jsou cisla x;, x, ze vztahtu (3) skuteéné

kofeny dané rovnice (1). Ozna¢me poradé L, P dosazeni
do levé a pravé strany rovnice (1). Rozeznivejme dva

ptipady:
Ptipad [1]. Dosadme do (1) kofenx, = 4 + |/p — 16;
dostaneme postupné:
L=4+p—16+|2p— 4+ 1p— 16y =

—4+1p—16+|p—s8lp—16=
=4+ p—16+ |4 —Tp— 167 =
— 44 )p—T6+ |4—|p—Td.

Aby feeni bylo spravné, musi platit L = P, tj.
4+)p—164 l4—|p — 16l =8 ™*)

neboli
[4—1p—16|=4—]p—16. (**)
Protoze vlevo je nezdporné Cislo, musi platit
4—|p—16=0,
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tj. musi platit
Ip—T6<4; (5)
protoZe je p — 16 = 0 [viz vztah (4)], méa leva strana

smysl a umocnénim obou stran nerovnosti (5) na druhou,
dostaneme postupné

p—16<16,
p=32. (6)
Ze vztaht (4), (6) plyne, Ze Cislo p lezi v intervalu
16 <p <32. (7

Snadno usoudime, Ze pro p z intervalu (7) skutecné plati
vztahy (**), (*) a Ze Cislo x, je tedy kofenem rovnice (1).

Ptipad [2]. Dosadme do (1) kofen x, = 4 — Vp——16;
dostaneme postupné
L=4-1p—16+2p—4—Tp— 167 =
=4—Vp—T6+|p+8p—16=
=4—|p—16+ @+ p— 168 =
=4—|p—16+ |4+ Vp— 1§ .
Dale musi platit L = P, tj.
4—|p—16+ |44 |p—16/ =8

neboli

l4+Vp—T16l=4+|p—16.
ProtozZe vlevo je nezaporné Cislo, musi i vpravo byt Cislo
nezdporné; to vSak je splnéno, nebot vpravo je soucet
&isla 4 a nezaporného &isla |/p — 16 (pro p = 16).

Je tedy Cislo x, kofenem rovnice (1) pro vSechna
p = 16.
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Zdvér je patrny z tabulky:

Parametr p | Redlné kofeny rovnice (1) I Poznamka
p <16 ’ rovnice nema feSeni I
16 <p <32 x, =4+ |p—16 Pro p = 16
x,=4—|p—16 lper(a)clpzalc%;
jex; # X,
p>32 | xm=4-|p—16 ’

Podle feleni s. Bietislava Fialy,
11.b tf. js§. Ceskd Ttebova.

2. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dina velikost
vys$ky v, velikost téZnice t, a velikost tihlu y.

Resenti (obr. 24). Rozbor.
Pfedpokladejme, Ze jsme
ulohu rozfesili a Ze existuje
trojuhelnik ABC, ktery vy-
hovuje uloze. Dopliime jej
na rovnobéZnik ACBD, kde
D jejeho Ctvrty vrchol, lezici

na prodlouZeni usecky CS
za bod S (cozje stfed strany
AB) ve vzdalenosti z,. Plati

<ACB = <ADB =y,
< CAD = < CBD =

= 180° — y.
Pfitom pfimka AB méi od
bodu C vzdélenost v,,a proto

je te¢nou kruznice k& = (C, v,). Na zékladé tohoto roz-
boru provedeme konstrukci.
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Konstrukce (obr. 25). Sestrojime useCku CD velikosti
2t,, jejiz stied oznaCime S. Pak sestrojime mnoZinu viech
bodu X, pro které plati, Ze

SCXD = 180° — y.

“Jsou to dva kruhové oblouky my, m, s krajnimi body
C, D, které do této mnoziny nepatii. Pak sestrojime
kruznici £ = (C, v,) a k ni vedeme z bodu S te¢ny #,, 2,3
body dotyku téchto teCen s kruZnici 2 oznacime P, P,.
Spole¢né body pfimky 7, s uvazovanou mnoZinou na-
zveme A,, B, spoletné body pfimky ¢, s uvaZovanou
mnozinou nazveme A,, B, (body A4,, B, lezi na m,,
body A,, B, na m,). Pak trojahelniky 4,B,C, A,B,C
jsou hledané trojuhelniky.

Diikaz konstrukce je zfejmy z rozboru. Nalezené troj-
uhelniky (pokud existuji) maji skutené Zadané vlast-
nosti: ProtoZe oba oblouky m,, m, jsou soumérné sdru-
Zené podle pfimky CD i podle bodu S, jsou 4,CB,D,
B,CA,D shodné rovnobézniky a plati

AIS e B1S ) A2$ = st, (*)

takZze useCka CS je téZnici trojuhelnikt A4,B,C, A,B,C.
Diéle je <A4,CB, = < A,CB, = y a kone¢né plati, Ze
oba trojuhelniky jsou shodné, nebot jsou soumérné
sdruzeny podle ptimky CD. Protoze ptimky 4,B,, 4,B,
jsou teCnami kruZnice, je jejich vzdalenost od bodu C
rovna v, takZe sestrojené trojuhelniky maji vySky pfi-
slu$né k vrcholu C velikosti v,. Tim je dikaz proveden.

Diskuse. ReSitelnost tlohy ptedeviim vyZzaduje, aby
thel y byl duty. Polet feSeni zavisi na pocltu raznych
teCen, které lze vést z bodu S ke kruZnici k.

(1) Jestlize bod S leZzi vné kruZnice %, pak je nutné
t, > v,. Jestlize obricené je r,> v, lze sestrojit ke
kruznici £ dvé razné teCny t,, 7,. (2) Jestlize je 7, = v,,

89



1ze sestrojit jedinou teCnu 7. (3) Jestlize je ¢, <vc,
nema uloha feSeni.

A% prlpadech (1), (2) musime je$té dokazat, Ze napf.
teCna 7, ma s oblouky m,, m, pofadé¢ spole¢né body
A,, B, (pfitom je zfejmé C = A,, C % B,). Pfimka 7,
v§ak prochazi bodem S, ktery je stfedem tétivy CD obou

Obr. 25

obloukt m,, m,; podle znamé véty kazdad polopfimka,
jejimz pocatkem je bod, ktery lezi uvnitf kruZznice, ob-
sahuje pravé jeden bod této kruznice. Tim je existence
boda A4,, B, zajiSténa.

Zaveér. ]estllze je 7 duty thel a jestlize j je: 1)z, > ey
ma uloha dvé resem, oba tro1uheln1ky ]sou soumérné
sdruzené a ruzné; (2) ¢, = v, je jediné feSeni; piisluSny
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trojuhelnik je zfejmé rovnoramenny; (3) ¢, < v,, nemé
uloha feSeni.
Podle feSeni s. Véclava Dvofika,
11. tf. js§, Brno - Tabor.

3. Urcete viechna redlnd Cisla x, kterd spliiuji nerov-
nost

1/2 -1 %cosx < sinx . (1)

ReSeni. Aby fefeni x dané nerovnosti bylo realné,
musi platit vztahy

2+—Z—cosx20, (2)
sinx = 0. (3)

Ze vztahu (2) plyne
cosx = — g— . . (2"

Za predpokladu, Ze plati (2) a (3), miZeme obé strany
dané nerovnosti (1) umocnit na druhou; dostaneme po-
stupné

2 + —gcosx < sin®x,

2 +%cosx§ 1 — cos?x,

cos?x %cosx—l— 10,
2cos’x +5cosx +2=0,

(cosx + ;—) (cosx +2) = 0. (4)
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Pfi odvozeni posledniho vztahu jsme uZili rozkladu
kvadratického troj¢lenu; rovnice
2 +5+2=0 ™
ma totiZz kofeny
—54+)25—16 —5+43
Y 1,2 — 4 = 4 >

tj. Yy = —% s Yo = — 2; rozklad troj¢lenu na levé

strané rovnice (*) proto zni
1
2(y+7)(y+2)-

Z nerovnosti (4) plyne, Ze o {isle x nutné plati:

(1) bud zaroveni cosx - 5 =0, cosx + 2 =< 0; z po-
sledni nerovnosti vSak plyne cosx = — 2, coZ nelze
splnit Zddnym realnym cislem x;

(2) nebo zarovei cosx + % = 0, cosx + 2 = 0 neboli

1
—2< <
2= cosx = >

Ptipojime-li k témto poZadavkim vztahy (2), (3), pak

(protoie plati — 2 < — fsl— <=3 dostaneme vztahy
4 1 .
——==cosx < ——, sinx=0. (5)
5 2
Ozna¢me ¢ uhel, o némz plati
cosp = -——,‘;—, sinp = 0
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(necht napft. je —; T < ¢ < m,takZe ¢ = 143°10"). Potom
feSenim vztaht (5) je uhel x, 0 némZ nutné plati

%n—}—angxgtp—}—an, 6)

kde % je libovolné Cislo celé.

Cislo x dané vztahy (6) vyhovuje ziejm& vztahtim
(2), (3), takze obé strany nerovnosti (1) maji smysl.
Obracenim postupu se pfesvéd¢ime o tom, Ze toto Cislo x
nerovnosti (1) skutecné vyhovuje.

Podle feSeni s. Igora Durise,
11. tf. js§, Banskid Stiavnica
a s. Josefa Nedomy, 11.b tf. 4. js§,
Praha 4.

4. Nech su dané kladné ¢&isla d, v, o ktorych plati
d > v. Dalej nech su dané dve kolmé mimobeZky p, g,
ktorych najkratsia prieCka ma velkost . UvaZujme o vSet-
kych useckach velkosti d, takych, Ze jeden z oboch kraj-
nych bodov leZi na prlamke p a druhy na priamke gq.

a) C o vyplnia krajné body tychto useCiek na priamke p ?

b) Co vyplnia stredy tychto useliek ?

RieSenie (obr. 26). Oznalme p || ¢ rovinu, ktora
prechadza priamkou p a o_|| p rovinu, ktord prechiddza
priamkou ¢; je teda o || 0. Dalej nech st 4, B (v tomto
poradi) body priamok p, g, také, Ze AB je najkratsia
prietka mimobeziek p, g. Plati teda AB | o. Dalej
oznatme P, Q body, leZiace po rade na priamkach p,
g, a to také, ze PQ je useCka, ktord spliiuje poziadavky
ulohy, t.j. plati PQ = d.

Cast a). Bod A deli priamku p na dve opaéné pol-
priamky. MoZeme sa zrejme obmedzit na skumanie jed-
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nej z nich. Ozna¢me ju AM. Nech bod P =£ A prebicha
polpriamku AM; pytajme sa, ku ktorym bodom pritom
prislucha taky bod Q, Ze tsetka PQ m4 vlastnosti vy-
Zadované tlohou. V trojuholniku PB4 je < A = 90°

Obr. 26

a podla Pythagorovej vety plati BA* 4 AP? = BP?. Ak
oznadime AB = v, AP = x, BP = a (kde v, x, a st
kladné d&isla), mozno predo$ly vztah pisat

a=|®F . (1)
PretoZe plati p | ¢, AB | ¢, plati BPA | q a teda
BP | q. Kruznica (P, d), opisanad v rovine g¢P, podla
znamej vety z planimetrie mé s priamkou ¢ spolo¢né bud
dva body, bud jeden bod, bud Ziadny bod, podla toho,
¢i (v tomto poradi) plati vztah

a<d, a=d, a>d.

94



Dosadme sem zo vztahu (1); dostaneme po uprave po

rade vztahy
R=dE— 2. (2)

Mézme povedat: ,,Hladani mnoZinu na priamke p
tvoria tie jej body, o ktorych plati x* = d* — v*¢ (pritom
tdto podmienka plati zrejme aj pre povodne vyliceny
bod A). Tieto body vypliuju useCku P,P; (kde AP, =
= AP; = l/d2 — o2, pricom P, lezi na polpriamke AM)
so stredom A. Z vnuatornych bodov tejto ﬁseéky mozno
viest dve poZzadované usecky, bodmi P;, P; len po je-
dinej takej tseCke, pricom druhym j jej krajnym bodom je
bod B = Q'. Usecka P,P; vidy ex1stu)e, lebo zo vztahu
d> v, daného v texte ulohy, vyplyva, Ze Cislo x, dané
vztahom (2), je kladné. Tym je' tloha rozrieSena.

Cast b) (pozri obr. 26). Oznaéme S stred usecky PQ,
ktora vyhovuje ulohe. Dalej nech je T stred usecky AB.

Je znidma tito stereometrickd veta W: ,,Nech ¢ || o
su dve rézne roviny a AB | o usecka, ktore) krajné body
po rade lezia v rovinach o, o. Dalej oznaéme P, Q body,
ktoré lezia po rade v tychto rovinich. Potom mnoZinou
stredov tuseCiek PQ je rovina 7 | p, ktord prechadza
stredom T usecky AB, pricom je v | AB.*

Lezi teda stred useCky PQ, uvazovanej v naSej ulohe,
vzdy v rovine 7, ktora je kolmé k usecke 4B a prechadza
jej stredom T.

Oznalme ¢, pravouhly priemet priamky ¢ do roviny o;
priamka ¢, | p prechiddza bodom 4. O strede S’ usecky
P,Q’ (kde bod P, lezi na polpriamke AM a plati AP, =
= /@ —?, Q' = B) plati: bod S’ lezi podla vety W

v rovine 7, priCom TS’=§Vd2—v2, lebo TS je

strednd priecka v trojuholniku P,BA, v ktorom je AP, =
= @@=
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Nech je v dalSom P = P, bod uselky AP,. DokiZeme,
Ze stred S usecky PQ, ktora vyhovuje ulohe, lezi v ro-

viné 7 na kruZnici m = (T dy), kde d, = |/d* — o*.

Dékaz (pozri tiez obr. 27). Oznatme Q; pravouhly
priemet bodu Q do roviny o. Ten lezi na priamke g,.
Z pravouhlého trojuholnika PQQ, s preponou PQ = d,
jednou odvesnou QQ; = AB = v, vyplyva

PO, =|PQ*— 00; = |& — ¢ = 4,
Dalej oznalme S, pravouhly priemet stredu S usecky PQ.

Pretoze je SS; | o, je 88 || QQ,, takze S8, je stredna
priecka v trojuholniku PQQ; a S; je stredom tsecky PQ;,

t.j. PS; = % d,. St dve moznosti: Budje P = A, takZeS,

leZi v priamke ¢, a je A4S, =% d,; bud je P=£ A a existuje
pravouhly trojuholnik PQ,A4,s preponou PQ,, takze S, je
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jej stredom a teda aj stredom kruZnice opisanej tomuto
trojuholniku. Plati teda §;4 = S,P = §,0, = %dl. Avsak
bod S leZi nevyhnutne v rovine 7 (pozri vetu W), takZe
AS,ST je obdlnik a preto je TS — AS, — %dl. Bod S

leZi teda v rovine 7 na kruZnici m = (T, %dl) . Tym
je dokaz hotovy.

Nech teraz obriatene S je bod prave zostrojenej kruz-
nice m, ktord lezi v rovine 7. Musime dokizat, Ze je
stredom useCky PQ = d, kde body P, Q lezia (v tomto
poradi) na priamkach p, ¢g. Pokial bod S lei v jednej
z rovin pB, gA, je z predo$lého zrejmé, Ze taka usecka
existuje. V dalSom sa obmedzime na pripad, Ze bod S
leZi vntri jedneho zo $tyroch pravouhlych klinov, v ktoré
delia priestor navzajom kolmé roviny pB, gA. Oznaéme

m E(A,%—dl), S, pravouhlé priemety kruZnice m

abodu S do roviny p. Bod S, leZi na kruznici m, a to vnutri
jedneho z pravych uhlov, v ktoré delia priamky p, ¢,
rovinu g. Zostrojme v tejto rovine obdf#nik (pozri obr.
27) APA'Q, so stredom S,. Taky obdlZnik existuje prave
jeden. O jeho uhloprieCkach plati PQ, = AA’ = 2.AS8,=
=2, (% dl) = d,. V bode Q, zostrojme kolmicu k ro-
vine g a oznaCme Q jej prieseCnik s priamkou ¢. V pravo-
uhlom trojuholniku PQQ, je PQ;, = d;, Q0 = AB = v
a z Pythagorovej vety vyplyva PQ — |/PQ? + Q0% =
= Jdi + v* = |/d® —o* + v® = d. Usetka PQ, takto
zostrojena, vyhovuje ulohe. Jej stred S, leZi v rovine 7

a jeho pravouhly priemet do roviny ¢ je nevyhnutne
stred useCky PQ,, tj. bod S;, z ktorého sme pri tejto
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uvahe vysli. Je teda S, = S. Podarilo sa nim teda zo-
strojit tseCku PQ danym bodom § kruZnice m. Tym je
dokaz hotovy.

Mosno teda povedat: ,,Mnozinou stredov vsetkych
useCiek PQ, ktoré vyhovuju tlohe, je kruZnica m =

lym— S 1y . P
=T, ——Vd2 — 9%, ktora lezi v rovine 7. Tym je rieSe-
nie Casti b) hotové.

Dodatok. Ini rieSitelia, ktori postupovali obdobne, sa
opreli o zndmu vetu U z planimetrie: ,,V rovine g nech
st dané kolmice p, ¢; s prieseCnikom A. Dalej nech je
dané dislo d; > 0. Mnozinou stredov vSetkych tuseciek
PQ, = d,, ked body P, Q, lezia (v tomto poradi) na priam-

kach p, ¢, je kruZnica m, = (A,%dl).“ Vyslednu kruz-

nicu m dostali pouzitim vety W ako rez rotacnej valcovej
plochy s riadiacou kruZnicou m, s rovinou 7. Prave vy-
slovena veta z planimetrie im pomohla pri oboch smeroch
doékazu o bode S kruZnice m (t. . ak je S stred useCky PQ,
lezi na kruZnici m; obratene, ak je S bod kruZnice m,
prechddza nim usecka PQ, ktord vyhovuje poZiadavkdm
ulohy).
Podla rieSenia s. Kamila Wich-
terle, 11. tr. js§, Praha-Dejvice
a s. Marie Srovnalovej, 11.b tr.
js§, Ostrava I, Mati¢né ul.

Jiné feSeni (obr. 28). Zavedme soustavu pravo-
uhlych soufadnic x, y, 2 v prostoru takto: osa x = p,
osa z = AB (kde A, B jsou pofadé body ptfimek p, g,
piicemZ AB je osa mimobézek p, g), osa y = q;, kde
¢, || ¢ prochazi bodem A; pocitkem této soustavy je
bod O = A. Rovinu pfimek x = p, y = ¢, oznalme p.
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a) I. Bod P na pfimce p ma soufadnice [x,, 0, 0],
bod Q na ptimce ¢ ma soufadnice [0, v, v]. Hleddme
body P, Q takové, Ze o nich plati

PQ =4d

neboli
Va2 F33 +2=d. (1)

[Poznédmka. Pro vzdilenost d = MN bodu M =
= [x35 V15 21]s N = [%s, V9 2,] V prostorové analytické
geometrii, plati d = |/(x; — %, + ()1 — 32 + (2, — 22)%5
jak se snadno dokaze, napf. s pouzitim vzorce pro
velikost télesové tuhloptiCky kvadru danych rozméri.]
Ze vztahu (1) dostaneme

xp + yh = d® — 2. (1)
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Odtud plyne, Ze musi byt |xp| < de — v?%; jinak by
Cislo y, nebylo realné. Z toho plyne, Ze bod P leZi na
pfimce p = x, a to na tuselce P, Pj, jejimZz stiedem je
bod O = 4; ptitom plati AP, = AP = Vd2 — o2, Pro-
toZe je d > v, tato useCka vzdy existuje.

II. Obricené, bud P = [xp, 0, 0] bodem usecky P,P;;
tu o Cisle xp nutné plati

lxpl < V@@ — . ©)
Po dosazeni do (1) za xp tedy obdrzime
o= d— o — xb; 3)

vzhledem ke (2) je tedy ¥% =0, takze Cislo yqo vidy
existuje a tim i bod Q = [0, y,, '0] Vzdalenost PQ obou
bodu P = [xp, 0, 0], O =[O, Yo v], kde xp je libovolné
Cislo, 0 némz plan (2), a yq je Cislo dané vztahem (3),
je rovno

Vo + 5% + 2.
Dosadime-li sem za y% ze vztahu (3), zjistime, Ze tato
vzdalenost je skuteCné d.

Vysledek. VSechny body P, které vyhovuji uloze,
vyplni na pfimce p useCku P,P; velikosti Zl/d2 — 7%,
ktera ma bod A za stfed.

b) I. Bud PQ = d tsecka, kterd vyhovuje tloze; pfi
piedchozim oznaceni stfed S této tseCky ma soufadnice

1 1 1
xszfxp, ys=§yoa 2s=§’0- (4)

[Poznimka. Usetka MN o krajnich bodech M =
=[xy, ¥1, 21]s N = [x5, ¥5, 2,] md stfed S o soufadnicich

1 1 1
Xg = 5 (xl + xz), Vs = E (yl +y2)’ 5= 7(21 + 32)-]
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Dosadme ze (4) za xg, y5 do (1); dostaneme

V2xs? + 2ysP + 2 =d

neboli
1 o 2
4+ 4 = (zVF =) ©
pfi¢emz je zaroven
1
g = E'U o (6)

Oznatme T stfed tusetky AB; je T = |0, 0, %v]

Dale ozna¢me 7 || p rovinu jdouci bodem 7'. Ze vztahi (5),
(6) plyne, Ze bod S lezi nakruZnici 2 = (T 5 %l/d2 — o2 ),

ktera leZi v roviné 7.
I1. Obréceng, dany bod S = [xs, s —;-'v] kde |xgl <

= %de — 22 je libovolné ¢islo a yg spliiuje (5), je zfejmé

bodem kruZnice k. Pro jeho soufadnici yg plati

1., 2
A =(aVF==) -4, 0

takZze je yg vidy Cislo redlné. UvaZujme body P =
= [2xg, 0, 0], Q = [0, 2y, 7]; o jejich vzdalenosti d plati

6= |&d + 4y% + 2.

Dosadme sem za y% ze vztahu (7); dostaneme 6 = d.
Protoze body P, Q lezi pofadé na pfimkach p, g, vyhovuje
useCka PQ poZadavkim ulohy. Podafilo se nim ke zvo-
lenému bodu § sestrojit usetku PQ o daném stiedu S.
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Vysledek. Stiedy vSech tsecek, které spliuji poZa-
. davky ulohy, vypliiuji kruZnici £ = ( /44 %de - '02), kde

T je stied useCky AB; tato kruZnice % lezi v roviné ,
ktera je kolma k useCce AB a prochézi jejim stfedem T.

Podle feseni s. Zdislava Kovatika,
10.a tf. js$, Hodonin.

4. Ulohy L kola kategorie B

1. Urcete viechna redlna Cisla p tak, aby rovnice
Px x4+ 1
x+p+x—p

m¢éla jeden kofen x = 2. Vypocltéte pak vSechny kofeny
této rovnice.

= —1

Refeni. Jestlize existuje Cislo p, které vyhovuje uloze,
pak plati
2p 3
= —1.
24p 2—p

Odtud plyne
4p — 2>+ 6 + 3p =p* — 4

p? — Tp — 10 = 0.

Posledni rovnice ma kofeny

¢ili

20_10

74+]49F120 7 413 6 3
P2 6 ~ 76 6

__6_2_1
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Provedeme nyni zkousku pro kazdé z Cisel py, p, od-
délen&; pfitom vypolteme pro tato (isla p vSechny ko-
feny dané rovnice.

Ptipad [1]. Pro p = 13—0 mé dand rovnice tvar
LU
3 n x4+ 1 1
10
X +:? X — ?

¢ili
10x i 3x+3
3x +10 ' 3x — 10
Budeme ji feSit; dostaneme postupné
10x(3x — 10) + (3x + 3)(3x + 10) = 100 — 9x?,
30x2 — 100x + 9x + 9x + 30x + 30 = 100 — 9x2,
48x% — 61x — 70 = 0.
Diskriminant této rovnice je
D = 612+ 4.48.70 = 3721 + 13440 = 17161 = 131?;
déle je

—1.

192 _ 9% 12 2
.. 61 i131<2.48 S48 6
L2 2.4 \ 70 35
2.48 48"
Pfipad [2]. Pro p = — 1 m4a dand rovnice tvar
—X x+1 "
x—l+x+1__l' ™
Ma-li rovnice (*) feSeni, miZeme ji pfepsat na tvar
x
T x—1 rii= =l
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cili x

T x—1 ==
Odtud
x
x—1 =25
x=2x—2,
x=2.

Zkouskou se snadno piesvédCime o spravnosti vy-
poctenych kofenu.

Zdvér. Dané rovnice mé kofen x = 2 pro kazdé z &i-
1 10 wr i e
sel p = 3P = —1 a pro z&dné jiné.

2. Nad useckou AB = 2a jako priumérem sestrojme
polokruZnici %, o stfedu S. Oznaéme SC ] AB polo-
mér kruZnice &, a nad useCkou SC jako primérem se-
strojme kruZnici k, se stfedem O.

Sestrojte kruZnici k, kterd se dotyka polokruZnice %,
kruZnice &, a pfimky AB. Vypoctéte jeji polomér pomoci
daného cisla a.

Re¥eni (obr. 29). Bod C je bodem dotyku kruZnice
k, = (O, %a) a polokruZnice %, o poloméru a. KruZnice

ky lezi ziejmé v polokruhu (%), ktery je omezen polo-
kruZnici %, a jejim primérem AB. KruZnice k£ nemuze
proto lezet uvnitt kruZnice k, a spliiovat poZzadavky
textu ulohy (pak by bylo % = k,). Dotykaji se tedy
kruZnice &, k, vné.

Dokazeme nyni, Ze kruZnice & (pokud ovSem existuje)
nutné leZi v polokruhu (,). Kdyby tomu tak nebylo, mu-
sila by se kruZznice & dotykat kruZnice 4, v bodé C anebo
v bodé¢ S (jen v téchto bodech by se totiZ kruZnice %
mohla dotykat kruZnice k,). AvSak Zidnd z kruZnic,
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které se dotykaji kruZnice k, v bodé C nebo v bodé¢ S
a lezi vn& kruhu (%,), nespliiuje v§echny poZzadavky textu
ulohy. Tim je dukaz proveden.

-~ _e _
Obr. 29

Hledana kruZnice % leZi tedy v polokruhu (k,) a vné
kruZnice k,. Tato oblast roviny se rozpadd ve dvé Césti.
Tyto &asti piechdzeji jedna v druhou osovou soumér-
nosti vzhledem k ose SOC soumérnosti; to plyne
z toho, Ze polokruZnice k,, pfimka AB a kruZnice k,
maji pfimku SOC za osu soumérnosti. V dal$im se
omezime na jednu z téchto Césti uvaZované oblasti.

Pfedpoklddejme, Ze kruZnice k = (M, x) existuje.
Oznalme pofadé N, P, Q dotykové body kruZnice %
s Carami k,, AB, k,; tyto body musi byt vesmés navza-
jem ruzné. ProtoZe kruZnice k, k, maji vné&j§i dotyk,
oddéluje bod Q body M, O. Déle je MP | AB, OS |
| AB. Protoze je nutné P=£ S, vznikd Ctyfuhelnik
PSOM, v némz je

XP = &8 =90°,
1

MO = Ja+x MP=x, PS=y, 0S=7a. (1)
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Vedme pfimku MR || PS, kde R je vnitinim bodem
usecky SO (bod R nemiZe ziejmé padnout na dsecku
OC, jak se snadno usoudi, uvazujeme-li kruZnice vepsané
do polokruhu (%,) a porovnidme-li velikosti jejich polomé-

ra s Cislem %a). Pak v trojuhelniku MOR je <X R =

= 90° a podle Pythagorovy véty dostaneme MO? =
= MR? + OR?, kde OR = OS — RS = 0SS — MP =

%a — %, MR = PS = y; po dosazeni z (1) a za
OR dostaneme

1 —}—x2—— - l —x2
(o) =+ (22

neboli postupné

2 2
(%a +x) ——(%a —x) == 94,
1 1 i1 1 -
(§a+x—§a +x) (§a+x+§a—x)—y2,
2ax = y*%. 2)

Z vnitfniho dotyku kruZnice %, k; plyne, Ze bod M
oddéluje body N, S, a o trojuhelniku MSP plati: P =
= 90°, MS = NS - NM=a— x, MP=x,PS =y
podle Pythagorovy véty dostaneme MS? = MP? 4 P82
neboli

(6= =245

a po zjednoduSeni
a® — 2ax = y*. 3)

Porovnanim vysledkd (2), (3) dostaneme
a* — 2ax = 2ax
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neboli postupné (nutné je a # 0)

a® = 4ax,
r=1a
=74

Je tedy bod R stiedem usecky OS.

Na ziklad¢ tohoto vysledku provedeme snadno kon-
strukci, kterou pro stru¢nost a snadnost nepopisujeme
a nedokazujeme.

Diskuse. Ve zvolené Casti oblasti, kterou jsme popsali
v rozboru, jsme urCili jednu kruZnici 2 poZadovanych
vlastnosti. Podle toho, co bylo fe¢eno v rozboru, existuje
jesté dalsi takova kruZnice &', kterd je obrazem kruZnice
k v soumérnosti o ose SOC. Uloha m4 tedy pravé dvé
feSeni.

3. Urcte vietky redlne Cisla x, pre ktoré plati vztah
x| —1 _ 1
Eo1°2 M

RieSenie. Najprv stanovime, ¢o musi platit o redlnom
Cisle x, ktoré je rieSenim nerovnosti (1).

Zlomok na lavej strane danej nerovnosti (1) ma zmy-
sel pre vietky redlne Cisla x, pre ktoré je x* — 1 # 03
pre také Cisla x, pre ktoré je x> — 1 = 0, t.j.

(x—Dx+1)=0,
nemd tento zlomok vyznam. V dalSom teda predpokla-
dame, Ze je

v

x #1 alebo x % — 1. (2)

Dalej si vi§imnime, %e zlomok na lavej strane nerovnosti
(1) sa rovna zlomku, ktory dostaneme, ked do lavej
strany tejto nerovnosti dosadime namiesto Cisla x Cislo
— x [je totiz |x| = |— x|, x* = (— x)*]. Z toho vyply-
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va, %e sa pri naSej Givahe mdZeme obmedzit na Cisla
x = 0. Pre také ¢islo plati |x| = x a nerovnost (1) mdZeme
pisat v tvare

x—1 }_1_
¥—-1-2
alebo postupne
x—1 il
= —
x—DE+1) —
i1 1
x—l—l* 2 ° 3

Obe strany poslednej nerovnosti znasobime cislom

2(x + 1), ktoré je zrejme kladné; dostaneme
2=2x+1
t.j.
1 =x.

Z oboch predpokladov x =0, x 1 a z posledného
vysledku vyplyva, Ze z nezdpornych Cisel mdzu vyhovo-
vat danej nerovnosti (1) len Cisla intervalu

0ssx< 1.

Teraz dokdZeme, Ze vietky tieto Cisla su rieSenim ne-
rovnosti (1).

Pre {islax z tohto intervalu ma zlomok na lavej strane
(1) skuto¢ne zmysel. Pritom plati postupne

lxl — 1 x—1 1=

x? (x—l)(x+l) TxF17
Cislo x + 1 je v8ak mengSie neZ 2 a preto je &islo %_1_1
valsie nez L , takZe nerovnost (1) je splnend (zrejme bez

2
pripadu rovnosti). Tym je dokaz hotovy.
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Povedali sme uZ, Ze ak je Cislo x rieSenim nerovnosti
(1), je rieSenim aj Cislo — x; preto su aj Cisla x intervalu
—1l<x=0

rieSenim nerovnosti (1).

Zdver. Kazdé Cislo x intervalu
—1l<x<l1

je rieSenim nerovnosti (1) a Ziadne iné Cislo nie je rieSe-
nim tej nerovnosti. Tym je tloha rozrieSend.

4. Nech je dany obdi#nik ABCD, pre ktory plati
AB = 4r, BC = 2r, kde r je dané kladné Cislo. Oznaéme
X taky bod obdi2nika ABCD, t.j. bod jeho obvodu alebo
vnutra, ktorym prechadzaju dve rdzne kruZnice s polo-
merom r, ktorych vietky body patria danému obdizniku.
o vyplnia vSetky body X majuce prave opisanu vlast-
nost?

RieSenie. I. Zavedieme oznacenia podla obrizku 30,
kde GH, EF st stredné prieky daného obdl#nika a
k' = (0 r), k" = (0", r) st kruznice vpisané §tvorcom
AEFD, EBCF. Cely utvar mé priamky GH, EF za
osi simernosti a bod S, stred daného obdl¥nika, za stred
sumernosti. Preto pri skiimani v$etkych bodov X, o kto-
rych hovori text tlohy, stadi, ked sa namiesto obdf%-
nika ABCD obmedzime na body obdi#nika GSFD;
o fiom dokdZeme, Ze z jeho bodov prislichaji mnoZine
(X) vSetkych bodov X tieto body alebo mnoZiny bodov:

(1) Bod S; (2) vnutro mensieho obluka SM kruznice
k’; (3) vnutro useCky SF; (4) vnutorné body Stvorca
O'SFM, pokial leZia zvonku kruZnice %'.

II. Viimnime si tieto fakty: Dvojice zhodnych kruz-
nic (t. j. leziacich v tej istej rovine a navzdjom rdznych),
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ktoré maju spolo¢ny bod (t.j.aspoiijeden), moZno roz-
delit do dvoch tried: .

(a) Kruznice dvojice sa zvonku dotykaji a maji spo-
lo¢ny jediny bod, totiZ stred ich strednej.

(b) Kruznice dvojice maju spoloéné body Y = Y,
priCom na osi useCky Y'Y, leZia stredy O,, O, oboch
kruZnic a to tak, Ze priamka Y'Y, je osou strednej O,0,.

~

Obr. 30

III. Vratme sa k danej tilohe. Stredy vSetkych kruZnic,
ktoré sa dotykaju oboch priamok 4B || DC, leZia na priam-
ke GH. Do triedy (a) dvojic kruZnic, ktoré sa dotykaja
oboch priamok AB, DC, patri (pozri obr. 30) dvojica
k's k" a Zziadna ind dvojica, ako vidiet z toho, ked tuto
dvojicu posunieme o akukolvek di¥ku (nenulovu), &
v zmysle polpriamky SG, alebo SH. Z tsecky GS patri
do mnoziny (X) jedine bod S. TieZ je zrejmé, Ze Ziadny
bod tsecky DF nepatri do (X). Kazdym z nich prechidza
jedina kruZnica s polomerom r a dotykajica sa priamok
AB, DC. Dalsie body X dostaneme teda len pomocou
triedy (b) dvojic naSich kruZnic s polomerom r a dotyka-
jucich sa priamok AB, DC.
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UvaZujme teraz o mnozZine (Y) bodov, ktora sa sklada
z tychto bodov: vnutraj$ka usecky GD, vnutrajska Stvor-
ca GO'MD, vnutrajska tseCky O’M, vnutraj$ka Stvrt-
kruhu so stredom O’ a polomerom r, a to toho Stvrt-
kruhu, ktory lezi v §tvorci O'SFM. Lubovolny bod tej-
to mnoziny (Y) oznacime Y. PretoZe vzdialenost bodu
Y od priamky GS je kladna a menSia neZ r, prechiddza
nim dvojica kruZnic k, = (O, 1), ky = (O, 1) triedy
(b), ktoré sa dotykaju priamok AB, DC. Oznalenie
zvolme tak, aby polpriamky O,0,, GS mali ten isty
zmysel.

Bodom Y vedme priamku y || GS a jej (jediny) spo-

lo¢ny bod s vnutrajSkom menSieho obluka SM kruz-
nice k&’ oznalme Z; polpriamka YZ ma ten isty zmysel
ako polpriamka GS. KruZnicu %;, prislusnd k bodu Y,
dostaneme posunutim kruZnice k&’ o tse¢ku ZY v prave
napisanom zmysle (jej stred O; padne totiz zrejme
,snalavo® od pity kolmice Y’, vedenej bodom Y k priam-
ke GS). Tymto posunutim prejde bod G v bod G,
ktory zrejme leZi zvonku obdlznika ABCD. Ziadny bod
mnoziny (Y) nepatri do hladanej mnozZiny (X).

IV. Zostava dokazat, Ze kazdy bod mnoZin (2), (3), (4)
patri k hladanej mnoZine (X). Ozna¢me X [ubovolny bod
tejto mnoziny (obr. 31) a vedme nim priamku x || GS.

Jej jediny spolo¢ny bods mensim oblikom SN kruZnice
k’ ozname Z’ a jej jediny spolo¢ny bod s mensim obld-
kom SN kruZnice 2" oznatme Z". Bud je X = Z’, bud
lezi bod X vnutri tseCky Z'Z ", ako sa lahko usudi.

Kruznicu &, = (O, r), idticu bodom X a dotykajicu
sa priamok AB, CD, dostaneme posunutim kruZnice
k' o df¥ku Z'X > 0 v tomto zmysle. PretoZe je Z'X < r,
lezi obraz S’ bodu S v tomto posunuti vnutri Gsecky
SO’ a kruZnica &, lezi teda v obdlZniku ABCD. Ak je
Z' = X, je k, prave kruznica k’.
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KruZnicu %, = (O,, r), iducu bodom X a dotykajicu
sa priamok AB, DC, dostaneme posunutim KkruZnice
k" o dizku Z"X v tomto zmysle. Pritom je Z"X < MN,
Cize Z"X < 2r. Preto obraz §” bodu S v tomto posu-
nuti leXi vnutri use¢ky GS a kruZnica &, leZi teda v obdfz-
niku ABCD. Tym je dokaz hotovy.

Odpoved. Vietky body X tvoria mnoZinu (X), ktord
sa skladd z tych vnatornych bodov obdi#nika ABCD,
ktoré maju tieto vlastnosti: '

(1) Ziaden nelezi na obvode obdl#nika ABCD;

(2) Ziaden neleZi v niektorom z obdfZnikov AM’'MD,
N’'BCN;
¥ (3) Ziaden nelezi vnutri niektorého z kruhov ohrani-
Cenych kruZnicou %' alebo %”.

5. Budte a, b dani reiln4 C&isla. Reste rovnici

x ¥ (@ — (1 — =)
x—a x—b8B (& —a)(x—b0) ()
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o neznimé x a provedte diskusi FfeSitelnosti vzhledem
k danym cislam a, .

Reseni. Jestlize ¢islo x je feSenim rovnice (1), potom
musi o tomto Cisle predevS§im platit x — a* # 0, x —
— b? # 0, jinak by alesponi jeden ze zlomku v rovnici (1)
nemél vyznam. V dal$im pfedpoklddime, Ze o Cisle x
plati

x eEat, XA (2)

Obé¢ strany rovnice (1) znasobme Cislem

(x —a).(x — b%);
dostaneme postupné
x[x — 8* — (x — a?)] = (a® — bH)(1 — x?),
(@ — B®)x? + (a® — b¥)x — (a* — b*) = 0. 3)
Rozeznivejme dvé moZnosti:

Ptipad [1]. Necht je a®> — b = 0 neboli

(@a—b).(a+b)=0,
coZ znamend, Ze je a = b anebo a = — b. Potom je rov-
nice (3) splnéna pro kazdé &islo x. ReSenim rovnice (1) je
kazdé Cislo x # a2 tj. Cislo, o némz plati vztahy (2). Sku-
te¢né rovnice (1) mé pro a® — b* = 0 tvar

x x
x—a x—a 0

a ta je splnéna pro kazdé x # a>
Piipad [2]. Necht je a*> — b* # 0. Potom zndsobme

ob¢ strany rovnice (3) éislernzlz—l—b2 # 0; obdrzime
x>+ x—1=0.
Diskriminant D této rovnice je
D=1—-4.(—1)=5
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a jeji kofeny jsou
1 _ 1 ~
#=75(1+13>0xn=75(—1-]5 <0 @

Cisla x = x;, x = x, jsou zfejmé kofeny rovnice
(3), od niZz dospéjeme k rovnici (1) zndsobenim obou

stran rovnice (3) ¢islem

G—dx -’ pokud ma ten-

to zlomek smysl.

Toto &islo existuje, jestlize plati vztahy (2). Musi
tedy platit

X # a% x #+ b?.

Pro kofen x = x, jsou tyto vztahy vzdy splnény, nebot
Cisla a?, b? jsou nezapornd, kdezto x, < 0.

Naproti tomu pro kofen x = x; > 0 muZe nastat pfi-
pad

@ — %(_ 1+ ]/g)nebobz:%(— 14155
to nastane, jestlize je
o=+ /L1 V3nebos = £ )/E 1175,
5)

Zdvér. [1] Je-li a = b anebo a = — b, je feSenim
rovnice (1) kazdé Cislo x, o némZ plati x # a2
[2] Je-li @ # b, a # — b, potom je Cislo

1= 2 (~1-15)
feSenim rovnice.
Jestlize je kazdé z Cisel a, b rtizné od Cisla

s/ 1+13),
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potom ma4 rovnice (1) jesté feSeni

1 _
x__"f(—l"l‘ VS),
kdezto jinak nikoli.

6. Trojahelnikové pravitko z umélé hmoty ma tvar
pravouhlého trojuhelnika ABC, jehoZ vnitfek je z Casti
vyfiznut a ma rovnéz tvar pravouhlého trojuhelnika
A'B’C’. Ptitom 8ifky pdst omezenych dvojicemi rovnobé-
Zek AB | A'B’, BC || B'C’, CA || C'A’" jsou si rovnys
oznacme je m. ]sou dany obe odvésny a = BC, b = CA
trojuhelnika ABC.

Dokazte, Ze trojuhelniky ABC, A'B'C’ jsou stejno-
lehlé, a urlete stfed S stejnolehlosti. Koeficient & této
stejnolehlosti vyjadfete pomoci Cisel a, b, m a rozhodnéte,
v jakych mezich pfi danych Cislech @, b musi leZet Cislo m.

Potom stanovte islo m tak, aby pravitko po vyfiznuti
otvoru 4’B’C’ mélo védhu o 25 procent mensi, nez kdyby
bylo plné, tj. bez otvoru.

ReSeni (viz obr. 32; vylutujeme moZnost, %e by
polopfimky AB, A'B’ byly nesouhlasné rovnobéZné).
Ozna¢me v’ = (S, ¢’) kruZnici vepsanou hledanému troj-
uhelniku 4’B’C’ a déle pofadé X', Y', Z' jeji dotykové
body se stranami B'C’, C'4’, A'B’. Je tedy

SX' | B'C', SY' | C'A', SZ' | A'B’;
protoZze piisluiné strany trojuhelnikd ABC, A'B'C’
jsou souhlasné rovnobé&Zné, plati té%

SX' | BC, SY' | CA, SZ' | AB. (1)

Oznaéme X, Y, Z paty pravé zapsanych kolmic jako
v obrizku; potom podle textu tlohy je XX' = YY' =
= ZZ' = m,a protoze je SX' = SY' = §Z' = ¢/, plati
téz

SX=8Y=8Z=9¢"+m. (2)
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KruZnice v = (S, o = ¢’ + m) je vzhledem ke vzta-
htm (1), (2) kruZnici vepsanou trojuhelniku ABC.

Uvazujme stejnolehlost (S) o stfedu S a konstanté -
8

Obr. 32

ste)nolehlostl, v této stejnolehlosti pfechazi kruZnice 2’
i se svymi te¢nami B'C’, C'A’, A'B’ a pnslu§nym1
dotykovymi body X', Y’, Z’ v kruzmcx o s jejimi pfi-
sluSnymi te¢nami BC, CA, AB i s jejich prisluSnymi
dotykovymi body X, Y, Z. Proto jsou oba trojihelniky
A'B'C’, ABC stejnolehlé ve stejnolehlosti (S) a obrécené
trojahelniky ABC, A'B'C’ ]sou stejnolehlé ve stejno-
lehlosti (S') obracene k (S), ]e)1 stied je S a konstanta &

o

stejnolehlosti je = neboli 2

. Je tedy

o—m
"Ik €)

Protoze musi byt £ > 0, plyne z toho poZadavek na
dané kladné Cislo m,

k=

m<op. 39
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Konstantou % a stfedem S je stejnolehlost (S’) zcela
urcena.

Oznatme B'C’'=4d', C'A' =¥, AB' =, AB=
= c; potom ze stejnolehlosti (S’) a z Pythagorovy véty
plyne <
a = ka, b’ =Fkb, ¢’ = kc, kde ¢ = Va2 + b%. 4)

Pro obsahy P, P’ uvaZovanych trojihelnika plati

_1 I__l "o 12
P—iab, P—2ab—kP 5)
a tedy =k (6)

Obsah trojtihelnika ABC lze vyjadfit jako soucet obsa-
ht trojuhelnika SAB, SBC, SCA, tj. %agv—{— %bg +

+ % co neboli T’IZ_ o(la + b + ¢); porovnénim s prvnim

vztahem (5) dostaneme
___ b
T e Ffbtc

Protoze k = e—m

neboli 2=1 — % , lze kon-
stantu % vyjadrit takto:

m(a+b+Vm)’

k=1- ab

kde v8ak musi byt
ab
< =
a+b+ e+ 8
jinak by uloha neméla feSeni. Tim je dédno omezeni
Cisla m > 0.
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Maé-li se vdha pravitka sniZit vyfiznutim otvoru o 25 9/,
musi platit

Pr_1
P 4
a vzhledem k (6)
1
2 _
b= 4
neboli
1
k= o @)

Ze vztahu (3) plyne m = ¢ — ko neboli m = g(1 — &)
a tedy
e L
= 2 Q "

Poznidmka. Pomoci vysledku (7) bychom snadno
provedli konstrukci trojuhelnika 4'B’C’.

7. Re$te soustavu rovnic
x+p xX—9p
= a =b 1
y+p - y—p 7 W
kde x, y jsou neznamé a p je dané redlné Cislo.

ReSeni. Necht dvojice Cisel (x, y) je feSenim dané
soustavy (1), takze zlomky v rovnicich (1) maji vyznam.
Znisobme obé strany rovnic (1) Cisly y + p, y — p.
Dostaneme postupné soustavy:

x+p =aytap, x—p =by—bp,

x—ay=ap— p, x—by=p —bp. (2

Po odecteni ptislu$nych stran rovnic soustavy :(2) dosta-
neme

yb—a)=pla+b—2). 3
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Rozeznivejme dvé moZnosti:
Ptipad [1]. Nechtje b — a = 0 neboli

a=b, 4)
Potom dand soustava (1) zni
x+p xX—p__
y+p- ® y=p @ ®)
Musi tedy platit
x+p=x—p
y+p y-—p
neboli
(x+p0—p)=&—pu+0P)
a tedy
—px=—py. (6)

Jsou dvé moznosti [a], [b]:
[a] Je p = 0; pak soustava (5) zni

x x
Z=a, —=a
y y
neboli redukuje se na rovnici
X 1
—_—=a
y
Cislo y zfejmé musi byt rtizné od nuly, tj.
y#0.

Cislo x je pak d4no vztahem x = ay, kde y # 0 je libo-
volné.

[b] Jep # 0. Potom ze vztahu (6) plyne, Ze nutné je
y =x. Po dosazeni do prvé rovnice (5)_dostaneme
x+p
x+p

= g neboli nutné a = 1.
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Jestlize je a = b = 1, p # 0, md soustava (1) tvar
x+p -1 x—p_ 1
y+p 7 y—r
a je skutecné splnéna pro kazdou dvojici (x, y = x) Cisel,
pokud je x 4 p # 0 neboli pokud je
x # +p;

proa =b=1, y = x # + p # 0 jsou totiZ oba pied-
chozi zlomky zfejmé rovny jedné.

Ptipad [2]. Necht je b — a # 0, tj. a # b. Potom ze
vztahu (3) dostaneme

bfa@+b—ﬁb )

y 3
Po dosazeni do druhé rovnice soustavy (2) dostaneme

postupné
bp(a + b — 2)

— a

x=p—bp+

— b — ap + abp + abp + b*p — 2bp) =

— P g
-—b_a(2ab a—b),

tj.

X =

p

b_a(2ab a—>b). (8)
Jestlize dvojice (x, y) Cisel je feSenim soustavy (1)

aplati b — a # 0, potom je to jedin€ dvojice ¢isel danych

vztahy (8), (7). Dosadme tato Cisla do levych stran rovnic

(1); dostaneme postupné (pfislusné zlomky hned roz3i-

fime Cislem b — a # 0):
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I. Dosazeni do levé strany prvni rovnice (1) je:

[ Gtpt—a) _
T+l —a
= [p(2ab — a — b) + p(b — a)]:
. _2apb—1)
Odtud je patrno, Ze musi soucasné platlt p#0,b—1+#
# 0 mneboli
p #0, (9)

b # 1. (10)
Za téchto pfedpokladi je ziejmé L, = a a dvojice
(x, ¥) vyhovuje prvni rovnici (1).

II. Dosazeni do levé strany druhé rovnice soustavy

(1) je

I — 2bp(a — 1)
P 2pla—1) 7
Nutné musi byt p # 0, a — 1 3 0 neboli
? #0,
a # 1.

Za t&chto predpokladi je L, =b a dvojice (x, )
vyhovuje druhé rovnici (1).

Zdvér. [1]. Jestlize je a = b, p = 0, je feSenim dané
soustavy dvojice
(x = ay, y):
kde y # 0 je libovolné zvolené islo.
[2]. Jestlize jea = b = 1, p # 0, je FeSenim dané sou-
stavy dvojice
(%y = x),
kde x # -+ p je libovolné ¢islo.
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[3]. Jestlize je a # b, p # 0, pfiCemZ kazdé z Cisel
a, b je rizné od Cisla 1, je feSenim dané soustavy dvojice
(x, y) dana vztahy (8), (7).

Jinak nemad soustava feSeni.

Pozndmka. Soustava tedy nema feSeni, jestlize sou-
Casné plati:

b e

8. V roving budte diny dvé shodné kruZnice k, =
=(Sp 1) Ky = (8,, 1), které se navzdjem dotykaji;
oznatme ¢ jednu ze spoleCnych vnéjSich teCen téchto
kruZnic.

V poloroviné ¢S; sestrojte kruZnici % tak, aby se doty-
kala obou danych kruZnic %,, &, a pfimky z.
Reseni provedte dvéma odlinymi zptsoby.

ReSeni. Nejprve vydettime, jakou polohu musi mit
hledani kruZnice & = (S, x) vzhledem k danym kruZni-
cim &, = (Sy, 1), ky, = (Ss, 7) a k dané pfimce ¢, kterd
je vnéjdi teCnou kruZnic ky, k,. Na zikladé toho prove-
deme potom dvé feSeni tilohy. Prvni bude mit pocetni
raz, druhé se opird o stejnolehlost vitvarti v roviné.

Oznalme p osu usecky §,;S,, P dotykovy bod kruZnic
ky, ky (viz ostatné obr. 33). Pfedpoklddejme, Ze jsme nasli
kruZnici &, kterd vyhovuje poZadavkim ulohy. Tato
kruZnice nutné leZi v poloroviné p, vytaté piimkou ¢,
a to zdrovenl s obéma kruZnicemi k;, k,. KruZnice k,,
k se musi dotykat vné. Kdyby se dotykaly uvnitf, musila
by kruZnice % leZet uvnitf kruZnice %, a dotykala by se
pak kruZnice k, v bodé P; tu by vzhledem k tomu, Ze
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se mé dotykat p¥imky ¢, splynula s k. Rovné% i &, k,
jsou rizné kruznice. Proto kruZnice % neprochdzi bodem
P. O usetkich SS;, SS, vzhledem k vnéj$imu dotyku
plati

SS,=r+x, SS=r+x
SS; = S8;;

neboli

Obr. 33

pfitom je x velikost poloméru (vzdalenost bodu S od
piimky ).

LeZi tedy bod S na ose soumérnosti p celého utvaru
slozeného z kruZnic k;, k, a pfimky ¢ | p (ozname
T=p.r1).

Bod S nelezi na prodlouZeni usecky TP za bod P
(viz obr. 33). Kdyby tam totiz leZel, pak by platilo
SS,=x+r <SP+ PS, = SP + PT = x (pfepona
S, trojuhelnika SS;P je mens$i neZ souclet odvésen)
neboli x + r < x, coZ je vzhledem k tomu, Ze x > 0,
spor.

Jestlize tedy kruZnice % existuje, pak bod S lezi uvnitf
useky PT (viz obr. 34).

Nyni jiz pfejdeme k jednotlivym postuptim feSeni.
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Redeni I. Sestrojme obdélnik STT;Q. Potom o pra-
vouhlém trojihelniku SS,Q s pfeponou SS; plati
(obr. 34 a 35)

SSi=x+4+1r SQ=r, QS =r — x;

« alpe 1 A 1 t

Obr. 34

podle Pythagorovy véty dostaneme SS;*>= SQ®
+ OS8,? neboli
(x+r2=r+(r— x> -

r 7 Odtud obdrzime
p : drx = 1%,
a protoze ‘musi ‘byt r > 0,
mame konecné
x= . r
=g
Jestlize tedy ma tiloha FeSe-
ni, leZi bod S uvnitf usecky

PT a plati TS = %r. Odtud

S 1]

Obr. 35
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snadno plyne konstrukce, jeji dukaz i diskuse, z niZ
plyne, Ze uloha ma jediné feSeni; to nebudeme pro-
vadét.

Refeni II (obr. 36). Rozbor. Vime, %e bod S musi
padnout dovnitt tseCky PT. Pfitom je
SM, = SM, = ST =x.

Obr. 36

Sestrojme na polopfimce ST use¢ku ST’ = ST + r,
tj,. TT' = r. Pak je
8§85, =85=8ST"=x+r

§S 8§, ST" x+r
SM;,  SM, ST =~ r
coz je konstanta. Jsou tedy trojihelniky M\M,T, S,S,T,

neboli

=4,
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stejnolehlé vzhledem ke stfedu § stejnolehlosti pfi kon-
stant€ 4 > 0. Odtud konstrukce:

Na polopfimce PT sestrojime uselku PT' = 2r.
Sestrojme stfed S kruZnice k' trojuhelniku S§,S,7”
opsané (bod S lezi na ose p uselky S;S, a na kolmici
o, | §T vedené spoleénym bodem O, piimek ¢,
$; T, ptiCemz je O,S; = O,T', jak se snadno dokaze)

Bod S podle konstrukce le21 jisté uvnitf poloprnnky
TP. Ale ziejmé je A O,TS ~ A T'PS, (uu); protoze

1

je PS, =1, TO, = 27, PT'=2r, je
1
rs=ps . 0L _, z.r_1,

TP~ "% T &"
(To je v souhlase s pfedchozim vysledkem.)

Snadno bychom dokéazali, Ze stejnolehlost o sttedu S
a konstanté L pfevadi trojihelnik ;8,7 v trojuhelnik

MM,T (viz obr 36) a kruZnici &' = (S, SS;) v hleda-

4
pem naznalenym v rozboru.

nou kruZnici k = (S, 1 r) ; to plyne obracenym postu-

9. Dani je kruhovd vyse¢ s obsahom P, kde P je
dané kladné cislo. Oznalme x polomer tejto vyseCe
a ¢ velkost (v oblikovej miere) jej stredového uhla.

Urcte disla x, ¢ tak, aby obvod vysece bol ¢o najmen-
§i. Urobte skuasku svojho vypoltu.

RieSenie. Vyse¢ s polomerom x > 0 a stredovym
uhlom ¢, kde
0<gp<2m, )]
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ma obsah P a obvod p, priom je

1
P= —2‘x2‘?’> (2)
p=2x+xgp. 3)

V naSom pripade je P dané kladné cislo.
Po dosadeni za ¢ do (3) zo vztahu (2) dostaneme
2P
p = 2x + 7 .

Pravu stranu tohto vztahu postupne vhodne upravi-

) p=(V2—Jc_—]/§—7ﬁ)2+2.VZ.l/¥)>

o= (1= - |/2) + ayP. @

Na pravej strane tohto vztahu médme dve ¢isla. Druhé

z nich je 4]/P a teda kon3tanta, Prvé z nich zavisi od &isla
x a je zrejme nezdporné (lebo druhd mocnina reilného
lisla je vzdy nezdporn4). Cislo p bude teda iste najmen-
Sie, ked prvé (islo

Va - |/
x
sa bude rovnat nule. Ihned dokiZeme, Ze také Cislo x

skutolne existuje, a to jediné.
Rie$me rovnicu

V25 — ¥=o, 5)

kde P > 0 je dané Cislo a x neznidma; pritom je x ne-
vyhnutne kladné ¢islo (inak by prvé alebo druhd odmoc-
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nina na lavej strane predoslej rovnice nemala vyznam).
Rovnicu upravime na tvar

V2

a obe strany rovnice umocnime na druhd. Dostaneme
postupne

2x=g,
x22=P,
x—-j:VP

PretoZe musi byt x > 0, mdZe byt korefiom rovnice
(5) jedine cislo

x=]P.
Toto cislo skutoéne vyhovuje rovnici (5), lebo je
4
2P - 4P?
V2x —V——— /2P — V_ =Jip- |5 =
- V&T) — ]/4P =0.
Pre x = |/P je podla (4)
» = 4JP,

¢o je minimalna hodnota p.

Jiné fefeni. Stejn¢ jako v predchozim feSeni dospé-
jeme ke vztahu (3); z ného znisobenim obou stran Cis-
lem x po snadné upravé dostaneme

x> —px + 2P = 0. | (6"
Za predpokladu, Ze p, P jsou znama Cisla, lze odtud vy-
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pocitat Cislo x; obdrzime
22 — 16P

X1, = - VP4 1oP . (6)
Pro nale ivahy ma smysl jen x kladné; pfitom Cisla
X, X, jsou redlnd pravé tehdy, je-li p*> — 16P = 0 (jinak
nema odmocnina ve vyrazu (6) smysl) neboli jestlize je
p =4|/P, (7
kde P > 0 podle textu tulohy. ProtoZe P je dané dislo,
plyne ze vztahu (7), Ze Cislo p je nejmensi, jestlize plati
p=4/P (7)
a jestlize zéroven k Cislim P, p = 4l/1—5 pfislusi kladné
&slo x. Dosadme do (6') za p &islo 4]/ P a vypolt&me pii-
sluSné kofeny; protoze je p* — 16P = 0, dostaneme

ze (6) vysledek x = P 1 eboli vzhledem k (7)

Z— —
X = VP i
Po dosazeni tohoto vysledku do (2) obdrzime
o =2.

Dvojice hledanych ¢isel x, ¢ by tedy mohla jeding byt
Xy = |/P, py = 2. Nyni se piesvédtime, zda tato dvojice
spliiuje pozadavky ulohy.

K této dvojici x = x,, ¢ = ¢, podle (3) ptisludi p =
= Py, kde

po=4|/P. B 8)

DokéZeme, Ze pro kladné Cislo x # /P je prislusny
obvod p > p,: Polozme x — k|/P, kde k& +# 1 je kladné
Cislo; pro p podle (3) dostaneme

—2(kVT> —Ii—) boli /*(k <
= TP neboli p = 2|/ P +k)
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a tedy
_kR+1
p=2P—5—-
Porovnejme tento vysledek s Cislem p, ze vztahu (8);
abychom dokézali platnost vztahu p > p,, stali dokizat,
B+ 1
k

> 2. Plati rovnost

k41 o (R — 10
k -k
kde zlomek napravo pro kladné % # 1 je kladny. Proto
pro kladné Cislo x - VI_’ je vidy p > p,, takZe pro Cisla
Xy = VI—’, @o = 2 dostaneme skuteCné nejmens$i obvod,
coz jsme méli dokazat. Tim je feSeni provedeno.

Podle feSeni s. Jana VICka, 10. tf.
js$, Vimperk.

Ze je

5. Ulohy II kola kategorie B

1. Urcete realné cislo p tak, aby rovnice
2—px—1)—9=0

o neznimé x méla rozdil kofeni (ve vhodném potfidku)
roven $esti. Reste pak tuto rovnici.

ReSeni. Piedpoklidejme, Ze takové &islo p existuje.
Pak (1) mé4 diskriminant
D=p"—4p—9)=p"—4p+36
a kofeny B
_p+|D

x1,2 - 2
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Absolutni hodnota rozdilu kofent rovnice (1) je tedy
le—-xal=='Vl)-
Podle ulohy plati
/7> —4p +36 =6.
Umocnénim dostdvame pro Cislo p rovnici
P2 - 4P = 0:
kterd o hledaném Cisle musi nutné platit.
Jeji kofeny jsou
=0, p=4.
Pro.p jsou tedy myslitelné dvé hodnoty:

Ptipad [1]. Je p, = 0. Rovnice (1) zni
¥ —9=0;
jeji kofeny jsou
xl,z = :t 3;
jejich rozdil je skute¢né 6.
Ptipad [2]. Je p, = 4. Rovnice (1) zni
x2 —4x — 5 =0;
jeji kofeny jsou :
%x=5 x=—1;
jejich rozdil je skutecné 6.
Obé disla p, = 0, p, = 4 tedy vyhovuji pozadavkim
dlohy.

Zdvér. Dana rovnice (1) ma rozdil kofent roven cislu
6, jestliZe je Cislo p rovno jednomu z Cisel 0 nebo 4 a pro
zadné jiné Cislo.

2. Nech je dany trojuholnik ABC. Vnutri tohto troj-
uholnika zostrojte dve zhodné kruZnice k, = (S, 7),
ky = (S,, 7), ktoré sa navzajom dotykajd, pricom kruz-
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nica %, sa dotyka priamok C4, AB a kruZnica &, sa doty-
ka priamok CB, 4B.

RieSenie (obr. 37). Rozbor. Nech k;, k, st hladané
kruZnice a T je ich spolo¢ny dotykovy bod. Bod T je
stredom usecky S;S, = 2r. Ozna¢me T;, T, (v tomto
poradi) dotykové body kruznic %, k, s priamkou AB.
Plati 8T, = S,T, = r. Pritom bod §; lezi nevyhnutne
na osi AS uhla <CCAB, bod S, na osi BS uhla <tABC,
kde S je stred kruZnice vpisanej trojuholniku ABC.
Bod S, lezi zrejme vnutri useCky AS a bod S, vnutri
useCky BS (iste je S; 3= S = S,; na predlZeni useliek
AS, BS za bod S nemdzu body §;, S, lezat, inak by zrej-
me kruZnice k;, ky, dotykajtice sa (v tomto poradi) ramien
uhlov <tA, <CB, nemali vonkaj$i dotyk). Stvoruholnik
S, T, T,S, je obdinik s rozmermi r = S,T;, 2r =
= §,8,, t.j. rozmery si v pomere 1: 2. Uloha sa da teda
previest na tilohu: Do trojuholnika SAB vpiste obdiZnik
ST, T,S, tak, aby body S;, S, padli (v tomto poradi)
dovnutra useciek SA, SB a body T;, T, dovnutra usecky
AB. Tuto ulohu vieme rie$it napr. pouzitim rovnolah-
losti so stredom S (pozri obr. 37), ktord previadza po-
mocny obdlZznik MNPQ (v ktorom je MN = 2. MQ,
pri¢om je MN vhodne zvoleni usecka) do obdlZnika
8.1, T,S,. Z toho vyplyva konstrukcia:

Konstrukcia. Vnutri tseCky AS, kde S je stred kruZnice
vpisanej trojuholniku ABC, zvolme bod M a ozna¢me N
bod leziaci vnutri useCky BS a to taky, Ze je MN || AB.
Taky bod N existuje k bodu M prave jeden. V polrovine
opacnej k polrovine MNS zostrojme obdiZnik MNPQ,

kde MQ =—;— MN. Ozna¢me T;, T, (v tomto poradi)

body, ktoré prisluchaji bodom Q, P v rovnolahlosti
so stredom S, ktora priraduje priamke QP priamku AB
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(taka rovnolahlost existuje zrejme jedind). V tejto rovno-
Iahlosti prislichaju bodom M, N (v tomto poradi) bo-
dy S, S, ktoré su stredmi hladanych kruZnic k;, k,.

Dékaz konstrukcie vyplyva z rozboru a urobenej kon-
Strukcie.

Obr. 37

Diskusia. Z predo$lého vyplyva, Ze uloha mé vZdy prave
jedno rieSenie. To preto, %e obd{znik MNPQ le%i v uhle
XASB, lebo oba uhly < SAB, {SBA su ostré (st
to po rade polovice dutych uhlov <<CAB, <ABC)
a preto pity Q, P kolmic vedenych (v tomto poradi)
bodmi M, N k priamke r = P'Q’ || AB, kde Q’, P’ su
(v tomto poradi) vnutorné body polpriamok SA, SB,
nevyhnutne padnt dovnutra uhla <xASB. Teda aj
body T, T, padnu dovnttra Gsecky AB a teda body S,
S, padnu (v tomto poradi) dovnutra useéiek SA, SB.

Pritom rieSenie zrejme nezdvisi od volby pomocného
obdlznika MNPQ.

Tym je rieSenie lohy hotové.
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3. Bud p dané redlné Cislo. Urlete vSechna reédlnd fe-
Seni x rovnice

1 1
rEm i 8 (1)

Provedte diskusi a zkouSku dosazenim.

ReSeni. Necht je x feSenim rovnice (1); potom postup-
né plati
X+pt+x—p
(x + 2)x — ?)
2x 1
aop b
2x = x* — p*,
0=x*—2x — p>.
Kofeny této rovnice jsou
a=1+1P+1L, xm=1-]pF+I1. (2
Pro kazdé Cislo p je p®> + 1 Cislem kladnym, vét$im
nez [p|; proto je x; # x,. JestliZe rovnice (1) mé feSeni,
potom timto feSenim je nékteré z Cisel (2). Provedme
zkousku dosazenim.

1,

Ptipad [1]. Dosadme do rovnice (1) za x Cislo x;;
snadno zjistime, Ze pfislu$né zlomky maji smysl. Oznaéme
L dosazeni do levé strany rovnice (1). Plati postupné

1+ +1+p 1+ +1-p
1+ P 1+ 14V F14p
N R
_ 2 +2)pP+1
142/ T4l
242 F1
24 2)pP+1

=1,
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Je tedy L = 1, coZ je v souhlase s pravou stranou dané
rovnice (1). Cislo x, ze vztaht (2) je tedy feSenim dané
rovnice (1) pro kazdé cislo p.

Ptipad [2]. Dosadme do (1) za x ¢islo x, ze vztaht (2).
Jmenovatelé jsoux, + p =1 — sz +14p, x5—p=
=1-— l/l + p? — p; snadno zjistime, Ze jsou rovny nule
pravé pro p = 0. Dale necht je p # 0; oznacme L do-
sazeni do levé strany (1). Plati postupné

1 1

T Trrits 1-TFii-p
1= VP T —p 41—V FT+p _
A—VE+ 12 —p
_ 22+ 1 _
T2t 1+p+l—p
_20-JF+D

20— |7 + 1)

Cislo x, ze vztahl (2) je tedy feSenim dané rovnice
(1) pro vSechna ¢isla p # 0.

)

Zdvér. Dand rovnice (1) méd pro p # 0 dvé raznd
feSeni dana vztahy (2). Pro p = 0 mé jediné feSeni
xl — 2

4. Nech je dany lichobeZznik ABCD (AB | CD,
AB > CD).

Zostrojte priamku p, ktord deli dany lichobeZnik
na dve Casti, z ktorych kaZdd ma ten isty obsah, a to tak,
Ze priamka p prechiadza bodom A.

Urobte dokaz konStrukcie a diskusiu rieSitelnosti.
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RieSenie (pozri obr. 38). Rozbor. Ozname AB = a,
CD = ¢, v vysku lichobeZnika. Podla textu tlohy je
a> ¢> 0, v > 0. Obsah lichobeznika ABCD je

1
P = 5(11 + ¢)v;

obsah trojuholnika ABC je T = —;—av. TujeP—T=

. -;—cv, apretozejec <a,jeP — T < T,Cize T > %P.
Z toho vyplyva, Ze od trojuholnika ABC musime oddelit
trojuholnik AXC, ktory je Castou trojuholnika ABC tak,

aby sa obsah trojuholnika ABC zmensil na %P. Z toho

vyplyva, ¢ bod X nevyhnutne padne dovnutra usecky
BC, ¢ize, ze priamka p = AX nutne prechddza vnutraj-
$kom uhla<t CAB. Oznaéme x velkost vy$ky trojuholnika
ABX, ktora prislicha k strane AB. Potom podla textu
ulohy o ¢isle x mé platit

1 1
Eax—-Z—P,
Cize
1 ?
='2"(G+C)-;,
t.j.
a L(a
g=xltd, W

Oznaéme O bod polpriamky BA, o ktorom plati

BO=-%—(a+c).
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Zo vztahu (1) vyplyva, Ze plati
N ABC ~ A\ OBX,
takZe tieto trojuholniky su rovnolahlé podla bodu B
aje AC | 0X.
Z toho vyplyva konstrukcia.

Konstrukcia (obr. 38). Zostrojme rovnobeznik ACDE.
Plati BE = a + ¢. Ozna¢me O stred usecky BE. Bodom
O vedme priamku ¢ || AC a ozna¢me X spoloény bod
tsecky BC a priamky ¢. Potom je ABX hladany troj-
uholnik a p = AX hladand priamka.

Dékaz konStrukcie. PretoZe je a > ¢, padne bod O
dovnutra usetky 4B = a. Preto priamka ¢ | AC m4 ne-
vyhnutne s useckou BC spolo¢ny vnuatorny bod X a po-
dIa konStrukcie, ktoru sme urobili, je vy$ka x trojuholni-
ka ABX, prislichajica k strane AB, dani vztahom (1).
Obsah trojuholnika ABX je

—;—AB.x,
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éize
1

1 v 1
2% 7@t =g 30

[y

1
+¢)-v= —??P,
¢o bola poziadavka .ﬁlohy.

Z dokazu konStrukcie vyplyva, Ze tloha ma vzdy jedi-
né riedenie.
Tym je rieSenie tlohy hotové.

6. Ulohy I. kola kategorie C

1. Ve dvou nddobach (oznacme je 4 a B) médme dva
lihové roztoky; v nddobé A jsou 2 litry lihu 60procent-
niho, v nddobé B pak 3 litry lihu 80procentniho. Z na-
doby B do A pielejme 1 litr tekutiny, dukladné pro-
michejme a pak pfelejme 1 litr tekutiny z nadoby 4
do B.

Vypoctéte, kolikaprocentni je lih v nddobich 4 a B
po obou pfelitich.

Reseni. Redme nejprve tuto ulohu: Smisime a litra
p-procentniho lihu s & litry g-procentniho lihu. Kolika-
procentni lih tak dostaneme?

b

V jednom litru p-procentniho lihu je 100

litru lihu;

v jednom litru g-procentniho lihu je E—dhtru lihu.

ap ——litru lihu;

V a litrech p-procentniho lihu je ——~ 100

v b litrech g-procentniho lihu je ll:)qO litru lihu.
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V (a + b) litrech smési ziskané v naSem pfipadé je
ﬁ (ap + bg) litru lihu; procento x lihu ve smési je
tedy

1

a+b T a+b

Po prvnim pfeliti dostaneme v nddobé A 3 litry smési;

pfislu$né procento x, je [a = 2, p = 60; b = 1, ¢ = 80]
_2.60+1.80 200 .2
X% = 7T 1 =3 —663_66,7.

Po druhém pfeliti dostaneme v nadobé B 3 litry smési>

piisluiné procento x,je [a = 1, p = x;3 b = 2, ¢ = 80]

x = 100.

200

L3t 042.3.80

=112 ~ 3.3
200480 680 .5 .

Po provedenych pfelitich jsou v nadobé A 2 litry
lihu 66§procentniho a v nadobé B 3 litry lihu 75%pro-

centniho.
Podle feSeni s. Ireny Vofiskové,
Zakyné 9.b tf. js§, Strakonice.

Jiné FeSeni. Po prvnim pfeliti bude v niddobé B
lih 80procentni, kdezto v 4 bude tekutina, kterd obsahuje
Cisty lih o objemu (v litrech)

60 200
100 * 2+ 100 100 =100 %
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je tedy v nddob& A Cistého lihu (tj. 100procentniho)
2 litry a vody 1 litr; jde tedy o lih 66—§—procentni.

Po druhém pfeliti bude v 4 lih 66—3’— procentni, kdez-

to v nidobé B bude tekutina, kterd obsahuje Cisty lih
o objemu (v litrech)
80 48 1+ 20 68 4
062 +3 1= =5= 25

je tedy v nadobé& B Cistého lihu 2 4 litru a vody :5 litru.

15

Zbyva vyjadfit tento pomér Cistého lihu k celkovému
objemu v procentech. Tu plati

4 34
515
3 3 45°
a proto pfisluSny pocet procent je
34 34 680 5
100 . B = 20. 9=—9—~75§.
V nddobé A4 jsou nakonec 2 litry 66% procentniho
a v nadobé B 3 litry lihu 75i procentniho.

9

Provedme je$té zkouSku. Puvodné v nadobé A byly
2 litry lihu 60procentniho a v niddobé B 3 litry lihu
80procentnih0' v obou nadobéch bylo tedy

80 6 12 18
1m+31m 5T5=7%
litr &istého lihu.
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Nakonec v nddobé A4 byly 2 litry lihu (% . 100) pro-

centniho a v nddobé B 3 litry lihu (Zg

100) procent-
niho; v obou nadobéich bylo tedy

2 34 20 34 54 18
2.5 +3. 55+ 5 B 53
litra Cistého lihu.

Oba vysledky tedy souhlasi, ¢imzZ je spravnost vypoctl
potvrzena.

2. Zostrojte pravouhly trojuholnik ABC s preponou
AB, ak su dané velkosti taZnic 7,, 7. Urobte diskusiu
rieitelnosti.

Riesenie. Rozbor. OznaCme S stred prepony AB,
A’ stred odvesny BC a konelne T tazisko hladaného
pravouhlého trojuholnika ABC. Je znime, Ze bod S
je stredom kruZnice trojuholniku ABC opisanej a preto
plati

1

t,= SC— SA = SB=54B.

Dalej je zndme, Ze taZisko trojuholnika deli jeho taZnicu
v pomere 1:2 a to tak, Ze vicSia Cast takto rozdelenej
taznice je pri vrchole trojuholnika. Preto o trojuholniku
AST plati
SA=1, ST=31, AT=2t,. ()
Konstrukcia (obr. 39). Zostrojme Iubovolne v rovine
useCku SA4 = ¢, a oznatme p jednu z oboch opacnych
polrovin vytatych priamkou SA. Do zvolenej polroviny
umiestime hladany trojuholnik ABC a teda aj pomocny
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trojuholnik AST. Zostrojme teda kruZnice & = (S, %tc) R

kR = (A,%ta) . Spolo¢ny bod oboch kruznic %, ki,

pokial le?i v polrovine p, ozname T. Na prediZeni

Obr. 39

useCky SA4 za bod S zostrojme useCku SB = SA4 a na
polpriamke ST zostrojme usecku SC = SA4. Potom je
ABC hladany trojuholnik.

Dékaz. Musime dokézat, Ze ABC je pravouhly troj-
uholnik s preponou AB a dalej, Ze jeho taZnice prislu-
chajtice k vrcholom A4, C (v tomto poradi) majd dané
velkosti 2,, 2.

PretoZe podla konstrukcie je bod S stredom strany 4B
a pretoZe plati SA = SB = SC, je S stredom kruZnice
trojuholniku opisanej a podla Thaletovej vety je uhol
XC = 90°.

Usetka SC je zrejme taZnica a ma podla kon3trukcie
velkost z,. Bod T je teda podla konStrukcie taZiskom troj-
uholnika ABC (lebo SC = 3. ST). Preto v polpriamke
AT lezi taZnica prisluSnd k vrcholu 4. Pretoze podla
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2 . 0 (R R ] ’ v ¢
3la J€ velkost taZnice prislusnej

k vrcholu 4 skutocne ¢,.
Tym je dokaz hotovy.

konStrukcie je AT =

Diskusia. RieSitelnost tlohy zavisi od toho, ¢i mozZno
zostrojit pomocny trojuholnik AST. To je vSak moZné
prave vtedy, ak useCky (1) spliuja trojuholnikovii ne-
rovnost, t. J. ak plati | SA — ST | < AT < S4 + ST,
Cize

2 2

-—3—tc <'§ta <

a po Iahkej uprave

3%
I, <y <2i,,
Potom m4 uloha jediné rieSenie; inak nemd rieSenie.
Tym je rieSenie ulohy ukoncené.
Podla rieSenia s. Olgy Preislerové,
9.d tr. js§, Trencin.

3. Je dan zlomek
_ x* 4 2ax + a* — 16 )
T oax —4x +a®t— 16"

Vysetite, za kterych pfedpokladta ztraci zlomek vy-
znam. Potom zlomek zkratte.

a) Pfedpoklddejme, Ze a je dané Cislo; vypoctéte, pro
ktera x je dany zlomek roven nule. Potom provedte zkous-
ku dosazenim.

b) Pfedpokliadejme, Ze dané Cislo a je vétdi nez Cislo 4;
urCete vSechna x, pro kterd je zlomek Z vétsi neZ Cislo 1.

Podobné piedpoklidejme, Ze dané Cislo a je mensi neZ
éis%o 4; urcete vSechna x, pro néz zlomek Z je vétsi nez
Cislo 1.

Reseni. Citatele i jmenovatele daného zlomku Z
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rozlozme v Cinitele; postupné dostaneme

Z_x2+2ax+a2—16_ (x + a? — 42 o
T ax —4x+a®— 16 x(a—4) + (@@ — )
(x +a)? — 4 (xta—4Ax+a+4d

" xa—4)+@+da—4 (@a—dx+tatd
Zlomek ztraci smysl, jestlize je
(@a—4)x+a+4)=0.
Plati véta: Jestlize soucin dvou disel je roven nule,
je alesponi jedno z téchto Cisel rovno nule. Bud tedy je

a—4=0
neboli
a=4; (3)
nebo je x + a + 4 = 0 neboli
x=—(a+4). 3)

Jestlize tedy plati jeden ze vztahu (3), (3’) anebo oba,
zlomek (1) ztrici smysl. V dal$im tyto pfipady vylucu-
jeme. Pak ale lze zlomek (2) zkratit a dostaneme

_x+a—4
A=~ —7 ° )

a) Je znamo, Ze zlomek je roven nule, jestliZze je jeho
Citatel roven nule. Aby tedy bylo Z = 0, staci, aby ve
vztahu (4) platilo x + @ — 4 = 0 neboli, aby bylo

x=4—a. 5)

Snadno zjistime dosazenim za x do posledniho zlomku (2),

Ze postupné plati

(4—ata—44—atat4)

o (a—4)4—a+a+4) o
0.8 0
" (@a—4).8 (a—4).8

(za ptedpokladu, Ze a # 4).

A

0
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b) Zlomek Z ze vztahu (4) lze upravit takto

X a—4
Z_a——4+a——4
neboli
x
Z—1+a_4.

Necht je a > 4; potom je a — 4 kladné ¢islo. Aby bylo
Z > 1, musi byt x > 0, tj. x musi byt kladné cCislo.
Nechtje a < 4; potom je a — 4 Cislo zéporné. Aby bylo

Z > 1, musi byt opét zlomek

x
kladny a protoZe

a—4 yap

jeho jmenovatel je zaporny, musi byt téZ Citatel zaporny,

tj. musi byt x zdporné cislo.

Zdvér.'Jestlize je a > 4, potom je zlomek Z > 1 pravé
pro vSechna kladna (isla x; jestlize je a < 4, potom je
Z > 1 pravé pro viechna zaporna Cisla x.

4. Dany je trojuholnik ABC, ktorého strany oznacime
a= BC, b = CA, ¢ = AB. Na predlzeni usecky BC
za bod C zostrojme bod C’ tak, aby CC’ = a. Na pre-
df%eni tsetky CA za bod A zostrojme bod A’ tak, aby
AA’ = 2b. Koneéne na prediZeni ise¢ky AB za bod B
zostrojme bod B’ tak, aby BB’ = 3c.

Tym dostaneme trojuholnik A'B’'C’. Vypocitajte,
kolkokrat je obsah trojuholnika 4'B’C’ vicsi neZ obsah
trojuholnika ABC.

RieSenie (pozri obr. 40). V danom trojuholniku ABC
oznatme v, ?,, v (v tomto poradi) prisluSné vysky
k strandm a, b, c; obsah trojuholnika ABC oznalme P.

Vysledny trojuholnik A’B’C’ rozloZime na Styri troj-
uholniky

ABC, AA'B', BB'C', CC'A4,
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ktoré nemaji okrem bodov na obvode Ziadnych spolo¢-
nych bodov a pritom uplne pokryvaju trojuholnik
A'B’C’, ktorého obsah P’ je sti¢tom obsahov P, P, P,,
P, tychto trojuholnikov.

Obr. 40

Plati:

1. Trojuholnik 4A’'B’ mé stranu AA’ = 2b a k nej
prislu$nd vy$ka mé velkost 4v,, Co dokaZzeme takto:

a) Ak je <{BAC = 90°, vyplyva to priamo z kon-
Strukcie bodu B’.

b) Nech je <XBAC # 90°. Oznalme X, X' pity
kolmic vedenych bodmi B, B’ (v tomto poradi) k priam-
ke CA. Trojuholniky ABX, AB’X’ majt pri vrcholoch
X, X' pravé uhly a pri vrchole 4 maji spolo¢ny uhol.
Plati teda

A ABX ~ A\ AB'X’ (uu)
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a preto je

BX _AB
BX AB°
teda
B'X'= BX. 4—;
a teda vyska
B'X = 4v,,

¢o sme mali dokazat.
Obsah P, trojuholnika AA'B’ je teda

P, =%AA’.B'X' :%25.4«1}2: 8.%bv2 _8P. (1)

2. Podobne trojuholnik BB'C’ mi stranu BB’ = 3¢
a prislu$nu v;’réku velkosti 2v,, takZe jeho obsah je

Py=—.3c.20,=26. %cv:,, = 6P. (2)
3. Podobne tro;uholmk CC’'A’" mé stranu CC' = a
a prislusnu vy$ku velkosti 3v,, takZe jeho obsah je

1
P—2a 39, =3. 2

Z vysledkov (1) az (3) dostaneme
- P'=P+ P+ P, + P;=P(1 + 8+ 6 + 3),
Cize
P’ = 18P.

Odpoved. Obsah trojuholnika A'B’'C’ je osemnist-
krat vacs$i nez obsah trojuholnika ABC.

av, = 3P. 3)

5. Podél pfimé Zelezni¢ni trati vede silnice, po niz
jel cyklista rychlosti 18 kilometra za hodinu. Cyklistu
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dostihl po trati jedouci vlak a pfedjel jej. Cyklista odhadl,
ze od okamziku, kdy jej mijela lokomotiva, do okamziku,
kdy kolem ného projel konec vlaku, uplynulo asi 5%
vtefiny. Potom v8ak musel vlak na trati zastavit; cyklista
jej dostihl a podél celého stojiciho vlaku piejel za 19 vte-
fin.

Vypoctéte pribliznou rychlost jedouciho vlaku.

Reseni. Ozname x km/hod rychlost jedouciho vlaku.
[1] Délku s vlaku vypocitame takto: Cyklista pfedjel
stojici vlak za 19 vtefin od okamziku, kdy jej dostihl,

pficemZ jel rychlosti 18 km/hod neboli rychlosti €060

m/sec; proto je

s = 22000 19 metra
"~ 60.60° *
Provedme vypocet; plati
18 000 30
m. 19——-6—.19=5.19=95.

Délka vlaku je s = 95 m.
[2] Nyni vypocitime rychlost x (km/hod) jedouciho
vlaku. K tomu uzijeme zndmého vzorce
s=ct, (1)
ktery plati pro rovnomérny pohyb; tu s je draha v metrech,
¢ rychlost v metrech za vtefinu a ¢ doba ve vtefinéch.
Kdyz vlak pfedjizdél cyklistu, jevila se situace cyklis-
tovi takto: Cyklista sam stoji (tj. je v klidu) a predjizdi
jej vlak rychlosti x — 18 km/hod; pfedjizdéni trvalo

5%=—1§1 vtefiny. Vlak urazil za dobu ¢t = % vtefiny

drahu s = 95 m, a to rychlosti ¢ = M

60 . 60 metru
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za vtefinu. Po dosazeni do (1) dostaneme postupné
1000(x — 18) 11

P="%.60 '2°
10(x — 18) |11
P="73 32°
_ 5(x — 18)
95 ==z - 11,
x— 18
19 =35 - 11 ;
36 ,
po zndsobeni obou stran &islem — 11 dostaneme postupné
36. 19
——1—1—-' =x— 18 Py
684 684 | 15—

621—1-+18=x,

2
X = 801—1— .
Rychlik jel rychlosti asi 80 km za hodinu.

6. Bud din rovnostranny trojuhelnik ABC. V poloro-
viné opacné k poloroviné BCA sestrojme nad useckou
BC oblouk %, z jehoz bodt je usecka BC vidét pod uhlem
60°. V poloroviné opacné k poloroviné CAB sestrojme
nad tseckou CA oblouk k%,, z jehoZ bodi je usecka CA
vidét pod uhlem 60°. Konecné v poloroviné opacné k po-
loroviné ABC sestrojme oblouk %;, z jehoZ bodu je tsec-
ka AB vidét pod uhlem 60°.
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Na oblouku %, zvolme bod M (rtzny od bodu B, C)
a sestrojme polopiimky MC, MB; oznatme Nz C
spole¢ny bod poloptimky MC a oblouku %, a déle oznac-
me P =£ B spole¢ny bod polopifimky MB a oblouku k.
Potom body A4, N, P lezi v téZe pfimce; dokaZte.

Obr. 41

Reseni (obr. 41). Nejprve dokaZeme, Ze existuje bod
N uvnitf oblouku 4,: Ozna¢me CA’, CB’ potfadé polopfim-
ky opa¢né k polopiimkdm CA, CB. Vnitiek oblouku %,
podle znamé konstrukce (a s nim i bod M) lezi pravé
uvnitf thlu <CBCA’. Vnitfek oblouku k, leZi uvnitf
thlu <t4ACB’. Oznacme k; oblouk, ktery oblouk &,
dopliiuje na kruZnici 4; potom oblouk k; leZi (podle
znamé konstrukce) az na body C, A uvnitf uhlu <tBCA4,
priemZ ptfimka CB je teCnou kruZnice 2 v bodé C.
Odtud plyne, Ze ptimka CM = CB neni te¢nou kruZni-
ce k (tj. je jeji seCnou) a druhy pruse¢ik N ptimky CM
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a kruZnice £ musi leZet v thlu <tACB’ neboli uvnitf
oblouku k,. Tim je dtkaz tvrzeni proveden. Stejné se
dokaze existence bodu P uvniti oblouku £,.
Nyni dokdZeme, Ze spole¢ny bod pifimek MCN, AP
je pravé bod N.
Diikaz. V trojuhelniku MCB oznatme < C = ¢,
< B = w, takze je ¢ + o = 180° — 60° neboli
e+ w=120°. €]
Potom v trojuhelniku ANC je
XN = 60°, INAC = <MCA — <N =
=¢&+4 60° — 60° = ¢; (2)
podobné v trojuhelniku ABP je
XP = 60°, <PAB = <t MBA — <P =
=+ 60°—60°=w. 3)
UvaZzujme nyni soufet x uhla <<NAC, < CAB,
<XBAP, z nichZ kazdé dva po sobé nasledujici jsou styc-
né; protoze je XCAB = 60°, dostaneme vzhledem
k (2), (3) (1) :
x=¢+4 60° + o = 120° + 60° = 180°.
Odtud plyne, Ze AN, AP jsou dvé opacné polopiimky,
a proto body A4, N, P lezi v téze ptimce. Tim je feSeni
ulohy provedeno.

7. Redte rovnici

1 - 1 N 1
x—p+2 x—p+3 x+2 x+3°
kde x je neznama a p je dané realné Cislo.
Provedte zkou$ku dosazenim do dané rovnice a na

zékladé¢ toho urcete vSechna Cisla p, pro néz dana rovnice
nemd feSeni.

Reseni. Necht redlné Cislo x je feSenim rovnice (1).
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Sectéme zlomky na levé i pravé strané rovnice; dosta-
neme vztah

: - : (1)
x—p+2x—p+3)  (x+2)(x+3)
a po zndsobeni obou stran této rovnice Cislem
(x — 2+ 2)(x — p + 3)(x + 2)(x + 3)
obdrzime vztah
x+22+x4+2=x—p+22+x—p+ 2.
Odtud postupné dale
R+4x+44+x+2=
=x*4+pPP+4—2px+4x—4p+x—p+2,
0= —2px — 5p + p*

p2x+5—p)=0. )
Rozeznavejme dvé moZnosti:

neboli

Ptipad [1]. Necht je p = 0. Pak dand rovnice zni
11 1 1
x+2 x+3 x+2 x+3°

Tato rovnice je ziejmé& splnéna pro kazdé redlné Cis-
lo x, pro néz maji zlomky v ni obsaZené vyznam, tj.
pokud je x+2+#0, x4+ 3#0 neboli x# — 2,
x # — 3. Tedy pro p = 0 vyhovuje dané rovnici kazdé
realné Cislo x razné od Cisel —2, —3.

Ptipad [2]. Necht je p # 0. Potom ze vztahu (2)
postupné plyne

2x +5—p=0,

x= 50— 5). 3)
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Dosadme tento vysledek do levé strany rovnice (1);
ve jmenovatelich levé strany dostaneme vyrazy

1
r—pt2=g—5—p+2=—50+D,

x—pt3=g(p—5—p+3=—50-1D,

které musi byt rizné od nuly (jinak by néktery ze zlomka
ztrdcel vyznam). Musi tedy platit p + 1 % 0 neboli
p# £1.
Levi strana v rovnici (1) po dosazeni ze (3) je
; 2 2
SR = e
neboli
- —2p—=D+20+1 4
—De+1) e—De+1°
kde p+ + 1.
Dosazeni vysledku (3) do pravé strany (1) je
P 1 1 1 .,
x+2 x+3 (x+2)(x+3)°

protoZe vzhledem ke (3) je

c+2E+3= [30-9+2|[;0-5+3] =

=2l — Do+ 1),
je
4
G-De+D

P =
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V ptipad¢, Ze je Cislo p razné od kteréhokoli z Cisel
—1, 0, 1, je feSeni rovnice (1) ddno Cislem x ze vztahu
(3), nebot plati L = P.

Pozndmka. VSimnéme si blize pfipadu p =1,
p=—L

Ptipad [a]. Necht je p = 1. Pak ze vztahu (3) plyne
x = —2.

Cislo x = —2 nevyhovu]e dané rovnici (1), nebot
prvni zlomek na jeji pravé strané ztraci vyznam. Pro
p = 1 nema4 rovnice (1) feSeni.

Ptipad [b]. Necht je p = —1. Podle (3) jex = —3
a potom ztraci druhy zlomek na pravé strané rovnice
(1) vyznam. Rovnice (1) nema pro p = —1 feleni.

Zdvér. [1] Jestlize je p = 0, potom je kazdé redlné
Cislo x ruzné od Cisel —2, —3 feSenim dané rovnice.
[2] Jestlize je p rtzné od cCisel —1, 0, 1, potom méd

rovnice (1) jediné FeSeni x = %(p —5).

8. V roviné budte dany dvé soustfedné kruZznice %k, =
=(S,r), k =(S,ry), kde r,> ry; uvnitf mezikruzi
témito kruZnicemi urCeného je din bod M. Dale bud
déno kladné ¢islo d.

Sestrojte na kruZnici &, bod X a na kruZnici &, bod Y
tak, aby tsecka XY méla délku d a aby bod M lezel
na této usecce.

(Pfi feSeni lze uZit otaCeni.)

ReSeni (obr. 42). Rozbor. Necht existuje tusecka
XY = d, kterd vyhovuje poZadavkim tulohy; pak M je
vnitfnim bodem této useCky XY. Oto¢me kolem bodu S
useCku XY is bodem M do nové polohy X,Y, (ozname
M, otoCenou polohu bodu M), takZe body X,, Y, lezi
poradé na kruznicich k;, k,5 bod M, spolu s bodem M
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lezi na kruZnici m = (S, SM). Dile je XY, = XY =
= d; lezi tedy bod Y|, na kruznici & = (X, d) a je proto
spole¢nym bodem kruZnic k,, k. Na zékladé toho prove-
deme konstrukci.

Obr. 42

Konstrukce (obr. 42). Na kruZnici k&, zvolme bod X,
a sestrojme kruznice k& = (X, d), m = (S, SM). Oznac-
me Y, spole¢ny bod kruZnic &, %k, (pokud existuje;
existuje-li jich vic, zvolme jeden z nich); dile oznalme
M, spole¢ny bod kruznice m a usecky X,Y, (o jeho
existenci pojedname v dukazu). Rozeznavejme dva
ptipady:

Pripad [1]. Jestlize jé M, = M, oznaCme X, = X,
Y, = Y; potom tsecka X Y vyhovuje pozadavkiim tlohy.

Ptipad [2]. Jestlize je M,3£ M, pak existuje jediné
otileni o stiedu S, které pievadi bod M, v bod M (ne-
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zaleZi ndm tu na orientaci otd¢eni). Oznatme X, Y obrazy
bodu X,, Y, v tomto otdCeni. Protoze M, lezi uvnitf
useCky X,Y,, lezi bod M uvniti useCky XY = d, kterd
zfejmé vyhovuje poZadavkim ulohy.

Diikaz konstrukce, pokud jde o otieni, nebudeme
provadét; spravnost konstrukce plyne z vlastnosti oté-
Ceni. Zbyva v8ak otdzka, zda existuje na kruZnici m
bod M, ktery padne dovnitf usecky X,Y,. Takovy bod
existuje podle znamé vlastnosti kruZnice m a useCky
X,Y, Bod X, lezi na kruZnici %, a tedy uvniti kruznice
m, kdezto bod Y, leZi na kruZnici &, a tedy vné kruZnice
m; uvniti takové useCky X,Y, podle zndmé véty z geo-
metrie lezi pravé jeden bod M,, ktery je bodem kruZnice
m.

Diskuse. ReSitelnost tilohy (a tim existence pravé po-
psané konstrukce) zdvisi na existenci spolecného bodu
Y, kruZnic %, k,. Dokazeme, Ze kruZnice k, k, maji:

a) jediny spoleny bod pravé tehdy, je-li r, — r, = d
nebo je-li r, + 1, = d;

b) dva rtzné spolecné body pravé tehdy, je-li r, —
— r, < d nebo je-li ry + 1, > d.

Za jinych okolnosti nemaji kruZnice &, k, spolené
body a tloha nema4 feSeni; dukaz: Stfednd kruZnic
k, k, o polomérech d, r, je SX, = r;. KruZnice k, k&,
maji spole¢né body pravé tehdy, jestlize plati

d—r1| £ SXo=d+r
neboli
d—rls nrn Sd+r.

Jestlize ptitom v pfedchozim vztahu nastane jedna
rovnost, znaci to dotyk kruZnic %, k,; nastanou-li nerov-
nosti, maji kruZnice %, k, dva rizné body spolecné. Pro-
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toZe vSak je r, <1, je vidy splnén vztah r, <d 4 r,.
Zbyva prozkoumat platnost vztahu

d—rl <1, 1)

UvaZujme moZnosti:

Pfipad [1]. Necht je d = r,; potom predchozi vztah
(1) 1ze psat d — r, < r, neboli r, 4 r;, = d; z posledniho
vztahu plyne také vztah (1). Pfitom pfipad rovnosti
ry + r, = d znadi vnitini dotyk kruZnic &, &, a tedy jediny
jejich spole¢ny bod [viz druhy ptipad moZnosti a)],
a uloha mi jediné feSeni; vztah 7, + r, > d znadi,
Ze kruZnice k, k, maji dva rtizné spoleéné body a uloha
ma dvé feSeni.

Ptipad [2]. Necht je d <r,; potom z (1) plyne
r, — 1, = d; z tohoto vztahu plyne téZ vztah (1).
Jestlize je r, — r, = d, maji kruZnice &, k, vnitini dotyk
a uloha ma jediné feSeni. Jestlize je r, — r; < d, maji
kruZnice &, k, dva rizné spolecné body a tloha ma dvé
feSeni. Tim jsou dokdzédny oba prvni pfipady v bodech

Uloha neméa feSeni jen v pripadech, Ze je
budd > r, 4 r, anebo d < r, — ry; jinak ma feSeni.
Tim je feSeni ulohy provedeno.

9, Riedte sustavu rovnic

2x+py=3p+1, n
5 —
y=>5, (2)

kde x, y st neznidme a p je dané redlne Cislo.

RieSenie. Nech dvojica (x, y) redlnych disel je rie-
Senim danej sustavy. Dosadme dislo y dané vztahom (2)
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do rovnice (1). Dostaneme
m+%6—¢@:@+1

a z toho postupne

4x + 5p — pPx = 6p + 2,
x(4—pP)=p+2,
p+2)2—p)=p+2. (3)

Rozozndvejme tieto moZnosti:
Pripad [1]. Nech je (p + 2)(p — 2) = 0. To mbZze

nastatbudprep + 2 = 0,t. j.p = —2, budprep — 2 =
=0,tj.p=2.

a) Nech je p = —2. Potom dani sustava znie
26— 2y = —6+1,
5+ 2x
2
alebo po uprave
2(x —y) = —
2(x —y)=—
Stustava sa teda redukuje na rovnicu
e P
y - 2 5
Tk
5
y=x+5. 4)

RieSenim sustavy v tomto pripade je zrejme kazda dvoji-
ca (x, y) redlnych cisel, kde x je Iubovolné Cislo a y je
dané vztahom (4).
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b) Nech p = 2. Potom dand sustava znie

2x+2y=17,
__5—2
o 2
alebo po tuprave
2(x uE y) =17,
2x+y)=5.

Tato sustava je zrejme spornd, lebo raz sa mé x + y

rovnat c‘iislu%, druhy raz éislu% . Stustava nemé teda
rieSenie.
Pripad [2]. Nech (p + 2)(p — 2) # 0, t.j. nech p
je rézne od cisel —2, 2. Znasobme obe strany vztahu
Dostaneme

xs 1
& om g =2
X = 2—_:—1)' . (5)

Dosadme tento vysledok do rovnice (2). Dostaneme
postupne

yzé[s__?_]:l’k_"l:ﬁz

2—p 2 2—p
1 5—3p
=———.(10 — 6p) = s
2—p 0T P=7
o)
_3p—5

Dosadme do Iavej strany rovnice (1) vysledky (5),

(6). Dostaneme
_ — 2 _
L—_2 p6p—5)_ —2+3°—5

2—p p—2 p—2
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Teda je ,
(p—2L=3p>—5p—2.
Ak oznalime P pravu stranu rovnice (1), je

P—2P=(p—20p+1)=3p*—5p— 2.
Je teda L = P.
Dosadme do pravej strany rovnice (2) vysledok (5).
Podla predo$lého dostaneme
P =y,
Dvojica (x, y) dana vztahmi (5), (6) je teda rieSenim
danej sustavy rovnic (1), (2).

Zdver. Dana ststava:

[1] pre p = 2 nema riesenie.

[2] pre p = —2 ma4 rieSenie (x, y), kde x je lubovolné
redlne Cislo a y je dané vztahom

5
y=x-+ 7
[3] pre p rozne od Cisel —2, 2 m4 jediné riesenie (x, y),
1 _3p—5
kdex—z__p, =7—2"

7. Ulohy II. kola kategorie C

1. Dva motocyklisté jeli tymZ smérem po silnici ve-
douci podél Zelezni¢ni trati. Prvni jel rychlosti 30 km za
hodinu, druhy rychlosti 45 km za hodinu. Oba jeli
proti sméru pohybu nékladniho vlaku. Prvni projel podél
celého ndkladniho vlaku za 16,5 vtefiny, druhy za 14
vtefin.

Z téchto udaju vypocltéte rychlost vlaku i jeho délku.
(Predpokladiame, Ze vlak i proti nému jedouci motocy-
Kklisté jeli stalymi rychlostmi.)
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ReSeni. Oznaéme x rychlost vlaku (v kilometrech za
hodinu) a y jeho délku (v km). V dal§i dvaze uZijeme
znamého vzorce pro rovnomérny pohyb s=ct (s je
draha, ¢ rychlost, ¢ doba).

Prvni motocyklista miji vlak rychlosti (x + 30) km/hod,
druhy motocyklista tak ¢ini rychlosti (x 4 45) km/hod.
Kazdy z motocyklisti urazi takto drahu y, o niZ plati
vztahy

16,5
y=(+30). 760"

14
y:(x+45).60.60. (l)

Porovnanim pravych stran téchto rovnic dostaneme
(x + 30).16,5 (x 4 45).14
60 . 60 a 60 . 60 ’
Odtud postupné obdrzime

(x + 30). 16,5 = (x + 45) . 14,
2,5x = 630 — 495,

2,5x = 135,
135 . 2
x =54. )

Nékladni vlak jede rychlosti 54 km za hodinu.
Dosadme ze vztahu (2) do (1); dostaneme

g 14 1114 11.7 _77.5_ 385
Y=7"-%0.60 20.20 200 _ 1000 _ 1000 °

Délka vlaku je 385 m.

ZkouSka. Prvnimu motocyklistovi se zdd, Ze miji vlak
rychlosti 84 km/hod; drahu 385 m urazi ve vtefindch za
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dobu

385 | 385.60.60
(1‘0—00 ' 84)' 60.60 =1660. 84

_385.2.6 77.3 33
©10.28 2.7 2
To odpovidé textu tlohy. Stejné se provede i zkoudka

z udaji o druhém motocyklistovi.
Tim je tloha feSena.

— 16,5.

2. Je dan lichobéznik ABCD, pfi¢emZ je AB || CD,
AB > CD.

Sestrojte pfimku p || AB, kterd méa s tseCkami AD,
AC, BD, BC potadé spole¢né body X, Y, Z, U v pravé
napsaném poradi, pfiCemz plati

XY=YZ=2U.

Rozhodnéte o feSitelnosti ulohy.

Reseni (viz obr. 43). Rozbor. Necht ptimka p || AB
existuje a na ni pfislusné body X, Y, Z, U, jak zada
text ulohy. Potom je bod Y stfedem usecky XZ. Oznac-
me O spoletny bod polopfimky DY a usecky AB.
Potom trojahelniky DAO, DXY jsou podobné (podle
véty uu) a rovnéz trojuhelniky DOB, DYZ. Z téchto
podobnosti pofadé plyne

AO DO OB DO

~  XY~DY’ YZ DY’ M
Porovnanim obou levych stran dostaneme
AO OB
XY Y7’ @
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protoze viak je XY = YZ, plyne odtud
A0 = OB 3)

neboli bod O je sttedem tselky AB. Podle toho prove-
deme konstrukci piimky p.

\

0
0
4

Obr.

3

Konstrukce. Sestrojme stted O tseCky AB a ozname
Y spole¢ny bod usecek AC, DO. Bodem Y vedme pfim-
ku p || AB a oznaCme pofadé¢ X, Z, U spolecné body
useéek AD, BD, BC. Potom je p hledanou pfimkou.

Diikaz. O bodu O podle konstrukce plati (3). Trojuhel-
niky DAO, DXY a dale trojuhelniky DOB, DYZ jsou
podobné, nebot se shoduji ve vSech uhlech; plati tedy
vztahy (1), z nichZ plyne (2). ProtoZe zlomky ve vztahu
(2) maji stejné Citatele [viz (3)], maji i stejné jmenova-
tele, tj. plati XY = YZ.

Z podobnosti trojuhelnika AXY, ADC plyne

XY v
kde v, u jsou vy$ky téchto trojuhelnikt pfislusné vrcho-
lu A4.

Z podobnosti trojuhelniki BZU, BDC plyne obdobné

ZU v
DC_ u 4
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Ze vztahu (3), (4) plyne
ZU = XY,
takZe vzhledem ke (2) plyne
X¥=YZ—=2U;
coZ jsme méli dokazat,

Diskuse. Protoze body D, O lezi v opacnych poloro-
vinach vytatych pfimkou AC, bod Y existuje. Z konstruk-
ce plyne, Ze takovy bod je jediny.

Tim je feSeni tlohy provedeno.

3. Reste rovnici
[F=2ozes
5—x 2—x
Zkousku provedte dosazenim do obou stran dané
rovnice.

Reseni. Jestlize &islo x je feSenim rovnice (1), potom,
. umocnime-li obé strany rovnice (1), dostaneme rovnici
2—x (24 x2

5—x (2—xp2’

neboli postupné
2—xpP=(05—x)(2+ x
8 —12x + 6x2 — x3 = (5 — x)(4 + 4x + x%),
— x3 -+ 6x2 — 12x + 8 =
= 20 — 4x + 20x — 4x% -+ 5x% — x3,
5x2 — 28x — 12 =0. (2)

Diskriminant této rovnice je

D=28+4.12.5 = £.7+4.3.5 =
= 4249 + 15) = 42, 8;
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fedeni rovnice (2) jsou:
28432 . 28-32 4 2
e [ R A S T Mt R

Provedeme zkou$ku dosazenim do obou stran rovni-
ce (1).

Piipad [1]. Dosadme x = 6 do pravé strany rovnice
(1). Dostaneme

246

2—6
Odtud plyne, Ze Cislo x = 6 neni feSenim rovnice (1),
nebot leva strana rovnice (1) je odmocnina a‘tedy neza-
porné Cislo, kdeZto dosazeni do levé strany je Cislo za-
porné.

8
'_—4_—‘—2-

Pfipad [2]. Dosadme x = — % do obou stran rov-

nice (1); dosazeni oznaéme L, P. Je

2 12
/s /3 _yr_ a2
|/ 542 27 Y217 9 3’
5 B
2 8
P a= 5 5 8 2
—2+_2__}g“12—§'
"5 5
Plati tedy L = P aCislo x = — —i—je feSenim rovnice (1).
Zdvér. Dana rovnice (1) ma jediné feeni x = — —g— .
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4. Nech je dand kruZnica & = (S, r) a jej tetiva /iB;
dalej nech je dané kladné Cislo ¢ << AB.
Zostrojte tetivu X Y = ¢ kruZnice %, taku, aby ju priam-
ka AB rozpolovala.
4 Zistite, kolko mé uloha rieSeni a oddvodnite svoj vysle-
ok.

Obr. 44

RieSenie. PouZijeme pomocnu vetu V: ,,Ak je O
stred tetivy XY < 2r, kde r je velkost polomeru kruZnice
so stredom S, potom je Oz S a plati SO | XY.«

Dalej pouzijeme e$te vetu P (obr. 44): ,,MnoZinou
stredov O vsetkych tetiv kruZnice & = (S, r), ktoré maju
velkost ¢ < 2r, je kruZnica m, sustrednd s kruznicou
k. (Do6kaz vyplyva napr. z Pythagorovej vety; z obr.

44 napr. vyplyva SO?* = SC? — OC?= r® — —;—ﬁ,
takze SO, = konst.)

Rozbor danej ulohy (obr. 44). Ozna¢me XY hladant
tetivu a O jej stred. Zostrojme podla vety P kruZnicu
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m = (S, p), kde p je vzdialenost bodu S od jednej z te-
tiv velkosti ¢ kruZnice k. Stred O musi lezat jednak
na priamke AB a dalej na kruznici m. Z toho vyplyva
konstrukcia.

Konstrukcia (obr. 44). OpiSme okolo bodu A kruznicu
I s polomerom 7 a ozna¢me C jeden zo spolo¢nych bodov
kruZnic %, I. Stred O, tetivy AC leZi na pomocnej kruz-
nici m = (S, SO;). Oznatme O, O’ oba rézne spolocné
body kruZnice m a priamky AB. Dalej zostrojme v bo-
doch O, O’ doty¢nice ku kruZnici 7 a oznaCme po rade
XY, X'Y’ tetivy, ktoré na tychto dotyCniciach vytina
kruznica k. Potom XY = X'Y’' =1 su prave vietky
tetivy, ktoré vyhovujai poziadavkam ulohy.

Dékaz konstrukcie vyplyva z predoslého a z oboch po-
mocnych viet.

- Diskusia. Dokazeme, Ze tloha ma vzdy prave dve rie-
Senia.

Znama je veta: ,,Nech XY < AB st dve tetivy tej
istej kruznice a d, d’ (v tomto poradi) nech st vzdiale-
nosti bodu S od priamok XY, AB. Potom plati d > d'.

V naSom pripade je t = XY < AB (podla textu ulohy
a konstrukcie) a preto o Cislach d = SO, d’ platid > d’.
Preto je priamka AB secnicou kruZnice m a existuju dva
rozne body O, O’, spolo¢né priamke AB a kruZnici m.
Preto existuju aj dve rdzne tetivy XY, X'Y’, ktoré su
rieSenim ulohy.

Tym je rieSenie ukoncené.
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8. Ulohy L. kola kategorie D

1. Na chmelové brigadé soutézily dvé tf¥idy v Cesdni
chmelu. Jedna ttida, ve které bylo 39 Zziku, pracovala
9 dni a natrhala 2282 vértele. Druha tfida, kterda méla
jen 31 Zzakd, pracovala 8 dni a natrhala 1959 vérteli;
pfitom jeden ze Zéku této tfidy onemocnél, takZe Ctyfi
dny nepracoval. Kterd tfida zvitézila (se zfetelem k pra-
mérnému dennimu pracovnimu vykonu)?

ReSeni. Vypodteme pramérny polet vérteli, které
pfipadaji na jednoho Zika a den v kazdé t¥idé.
a) V prvni tfid¢ je denni prumér na jednoho Zika
2282

= 2282:351 (6,5
39.9 " “1760
: 5
b) V druhé tfidé je denni primér na jednoho Zika
1959
31.4 + 30.4 19520244 8.0

Zvitézila druh4 tfida.

Podobna feSeni vypracovali Zlata
Honzickov4, 8. tf. 2. 0s$, Olomouc-
— Na hradé, a Petr Wolf, 8.c tf.
os$, Uhersky Brod.

Jiné ¥eSeni. Oznalme a prumérny vykon jednoho
Zdka prvni tfidy za jeden den a & primérny denni vykon
zaka druhé tfidy; a, b jsou tedy pocty vértelli nacesa-
nych za jeden den. Plati

2282 2282 1959 1959

=39.0- 3515 *T 3.8 _4.1 244"
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Spoleénym néasobkem C¢isel 351, 244 je Cislo 351 . 244 =
= 85 644; prvni zlomek rozsifime Cislem 244, druhy
¢islem 351. Dostaneme tak Cisla

2282 .244 556 808

315.244  85644°

p_ 1959351 _ 687609
= T244.351 85644

Z toho je vidét, Ze je a < b, takZe prumérny denni
vykon Zdka druhé t¥idy je vétSi. Zvitézila tedy druha
tfida.

Podle feSeni Michala Kretschme-
ra, zéka 8.c tf. 87. os§, Praha 13-
- Sporilov

2. Pole tvaru obdl#nika mi rozmery AB = 810 m,
AD = 180 m. Toto pole treba rozdelit na 3tyri obdiz-
niky s obsahmi P,, P,, P,, P, ako na obrazku 45. Pritom
ma byt P, = 2,03 ha, P, = 3,19 ha.

Vypoditajte:

a) Obsahy P,, P,.

b) Obvody vietkych obdiZnikov.

RieSenie. Aby sme ulohu rozrie$ili, musime urdit
velkosti useCiek AM, AK. Pomocou nich lahko vypo-
ditame rozmery vietkych obdlinikov P,, P,, P, P,
(tieto pismeny znacia ziroven obsahy tychto obdfZnikov).

Obsah obdlnika AMND je P, + P,, jeden jeho roz-
mer je AD = 180 m; druhy rozmer AM vypocitame
tak, ¥e obsah obdinika delime rozmerom AD. Velkosti
useCiek uvadzame v metroch a obsahy v plo$nych me-
troch. Je teda P, = 20300 m?, P, = 31900 m?.
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Vypocet.
31900
52200
52200: 180 = 5220: 18 = 290.
162
Je teda
AM = 290 (1)

MB = AB — AM = 810 — 290 =520. (2)

D N c
g
8 E p ,.’?
] 7 TR — ] L
P P
A M 810m B
Obr. 45

Teraz vypolitame velkost usecky AK, t. j. jeden roz-
mer obdl?nika P,. Jeho obsah je P, = 20 300, druhy roz-
mer je AM = 290.

Vypocet.
20300: 290 = 2030:29 = 70
00
Je teda
AK =10, 3)
takZe
KD = AD — AK = 180 — 70 = 110. 4)

Vysledky (1) a% (4) st rozmery nadich obdiZnikov
P, az P,.

a) Je
P,=MB.AK, P;=MB.KD.



Vypocet.
P, = 520.70 = 36 400,

P, = 520.110
520

5200

P, = 57200

Urobime hrubu skugku, ¢i sme dobre pocitali. S¢itame
obsahy P,, P,, P,, P,. Tento stiCet sa musi rovnat obsa-
hu P obdiznika ABCD.

Vypocet.
P;| 20300
P,| 36 400
Py| 57200
P,| 31900
145 800
P = AB.AD = 810.180
6480
810
145 800

Vysledky st teda spravne.
Odpoved. Je P, = 3,64 ha, P, = 5,72 ha.
b) Oznalme p;, psy p3> Ps (v tomto poradi) obvody
obdlznikov P,, P,, P,, P,. Plati
P =2(AM + AK),  p, = 2(MB + AK),
Ps = 2(MB + KD), Ps = 2(AM + KD).
Vypocet.
AM | 290 MB | 520 MB | 520 AM | 290
AK 70 AK | 70 KD | 110 KD | 110
| 360 | 590 630 400
p | 720 p, [1180 ps | 1260 ps | 800
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Urobime hrubt skusku naSich vysledkov. Lahko ust-
dime, Ze sulet p, + p, + p5 + pa = 2p, kde p je ob-
vod obdinika ABCD. Aviak p = 2(AB + AD) =
= 2(810 + 180) = 2.990 = 1980. A dalej je p, + p, +
+ ps + pa= 720 + 1180 + 1260 + 800 = 3960. Dal lej
je 2p =1980.2 = 3960, ¢o suhlasi s predoSlym vy-
sledkom.

Vypolty sme teda urobili spravne.

Odpoved. Obvody st p; = 720 m, p, = 1180 m, p, =
= 1260 m, p, = 800 m.
Pékna feSeni této tlohy podali
Jan Tejzr, 8.a tf. os§, Bojkovice
(okres Uhersky Brod), a Ludmila
Bohacova, 8. b tf. os§, Olomouc
(t¥ida Spojenci).
3. Je dan zlomek
3 __ 2
a3 2a2 a-+ 2 ' )
a®+ 2a® —a — 2
a) Rozhodnéte, pro ktera Cisla a ztraci tento zlomek
vyznam. Potom dany zlomek zkratte.
b) Rozhodnéte, pro kterd Cisla a se dany zlomek rovna
nule.

c) Odiavodnéte, Ze pro Cisla a vétsi neZ 2 je dany zlomek
kladny.

Releni. a) Upravme dany zlomek z tak, %e jeho Ci-
tatele i jmenovatele rozloZzime v Cinitele; dostaneme
postupné’
a®—2a®—a+2 afa—2)—(a—2)
a®+22¢—a—2 aa+2)—(a+2)

_(@a—=2) (-1
S @+2)@—-1)°

2 =

2 =

172



takZe _(@—=2)(a—1(@+1)
*“@TDa—Dat D’ &

Zlomek ztréci tedy vyznam, jestlize n€ktery ze tii Ci-
nitela ve ]menovateh posledniho zlomku je roven nule.
Jsou tu tfi moZnosti:

[1] Jea+2=0 neboli a
[2] Jea+1=0 neboli a= —1.
[31 Jea—1=0 neboli a=1.

V kazdém z téchto tfi pfipadi je jmenovatel zlomku
(1) skutené roven nule, jak se snadno pfesvéd¢ime do-
sazenim, a zlomek ztraci vyznam.

Pokud je Cislo a rtzné od ¢isel 1 a —1 (a ovSem i od
¢isla —2), je soucin (@ — 1)(a 4 1) # 0 a miZeme Cita-
tele i jmenovatele zlomku (2) délit timto Cislem; po zkra-
ceni dostaneme

— 2.

I

a—?2
=a+2‘ (3)

Pro v8echna ¢isla a riiznd od Cisel 1, —1, —2 ma zlomek
(1) vyznam a plati
a®—2*—a+2 a—2
@B+2a2—a—2  a-+2°
b) Zlomek je roven nule, jestlize je jeho Citatel roven
nule. V nasem pfipadé pouZijeme upraveného zlomku z
ze vztahu (3). Musi tedy byt Cislo a — 2 rovno nule, tj.
a — 2 = 0; odtud dostaneme a = 2.
Pro ¢islo a = 2 je skutecné Citatel daného zlomku (1)
roven nule, jak se snadno pfesvéd¢ime dosazenim.

Odpovéd. Dany zlomek (1) je roven nule pro a = 2.

¢) Necht je a > 2. Mame dokézat, %e v tomto pfipadé
je zlomek z kladné Cislo. To dokaZzeme pomoci zlomku
ve tvaru (3).
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Tu je a — 2 Cislo kladné. RovnéZ Cislo a + 2 je klad-
né. Je tedy Ccitatel i jmenovatel zlomku (3) dislo kladné
a tim i zlomek z.

Tim je uloha rozfe$ena.

Takto zevrubné feSeni této ulohy
podal Michal Kretschmer, 8.c
tf. 87. js§, Praha— Spofilov.

4. Kolko metrov drétu s prierezom 1 mm? sa vyrobi
z jednej tuny medi, ak 1 dm® medi vazi 8,93 kg.

(Objem valca vypocitame tak, Ze obsah podstavy zna-
sobime vySkou valca.)

RieSenie. Vietky vypolty budeme robit tak, %e diz-
kové udaje budu v decimetroch, obsahy v dm? a objemy
v dm?.

RieSenie urobime tak, Ze uréime objem 1 tuny medi
a potom sa budeme pytat na velkost vysky valca, ktorého

podstava ma obsah 1 mm? = dm?.

10 000

PretoZe vahu telesa vypocitame tak, Ze znidsobime $pe-
cificki vdhu objemom, objem 1 tuny = 1000 kg medi
rovna sa Cislu 1000 : 8,93.

Vypocet.
1000: 8,93 = 100000: 893 |111,9 =112
1070
1770
8770
733

Objem 1 tuny medi je teda asi 112 dm?.
Z objemu a obsahu podstavy valca vypocitame jeho
vysku tak, Ze velkost objemu delime velkostou podstavy.
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Vypocet.

o1
" 10000

Ale 1120000 dm = 112 km.

Namiesto skusky spravnosti urobime odhad vysled-
ku. Pytajme sa, kolko asi va%i medeny drét dizky 112 km,
ak je jeho prierez 1 mm? a ak vazi 1 dm?® medi asi 8,93 kg.

Objem V rotaéného valca, ktory ndm predstavuje drot,
je (v dm3)

112 = 112.10000 = 1120000.

e
10000

Pretoze 1 dm® medi vazi 8,93 kg, 112 dm® medi vaZi
8,93 kg . 112.

V= . 1120000 = 112.

Vypocet.
8,93.112
17 86
893
893

1000,16 == 1000

Ale 1000 kg je 1 tuna; teda je ni§ vypolet priblizne
spravny.

Odpoved. Z jednej tuny medi sa vyrobi asi 112 km drotu
s priemerom 1 mm?.
Podobne ulohuriesili Jifi Hudsky,
8.b tr. js§, Uhersky Brod, a Véra
Broncovd, 8.a tr. js§, Olomouc-
- Hejcin.
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5. Plechova podlozka ma tvar tverce o strané 8 dm.
Pfi kazdém vrcholu tohoto Ctverce méme odfiznout stej-
hou Cast tvaru pravouhlého rovnoramenného trojihelni-
ka tak, aby se hmota podlozky zmensSila

a) o 189,;

b) 0 729%,.

Vypoctéte velikost odvésen odfiznutych trojihelni-
kt. Déle rozhodnéte, zda je moZné oboji odfiznuti pro-
vést.

Reseni. Ctvercovd podlozka ma dtvercovou sténu
o strané 8 dm; tato sténa mé obsah 64 dm?2. Rovnoramen-
ny pravouhly trojihelnik, ktery odfizneme, ma odvésnu

velikosti x dm a jeho obsah je —;—x2. Ctyfi tyto trojuhel-
niky maji obsah 4. 7x2 = 2x2. V naSem pfipadé musi

byt x < 4; jinak by se odfiznuti nedalo provést.

Protoze tloustka podlozky i mérnd hmota jejiho ma-
teridlu je vSude stejnd, staci, kdyZ misto hmoty uvazujeme
jen o obsahu ¢tvercové stény podlozky.

a) 189, ze 64 dm? je 64.0,18; toto ¢islo ma byt
rovno 2x% tj. ma platit /

2x* = 64.0,18
neboli
x?2 = 64.0,09.
Je tedy
x=28.0,3,
tj.
x=24.

ProtoZe je 2,4 <4, lze odfiznuti provést (obr. 46).
Zkouskou bychom se pfesvéd(ili o sprdvnosti vypoctu.

Odpovéd. Abychom hmotu podlozky zmensili o 18 9
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je nutno v kazdém rohu podlozky odfiznout pravothly
rovnoramenny trojuhelnik s odvésnou 2,4 dm.

b) 729, ze 64 dm? je 64 .0,72. M4 platit

2x* = 64.0,72
neboli
x> = 64.0,36.
Je tedy
: x =8.0,6,
tj.
% =48, B2
8am 8dm _
re—X e X &
- - QR W sscenssgnzananasese: e
W g
s N N
(3 X \\X/
g 5 77 \\ /// A
\\ /
N/
Aﬂﬂ /X\
Obr. 46 Obr. 48

ProtoZe je 4,8 > 4, nelze odfiznuti provést (obr. 47).

12

Odpovéd. Pozadavky tulohy nelze tedy v pfipad€ b)
splnit a uloha je nefeSitelna.

Podle feSeni Jaroslava Vilimka,
Zzaka 8.a tf. 85. os§, Praha 13,
a Michala Kretschmera, Z4ka 8. tf.
87. os§, Praha— Spofilov.

6. Vlnity plech (viz obrizek 48ab) mé za prufez vl-
novku, kterd se skladd ze shodnych polokruznic o polo-

95-0-02
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méru r. Kolik b&znych metri rovného plechu téze $ifky,
jako ma vlnity plech (v obrazku je $ifka oznalena pis-
mem b), je tfeba k vyrobeni 10 béZnych metrt vlnitého
plechu, jestlize je

a) r = 5cm; b) r=2cm.

Porovnejte vysledky obou vypoctu v pfipadech a) a b).

b)

ResSeni (obr. 48ab). Je 10 m = 100 cm . 10 = 1000 cm;
dalsi délky politime v centimetrech.

a) Priamér polokruZnice, ktera je tu polovinou vlnov-
ky (pulvlna) je 10. Bude tolik pulvln, kolik je 1000: 10 =
= 100; je tedy 50 vln, z nichZ kazdd mé na svém obvodu
délku jako je obvod kruZnice o poloméru r = 5 neboli
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2 m. 5. Délka obvodii téchto 50 vln je

2n.5.50=500ni500.g72=
= 11,;)00 = 1571 (cm),

coZ je asi 15% m.

b) Primér polokruZnice, ktera tvofi pulvlnu je 4.
Pilvin bude 1000 : 4 = 250 neboli 125 celych vin. Jed-
na vlna méa na obvodu délku jako obvod kruznice o po-
loméru 2,tj. 27 . 2. Délka obvoda 125 vin je

27 .2.125 = 5007,
coZ je totéz Cislo jako v pripadé a).
Vysledek. K vyrobeni 10 béZnych metri vlnitého plechu
3
4

Pozndmka. Z obou vysledki jsme vedeni k domnénce,
Ze asi nezéleZi na tom, jak velké jsou poloméry polokruz-
nice, z nichZ se viny sklddaji. Spravnost této domnénky
si ovéfime vypoltem. Necht polomér polokruZnice pul-
viny je r a necht na 10 béznych metru vlnitého plechu
pfipadne 7 vln, kde # je ptirozené Cislo.

Délka jedné viny je 2xr, délka n vin je 2wrn. Tu plati
4r . n = 10, takZe je

je tfeba asi 15—— m rovného plechu.

10
n=4—7. (1)

Délka obvodu # vin je p = 27r . n; dosadime-li sem za'n
ze vztahu (1), dostaneme
= 27r =
P= " 4r
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neboli

p=5n= 15% (metru) .

Toto Cislo skute¢né nezdvisi na poloméru r; tim jsme
spravnost domnénky dokdzali.

Podle feSeni Ivana Novotného,
zaka 8.a tf. js§, Kadan, a Jana
Novotného, Ziéka 8.a tf. 5. os§,
Olomouc - Nové Hodolany.

7. Zostrojte rovnoramenny lichob&nik ABCD (v kto-
rom AB, CD st zékladne), ak je dané rameno BC =
= 52 mm, sucet s = 128 mm jeho zdkladni a uhol
%4DC = 112 .

Po urobeni konstrukcie dokéite, Ze usecky AD, BC
nemaju ziadny spolo¢ny bod.

RieSenie (obr. 49). Rozbor. Predpokladajme, Ze sme
zostrojili lichobeznik ABCD, ktory ma vlastnosti,
pozadované v ulohe. V fiom je' AD = BC. Ozna¢me MN
jeho strednu priecku ako v obr. 49. Na polpriamke
AB zostrojme useCku AE = AB + CD =5, t.j. BE =
= CD. Potom trojuholnik AED ma useCku MN tiez
za strednii priecku. Dalej si pripomefime, %e rovnoramen-
ny lichobeZznik mi os p stimernosti. Priamka p je osou
useciek AB, CD a MN. Podla prave pripomenutych vlast-
nosti lichobeznika urobime kon$trukciu.

Konstrukcia. Zostrojme uhol <XDY = 11212 .
Na polpriamke DX zostrojme tusecku DA = 52 mm.
Potom zostrojme stred M tejto tiseCky a bodmi A, M
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vedme po rade priamky « | DY, v || DY. Na priamke
u v polrovine ADY zostrojme usecku AE = 128 mm.
Priamka v pretne priamku DE v bode N.

Zostrojme dalej os p tiseCky MN a v simernosti podla
priamky p zostrojme body B, C stimerne zdruZené s bod-
mi (v tomto poradi) 4, D. Potom je ABCD hladany
lichobeZnik.

P
0| RN A
~ !
_%E
M, yl___|. _}_T:\ N_ ———————— L
| o~
| RN
!\ S~
A | B E
ix f
Obr. 49

Dékaz. Je znime, Ze stredna prieCka lichobeZnika so
zdkladfiami a = AB, ¢ = CD ma velkost %(a-% c).

Podla konStrukcie je ABCD rovnoramenny lichobez-
nik, ako vyplyva zo sumernosti podla osi p. V fiom je
podla kon$trukcie AD = BC = 52 mm, uhol CADC =
= 1125 . V sumernosti s osou p obrazom stredu M
useCky AD je bod N, lebo p je os tisecky MN. Preto musi
obraz N bodu M byt stredom tsecky BC, ktora je obra-
zom usecCky AD v tejto simernosti. Je teda MN strednou

prieckou lichobeznika ABCD a plati MN = %(a + o).
AvSak podla konStrukcie je MN strednou prieckou
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trojuholnika AED a preto je AE = 2.MN, (ize AE =
= a + ¢. AvSak podla konStrukcie bodu E je AE = s
a pretojea -+ ¢ = s, t. j. sucet zdkladni zostrojeného li-
chobeznika sa rovna Cislu s, ako vyZaduje text tlohy.

Spravnost predchidzajuceho dokazu zivisi od toho,
¢i skutoCne oba rézne body A, D leZzia vnutri tej istej
polroviny vytatej priamkou p. DokaZeme, Ze v naSom
pripade to skutocne tak je.

Ozna¢me po rade «, d, ¢ uhly trojuholnika MDN.

Plati « = 180° — MDY = 180° — 112—;— = 67%

(uhly o, sxMDY su uhly prilahlé pri rovnobezkich
MN, DY); je teda
o= 67—% ] (1)
Dalej je podla kon$trukcie MD = 26, MN = 64, teda
MD < MN a preto o uhloch ¢, 6 trojuholnika MDN
plati ¢ < 0; pritom je ¢ + 0= 180° — a = 112%
(stcet uhlov «, ¢, 0 je 180°). Z toho vyplyva, Ze uhol
@ je nevyhnutne mens$i neZ polovica zo 1125 , Cize
je
<56% @
¥ 4
Porovnanim vysledkov (1), (2) dostdvame ¢ < o;
preto o stranich protilahlych k tymto uhlom v trojuhol-
niku MDN plati
MD < ND.

Zostrojme uhol <XNMZ = ¢ (v obrazku je oznaceny
¢') v polrovine MND. Pretoze je ¢ < «, je aj @' < a
a polpriamka MZ lezi v uhle SCDMN; preto ma s tsec¢-
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kou ND spolo¢ny bod P, ktory padne dovnutra tejto
useCky. Avsak bod P je bodom osi simernosti p rovno-
ramenného trojuholnika PMN. Preto aj priamka p od-
deluje body N, D, takZe bod D padne nevyhnutne do
polroviny pM. Z toho Iahko usudime, Ze celd polpriam-
ka DM a s tiou aj bod A lezi vnutri polroviny pM (je
totiz <t YDM > 90°). Tym je dokaz ukonleny a tym
aj rieSenie ulohy.
Podrobné rieSenia podali Jitka
Kolatova, 8.b tr.js$, Sternberk,
a Jana PospiSilova, 8.b tr. js§
Komenium, Olomouc.

8. Zvolte rovnobéznik ABCD a oznacte S jeho stied.

Vedte pfimku p || AB tak, aby s tseCkami AD, A4S,
BS, BC méla poradé¢ spolecné body M, K, L, N a aby
platilo MK = KL = LN.

Oduvodnéte spravnost provedené konstrukce.

Reseni (obr. 50). Rozbor. Mysleme si, %e jsme nadli
pifimku p || AB, ktera spliiuje poZadavky vyslovené v tex-
tu ulohy, takZe plati

MK = KL = LN = x. (1)

Sestrojme rovnobéZniky AK,KM, K,KLK,, K,LNB,
kde K,, K, jsou body uselky AB; tyto rovnobé&Zniky
dostaneme tak, Ze vedeme body K, L pfimky rovnobézné
s pfimkou AD. Plati pak

AK, = MK, K,K, = KL, K,B = LN,

takze plati
AK, = K,K, = K,B = x.

‘Body K,, K, déli tedy tse¢ku AB na tfi shodné tsecky.
Podle toho provedeme konstrukci.
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Konstrukce (obr. 50). Sestrojime poloptimku AX,
kterd nelezi v piimce AB a na ni zvolime bod A, == 4;
pak sestrojime useCky AA4, = 2. AA,, AA, = 3. AA,,
AAy = 4. AA,, AA; = 5. A4,, AAs = 6. AA,. Dile
vedme body A, Ay, . .., A; rovnob&zky k ptimce A4,B;
jejich priseciky s pfimkou AB ozname pofadé K,,
K, .. ., K;. Podle znimé konstrukce plati

AK, = KK, = K,K; =. .. = K,B = y.

Obr. 50

Bodem K, vedme ptimku % || SK; a oznaéme K spo-
leCny bod ptimek AS, &; bodem K vedme ptimku p || AB
a oznaCme M, L, N jeji spole¢né body s piimkami AD,
BS, BC. Potom je p hledana pfimka.

Diikaz (viz obr. 50). Mysleme si, Ze mdme use¢ku A4S
rozd€lit na tfi stejné dily; tu podle zndmé konstrukce
vedeme body K;, K, rovnobé&zky s pfimkou SK; a ob-
drzime body K’, K, takZe je AK' = K'K = KS.

Stejnym zpusobem sestrojime body L', L, které déli
useCku BS na tfi stejné dily, takZe plati BL' = L'L =
= LS. Tuto druhou konstrukci bychom vSak mohli
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provést téZ tak, Ze bychom body K’, K sestrojili rovno-
bézky s pfimkou AB, ¢imZ bychom také dospéli k bodim
L’y L. Odtud plyne, Ze je nutné KL || AB, takze K,K,LK
je rovnobéznik a tedy
KL = K. Ki= 2y , 3)
Také AK,KM, K,BNL jsou rovnobéimky, pficemz je
AK, = 2y = K,B; proto je t¢Z MK = 2y, LN =2y
a vzhledem ke (3) je
MK = LN = KL.
Konstrukce je tedy spravna. Tim je feSeni tlohy prove-
deno.
Zevrubné feSeni podal Antonin
Luk§, 8.d tf. js§ Komenium,
Olomouc, a Du$an Kovaiik, 8.c
tf¥. os§, Luhacovice.

9. Je dan vyraz

1 2x
V=& 1—px 1+px°
Do tohoto vyrazu dosadte za p Cislo __x_i—_l_ Dile
y P x(x—1)°

rozhodnéte, pro ktera Cisla x ztraci dany vyraz V smysl,
a pak ho zjednoduste.
Potom urcete Cislo x tak, aby se dany vyraz V' rovnal

Cislu % 5 provedte zkous$ku svého vypoctu.

Reseni. Nejprve vypoéteme oba jmenovatele zlomki
vyrazu V po dosazeni za p. Plati

l—px=l—igi—3, )
1+px=1+zgf3. @)
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Zlomky na pravych stranich rovnosti (1), (2) ztréiceji
vyznam v pfipadé, Ze je x(x — 1) = 0 neboli je-li x = 0
nebo x — 1 = 0, tj. pro x = 0 anebo pro x = 1.

V dal§im ptedpokladime, Ze je x # 0, x + 1. Potom
zlomky v (1), (2) muzeme zkrétit Cislem x; dostaneme

- x+1

l—px—l—x__'l,

1

1+pr=1+252

neboli postupné

x—1—=(x4+1) =2 ,
l‘-—px— x__l —‘x_l’ (1)
x—=14x4+1) 2x ,
l+px— x—l '_'x__l' (2)

Nyni vypocteme oba zlomky v daném vyrazu V; plati
postupné

1 —2 x—1 x—1 .,
i Rl (")
2, . 2x x—1 2x(x—1)

1+px_2x'x—l—2x' 2 2% B
=x—1, (27

nebot lze kratit ¢islem 2x # 0.
Vysledky (17), (2”) pak dosadime do daného vyrazu V;
obdrzime postupné

- —(x—1)—2(x—1
V=x——x21—(x—1)=2x (x 2) (x )___
2x—x+1—-2x+2 3—x

- 2 -2
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neboli v 3 ; x 3)

Tim jsme dany vyraz V zjednodusili; vysledek (3)
plati pro vSechna cisla x rizna od Cisel 0, 1.
Nyni mime najit takové islo x, aby ndm po dosazeni

do vyrazu V vySlo V = 1 , tj. aby podle vysledku (3)
platilo

3—x_ 1
2 27
Jsou-li si tyto zlomky rovny, musi byt
3—x=1
neboli
x =2.

Zkou$ka. Ma-li uloha fe$eni, pak je to mozné jediné
pro x = 2. V tomto piipadé je
_ 241 3
P=52-D" 72"
Do daného vyrazu V nyni dosadme x =2, p = —23—;

dostaneme postupné

V24 13 - 2.32 _
1——2~2 1+5.2
1 4
=2t 13 1+3
1 1
== 5 - b =%

tj. plati V = —;—, jak pozadovala dand tloha.
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Odpovéd. Vyraz V je roven c1s1u —+ jediné, kdyz je
x =2,

Takto zevrubna feSeni podall Zaci:
Jitka Kol4fova, 8.b tf. js§, Stern-
berk, a Michal Marelek, 8.a tf.
js$, Olornouc - Na hradé 5.

9. Ulohy II. kola kategorie D

1. Jsou dény dva vyrazy

1 1
1, 1t p 7
p—3 513
1 1
V- P2 9 p2+9 P2+9
1 1 P’
P9 719

kde p je dané ¢islo.

a) Zjednoduste tyto vyrazy a presvédCte se o tom, Ze
plat U = V.

b) Rozhodnéte, pro ktera Cisla p ztraceji dané vyrazy
vyznam.

Reseni. a) Upravime vyrazy U, V. Plati

1 1 p+3—(p—3)
y_?=3 p+3 p+3_(—-30p+3) _
1+ 1 ? p+3+p-—3
p—3"p+3 ®—3)p+3)
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6

_p+3 _pP—9 p+3_6(*—9 _p+3_

? 2p p  220*—9) »p
P =
:Z_P__{‘_%:__£=_1.

? ? ? ’
11
V_P2_9 p2+9 p2+9_
- Y AP
1 + 1 P
P»—9 pP+9

rP+9—-@" -9
@P-9®*+9 _pP+9_

p2+9+p2_9 PZ
@ —9@*+9)
18
_ =8l p+9
Y
p*t — 81

_ 18t —81)  p 49
 2p¥(p* — 81) 7”
S _PHI__PF__,

TP A

Zjistili jsme, Ze vyrazy U, V jsou rovny — 1, a proto
jeU=V.

b) Vyraz U nebo V ztrici vyznam, kdyZ je jmenovatel
nékterého zlomku, ktery se v ném vyskytuje, roven nule.
Pro vyraz U jsou to tyto piipady:
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3 = 0 neboli p = 3;
3 =0 neboli p = — 3;
0-

I+ |

p
p
b 5
PP—9=0 neboli (p—3)(p+3)=0 a tedy
bud p = 3 nebo p = — 3.

Pro vyraz V jsou to tyto pfipady:

P> — 9 = 0 neboli (viz predchozi pfipad) bud p = 3
nebo p = — 3;

p* = 0 neboli p = 0,

M—8l=0 neboh(p — 3)(p + 3)(»* + 9) = O atedy
bud p = 3 nebo p = — 3.
- Vyraz p? + 9 je soucet nezdporného ¢isla a Cisla klad-

ného; proto je vzdy kladny.

Zdvér. Vyrazy U, V ztraceji tedy vyznam proto tato
Cisla:
p=—3p=0,p=23;
pro ostatni Cisla p maji tyto vyrazy vyznam a plati
U=V=-—1

Podle feSeni Michala Kretschme-
ra, zdka 8. tf. 87. os$, Praha 13 -
Spofilov. Podobné feSeni podala
Véra Broncovi, 8.a tf. js§, Olo-
mouc - Hej¢in.

2. Narysujte dvé soustfedné kruZnice %, %k, o stiedu

S a o polomérech r, =8 cm, r, = 1—;— cm. Na mensi

kruznici k, zvolte bod T a v ném sestrojte tecnu ¢ této
kruZnice.

Sestrojte v8echny kruZnice, které se dotykaji zdroven
obou danych kruZnic %, &, i pfimky z. VySetite pfesné
dotykové body a popiste postup konstrukce.
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Reseni. UZijeme pomocné véty P: Spole¢ny doty-
kovy bod dvou dotykajicich se kruznic o stfedech S,
S, lezi na pfimce §,S,, jejich stfedné.

Rozbor (obr. 51). Velikosti usecek budeme udavat
v milimetrech. Pfimku ST ozname p; stoji kolmo
k pfimce 7 a je osou soumérnosti kruznic &y, k, i pfimKky z.
Ozna¢me PQ prumér kruZnice k,, ktery lezi v pfimce p,
pfiéemi Qleziv poloroviné tS.
Z nazoru je patrné, Ze lze sestrojit Ctyfi kruZnice
= (Xp 0), % = (Xy,0), 23 = (X3, 0) % = (Xy 0)s
ktere Vyhovu11 pozadavkim ulohy (V1z obr. 51). VSechny
se musi dotykat kruZnice %, uvnitf, nebot se dotykaji
kruZnice k,, ktera lezi cela uvnitt %,. KruZnice x;, x,, X4
se dotykaji kruZnice k, vné, kdeZto kruznice x, ma s k&,
vnitfni dotyk. Podle toho budeme nejprve hledat kruz-
nice Xy, Xy, X;.

Pfipad [1]. KruZnice x; o stfedu X; na obr. 51 je
prikladem kruZnice, ktera se dotykd k, uvnitf, kdeZto
kruZnice &, vné. Dotykovy bod Y, kruZnic k;, x, musi
leZet na pfimce SX;, dotykovy bod Z; kruznic k,, x,
musi také leZet na pfimce SX,; (viz vétu P); proto veli-
kost usecky Y,Z, je

a udéva velikost pruméru kruZnice x,.
Vzdalenost

r = SX].:SZI'*}‘Zle: 15+6_25=%.
Lezi tedy stfed kazdé kruZnice, ktera se dotyka kruZnice
k, uvnitf a k, vné, na kruZnici x = (S, §X; = )

2
ProtoZe se kruZnice x, dotyka pfimky z, ma bod X1
od pfimky z vzdalenost o. Kazdy bod, ktery mé od pfim-
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ky ¢ vzdalenost g, leZi na jedné z pfimek ¢, |/ ¢, 2, | ¢
(kde t, lezi v poloroviné 8, 7, v poloroviné opacné),
z nichZ kazdd ma od pfimky ¢ vzdélenost o. Odtud kon-
strukce:

Sestrojime stfed X, usecky PT, takZe je

1 1 65
9=TX1=§TP=§(80—15)=7; (€))]
dale sestrojime kruZnici x = (S, r = SX,), kde
-
=5
Pak na poloptimce T'S sestrojime usecku
, 65
IT =e=+; )

body X;, T’ vedme potadé pfimky ¢, |z, ¢, ||z (viz
obr. 51).

Cary x, t, maji spoleény jediny bod X, co’ plyne
z konstrukce; pfislu$nd kruznice x;, = (X}, 0 = TX)).
Dotykové body kruZnice x, s & 1, &y, ¢ jsou pofadé bo-
dy Y, =P, Z, =T, T.

Cary x, t, maji spole¢né dva rtizné body X,,” X, jak
dokdZeme v diskusi. Pfislu$né kruZnice jsou x, = (X,
o =TX,), x3 = (X3 0 = TX;). Dotykové body kruz-
nice x, s ky, ky, t pofadé jsou Y,, Z,, T,; prvni dva lezi
na pfimce SX,, bod T, na kolmici vedené bodem X,
k pfimce ¢. Dotykové body kruZnice x; dostaneme
obdobné anebo sestrojime obrazy bodu X,, Z,, T, v sou-
mérnosti o ose p.

Diikaz konstrukce provadét nebudeme, nebot je
celkem obsazen v pfedchozim.

Diskuse. Dokazeme, Ze t, je seCnou kruznice x: Je
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TS =15, TT = (—522, a proto S le#i uvnitt uselky 77”3

proto je vzdéalenost bodu S od pfimky 7, rovna ST’ =
=TT — ST = %é —15= 3—25— . ProtoZze  polomér

95 v . v,.Vv7 ~ r Vo
r== kruZnice x je v&$i neZ ST’, maji Cary x, ¢, dva

rizné spolené body X,, X, Tim je dikaz proveden.
Dospéjeme tedy k dv&ma kruZnicim x,, x3 vyhovujicim
uloze.

Ptipad [2]. KruZnice x, o stfedu X; na obr. 51 je
ptikladem kruZnice, kterd ma s obéma kruZnicemi %,
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k, vnitini dotyk. Dotykovy bod Y, kruZnic %,, x, lezi
na piimce SX,; dotykovy bod Z, kruZnic k,, x, leZi
rovnéz na piimce SX, (viz vétu P); proto je usecka
Y, Z, = 80 4 15 = 95 primérem kruZnice x,. Je tedy

o' =Y, X, = 5 a
r’:SX4=r1'— Y4X4:80““'9_5:—6—5'.
2 .2
Lezi tedy stied kazdé kruZnice, ktera mé s kruZnicemi
ki, k, vnitini dotyk na krufnici x’ = (S, SX, — 9;);
polomér takové kruZnice je o' = X,Y, = 975 .

Protoze se kruZnice x, dotykd pfimky z, lezi bod X,
na jedné z pfimek 7, ||z, 2, ||z (z; lezi v poloroving
tS, t; v poloroviné opacné), z nichz kazd4d ma od ¢ vzda-
lenost ¢’. Odtud konstrukce.

_ Konstrukce (obr. 51). Sestrojme stied X, useCky 7Q;
je

- 95
o' =X,0= 7
Dile sestrojme kruZznici x" = (S, '), kde
v =sx,=2. 3)

Konecné sestrojime ob& pfimky z ||z, 75 || ¢ (kde ¢,
lezi v poloroviné ¢S, kdeZto z; v poloroviné opaéné),
které maji od pfimky ¢ vzdalenost o’ = X,0.

Z piimek 11, 75 jen pfimka z; ma s kruZnici x” spole¢ny
bod X,; je teCnou kruZnice x" a dotykovy bod X, je stfe-
dem hledané kruznice x, o poloméru p’. KruZnice x,
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se dotykd kruZnic k,, k, pofadé v bodech Y, = Q,
T = Z, a pfimky ¢ rovnéz v bod¢ 7. Tim jsou vSechna
feSeni zjiSténa.

Diikaz konstrukce vyplyva z predchoziho.

Diskuse. KruZnice x" leZi v polorovme S, kdezto
pnmka t; lezi celd uvnitf poloroviny opacne, proto ne-
maji Zidny spoleCny bod. Pfimka 7, | SX, procha21
bodem X,, kterym podle (3) prochazi i kruznice x’,
a proto se ¢ary x', t; dotykaji; ¢ary 75, ' maji tedy spo-
leCny pouze bod X,. Je tedy x, jedina kruZznice, ktera
odpovida pripadu [2].

Zdvér. Existuji Ctyfi kruznice, které splnuji pozadavky
ulohy.

Po grafické strance pékné feSeni
podala Véra Broncovi, 8.a tf. js§,
Olomouc— Hejcin.

3. Dvaja priatelia z tej istej obce sa maju dostavit
do nedalekého mesta. Prvy ide pesi a cesta mu obvykle
trva jednu hodinu. Druhy ide na bicykli a_cesta mu vzdy
trva 20 mint.

Za aku dobu dohoni bicyklista chodcu, ktory vysiel
pred nim o $tvrt hodiny skor?
Riesenie. Vzdialenost do mesta oznatme d (km).

Rychlost chodcu je teda (km/mm), rychlost bicy-

klistu2d—0 (km/min). Oznalme x hladant dobu (v mi-

nutich). Za $tvrt hodiny prejde chodec 4

4 km, za x
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mint prejde (6% (km). Bicyklista za x minGt prejde
dx
20 (km). Plati

dx dx ,  d
2060 -
Pretoze je d +# 0, vyplyva z toho i~—x—+lad’al'
3x =x+4 15,
dize
2x = 15,
1
x—-7"2—.

Odpoved. Bicyklista dohoni chodca za 7% minut,

ak snadno zistime skuaskou.

Podla rieSenia Olgy Kratové, 8.a
tr. 2. js§, Olomouc - St. Hodo-
lany. Graficky tuto ulohu riesil
Michael Drobny,§8. tr. 2. osS,
Hodonin.

Jiné FeSeni. MiZeme pfedpokliadat, Ze wvzdalenost
obou mist je rovna Cislu 1.

Rychlost chodce za 1 hodinu je 1 jednotka, rychlost
cyklisty je tfikrat vétsi, tedy 3 jednotky. Chodec ujde

za % hodiny-i— jednotky. Jakmile vyjede cyklista, vy-

pada vzajemna situace stejné, jakoby chodec stil a cy-
klista se k nému bliZil rychlosti, kterd je rovna rozdilu
rychlosti cyklisty a rychlosti chodce, tj. 2 jednotky za ho-
dinu. ProtoZe chodec ve chvili, kdy cyklista vyjizdi,

196



je od ného vzdalen % jednotky, méme vypocitat, za

jakou dobu ujede cykhsta 1 jednotky, jestlize jede rych-
losti 2 jednotky; tu mu51me drahu délit rychlosti, tj.
1,111
4" 4 2 8°

tedy za -81— hodiny neboli za 7% minuty.

Cyklista ujede za = hodiny 3 _— % jednotky, cho-

8 8

dec za—i— + —;— neboli za - - hodlny ujde 1 -

notky, coZ navzijem souhlas1

3.
538 jed-

Odpovéd. Cyklista dohoni chodce za 7—;— minuty.

Podle fedeni Ivana Sverdy, 8. tf.
os§, Nové Mé&sto pod Smrkem.

4, Park tvaru obdlinika ABCD m4i rozmery AB =
= 240 m, AD = 232 m. Cez park vedu dve rovnako §i-
roké navzijom kolmé hlavné cesty, ako je naznalené
na obrazku 52.

Vypocitajte obsah oboch ciest dohromady a zistite,
kolko percent (s presnostou na desatiny) z celého parku
pripada na obe cesty dohromady.

RiesSenie. (Velkost usefiek budeme udavat v metroch
a obsahy v m®) Pouzueme oznacenie zavedené v obr.
52. Cely utvar je stimerny podla osi p | AB, q | BC,
vedenych stredom S obdlznika ABCD. Preto leZia
body M, P na priamke p a body N, Q na priamke gq.

197



Zo sumernosti podla osi ¢ vyplyva, Ze plati NB = NC
a v pravouhlom trojuholniku BCN (<N = 90°) su
uhly <B, <¢C zhodné a kazdy sa rovna 45°. Preto je
trojuholnik CB;B, v ktorom je <(B = 90°, tieZ rovno-
ramenny (lebo <<C = <(B; = 45°); preto je BB, =
= BC = 232. Je teda 4B, = AB — BB, = 8.

0

Stvoruholnik AB,CD, je teda rovnobeZnik so stranou
AB, = 8 a vySkou BC = 232. Jeho obsah je 232 .8 =
= 1856. Obe cesty dohromady maju teda obsah

x = 1856.2 —y, (1)
kde y je obsah $tvoruholnika MNPQ. Tento Stvoruhol-
nik ma vSetky uhly pravé a strany zhodné, lebo zo su-
mernosti podla priamky p vyplyva MQ = MN, PN =
= PQ a zo sumernosti podla priamky ¢ vyplyva PQ =
= MQ, PN = MN, ¢ize MN = PN = PQ = MQ.
Je teda MNPQ Stvorec. -Jeho obsah dostaneme tak, Ze
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obsah 2z trojuholnika MQS znisobime S$tyrmi, lebo
uhlopriecky MP, NQ delia tento Ctvorec na Styri zhodné
trojuholniky. Ale QN = AB; = 8, Cize QS =4 a 2 =

_ 1 .4 .4 = 8. Obsah $tvorca MNPQ je teda

2
y=28.4=32 , 2
Po dosadeni z (2) do (1) dostdvame
~ x = 1856.2 — 32 = 3712 — 32 = 3680.
Obsah celého pozemku ABCD je 232 . 240. Plati
232.240
464
928
55680
Maiame vypocitat, kolko percent je 3680 zo zikladu
55680. Toto percento je

L0, 3680

55680 °

Upravou dostaneme (kritime postupne <islami 10,
8a2)
100.368  100.46  100.23 2300

5568 696 348 348 °
Plati .
2300 : 348 (6,60
2120
32

Obe cesty maju dohromady obsah 3680 m? — 36,8a
a zaujimaju asi 6,69, celkovej vymery pozemku ABCD.
Podla rieSenia Antonina Luksa,
ziaka 8.d, tr. os§ Komenium,
Olomouc. Podobné rieSenie podal
Michael Marecek, 8. a tr. os$, Olo-
mouc— Na hradé.
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