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Treti Hilbertuv problém

ZDENEK HALAS

Abstract. In this chapter, we will briefly introduce Hilbert’s third problem
and its solution presented by Hilbert’s student Max Dehn. We will also recall
further developments in this area. Finally, we present a recently discovered
solution to Hilbert’s third problem, presented by the Polish mathematician
Ludwik Antoni Birkenmajer in 1882.

Key words. Hilbert’s third problem, Max Dehn, Ludwik Antoni Birken-
majer.

1. Formulace problému

Ve skolnich kabinetech mtzeme vidét model trojbokého hranolu, ktery je
sloZen ze t¥i trojbokych jehlanti, jez maji stejny objem (viz obr. 1). Demonstruje
se tim skutec¢nost, Ze objem trojbokého jehlanu je jednou tfetinou objemu
trojbokého hranolu, pokud maji obé télesa shodné podstavy a stejnou vysku.
Problémem vsak je, ze tyto tfi jehlany, na néz se hranol rozkladéa, nejsou shodné.
Nézornou demonstraci je proto jesté tfeba doplnit ditkazem tvrzeni, ze kazdé
dva jehlany, které maji tutéz podstavu a stejnou vysku, maji stejny objem.

Obr. 1. Rozklad trojbokého hranolu ABCDEF
na tfi trojboké jehlany ABEC, DEFC a DAEC

Duikaz tohoto tvrzeni je obsazen jiz v Eukleidovych Zdkladech, je vSak
zaloZzen na exhausta¢ni metodé; v porovnani s odvozenimi vztahti pro obsahy
nékterych ctyfahelnikt je tento dikaz naro¢ny. Naptiklad vztah pro obsah
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rovnobézniku odvodime tak, Ze jej prevedeme na obdélnik presunutim jednoho
trojuhelniku, ktery z rovnobézniku oddélime. Podobné odvodime vztah pro
obsah obecného trojuhelniku tak, ze jej pfevedeme na obdélnik presunutim
dvou mensich trojahelnikt (viz obr. 2).

F D E C

A B A B

Obr. 2. Transformace rovnobézniku ABC'D na rovnoplochy obdélnik ABEF
Transformace trojuhelniku ABC na rovnoplochy obdélnik ABEF

Analogicky bychom tedy mohli o¢ekévat podobné jednoduchy dikaz tvrzeni,
7e kazdé dva trojboké jehlany J a J’, které maji shodné podstavy a stejnou
vysku, maji stejny objem; tento dikaz by byl zalozen na jejich rozkladech na
kone¢né mnoho Gtyfstént: jehlan J na &tyrstény Ty, 75, ..., T, a jehlan J' na
Ctyfstény 17,75, ..., T}, pficemz ¢tyistény T; a T} jsou pro kazdé i =1,2,...,n
shodné. Existuji-li takové rozklady téles J a J', fikdme, Ze jsou ekvidekomposa-
bilni. Obecny postup nalezeni takovych rozklada se vsak stale nedafilo najit.
Jinymi slovy, nedafilo se dokazat tvrzeni, Ze kazdé dva trojboké jehlany J a J’
mayji stejny objem pravé tehdy, kdyz jsou ekvidekomposabilni.

David Hilbert (1862-1943) o tom piSe v [Hi2], coz je prvni publikace
uplného seznamu slavnych 23 Hilbertovych problémi (viz téz [Hil], [Hi3],
[Hi4]). V ptivodni pfednésce, kterou Hilbert pfednesl 8. srpna 1900 na Druhém
mezindrodnim kongresu matematikti v Pafizi v sekci Historie a bibliografie
matematiky, vSak tento problém uveden nebyl.!

Uvedme nyni kompletni znéni tfetiho problému dle [Hi2].
Z oblasti zakladi geometrie bych chtél zminit nasledujici problém:

3. Rovnost objemu dvou Ctyfsténii se zakladnami stejného obsahu a se
stejnou vyskou.

Gauss vyjadiuje ve dvou dopisech Gerlingovi své politovani nad tim, Ze
jisté stereometrické véty zavisi na exhaustacni metodé, tj., moderné feceno, na
axidmu spojitosti (nebo na Archimédovu axiomuy).

Gauss zminuje zejména Eukleidovo tvrzeni, ze trojboké jehlany se stejnymi
vyskami jsou ve stejném poméru jako jejich podstavy. Analogicky problém
v roviné uz byl vyieSen. Gerlingovi se také podarilo dokazat rovnost objemi
dvou symetrickych mnohosténii pomoci jejich rozkladu na shodné casti. Piesto

I Hilbert na radu Adolfa Hurwitze (1859-1919) a Hermanna Minkowskiho (1864-1909)
prednesl z pripravenych tf¥iadvaceti problému jen deset.
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se mi zda pravdépodobné, Ze obecny dikaz vyse zminéného Eukleidova tvrzeni
timto zpusobem neni mozny; jednalo by se tedy o rigordzni dikaz jeho
nemoznosti. Takovy by byl proveden, pokud by se podarilo uvést dva ctyrstény
se stejnygm obsahem podstavy a se stejnou vyskou, které nelze Zddnym zpusobem
rozloZit na shodné ctyrstény a které nelze ani pripojenim shodnych ctyrstend
doplnit na takoveé mnohostény, pro néz je rozklad ve shodné ctyrstény mozny.

2. ReSeni tietiho Hilbertova problému

V Eukleidovych Zdkladech je ve XII. knize v propozici 7 dokazano, Ze
trojboky hranol lze rozlozit na t¥i Gtyfstény stejného objemu (viz obr. 1).
Tyto ¢tyfstény vSak nejsou shodné. Eukleidés proto musel dokézat (viz XIL. 5),
ze pomér objemu trojbokych jehlant, které maji stejnou vysku, je roven
poméru obsahil jejich podstav. Diikaz zalozil na exhausta¢ni metodé a na
rozkladu jehlanu s trojuhelnikovou podstavou (viz XII. 3) na dva shodné jehlany
(podobné celému jehlanu) a dva hranoly stejného objemu (dohromady vétsiho
neZ polovina objemu celého jehlanu) — viz obr. 3.

Obr. 3. Rozklad trojbokého jehlanu ABC' D
na dva shodné jehlany AFGH, HIJD
a dva trojboké hranoly GFCHIJ, BFIEGH stejného objemu

David Hilbert ocekéval, ze bude v dikazu propozice XII.5 pouziti exhaus-
tacni metody nutné. Proto ve tietim problému pozadoval uvést dva ctyrstény
se stejnym obsahem podstavy a se stejnou vyskou, které nejsou ekvidekom-
posabilni.

Publikované feseni na sebe nenechalo dlouho cekat. Jesté v roce 1900
vydal Hilbertiiv zak Max Dehn ¢lanek [Del], v némz odvodil nutné podminky
ekvidekomposability a — moderné feceno — predlozil pfiklady mnohostént
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s riznymi Dehnovymi invarianty (napf. krychle a pravidelny étyfstén). Zaroven
prislibil, ze v dal§im ¢ldnku [De2] pfedlozi dikaz — opét moderné fefeno —
ze ekvidekomposabilni mnohostény musi mit stejny Dehntv invariant. Cely
dukaz byl tedy zaloZen na tom, Ze mnohosténu ptifadil ¢islo (dnes nazyvané
Dehniiv invariant), které se pii rozkladu na mensi mnohostény neméni. Po
dikazu tvrzeni, Ze ekvidekomposabilni mnohostény musi mit stejny Dehniiv
invariant, stacilo predlozit dva Ctyfstény, které maji shodné zakladny a stejné
vysky, presto je vSak jejich Dehntv invariant rizny.

Kuriozni je, Ze ¢lanek [Del] se objevil v témze t¥etim seSitu vyrocni zpravy
Kralovské védecké spolecnosti v Gottingenu jako prvni publikace vSech 23
Hilbertovych problému [Hi2].

V ¢lanku [De2] Max Dehn popsal, jak k zdkladni mySlence dospél. Postupoval
analogicky jako u mnohouhelnikii. Rozlozime-li totiz mnohothelnik P na diléi
mnohotthelniky Py, ..., P,, dostaneme:

U(P) + 17 = 3 U(R).

kde U(C) oznacuje soucet vnitinich thli mnohothelniku C'.

A | B
Obr. 4. Rozklad pétithelniku ABCDFE na diléi trojthelniky a étyfahelniky
Nutni podminka ekvidekomposability dvou mnohotihelnikit P’ a P” je tedy:
UP)Y+n'n=UP")+n"m,

neboli
UP")=U(P") mod r.

V prostoru pak Max Dehn zavedl tzv. délici plochy, ¢imz pfevedl trojroz-
mérny problém na dvourozmérny. Délici plocha totiz shrnuje informace o mno-
hosténu: sklada se z obdélniki, jejichz jedna strana je vzdy rovna délce hrany
mnohosténu a druhd strana je rovna délce oblouku jednotkové kruznice, ktery
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odpovida thlu, jenz sviraji p¥islusné stény (tzv. dihedrding ihel). Po rozkladu
mnohosténu na dil¢i mnohostény mohou vzniknout obdélniky tii typu: s vyskou
rovnou 7 (hrana lezi ve sténé), 27 (hrana lezi uvnitt pivodniho mnohosténu)
a s vyskou rovnou jiné hodnoté (hrana je souéasti nékteré z hran; Dehn tyto
hodnoty znaéi my,ms,...). Podminky ekvidekomposability dvou mnohostént
se tim prevedly na problém nalezeni nutné podminky pro pfeménu jedné délici
plochy ve druhou.

l I [ I
'Il F” 7
AN IR
gale sz . re p; 0
B| ¢ 3 E F
d .7L T, yz;
. N
A B c D E F N 0

Fig. 8.

Obr. 5. Priklad délici plochy mnohosténu, jak jej uvedl

ve svém ¢lanku [Del] Max Dehn

Dehn tak dospél k nutné podmince ekvidekomposability mnohosténii:

nymy + nymy + -+ g, +n'r = i) +nind + o+ nlal +n'n,
kterou v8ak odvodil jiz Raoul Bricard (1870-1943) v ¢lanku [Bri] z roku 1896
(tzv. Bricardova podminka). Koeficienty n} a n] Dehn uréil jako celd cisla
vyhovujici jisté homogenni linearni soustave.

Dehnovo odvozeni rovnic popisujicich transformace délicich ploch bylo vsak
naro¢né a malo srozumitelné. Veniamin Fedorovi¢ Kagan (1869-1953) ve svém
¢lanku [Kag] upozornil na to, Ze misto koeficienti n; a nj mohou vystupovat
pfimo délky hran, a tim podminku ekvidekomposability mnohosténa podstatné
zjednodusil.

Ve druhé poloviné 20. stoleti doslo k zasadnimu posunu ve zkoumani
rozlozitelnosti mnohostént. Hugo Hadwiger (1908-1981) definoval v [Hal] na
mnoziné vSech mnohosténti P v prostoru funkcional D invariantni vici rozkladu
i vici shodnosti, tj. spliujici podminky

D(P) = D(P1)+D(P,), 1ze-li mnohostén P rozlozit na mnohostény P; a Pa,
D(P) = D(P’), jsou-li mnohostény P a P’ shodné,
ktery nazval Dehnovym invariantem.

V ¢lancich [Hal] a [Jes] se podafilo nezavisle dokazat, ze funkcionély s témito
vlastnostmi existuji. Hadwiger v [Ha2] uvedl konkrétni piiklad funkcionalu,
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ktery je Dehnovym invariantem. Zavedl za tim Gc¢elem pojem dihedrdlni funkce,
tj. funkce f : R — R spliujici vlastnosti

fla+b) = f(a)+ f(b) Va,beR,
flm)=0.

Pak jiz mohl definovat funkcional
WP) = pf(my),
k

kde pg jsou délky hran mnohosténu P a 7 velikosti pfislusnych sténovych uhli,
o némz dokézal, Zze je Dehnovym invariantem.

Vypoctéme naptiklad Dehntv invariant jednotkové krychle K: délky vsech
hran p1,...,p12 jsou rovny jedné, velikosti vSech dihedréalnich ahla 74, ..., T2
jsou rovny 7, takze

X(K)ZZpkf(Wk)212'pkf(7fk)=12'1'f(g) =12-1~%f(7r):0.

k=1

Nyni je jiz feSeni tfetiho Hilbertova problému snadné. Max Dehn predlozil
dva CtyTstény s vrcholy lezicimi ve vybranych vrcholech krychle se shodnymi
podstavami a stejnymi vyskami (viz obr. 6). Pokud bychom vypocetli Dehnovy
invarianty téchto dvou Ctyfsténi, obdrzeli bychom rtzné hodnoty. Tim je
dokazano, ze tyto dva Ctyfstény se shodnymi podstavami a stejnou vyskou
nejsou ekvidekomposabilni.

H, s G H, e
E F E F

D e D e
A B A B

Obr. 6. Ctyistény ABCF a ABCE, které nejsou ekvidekomposabilni

Vsimnéme si, Ze Dehnovy invarianty umoziiuji dokazat, ze dva mnohostény
nemaji zadny spoleény rozklad: nejsou-li si hodnoty Dehnova invariantu
rovny, nejsou navzajem rozlozitelné. Opacnou implikaci se podafilo dokazat
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mnohem pozdé&ji, a to v ¢lancich [Syd] a [Jes] (tzv. Dehn-Sydlerova véta): dva
mnohostény jsou navzajem rozlozitelné modulo hranoly pravé tehdy, kdyz jsou
si rovny jejich Dehnovy invarianty.

Ve druhé poloviné 20. stoleti také doslo k zobecnéni pfedchozich vysledki.
Situaci v prostorech dimenze vétsi nez t¥i se uspésné zabyval Hugo Hadwiger ve
svém ¢ldnku [Ha3]. Pfeneseni Dehnovy-Sydlerovy véty do prostorii s konstantni
kfivosti se vSak dosud nepodarilo. Dil¢i vysledky tykajici se geodetickych
mnohosténti alespon vedly k dalsimu zjednoduseni ditkazu Dehnovy-Sydlerovy
véty v ramci eukleidovské geometrie.

3. Max Dehn (1878-1952)

Podivejme se nyni na osobu Maxe Dehna, autora prvniho publikovaného
feSeni tretiho Hilbertova problému.

Max Dehn se narodil 13. listopadu roku 1878 jako ¢tvrté z osmi déti
uspésného lékare Maximilliana Mosese Dehna. Vyristal v sekularizované
zidovské rodiné. Sam se po otcové smrti, kdyz mu bylo devatenact let, pfipojil
k Luterské cirkvi. Po absolvovani gymnézia v Hamburku zacal studovat na
univerzité ve Freiburgu. Ve studiich pokracoval v Géttingenu, kde ziskal v roce
1900 doktorat. Poté piisobil jako asistent na technické skole v Karlsruhe, po
habilitaci od roku 1901 jako soukromy docent v Miinsteru, a od roku 1911
byl mimoradnym profesorem v Kielu, od roku 1913 pak fadnym profesorem
na univerzité v Breslau. Mezi jeho odborné zajmy patfila zejména algebraicka
topologie, mladé disciplina, u jejihoz vzniku na prelomu 19. a 20. stoleti stal
zejména Henri Poincaré (1854-1912).

Za svého pusobeni v Kielu se pfi vikendové navstévé v Hamburku setkal ve
svych 33 letech s Toni Landau, devatenactiletou studentkou umeéni z Berlina,
dcerou redaktora, divadelniho kritika a spisovatele. Po kratké znamosti se vzali
a méli celkem t¥i déti: Helmuta Maxe (*1914), Mariu (*1915) a Evu (*1919).
V letech 1915 az 1918 pusobil Max Dehn na vychodni fronté jako zeméméFic,
poté v ustredi sifroval zpravy.

V roce 1921 byl Max Dehn jmenovan fadnym profesorem na univerzité ve
Frankfurtu. Zde se vénoval zejména slavnému Frakfurtskému seminéafi z historie
matematiky, ktery se konal kazdy ¢tvrtek odpoledne od ¢tyt do Sesti hodin. Carl
Ludwig Siegel (1896-1981) jej popsal takto:

Zakladni ideou téchto seminafii bylo studovat prameny nejvyznamnéjsich
matematickych myslenek vsech dob ... Zabyvali jsme se tedy starovékymi
autory, nejvice Eukleidem a Archimédem, a to po nékolik semestri. Jindy jsme
se po nékolik semestrii zabyvali vyvojem algebry a geometrie od stfedovéku po
17. stoleti, kdy jsme se seznamili s dily Leonarda Pisanského, Viety, Cardana,
Descarta, Desarguea. Nase spolecné studium myslenek, z nichz se v 17. stoleti
vyvinul infinitezimalni pocet, bylo rovnéz pfinosné. Zde jsme se zabyvali mimo
jiné objevy Keplera, Huygense, Stevina, Fermata, Gregoryho a Barrowa. ...
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Nesnazili jsme se za kazdou cenu publikovat. Skutecny vyznam seminare
spocival v nécem jiném: v tom, aby byl povzbuzenim pro studenty, kteri se jej
tcastnili, a aby lépe porozumeéli tomu, ¢emu se ucili na prednaskach. Seminar
byl uzitecny i pro nas vyucujici: daval nam radost ze sledovani tuzasnych
vysledki starsich obdobi.

Texty se na tomto seminéfii ¢etly vzdy v ptvodnich jazycich: fecky, latinsky,
italsky, francouzsky, holandsky, ... Ugastnikt tedy nebylo nikdy p#ili§ mnoho.

Postupné vsak na Maxe Dehna zacaly doléhat politické zmény. V roce 1933
nékteti z jeho pratel prisli o venia legendi. Na ného samotného se vztahovaly
vyjimky, ale uz v roce 1935 ztratil své postaveni na univerzité a musel odejit
do penze. Frankfurt vS8ak neopustil, nebot bylo t&zké opustit pfi{jemné misto
k bydleni a knihy, které by si nemohl vzit s sebou. Situace se vSak zacala
dramaticky zhorSovat v roce 1938. Max Dehn byl dokonce zatcen, ale nasledné
byl poslan domti, protoze pro ného v pfeplnéné véznici nebylo misto. Rozhodl se
skryvat; podatilo se mu odjet vlakem a po nékolika dnech s manzelkou dorazili
do Hamburku, nésledné pifes Kodan do Norska, kde Max Dehn ziskal misto
v Technologickém institutu v Trondheimu. 9. dubna 1940 vSak doslo k invazi
némeckych vojsk do Norska, a tak museli s manzelkou uprchnout. Diky tomu,
ze jesté z Frankfurtu znali dermatolozku Clare Haas, ktera presidlila do Idaho
a jiz se podafilo Maxu Dehnovi zajistit misto na mistni univerzité, mohli se
vydat na cestu do Spojenych stat. Cestovali pres Sibif, Japonsko a Tichy
ocedn. Na univerzité v Idaho mohl stravit jen jeden rok, a tak hledal dalsi
moznosti zaméstnani: nejprve pusobil v Chicagu, pak v Marylandu, kde mél
vyucovat matematiku pfimo z Eukleida, Apollénia ¢i Newtona. Nebylo to vSak
idedlni, nebof studenti nebyli na tento Skolni program pfipraveni. Nakonec
v roce 1944 zacal pusobit na Black Mountain College v Severni Karoling, kde
bylo dobré intelektualni prostiedi. Studovali tam zejména basnici, hudebnici
a dalsi umeélci rizného zaméfeni. I kdyz tam byl jedinym matematikem, citil se
tam byt celkem Stastnym a zUstal tam az do konce svého Zivota.

4. Ludwik Antoni Birkenmajer

Dehnovo feSeni problému, ktery David Hilbert predlozil jako treti ve
svém seznamu, vSak nebylo prvni, jak nedavno upozornili Danuta Ciesielska
a Krzysztof Ciesielski v ¢lanku [CC]. Jelikoz byl problém objemu jehlanu
v 19. stoleti dobfe znam, tak byl zadédn 12. ¢ervna 1882 jako druhy ze dvou
problému v soutézi, kterou vypsala Akademie véd a uméni v Krakové. Zadani
znélo takto:

Jsou-li dany libovolné dva Ctyistény stejného objemu, rozdélte jeden z nich
rovinami, je-li to mozné, na nejmensi mozny pocet casti, které mohou byt
prerovnany tak, aby vytvorily druhy ctyfstén.

Pokud to neni mozné provést, nebo je to mozno provést za jistych omezujicich
podminek, tak dokazte, ze to neni mozné, nebo uvedte presné tyto podminky.
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Prvni soutézni problém byl algebraicky, vypsana odména byla tisic francouz-
skych frankid. Za Gspésné vyfeseni druhého problému, jenz se tykal objemu
jehlanu, byla odména 500 frankt. Zadani obou problému piedlozil Akademii
véd a uméni v Krakové polsky matematik Wiadystaw Kretkowski (1840-1910),
ktery také nabidl vypsané odmény.

Ve zpravé [Roz] se muzeme docist o vysledcich soutéZe. Prvni problém
(algebraicky) nevyfesil nikdo. K druhému problému se sesla dvé feSeni. Dle
pravidel soutéze byla oznacena pseudonymy.

Prvni tesitel si zvolil pseudonym FEureka. Popsal pouze jeden piipad, a to
jesté za dalsich omezujicich podminek, takze nesplnil zadani. Druhy fesitel
zaslal své feseni pod pseudonymem ’AEI ‘O OEOYX TEQMETPEI. Ve zpraveé
[Roz] se o ném piSe: Druhy c¢ldnek je naprosto odlisny: je piisné védecky,
obsahuje 40 stran a 7 obrazki, c¢lenén je do tfi kapitol. Jeho hodnoceni bylo
pozitivni, porota jej ohodnotila jako ¢lanek vysoké kvality, ktery obsahuje
feSeni problému a zasluhuje odmeénu. V této zprévé je pouze dvoustrankové
shrnuti autorova feSeni, a tak nebylo jednoznacné prokazatelné, Ze je TeSeni
skutecné spravné. Danuta Ciesielska a Krzysztof Ciesielski vSak nastésti nalezli
ve védecké knihovné PAU a PAN (Polskd akademie uméni a Polskd akademie
véd) kompletni pivodni rukopis ¢lanku zaslaného do soutéZe, takZe je nyni
ziejmé, Ze feSeni bylo skutecné spravné.

Po vyhléaseni vysledkt soutéze se ukazalo, ze fesitelem byl osmadvacetilety
ucitel matematiky Ludwik Antoni Birkenmajer (1855-1929). Studoval na
univerzité ve Lvové, kde ziskal roku 1879 doktorat. Dale pokracoval ve studiich
ve Vidni. V letech 1880 az 1909 vyucdoval matematiku a fyziku na stiedni
zemédélské Skole v Czernichéwé nedaleko Krakova. Zaroven se v roce 1881
habilitoval na Jagellonské univerzité v Krakove, kde ptisobil jako soukromy
docent a prednasel matematickou fyziku. V roce 1897 pro ného zridili na
Jagellonské univerzité stolici Déjin exaktnich véd, kde byl profesorem az do
konce zivota. Znamé je zejména jeho rozsihlé dilo o Kopernikovi [Bir].

Podivejme se nyni asponn struc¢né na Birkenmajerovo feSeni. Zalozil jej
na dikazu tvrzeni, ze rozklad dvou ¢tyfsténi ze zadani je mozny pouze za
jistych podminek, ¢imz ukazal, ze obecné dva ¢tyfstény stejného objemu nejsou
ekvidekomposabilni.

V prvni kapitole zkoumal fezy ¢tyfsténu rovinou, ¢imz dostal trojuhelniky
a Ctyftahelniky, nasledné zkoumal mnohostény, které pomoci fezli Ctyisténu
rovinou vznikaji, uzival pfi tom Eulerovu vétu pro mnohostény.

Druha kapitola jiz obsahuje podminky fesitelnosti. Birkenmajer nasel para-
metry, které mu umoznily najit invariant ekvidekomposability. Pomoci vztahu
odvozeného v predchozi kapitole nasel

n(n—1)(n—2)+6n(n—1)+9

podminek (n je pocet rovin) existence spole¢ného rozkladu ¢tyfstént Ty a Tp,
ktera zavisi na existenci feseni jistych diofantickych rovnic. SAm pak shrnuje,
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. uloha je fesitelna pouze tehdy, kdyz existuje aspoin 7 podminek ve tvaru
rovnic obsahujicich 11 invarianti charakterizujicich Ty a T, tak, ze Ctyii z téchto
invarianti jsou nezavislé. Je-li to splnéno, pak existuje pravé jedna rovina resici
tlohu.

V posledni kapitole udava presné podminky, kdy je tloha fesSitelna; dusled-
kem je, ze FeSeni existuje pouze ve dvou specidlnich pripadech:
1) kdyz jedna sténa Gty¥sténu je rovnoramennym trojihelnikem a dihed-
ralni thel pfi zédkladné tohoto trojuihelniku je pravy,
nebo
2) kdyz jedna sténa Ctyfsténu je rovnoramennym trojihelnikem a di-

hedralni thel mezi osou thlu pfi jeho vrcholu a hranou proti jeji za-
kladné je pravy.

Préice obsahuje jesté zajimavy dodatek, v némz Birkenmajer upozornuje
na to, Ze tento geometricky problém lze pfevést na problém algebraicky: na
zkouméni polynomialni funkce.

Birkenmajer své feseni, které zaslal do soutéze, nikdy nepublikoval. Zustalo
v rukopise, psané polsky, a tak se o ném matematickd vefejnost nemohla
dozvédét. Ani David Hilbert tedy nemohl védét, Ze problém objemu jehlanu,
ktery zaradil do svého seznamu na tfeti misto, byl uz vytesen.
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