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10. VYSLEDKY K CVICENIM
[ )

1. Uvod
1.n22.n(n+ 1) 3.—;-71(71 +1)2n+ 1)
1 n n
4, ?n(n—l— 1)(n + 2). 5. Il 6. Wil
7. Pron=1 je 5"t1 4 62~1 = 3]; 50+ D+1
+ 620+ 1)—-1 — 5(5n+1 + 62"‘1) 4+ 31.6>-1,

3. Jiné formulace

2. Pron=1,2a pron = 4. 4. Existence Cisel s a ay,
Ay ..., a: Pron=1jes=0ag, =1 Zavérzn
na n+t+1:n+1=a10°4+ ... 4+ g+ 1. Je-li
ay-+1 < 10 neni co dokazovat, je-li a, + 1 = 10 jsou
dvé moZnosti: @) ¢ + 1 =10pro ¢ =0, 1, ..., s;
f) existuje R =s tak, %¢ a4+ 1=10 pro i <k a
ax + 1 < 10. V pifipadé a) n + 1 = 10**!, v piipadé B)
n+1=a,10°+a,_; 105~ + ... 4 (ar + 1) 10*. Exis-
tence je dokdzdna. Jednoznacnost podobné jako v ptikl. 2.
Viz jeSté cvié. 19. 6. 137 = 27 4 23 4 1, stru¢né 10001001.
B.agx)=2—x3+2%r(x)=5;b) ¢g(x)=x,rx)=
= 2x? — x. 14. Necht existuji ¢;, 7, a g, 7,. Potom r; —
— ry=d (g, — ¢1). Kdyby ¢,— ¢, nebyl nulovy polynom,
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byl by v této rovnosti mnohoclen na pravé stran& vyssiho
stupné neZ mnohoClen na levé strané. Je tedy ¢, = ¢,
atimir,=r, 15.p(x)=(x—a) g(x) + r(x). r(x) je
bud nula nebo mnohoclen nultého stupné. V kazdém
piipadé je r(x)=c¢, kde ¢ je dislo. Tedy p(x) =
= (x—a) q (x) + ¢. Dosazenim x =a je p(a) =c, Cili
px)==(x—a) g +£(a) 17. a)2,3,-3. f) 1,
—1,2,3,—-3.9)3(1 +iy3). 19.n=10m +ayanam
Ize wZit indukéniho pfedpokladu m = a, 16! + ... + a,.
Dosazenim za m do n = 10 m 4 a, dostdvime tvrzeni.

4. Piiklady z algebry

2. n=1 zfejmé. Oznadme A, = Ja2 + ... + as% Ba=

=8+ ... F b Ze zname nerovnosti 2xy = x24y?
plyne 2¢n+1 n+1 A B, = by1® As® + anyy B Jest
(@15, + ...+ anyq basy)? _(a1b1+"'+a’lbﬂ)2+

+ 2(1,;+1 bn+1 (al bl + PP + an bn) + a,.+12 bn+12 = A"ZB'.2 +
+ 2an+1 bn+1 A, B, + a2n+1 b2n+1 = Anz B, + bn+12 A2 +
+ @n1® Ba? 4 @ni® buyy® = (4n® + @ai1?) (Ba® + bnis?)

a+ ...+ an
n

3.5+ 5+ 7 Z il zs

4. Nejsou-h si viechna x; rovna, plati v (5) ostrd nerovnost.

5. Je-lig = 0 musi zfejm€ a; = g, = ... = a, = 0. Je-li
a, a

> 0, e— —I——= a—.—=...—=1

£>0,] + 24 2 2 2 >

ztoho%=%=...=ﬂ=1,éﬂiv§echnaa,-isou stejnd,

6. s=0:prok=1zlemé; 2*x =a, ... + am,
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- x —_—
2%y = agr 49+ ...+ Gk +1, —2!—y z Jxy;

s + 0: doplnime polet ¢lent na 2*,

2k_,
(2*-s)a=a; + ... + “2’°—"g = e e,
a + . —zkazk—s e ]/al—k_,as, z toho plyne
a<g.

9. Ctverec o strané 6. 11. Oznaéme x polomér podstavy,
y vsku. Potom y = 2 |6 —x% V =2rx2 |6 — 22

Objem bude nejvéEtsi, kdyZz bude nejvétsi 2 = %4 6 — %)=

_ 6 X 2 26— x kterd

=33 (6 — x?). Soulin ti Eisel - oy 8 6 — x%, které
2 2

maji soudet 6, bude nejvetsi, jestliZe 5 = % =6 — x?

z toho x2 =4, x =2,

12. Bud v vyska kuZele, » polomér zikladny, x polomér
podstavy viélce, y vy3ka vélce. Z podobnosti trojuhelniki

plyne y = ; (r — x). Objem V = nTv x® (r — x). Soufin

tH sel > 7 r — x (jejichZ soulet je r) bude nejvétsi,

23

jestlize 7=—2—==r—x,éilix=%r.
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5. Indukce v geometrii

2. Necht 7 rovin déli prostor na #» (n — 1) 4 2 &sti.
n + l-ni rovinu oznacme n. Rovina = protind kaZzdou
z ptedchozich rovin v pfimce a tyto pfimky rozdé¢luji = na
2n dutych dhla (pfiklad 1). Kazdy z téchto dutych uhli
rozd€luje jednu z Casti prostoru, na které prvnich # rovin
déli prostor, na dvé Cisti. Celkem tedy 7 A4 1 rovin dé&li
prostor na n(n — 1)+ 2+2n=n(n+ 1)+ 2 dZast.
4. Postupujte jako v ptikladé 5 a stdhnéte tsecku 11 (resp.
22) na bod. 5. Mé&jme na ptimce n + 1 tsecek #;, u,, ...,
#n4,. Podle indukéniho pfedpokladu existuje bod, ktery
leZi ve vSech useCkich uy, u,, ..., un. Spoleénou C4st use-
Cek 1y, %y, ..., %, 0Znalme u. u je bud bod nebo usecka.
Ptedpoklidejme nyni, Ze¢ » nemd spoletny bod s #s;.
Potom existuje bod A, ktery leZi mezi u a u,,. AvSak kazdd
z usecek uy, Uy, ..., 4 obsahuje u a né&jaky bod z %, . 4,
musi tedy obsahovat bod A, tj. 4 patii do u. Tento spor
dokazuje, Ze u, .., md spoleny bod s  a tento bod je spo-
le¢ny bod viech tselek uy, 1y, . . .5 Un 1.

7. Dvojitd indukce

1. Utvofme mnoZinu pfirozenych &sel M takto: Cislo ¢
patii do M, jestlie t = k2 + n a T, , neplati. Pfedpokla-
dejme, Ze M je neprazdnd—odvodime spor. Bud 7, nejmensi
prvek z M, pak existuji 2, a n, tak, Ze 1, =k, + 1y a
Tiosn, Deplatl, Je ky>1,7m5> 1. Je-linyni r =%, a s=n,
a alespoil v jedné z téchto nerovnosti plati ostrd nerovnost
jer + s < ty, tedy T, , plati (podle definice Cisla t,). Podle
II plati Tj,,», — spor.
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