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1. UvoD
[ ]

V této kniZce se velmi Casto setkame s pfirozenymi Cisly.
Jsou to Cisla
1,2,3,....

Znalost pocitani s pfirozenymi Cisly (pravé tak jako zdkladn{
poznatky o délitelnosti) budeme piedpokladat. Ctenite
zajimajiciho se o soustavné vybudovini teorie pfirozenych
¢isel od uplného zaditku musime odkizat na knizku Bed¥fi-
cha Pospisila ,,Nekone¢no v matematice™ [1]*).

V matematice se setkdvdme s tvrzenimi**), ktera zéviseji
na pfirozeném Cisle. Takovymi tvrzenimi jsou napf.:
1. Pro ptirozené cislo 7 je Cislo 2n+-1 Eislo liché.
2. Pro pnrozene Cislo 7 je &islo 2n+1 &slo sudé.
3. Je-li n pfirozené Cislo, neni 5n°+1 tGplny Ctverec (ti
neexistuje pnrozene islo k tak, Ze 5n2+1 = k2).
4. Souget ¢tvercl dvou po sOb& nésledujicich phrozenych
C¢isel zmenSeny o jednu je délitelny Ety¥mi.
5. Pro ptirozené &islo n plati vzorec

1,1, 1 1 n
R R AT S s |

*j Viz t&2 [2] a [3] v seznamu literatury na konc knihy.

**) Zde uZivime slova tvrzeni v ponékud jiném smyslu, neZ jste
zvykll ze $koly u matematické vity, kterd mé pfedpoklady a tvrzeni.
Pro nés v této kniZce bude tvrzenim néjaki (gramatickd) véta. Viz
k tomu ptiklady 1-—5.



Abychom nemusili vidy opakovat, Ze pismeno » (resp.
k) oznaluje pfirozené Cislo, umluvime se, Ze pismeno 7
(resp. k) bude v této kniZce vzdy oznacovat pfirozené &islo.
Pak miZeme napf. prvni tvrzeni kratéeji vyslovit: Cislo
2n + 1 je liché. A podobné u dal¥ich tvrzeni.

Prvni tvrzeni je ziejmé pravdivé pro kaidé n, druhé je
zfejmé nepravdivé, Ale jak je to s dalS$imi? Vezméme tfeti
tvrzeni a dosazujme postupnézan = 1,2, ...:

512+ 1= 6,
5.224+1=2],
5.4+ 1=81=9%

Vidime, Ze pro n = 4 je 522 + 1 = 81, tj. je to plny
&tverec, tvrzeni 3 tedy neni sprivné. Mohli bychom si sice
poloZit otdzku, pro kterd # je Cislo 5n% 4 1 dplny Ctverec,
ale to by nis odvedlo od naseho tématu, a proto se spoko-
jime s tim, Ze tvrzeni 3 neplati pro vSechna 7.

Vysetfujme nyni Ctvrté tvrzeni a opét postupné dosa-
zujme za n pfirozena Cisla;

2412 1= 4,
2y22_ 1= 12
4243 1= 24,
52 4 42— 1= 40,
62+5—1= 60, .
72462 — 1= 84,
82+ 72— 1 =112,
92 1 8 _ 1= 144,
102 4 92 — 1 = 180.

Vidime, Ze tvrzeni je sprdvné pro prvnich deset pfiro-
zenych Cisel. MiiZeme z toho usoudit, Ze plati pro vSechna
pfirozend &isla ? Pochopitelné, Ze nikoli. To bychom si poci-
nali jako Clovek, ktery desetkrit za sebou potka na cesté do
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price svého pfitele N a potom tvrdi: ,,Po cely Zivot kazdy
den rano budu potkavat na cest¢ do prace svého pfitele N.“
Maime sice privo se domnivat, Ze tvrzeni 4 plati, ale chce-
me-li zaruéit jeho platnost, musime je dokdzat. Jak provést
dikaz?

Predpokiddejme, Ze Cislo n® + (n + 1)* — 1 je délitelné
ctyfmi (to je,jak vime,splnéno pron =1, ..., 9), a zkusme
potom dokdzat, Ze (n+ 1* -+ (n+ 2)2 — 1 je délitelné
CtyFmi. Podafi-li se to, usoudime, Ze tvrzeni 4 je spravné pro
vSechna pfirozend n; nebot naSe tvrzeni plati pron =1,
..., 9; ale plati-li pro 9, plati i pro 10, plati-li pro 10, plati
ipro 11 atd. Zbyva tedy dokdzat, Ze z délitelnosti Cisla n®+
+ (n+ 1)> — 1 Ctyfmi vyplyva délitelnost Etyfmi Cisla
(n+ 1%+ (n+ 22 — 1. Ztejmé je

Ai=n+ 124+ n+22—-1=
n4+m4+12—1+4 4n + 4.

A, je souctem dvou Cisel n2+ (n 4 1> — 1 a 4n + 4,
z nichZ kaZdé je délitelné ¢tyfmi [prvni podle pfedpokladu
a druhé proto, Ze 4n 4+ 4 = 4 (n -+ 1)]; je tedy samo déli-
telno ¢tyfmi.

Viimnéme si, Ze pii dikazu bylo nepodstatné to, Ze jsme
ovéfili platnost vySetfovaného tvrzeni pro prvych deset
pErozenych Cisel ; staCilo si vSimnout, Ze tvrzeni je spravné
pro n = 1 a potom dokazat vétu vytiSténou kurzivou.

Metodé€ dukazu, které jsme pouZili, se fikd dikaz mate-
matickou indukci (asto se uZiva téZ terminu Uplnd induk-
ce). SpocCiva na této vété:

Matematicka indukce. Jestlize T, je rvrzeni zdvislé na
prirozeném Clsle na

I Taplatipron=1a



I1. z platnosti T, vyplyvd platnost Tni1,*)
potom T, platt pro viechna piirozend n.

Diikaz matematickou indukci sestdvd tedy ze dvou
krokld. Z ovéfeni platnosti tvrzeni pro n = 1 a z dikazu
véty II. Druhé &isti (dikazu véty II) se Casto Fika zdvér
z n na n + 1. Dikazem véty o matematické indukci se
budeme zabyvat v pfitim ¢linku. Nyni uZijeme matema-
tické indukce na nékolika pfikladech a ukdZeme si dileZi-
tost obou ¢asti I1 II.

Piiklad 1. DokaZme spravmost tvrzeni 5 na str. 5 pro
viechna n. Oznalme

1 1 1
"=12Vz3t o tamEy
Mame dokézat platnost vzorce
. n
i | )

pro viechna »n. UZijme matematické indukce. Vzorec (1)
plati pro n = 1, nebot

~1_1
"E127 7
Necht (1) plati pro pfirozené &slo #. Mdme dokdzat vzorec
s _n+ 1.
"t T 42 )

*) UZivame umluvy, Ze pismenem n oznaujeme pfirozené &islo.
Pfesndji bychom II. mé&li vyslovxt takto: je-li 7z libovolné pn.rozené
&dslo a Ty, platd, potom platf i Tp 4.
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Ziejmé je
Saay = 50 & 1 o on 1
LT 4+ D) +2) n4+ 1T a4 Dt 2)

Upravou mime

)
ST GE D0+ 2)

To viak je jiZz vzorec (2). Dikaz je hotov.

Piiklad 2. Oznaéme ¢z, =14+ 2 + ... 4+ n a dokaZme

41
= "(—"2—) )

Vzorec je zfejmé spravny pro n = 1. Pfedpoklidejme (3)

a vypoltéme Zp4;:
Iny1 = tn+n+l= (n+1)(n+2)

To je vzorec (3), kde misto # je dosazenon + 1, a pravé to
jsme méli dokazat.

P¥iklad 3. Uréeme vzorec pro soucet
ra=134+28 438 4 ... 4 nd

Vzorec pro r, se pokusime uhddnout tim, Ze vypolteme
7+ pro nékoiik prvnich n. Potom uZijeme uplné indukce.
Mime

T1 = 1,

7‘2 = 9 = 32,

r— 36= 6, @)
7 — 100 = 102,

rs — 225 — 15



Z toho usuzujeme, Ze r, je asi Gplny Ctverec, tj. r, == &2,
V jakém vztahu je ¢islo % k Cislu n? ProhliZzime-li pozorné
vzorce (4), vidime, Ze &isla na pravych strandch jsou soucty
indexti u pfedchazejicich Cisel r4. Skutecné

14+2= 3,
1+2+4+3= 6,
1+2+3+4=10,
1+2+3+4+45=15.

To nés vede k domnénce, 2e k=1+2+ ... + n, tedy

2 2

(podle plikladu 2) & — "—(”;—1) take 7, =f—(”4Ll).

DokaZme to uplnou indukci. Domnénka je sprdvnd pro
n =1 (dokonce pro n =1, 2, ..., 5). VypoCtéme 744 ,.
Ziejmé je

2
tasr="1n+ (n+ 1= (n+ 1)2(%+n+1)=

AR A+ (e D 2R
) 4

Diikaz je hotov.

Ptiklad 3 je do jisté miry pro pouZiti indukce typicky.
Véta o matematické indukci nim nic nefikd o tom, jak
objevit novou poucku ¢&i vzorec. Novy poznatek (v nasem
ptipadé vzorec pro souet 13 + 23+ ... 4 n®) zjistime
zpravidla pokusy (které nemusi byt ihned tsp&$né) a mate-
matické indukce uZijeme pouze k dikazu.

Toho, kdo by se domnival, Ze nenf tfeba pouZivat iplné
indukce a Ze postati pfesvéd¢it se o platnosti n&jakého
tvrzeni T, zavislého na Cisle # pro dostatené velky pocet
piirozenych cCisel, snad pfesv&d¢i o nespravnosti tohoto
ndzoru nésledujici pfiklady.
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Ptiklad 4. Rozklddejme mnohotlen x* — 1 pro riizné ».
Dostaneme

x —1=x—1,
2—1l=x—-Dx+1,
B—l=xx—-—1DG+x+1),
M—1=w—Dx+ 1)+ 1),

M —1=(x— D +x*+x2+ x4 1)

Pfi tom tvofime jen takové rozklady, v nichZ koeficienty
jednotlivych Cinitela jsou cela Cisla. Zdalo by se, Ze koefi-
cientyjednotlivych ¢initelii rozkladu jsoubud + 1, nebo —1.
To vsak neni pravda. TéZko bychom to zjistili postupnym
dosazovanim za 7 a rozkladem, protoZe teprve pro » = 105
ma mnoho¢len x* — 1 v rozkladu ¢initele, jehoZ koeficient je
—2.

Pfiklad 5. Zvolme ptirozené ¢islo 2> 1 a vySetfujme ne-
rovnost

kn+ 1} 1
a jeji zvlastni pfipad pro & = 5,
5n 4+ % 1
St T (6)

Kdybychom postupné dosazovali za # Cisla od 1 do 500,
zjistili bychom, Ze nerovnost (6) je spravnd. Neplati viak
pro viechna n. Skute¢né, podle obvyklych pravidel pro
poditéni s nerovnostmi (52 — 4 > 0) dostaneme

3125> 51— }
&lin < 625,1.

Tato nerovnost je ekvivalentni s nerovnosti (6). Tedy
k tomu, abychom postupnym dosazovianim zjistili, Ze ne-
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rovnost (6) neplati pro viechna n, museli bychom dosazovat
ptirozena Cisla aZ do Cisla 626. To by jisté byla velikd prace
a pfitom zbyteénd. Podobné bychom zjistili, Ze nerovnost

(5) je splnéna pro viechna n < k*-! % Je-li 2 dost velké

(napf. £ = 100), je Cislo na pravé strané posledni nerov-
nosti nesmirné veliké (napk. pro £ = 100 je to ¢islo o 199
cifrich pfed desetinnou Cirkou), mohli bychom cely Zivot
postupné dosazovat pfirozena Cisla od 1 pocinaje a nabyt
uplné chybného presvédceni, Ze nerovnost plati pro viechna

n

Ptiklad 5 je zajimavy jesté v jednom sméru. Mysleme si,
Ze n&jaky na§ ,,odpurce” stile jeSté vé, Ze neni nutné
uZivat matematické indukce, ale Ze staCi ovéfit jeho plat-
nost pro dosti velky pocet pfirozenych Cisel. Tohoto ,,0d-
purce® ,,porazime* takto: Zeptame se ho, pro kolik pfiro-
zenych Cisel tedy staCi provést zkouSku. On fekne tieba pro
tisic. My se jen pousméjeme a ukdZeme mu nasledujici p¥i-
klad vyvracejici jeho tvrzeni. Nerovnost (5) je pti 2 = 6

splnéna pro viechnan << 65 4 é =777 6,083. Toznamen4, Ze

prvnich tisic zkousek nestaci, nebot nerovnost (5) je spravna
pro prvnich tisic pfirozenych lisel, ale neplati pro viechna
n. A tu tfeba n4§ odpiirce namitne: Cislo tisic bylo malé, ja
sam takové ¢islo nezndm, ale moZna, Ze existuje. My mu
viak neumoZnime Cestny ustup z bojiSté, nybrZz ho pora-
zime na hlavu tim, Ze ukiZeme, Ze at si zvoli jakkoli velké
ptirozené &islo N, vidy najdeme % tak, Ze nerovnost (5)
bude splnéna pro viechna » < N, ale nebude spilnéna pro
viibec viechna #. K tomu zfejmé stadi zvolit % tak, aby
kF1 4 2Lk> N, a to je vidy moZné.

Abychom dovrsili nase vitézstvi nad na$im odptrcem,
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poznamendme jeSt€, Ze nakonec je i pohodln&j§i provést
dikaz indukci neZ providét velky pocet zkousek a Ze cely
spor jsme s nim vedli jen proto, abychom ukizali, Ze jeho
stanovisko je zdsadné nesprdavné.

Ukazali jsme si, Ze pfi pouZiti matematické indukce by-
chom se mohli dopustit hrubé chyby, kdybychom nedo-
kazali bod II. Nelze viak pfi dikazu vynechat ani bod I.
O tom nas poudi nasledujici pfiklady, v nichZ ,,dokiZeme**)
(tim, Ze zapomeneme ovéfit I) zfejmé nespravné tvrzeni.

P¥iklad 6. Cislo 2z + 1 je sudé. Predpokladejme, Ze
an = 2n + 1 je sudé. Vezméme Cislo an 4, = 2 (n D+
+1=2n+41-+ 2. To je sudé, nebot je soutem dvou
sudych Cisel, Cisla 2 a ¢isla 2n + 1 (posledni Cislo je sudé
podle indukéniho piedpokladu). Dikaz je hotov.

ledo by se asi nedopustll omylu z prlkladu 6 u tak jed-

vvvvvv

Pfiklad 7. Cislo 2% 4 3% je délitelné &islem 73.
Provedme zdvér znnan + 1:

23+ 1) 4 34+ 1) = 8 (2% 4 3n) 4 73,34, )

To je soudet dvou Cisel, z nich? ka?dé je délitelné ¢islem
73 (prvni podle indukéniho pfedpokladu). Véta je dokdzana.

Ve skuteénosti je pravy opak spravny. Cislo 23 4 34n
pro Zidné pfirozené » neni délitelné 73. To si dokdZeme,
tentokrit jiz bez chyb, matematickou indukci.

Pro n =1 je 2% | 3% = 89 a toto Cislo neni délitelné
73. Tvrzeni je sprivné pro n» = 1. Udifime zavér z » na
n + 1. Pfedpokladejme, Ze 2%% 4+ 3% neni délitelné Cislem
73 a vySetfme Cislo 23 +1)  34@ + 1)) To podle rovnice(7)
je souétem dvou &isel, z nichZ prvé podle indukéniho pfed-

*) Pochopitelné nespravné.
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pokladu neni délitelné &islem 73 a druhé ziejmé Cislem 73
délitelné je. Tedy toto Cislo 23+ 1 4 34 +1) nemiiZe byt
délitelné 73, c. b. d.

Cvideni

Vypoététe (vzorec dokaZte matematickou indukci).

2244464 ...+ 2n

TR LIS SR

#1.242.343. 44 ..+ ... +n(m+1).
111 1

M atistsat o tmooearn
1 1 1

“i5ts5et T @mH @D

7. O Doka’te, Ze pro kazdé n je Cislo 57+! + 621 dé-
litelné &islem 31.

8. Doka’te: Souclet tietich mocnin tfi po sob& nasleduji-
cich ptirozenych cisel je délitelny 9. (Postup je ob-
dobny dikazu tvrzeni 4 str. 5.)

9. Soudin dvou po sobé ndsledujicich pfirozenych ¢isel je
délitelny dvéma.

10. Na zdkladé cviceni 9 dokaZte znovu, aviak bez po-
uZitf matematické indukce, Ze soucet ¢tverct dvou po
sobé ndsledujicich pfirozenych Cisel zmenseny o jednu
je délitelny étyfmi. (Névod: n2 + (n + 12 — 1 =
=2n(n+ 1))

11. Soulin tfi po sobé nésledujicich pfirozenych Cisel je
délitelny Sesti.
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12. Dokaztea) 1 —- 22432 — 42 ... 4+ (—1p-n? =

= (~1ypa A D) )

B)1 4 3%+ 5%+ ...—|—(2n—1)2=
_n@Cn—1D0Cn+1)
= 5 .
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