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10. ALGEBRAICKE
ROVNICE

Uloha 10.1. Zistite, ¢ méi kvadratickéd rovnica
22+ 8 .2+ 9 =0
redlne korene.
Riedenie. Diskriminant tejto rovnice je
D=8 4.7 9°
UkédZeme, Ze D < 0; na to odhadujme
g2 - 4929 — qealt - q2ald _ g2aMS _ ge@Bf _
=70 7 g P9
teda D < 0 a rovnica nem4d redlne korene. [J
Uloha 10.2. Dokaite, %e kvadratickd rovnica
5% 22+ 6%.x + 4% =0
m4a dva rézne redlne iraciondlne korene.
Riedenie. Diskriminant tejto rovnice je
D=6 —4.5" 4" > 6.6".6" —4.5".4¢ >0,

teda rovnica ma redlne korene. Tieto korene sl racionédl-

ne prave vtedy, ked |/ D je racionélne (a teda prirodzené)
¢&islo, t. j. ked D je stvorec. UkdZeme viak
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(6 —1) < D <(6*}.
Pravé nerovnost je zrejméd a na dékaz lavej stadi uvdZit
(6" _ 1]’ < 6% 6“ < 6"" _ 61‘“5"‘ —
=6 —6.6".6¢ <6 —4.5". 44 = D.

Teda D lezf medzi dvoma po sebe idiicimi &tvorcami, &iZe
nemoéze byt stvorec. Preto si korene danej rovnice ira-
ciondlne. (J

Uloha 10.3. Dokéite, Ze kvadraticks rovnica
6.2+ Mz 48" =0
mé dva rozne redlne iraciondlne korene.
Riedenie. Diskriminant tejto rovnice je
D=m7%"_4.6"8" 40" —4.48"
Aby sme dokézali D > 0, musime dokédzat

49y
| [4_8] >4
Na to stadf odhad
49 )" 1y’ g°
[E) =(1+4—8) >l+ﬁ>4'

Teda plati D > 0 a rovnica mé dva redlne korene. Eite
treba dokdzat, Ze tieto korene nie sii raciondlne. Na to
stadf ukdzaft, Ze ]/D je iraciondlne éfslo, teda Ze D nie je
Stvorcom. Na to uréime D MOD 5. Pretofe ¢(5) = 4,
9°MOD4 =1 (a 49, 48 nie si ndsobky 5), plati
D MOD5 = (49'— 4.48Y) MOD 5 =(4— 12) MOD 5= 2.
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Aviak 2 je kvadraticky nezvyfok modulo 5, preto D
nie je Stvorec. [J

Ulohs 10.4. DokéZte, Ze rovnica
(1 7.8 +8%.28 + 9.2+ 10 =0
mé prive jeden redlny koreii.

Riedenie. Oznadme f(x) Iavi stranu rovnice (1). Funk-
cia f(z) redlne premennej z je spojitd, /E‘—IO"l .) <0
a f(0) > 0, teda rovnica (1) mé redlny korefi (medzi
—10""° & 0). NemdZe mat viac reslnych korefiov, pre-
toZe funkcia f(z) je rastiica.

Jej derivicia
f@=37.2+282z+9
je totiZ kladnd, pretoZe f(0) > 0 a rovnica f'(z) = 0 md
diskriminant
(2.8 —4.3.77.9° <88 9 <0,
teda nem4 redlné korene. [J

V niekolkych dalsich tlobhdch sa budeme zaoberaf
rovnicou (1) a jej korefimi. Pokial budeme pracovat
s komplexnymi &islami, nebudeme vidy terminologicky

rozliSovat tieto &isla a ich obrazy v rovine komplexnych
&fsel.

Uloha 10.5. DokéZte, e obrazy korefiov rovnice (1)
z predchéddzajicej dlohy nie si vrcholy rovnostranného
trojuholnika.

Riedenie. Odvodime nutni podmienku na to, aby ko-
rene rovnice

(2) A2® + B + Cz + D =0
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boli vrcholy rovnostranného trojuholnfka a potom uké-
Zeme, Ze rovnica (1) ju nespliia. Nech korene z,, z,, z,
rovnice (2) sd vrcholy rovnostranného trojuholnika

at =% (z, + z, + x,) je jeho taZisko. Cisla z, —¢,

z; —t, z; — ¢ maju rovnaké absohitne hodnoty a ich
amplitudy sa liSia o ndsobky 120°. Ich tretie mocniny sa
potom navzédjom rovnaji, preto x,, x,, Z, 84 pre nejaké
komplexné éislo u korene rovnice (z — t)® = u, teda po
dprave

8 — Jx® 4 3trx — (12 4+ u) = 0.

Rovnica (2) je A-ndsobkom poslednej rovnice (pretoe
obe tieto kubické rovnice maji rovnaké korene), a teda
—A.3% =843 =C,—A.(t* +u) = D.

Preto
B = (4.3t)* = 34.4.3t*2 = 34C.

Nédjdend nutnd podmienka B2 = 34C v pripade rovni-

ce (1) déva
.88 = 3.7 9%,

éo zrejme neplati, napriklad preto, Ze lava strana je
pirna a prava neparna. Teda korene rovnice (1) nie si
vrcholy rovnostranného trojuholnika. O

Nutnd a postalujica podmienka na to, aby korene
rovnice (2) boli vrcholy rovnostranného trojuholnika, je

B = 34C a BC # 94D.

Pridanie druhého vzfahu zabezpeduje, Ze (2) je kubicka
rovnica (t. j. 4 # 0), a Ze nem4a trojndsobny koreri.

V nasledujicej Glohe ukdZzeme, Ze trojuholnik, ktorym
sme sa zaoberali, je ,,skoro rovnostranny‘‘.
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Uloha 10.6. Dokézte, e velkosti uhlov trojuholnika
s vrcholmi v korerioch rovnice (1) z dlohy 10.4 sa lfSia
od 60° 0 menej ne% 1",

Riedenie. Nech korene rovnice (1) st a, b + ic, kde a,
b, ¢ sl redlne éfsla, ¢ > 0. (Tu uZ vyuZivame rieSenie
tlohy 10.4.) Oznadme

a8 0 1010

S ==

Zo vztahov medzi korenimi a koeficientmi normovanej
kubickej rovnice (ktori dostaneme z (1) predelenim

&slom 77") méme
a—+2b =—R, 2ab + b 4 c2 =8,
a.(b® 4 ¢?) = —T.
UvaZovany trojuholnik je rovnoramenny, so ziklad-

fiou kolmou na redlnu os a hlavnym vrcholom a. Nech
velkost uhla pri hlavnom vrchole je 2a. Potom tg a=

¢t 1 3t—(b—a)
b—ap 3 3(b—ap
_ 4.(3¢2— (b—a)?)

T 3.(2b—2a¢

Aviak ¢ = 8 — 2ab — b2, 2b — 24 = —R — 3a, a pre-
to
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1 4.(35 —6ab— 3b* —b* + 2ab —a?) _

tgta— 3 = 3.(—F — 3y
_ 4.(38—4b*—4ab—a?) 4.(3S—(2b +a)) _
3.(R + 3a) 3.(R + 3a
_ 128 —4Rr
" 3.(R + 3ap®
Platf

90 =77 s-asi
195 — 4R — 12.9%.7 4.8 >

72-77

99’ - 8"95"

>0

1
a preto tg? a —3 > 0. Na odhad z druhej strany naj-

prv odhadneme éislo a; na to oznad¢fme f(x) lavii stranu
rovnice (1); z tlohy 10.4 uZz vieme, Ze f(x) je rastica
funkcia redlnej premennej z. Platf

S 1/7] =7"(-T + R.T/T‘ﬁ—s.i/T +7T)=
— 8’8,(101010)2”.(777)'2’3 _ 9,0 .'(10‘010)1/3.(7,1)-1/3 -
> 101" — 1041 > 0 = f(a),

3 _
a preto a < — VT . Dalej plati
Ry — g 737 gl g7 o qqut? 77"

3 —
a preto R < VT . Z dokézanych vzfahov vyplyva
3 [ T
IR + 3a| 23.]a) —R >3.|T—R >2.|T.
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Preto plat{

tgra Lo 125 —4R 128
2 - — ==
3TRE A T LY

St

< 10%°.1.107%" < 1010,

101" )—z/n _ g '(7,7)-1/:! ( lomloJ—m <

Spolu méme
tga >0 0< tg’a—% < 10710,
a z tychto nerovnosti Iahko zistime

1 1
V3 <tga < V3 +

1
Pl'et:oie O < a<< 90°, tg 300 = W a
tg 30° + tg 0,5"
1 — tg 30°.tg 0,56”

tg (30° + 0,5") = > tg 30° +

" 1 T 1 -10

+ tg 0,5” > V§ + 2180 607 = V§ + 10710,
mdme 30° < a < 30° 4 0,5, teda velkost 2a uhla pri
hlavnom vrchole je medzi 60° a 60°0'1"". Potom velkosti
uhlov pri zédkladni si medzi 59°59'59,5"' a 60°, teda tieZ
sa li%ia od 60° o menej nez 1.

Odhad v tlohe 10.6 sme dosiahli s velmi velkou re-
zervou; na miesto jednej uhlovej sekundy mohla byt
v jej texte napriklad triliéntina ublovej sekundy bez

toho, aby sa rieSenie muselo podstatne zmenit.
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Nasledujtica tloha sa dd vyrieS§if rovnako ako ulohy
10.4 az 10.6, preto ju nechivame na riesenie ditatelovi.
(Pritom bod b) vlastne nemusi robit, ak vyriesi bod c)
tak ako bola rieSend tloha 10.6.)

Uloha 10.7. UvaZujme rovnicu
(3) M. + 8la? o+ 9z 4 10! = 0.

a) Dokazte, Ze rovnica (3) m4a prive jeden redlny korefi.
b) Dokéite, Ze obrazy korefov rovnice (3) v komplex-
nej rovine nie sit vrcholy rovnostranného trojuholni-

ka.
c¢) Uréte uhly tohoto trojuholnika s presnostou +1".

Uloha 10.8. Dokazte, %e redlny korefi rovnice (1)
z ulohy 10.4 je iracionalny.

Riedenie. Predpokladajme obratene, Ze rovnica (1)
mé racionalny koren a : je jeho zikladny tvar (t. j.
reZ, s€ P, D(r,s) = 1). Po dosadeni do (1) a vyna-
sobeni s® dostdvame
(4) 770 + 8 0% 4 99 xs? + 10053 = 0.

Vsetky Gleny okrem prvého si nasobkami ¢isla s, a preto

aj prvy ¢len je nisobkom s, t. j.

s77.73, Avsak D(r,s) = 1, a preto s.7". Rovnako

mozno dokazat aj r 10, Z tychto vatahov a z toho,

e redlny koren rovnice (1) je ziporny, vyplyva.
r=—2m5" s="T7

pre nejaké celé éisla m, n, p také, zZe

0=m =109 07 <1010 0<p =7
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Ak plati 0 <n << 102, tak n + 1 < 2n,n + 1 < 1010,
a preto 5°*1 deli kazdé z &isel 77" .73, 8% .72, 101" g3,
Potom aj 5°*1'9% rs2, ale 519 5ts (pretoze 5|r),
a teda 5"*!|r, Go je spor.
Preto » = 0 alebo = = 10
Upiné obdobne, ak plati 0 < m < 1019, tak 2’"“]9”'.7'32,
ale 21 9°, 2¢s a teda 2m*1|y, €o je spor. Preto m = 0
alebo m = 10,

Teraz pocitajme modulo 3. KedZe m, n sk péarne
a7 = 1 (mod 3), plati

r=—2m5"=—1.1=—1(mod3), s =17 =

= 1 (mod 3).
Z rovnice' (4) potom dostdvame
1.(—1)8 +1.(—1)2.1 + 0.(—1).12 4+ 1. 13 =
= 0 (mod 3),

teda 1 = 0 (mod 3), a to je spor. Preto rovnica (1)
nem4 racionalny korei. 0

Akonahle sme zistili, Ze plati n = 0 alebo = = 1019,
mohli sme spor so (4) dostat tieZ nasledujicimi odhadmi:

Ak n =0, tak r = —2“"0, a potom
778 4 89 g2 4 99 pg2 o 1OV 3
> 77,2300 | g g0 o1 27 4 o0
> — 9310 4 g 77 geeteiteedl gt
> — 9132418 __ 93.5.10° + 101%° >
> — 1o420° __ g8’ 4 gt 5 g
Ak n =10 tak — 10"’ <r < — 59, 4 potom
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77 .90 4+ 8% 2% 4 9% s o+ 101782 <
< — 775019 4 g 10219 77 4 0 4 100777 <
—— ]”.7740-0“-8-1010 + 1080'2-1010477 + O + 1010“’03.77 <
< — 102084107 + 102003107 + lomol.xo" < 0.

Teda (4) neplati, a preto rovnica (1) nemé raciondlny
koreh.
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