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8. OLOHY
S FAKTORIALMI

V tychto tlohéch sa budi okrem iného vyskytovat
faktoridly faktoridlov. Budeme ich znaéif opakovanim
vykriénfka, bez priddvania zdtvoriek. (Teda n!! u nds
znamena (n')!.)

Uloha 8.1. N4jdite najvadsie prirodzené &islo z, pre
ktoré plati

!t < 100",
Riedenie. Plati
1211 < 10°! < (1091 = 101 < 101",
Na druhej strane podla Stirlingovho vzorca =! >
> [2)", a preto
e
1311 > (4.109)! > (L0%)+10° — gmee® |10t
Teda hladané &islo je z = 12.

Uloha 8.2. Nijdite najvadsie prirodzené &islo x, pre
ktoré plati

2! < 300"

Riedenie. UkdZme najprv, Ze pre x = 15 uZ plati opaé-
na nerovnost; na to staéi ukazaf, ze

log (15!!) > 2019 ]og 30.
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PretoZe log 30 < 1,478 a 20'° = 1,024.10'3, staéf doka-
zovat
log (15!!) > 1,024.1,478.103,

Plati viak
15! > 1,3076.102 a 1,024.1478 < 1,514,

teda stadi dokazovat
log (1,3076.1012!) > 1,514.1013,

Zo Stirlignovho vzorca vyplyva

log n! > n.log%
a preto

12
log [(1,3076.101)1] > 1,3076. 1012, log >0 0- 10

> 1,3076.10'2.11,6821 > 1,52.10" > 1,514.101.

Teda é&fslo z = 15 uZ ilohe nevyhovuje.
Pre x = 14 plati

141! < 1011 < (101! = Joue10l? o200 _
= 10" < 30",
HIadané é&islo teda je z = 14. [

Doékaz nerovnosti < 15 bol ovela ndrodnejsi neZ
dékaz nerovnosti z = 14. Je dost pravdepodobné, Ze
pri samostatnom riedenf tilohy by ¢itatel najprv nasiel
nerovnosti * < 16, z = 14 a k sprivnej nerovnosti pre
¢éislo 15 by prisiel aZ po niekolkych pokusoch. Neuspesné
pokusy vsak nie je potrebné v definitivnom riedenf uvd-
dzaf.
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Uloha 8.3. N4jdite najvadsie prirodzené é&slo z, pre
ktoré plati

x!! < 10™

Riedente. Plati log 34! > 38,47, a teda 34! > 2,9.10%,
Preto

1 y9¢r .
B> (%] > (102)2010% > 1g0f0 > 08'010%
= 10800% — jow*,

a teda r < 34. Na druhej strane log 33! < 36,94, teda
33! < 10%, a preto

3311 < 33188 (1081)1037 < 1010°10% < 102019 _
= 100",

a teda 2 = 33. Preto 2 = 33. [
Uloha 8.4. Zistite, na kolko niil kondf &fslo 1988!.

Riedenie. Exponent prvoéisla 5 v rozklade &fsla 1988!

je
1988 | [ 1988 ] | 1988 | 1988
5 T | Tz | e | T

=397 +79 + 15+ 3 = 494,

exponent prvodisla 2 je vadsi (napriklad preto, Ze
1988 > 494]. Preto 1988! je delitelny &fslom 10494,
no nie 104, g teda konéi (v dekadickom zdpise) 494 nu-
lami. [J
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Uloha 8.5. Nidite najmensie prirodzené &islo z také, Ze

10|z,

Riefenie. Pre = musi platit 2:°°|z! a 5‘°l°|a:!; vyuZi-
vajme najprv druhi podmienku. Exponent prvoéisla 5
v &fsle z! je

z 4 2
H+[2—51 |125]+ <5t atimt

4 b

a preto %> 10!*, teda x > 4.10°, Oznadme y =

= 4.10 a pocitajme exponent prvoéisla 5 v rozklade
ésla y!. Dostaneme ho ako stiet patndstich ¢isel, z kto-

rych prvé je I-";— = 8.10° a ka¥dé dalsie vznikne z pred-

chidzajiceho celo¢iselnym delenim piatimi. (Podet ¢&fsel
nemusime dopredu uréovat; jednoducho ich prestaneme
tvorit, ked by zaéali vychddzaf nuly.) Tento exponent
vyjde 9999999997. Exponent prvoéisla 5 v &fsle x! mé
byt o 3 viédsi, éize x > y, a v rozklade éisla

T+ D)yt ... =)z

sa musf prvodislo 56 nachddzat s exponentom (aspori) 3.
Prvé tri Cinitele napravo delitelné piatimi sd y + 5,
y+ 10, y + 15 (a pritom 25%(y + 5), 26 (y + 10),
teda naozaj potrebujeme tfi linitele). Preto musi byt
z2y+15=4.10° 415 Pre z =4.10° + 15 jeo
5|21, a zrejme aj 2'9"°|z! (naprfklad preto, Ze plati
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x

3 10“’], a teda aj 10"""|z!. Teda hladané islo je

z = 4.10° 4 15 = 40 000 000 015. O

—

Uloha 8.6. Najdite posledné tri &islice &isla 1000! pred
jeho koncovymi nulami.

Riedente. Najprv uréime podet mil na konci 1000!.
Tychto nil je

1000 1000 ‘1000 1000
5 25 125 625
!
Preto naSou ilohou je vlastne uréif ¢islo x = —li(())(zlg

MOD 1000. VyuzZijeme pritom rozklad 1000 = 23.5% =
= 8.125, uréime najprv ¢&isla x MOD 8, « MOD 125
a z nich potom z.

Pretoze 225¢1000!, zrejme plati x MOD 8 = 0. Na uréo-

!
vanie x MOD 125 uré{me najprv ¢&islo 1—(5)% MOD 125.
Pritom budeme vyuzivat vzorec
(5k + 1).(5k + 2).(5k + 3).(5k + 4) =
= 24 (mod 125)

pre kaidé k€ Z (ktory sa lahko overi roznisobenim
Tavej strany). Zostdvajice éisla deliteIné piatimi kratime
s pitkami v menovateli. Postupne dostivame (pocéitame
modulo 125):

1000! 200! 40!

- 200
5249

= ST 94200 9440 U0
24 50 5o
8!
= 24200.24“’.249.31— = 24248 ,24.6.7.8 =
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— 24250 14 = (25— 1)250. 14 = (—1)250_ 14 =
= 14 (mod 125).

Znova poditajme modulo 125.

Platf
1000! 1000! 1000!
= '*low‘ = 2300.W = 251, 5240 = 251.14 =
= 250,28 = 245.28 = (256 — 1)5.28 = —1.28 =

= 97 (mod 125).

T z = 97 + 125y pre nejaké celé éislo y; pritom
0 <y <17 pretoze 0= =< 999. Vieme viak
zMOD 8

97 + 125y = 0 (mod 8),
5y = —1 (mod 8),
y = 3 (mod 8).

Teda y = 3, a potom z = 97 + 3.125 = 472. Posledné
trojéislie é&fsla 1000! pred jeho koncovymi nulami teda
je 472. O

Uloha 8.7. Uréte zvysok pri delenf &sla 1000! &fslom
1009.

Riedente. 1009 je prvoéfslo, a preto podla Wilsonove;j

vety
1008! = —1 (mod 1009).

Odtial postupne dostdvame
8
1000!. I (1000 + §) = —1 (mod 1009),
(L)
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1000!. .ﬁ, (i — 9) = —1 (mod 1009),
1000!.40320 = —1 (mod 1009),
1000!.(—40) = —1 (mod 1009),
1000!. (—9080) = —227 (mod 1009),
1000! = 782 (mod 1009).
Teda hladany zvy#ok je 782. ()

Uloha 8.8. Uréte zvydok pri delenf &sla 1000! fslom
1007.

Riedente. Plati 1007 = 19.53|1000!, teda hladany
zvysok je 0. [J

Uloha 8.9. Nech z, y st kladné reslne &sla také, Ze
= = 3, — 3,

Zistite, ktoré z ¢&isel z, y je vatdie.

Riedenie. Zrejme z> 1, y > 1. Oznalme 4 = =,
B = .1/"", C = y®. Najprv ukd’ieme y < 3. Skutoéne,

C = 31! = 72011 < 72070) < (720™0)™™ _
— 7207”721 < 729,,.121 — 3._,‘-721 < 3".72108 <
<3 <

Teraz stadf uvaZif, ¢ umocfiovanie je pre argumenty
vidie nez 1 monoténna operécia. Teraz ukidZeme sporom
y > z. Keby bolo y < z, tak B < 4 a potom
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AW

a to je spor. (Vyuzili sme zrejmi nerovnost 4 =9
a Stirlingov vzorec.) [J]
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