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6. DELITELNOSŤ 

Úloha 6.1. Dokážte, že 

43|3aS + 4 4 \ 

Rieáenie. Výpočtom podia modulu 43 s využitím malej 
Fermatovej vety dostáváme 

33® 4** = 3 « 425« MOD 42 - 3 3 8 i * 44 = 

= 33. (—5)6 + 256 = 753 — 2 = ( - 1 1 ) 3 — 2 = 

= — 1 1 . 1 2 1 — 2 = — 1 1 . (—8) — 2 = 86 = 

= 0 (mod 43), 

teda 43|3a8 + 44 \ • 

Úloha 6.2. Dokážte, že 

7319»9 + 10l°10. 

RieSenie. Použijeme malú Fermatovu vetu. Dopředu 
si vypočítáme čísla 

u = 9» MOD 72, v = 1010 MOD 72, 
pričom využijeme rozklad 72 = 8.9 a nesúdelitelnosť 
čísel 8, 9. Platí 

u MOD 8 = 9® MOD 8 = 1, u MOD 9 = 9» MOD 9 = 0. 
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Z druhého vztahu (a z nerovnosti 0 u < 72) vyplývá 
u = 9k pře nějaké celé číslo k, 0 ^ k < 8. Dosadením 
do prvého vztahu dostáváme 9k MOD 8 = 1 ,k = l(mod 
8), a teda k = 1. Preto u = 9. Pre číslo v platí 

v MOD 8 = 1010MOD 8 = 0, 
»MOD 9 = 1010MOD 9 = 1. 

Z prvého vztahu (a z nerovnosti 0 ^ v < 72) vyplývá 
v = 8k pre nějaké celé k, 0 ^ k < 9. Dosadením do dru-
hého vztahu dostáváme 

Hk MOD 9 = 1, 8/fc = 1 (mod 9), k = 8 (mod 9), 

a teda k = 8, v = 64. 
Teraz budeme počítat modulo 73 

9** -)- l O 1 " 1 0 = 9»*MOD72 _)_ JQ10 , 0MOD72 _ 

= 9» + 10«« = 9* + 100" = 9» + 27»* = 
= 729s + 729" = (—1)» + (—l) u - 0 (mod 73), 

a teda 7319** + ÍO1®10. • 
Odteraz nebudeme výpočty obdobné výpočtom čísel 

u, v rozpisovat tak podrobné. Poznamenáváme, že u sme 
mohli Tahšie vypočítat využitím vztahu 9* = 9 (mod 72); 
len z inštruktívnych dóvodov sme dali přednost váeobec-
ne použitelnému postupu. 

t loha 6.3. Dokážte, že 

89 | l l l i n + 121*1*. 

RieSenie. Platí 

l l1 1 MOD 8 = 3, 11» MOD 1 1 = 0 , 

odkiaT Tahko zistíme 11» MOD 88 = 11. 
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Obdobné 
1212 MOD 8 = 0, 12li MOD 11 = 1, 

odkiar vyplývá 12" MOD 88 = 56. Ďalej počítá jme 
modulo 89; platí 

H l l " _)_ 1 2 , í W = ll" l lMOD88 _j_ |212,8MOD88 _ 

= ll»1 + 12s« = 11» + 144" = 11» + 55« = 
= 11».(1 + 5**. II1 ') = 11".(1 + 625'. 11.121«) = 

= 11».(1 + 2'.11.32«) s 11».(1- +'39.11.256s) = 
= 11».(1 + 39.11.(—II)5) = 11».(1 —39.11«) = 
= 11».(1 — 39.1331«) = 11».(1 — 39.(—4)2) = 

= 11».(—623) = 11".0 = 0 (mod 89). 

Teda platí 8 9 | l l » u + 12"12. • 

Úloha 6.4. Dokážte, že 

ll |1313 , s + 14"u . 

Rieienie. Počítajme modulo 11, s využitím malej Fer-
matovej vety: 

J 3 l 3 U 1 4 l « 1 4 = 1 3 1 3 I 3 M O D 1 0 J 4 1 4 1 4 M O D 10 _ 

= 13» + 14« = 2» + 3« e= 8 + 5* = 8 + 3 = 
= 0 (mod 11), 

a preto 11113"18 + 14mM. • 

Úloha 6.5. Dokážte, že 

1111101®10 + l l » " . 
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RieSenie. Označme A číslo vpravo od znaku dělitel-
nosti. Pretože 111 = 3 . 3 7 (a 3, 37 sú prvočísla, teda 
D(3, 37) = 1), stačí dokazovat 'i\A, 37\A. Najprv počí-
tajme modulo 3. Platí 

101®10 + l i 1 1 " = 11010MOD2 2"UMOD2 _ 

= 1 + 2 = 0 (mod 3), 
a preto 3\A. Pře prvočíslo 37 najprv uvážme, že platí 

1010 MOD 9 = 1 , 1010 MOD 4 = 0, 

a preto 1010 MOD 36 = 28. Obdobné 

11» MOD 9 = 2» mod • MOD 9 = 5, 
11» MOD 4 = 3, 

a preto l l 1 1 MOD 36 = 23. Teraz počítajme modulo 37; 
platí 

JQlO10 J I « » = 101O1OMOD36 ]lll»MOD36 _ 

= 1028 + l l 2 3 = 10.1000® + 1 1 . 1 2 1 » = 

= 1 0 . 1 9 + 1 1 . 1 0 » = 10 + 1 1 0 0 . 1 0 0 0 3 = 

= 10 + 1100 = 1110 = 0 (mod 37). 
Preto platí 371A. Predtým sme zistili 3|^4, spolu teda 
máme 111 \A. • 

t loha 6.6. Dokážte, že 
4831444 + 5®6. 

RieSenie. Označme A číslo vpravo od znaku dělitelnos-
ti. Pretože 483 = 21.23 = 3.7.23 a 3, 7, 23 sú prvo-
čísla, stačí dokázat 3|^4, 7|A, 23|^4. Výpočet modulo 3 
dáva 

A = l*4 + 25<ÍMOD2 = 1 + 2 = 0 (mod 3). 
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Výpočet modulo 7 dáva 

A f j 4«4M«nn 4- 5 - ^ 0 0 8 _ 44 55 = 

- (—3)4 — (—2)s = 81 — 32 = 49 - 0 (mod 7). 

Nakoniec, výpočet modulo 23 dáva 

A = 4'4MOD 22 5.r,6MOD 22 _ 414 55.25^00 22 _ 

= 41 4 + 5S.32MOD22 = 22 8 M O D 22 4" 5*MfOI)22 = 

= 2« + 51 = 64 4- 5 = 69 = 0 (mod 23). 
Pretoplatí 3 1 , 1\A, 2 3 | ^ , a t e d a a j 3.7.23 = 4831.4. • 

Úloha 6.7. Dokážte, že 

17 | 22® 4- 3A3. 

Riešenie. Počítajme modulo 17, s využitím malej 
Fermatovej vety. Platí 

2«4 4. 3»® = 24 4- 327M01> 14 = 16 4- 311 

16 • 9.273 = 16 4- 9.103 = 16 + 90.100 = 
= 16 + 5.(—2) = 6 (mod 17), 

teda 17 t 2®2 4- 3aS. • 

Úloha 6.8. Dokážte, že 

33S + 4** t 44* + 5s6. 

Rieáenie. V úlohe 6.1 sme zistili, že platí 43| 3"3 4- 44*. 
Teraz ukážme, že 43 I 444 + 58&. 
Najprv zistíme 

5S MOD 42 = 125.25 MOD 42 = 
= (—1).25 MOD 42 = —25 MOD 42 = 17. 
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Teraz počítá jme modulo 43 a s využitím malej Ferma-
to ve j vety. Platí 

4:** 5 ' 5 = 4*4MOD 42 55®MOD 42 _ 44 5I7 _ 

= 256 + 25.1255 = 256 + 25. = 
= 256.(1 — 25.4) = 26 (MOD 43). 

Teda 43 I 4<4 + 5 sB , a tým skór 3s3 + á** i 44' + 5"s. • 
Samozrejme, úplné riešenie úlohy 6.8 by sa nemálo 

odvolávat na úlohu 6.1. Prvočíslo p = 43 sme mohli 
„uhádnut", resp. nájst postupným výpočtom čísel 

+ 44*J MOD p, ale výpočty pře p < 43 nemusíme 
v konečnom nesení uvádzat. Uviedli by sme len výpo-
čet pre p = 43, t.j. v podstatě odpísali riešenie úlohy 6.1. 

tíloha 6.9. Dokážte, že 

8®8 + 9** \ 9®8 + 10Iffll°. 

Riešenie. Počítajme lavú i pravú stranu podTa modu-
lu 5, s využitím malej Fermatovej vety. Platí 

g88 9 » ® = 38®MOD 4 4»*MOD 4 _ 30 4 1 _ 

= 1 + 4 = 0 (mod 5), 
90» + 1 0 ioM = 9»® = 41 = 4 ( m o ( i 5 ) . 

Teda platí 5|8B® + 9®8, 51 9®8 + 101"10, a preto 

8®8 + 9®9 \ 9®9 + 1010~°. • 

Niekolko nasledujúcich úloh necháváme čitatelovi ako 
cvičenie. 

Úloha 6.10. Dokážte, že 

1313ls + 14M" \ 14"m + 15"". 
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Úloha 6.11. Dokážte, že 

12"12 + 131S,S | 13i,1!l + 1414". 

Úloha 6.12. Dokážte, že 

11"" + 12 I í l l t 1212" + 13»". 

Úloha 6.13. Dokážte, že 

5*5 + 64 ' \ 6®* 4 

Úloha 6.14. Dokážte, že 

6* + 77? í 77' + 88'. 

Posledně tri úlohy neodporúčame riešit bez použitia 
samočinného počítača. Este viac by sa takéto odporú-
čanie týkalo nasledujúcej úlohy, keby sme pře ňu nemali 
celkom iný postup. 

Úloha 6.15. Dokážte, že 

77? + 8®8 t 8®8 + 9**. 

Riešenie. Číslo vpravo možno písat v tvare o2 + 62, 
kde o = 84 , b = 3'" sú nesúdelitelné celé čísla; preto 
nemá žiadneho prvočinitela tvaru 4k + 3. Číslo vIavo 
však je tvaru 4 i + 3, a preto má aspoň jedného prvo-
činitela tohto tvaru. (Prvočíslo 2 nepřichádza do úvahy, 
a súčin Tubovorného počtu prvočísel tvaru Ak + 1 je tiež 
tvaru 4k + 1.) Preto platí 

77? + 8®8 \ 8®8 + 99'. • 

Rovnakým postupom možno vyriešiť aj nasledujúce 
dve úlohy. 
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Úloha 6.16. Dokážte, že 

2* + 3®3 \ 9®e + 10,ol°. 

Úloha 6.17. Dokážte, že 

6*9 + 7'71 88" + 9°°. 

Úloha 6.18. Dokážte, že 

6"a + 8®8 t 77? + 9®". 

Rieáenie. Označme A číslo vlavo, B číslo vpravo od 
znaku \. Zrejme 2**\A, a teda stačí dokázat 2*' \ B. Na to 
počítajme podia modulu 128 

7'7 = (8 — 1)7? = — 7 7 ' ( 7 ?
9 ~ -8» + 7 ' .8 — 1 = 

= —64 + (77 MOD 16). 8 — 1 = —64 + 
+ (7.49" MOD 16).8 — 1 = —64 + 7.8 — 1 = 

= —9 (mod 128), 

9®* = (8— 1)*' = 9 * ' ( 9 >
9 ~ .8' + 98 .8 + 1 = 

= 0.64 + (9® MOD 16).8 + 1 = (9.81* MOD 16). 
.8 + 1 = 9.8 + 1 = 73 (mod 128). 

Preto platí 

B = —9 + 73 = 64 (mod 128), 

teda 128 | B, a tým skór 2*\| B, teda aj A \ B. • 
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