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6. DELITELNOST

Uloha 6.1. Dokaste, Ze
43|3*° + 4¢*,

Riedenie. Vypoltom podla modulu 43 s vyuZitim malej
Fermatovej vety dostdévame
33 4 g4' — 327 4 4eeMOD 42 — 33 16 | 44 =
=3.(—58+256=153—2=(—11P—2=
=—11.121— 2 = —11.(—8) — 2 = 86 =
= 0 (mod 43),

teda 43|3* + 4. O

Uloha 6.2. Dokazte, Ze
73|9°° + 10",
Rielenie. PouZijeme mali Fermatovu vetu. Dopredu
si vypocitame ¢isla
u = 9°MOD 72, v = 10"°MOD 72,

pridom vyuzijeme rozklad 72 = 8.9 a nestdeliteInost
&isel 8, 9. Plati

«MOD8 =9°MODS8 =1, «uMOD 9 = 9°MOD 9 = 0.
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Z druhého vzfahu (a z nerovnosti 0 < u < 72) vyplyva
u = 9k pre nejaké celé ¢&slo k, 0 < k < 8. Dosadenim
do prvého vztahu dostdvame 9k MOD 8 = 1, k = 1(mod
8), a teda k = 1. Preto u = 9. Pre &fslo v plati

v MOD 8 = 101°MOD 8 = 0,
vMOD 9 =10°MOD 9 = 1.
Z prvého vzfahu (a z nerovnosti 0 < v < 72) vyplyva

v = 8k pre nejaké celé k, 0 < k < 9. Dosadenim do dru-
hého vzfahu dostdvame

8cMOD9 =1, 8k =1 (mod?9), k = 8 (mod 9),
ateda k = 8, v = 64.
Teraz budeme politat modulo 73
9 1 101" = gosop72 | JQro'®woD 7z _
= 9% 4 10% = 9% 4 100% = 9° 4 27% =
— 7295 4 72916 = (—1)® + (—1)! = 0 (mod 73),
a teda 73|19 + 10°°. O
Odteraz nebudeme vypolty obdobné vypodtom ¢Eisel
u, v rozpisovat tak podrobne. Poznamendvame, Ze » sme
mohlilahsie vypoéitat vyuZitim vzfahu 92 = 9 (mod 72);

len z in§truktivnych dévodov sme dali prednost vieobec-
ne pouZitelnému postupu.

o010

Uloha 6.3. Dokéite, %e
go|11m" 4 19122

Riedente. Plati
11MMODS8 =3, 11MMOD 11 =0,
odkial Tahko zistime 111 MOD 88 = 11.
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Obdobne

122 MOD8 =0, 122MOD 11 =1,
odkial vyplyva 122 MOD 88 = 56. Dalej poéitajme
modulo 89; plati

1t L p912!* — ) n'l'mopss | 1912'*MoD s
= 11" 4 125 = 111! 1442 = 1111 | 55% =
= 111 (1 4 5%.1117) = 1111, (1 + 6257.11.121%) =
= 11" (1 4 27,11.,32%) = 111 (I 4 39.11.256%) =
1M (1 4 39.11.(—11)%) = 1112 (1 — 39.11%) =
= 1111, (1 — 39.1331%) = 11 (1 — 39.(—4)?) =

— 1111,(—623) = 1111.0 = 0 (mod 89)
Teda plati 89|111" 4 12122,

Uloha 6.4. Dokiite, Ze
11]138" 4 14M%,

Riedente. Poéftajme modulo 11, 8 vyuZitim malej Fer-
matovej vety:

133" | 141 = 1319"mop 10 | jquttmMoD 10
=132 4+ 140 =23+ 38 =8 4+ 52=8 + 3 =
= 0 (mod 11),
a preto 11133 1 144"
Uloha 6.5. Dokéite, Ze

111]10%" 4 111",
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Riedenie. Oznaéme A é&islo vpravo od znaku delitel-
nosti. Pretoze 111 = 3.37 (a 3, 37 si prvodisla, teda
D(3, 37) = 1), stadi dokazovat 3|4, 37| 4. Najprv poéi-
tajme modulo 3. Plati

100" L It = po8opz | on'monz _
=1+ 2 =0 (mod 3),
a preto 3|A. Pre prvodislo 37 najprv uvdime, Ze plati
101 MOD 9 =1, 101 MOD 4 = 0,
a preto 101 MOD 36 = 28. Obdobne
1111 MOD 9 = 21 M0 6 MOD 9 = 5,
1111 MOD 4 = 3,

a preto 1111 MOD 36 = 23. Teraz pocitajme modulo 37;
plati

101" + 111 — j010*®oD 38 + 111 Mon 36 _
= 102 4+ 112 = 10.1000° +- 11.121" =
= 10.1° 4+ 11.10"! = 10 + 1100.1000% =
=10 4 1100 = 1110 = 0 (mod 37).
Preto plati 37| A. Predtym sme zistili 3|4, spolu teda
mame 111|4. O

Uloha 6.6. Dokaite, Ze
483|44* 4 5°,
Riedenie. Oznadme A é&islo vpravo od znaku deliteInos-
ti. Pretoze 483 = 21.23 = 3.7.23 a 3, 7, 23 8l prvo-

¢isla, stadi dokdzat 3|4, 7|4, 23| 4. Vypoéet modulo 3
déva ‘

A =14 4 25%oD2 — | | 2 = 0 (mod 3).
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Vypocet modulo 7 ddva
A =: 4+*Mopa + 55°MODe _ 44 455 =
i (—3)8 — (—2)5 = 81 — 32 = 49 == 0 (mod 7).
Nakoniec, vypocet modulo 23 ddva
A = g¥'Mop 2 | 5fMoD22 _ 414 4 gs2sPMoD22
— 414 | 5o9°MOD 22 . 92MOD 22 | 5eMOD 22
=26 4 51 = 64 + 5 = 69 = 0 (mod 23).
Preto plati 3|4, 7|4, 23|4,atedaaj3.7.23 = 483|4. O
Uloha 6.7. Dokdite, Ze
17422 + 3%
Riedenie. Pocitajme modulo 17, s vyuZitim malej
Fermatovej vety. Plati
922 + 3% — o 4 32MOD 16 _ 16 4 311 —
=164 9.277 =16 4+ 9.10° = 16 + 90.100 =
=16 4+ 5.(—2) = 6 (mod 17),
teda 17422 + 3. O

Uloha 6.8. Dokaite, e
37 4 4 et L 55

Riedenie. V tlohe 6.1 sme zistili, Ze plati 43]3”a 4 44,
Teraz ukdZme, Ze 43 t 44 + 5%
Najprv zistime

5°MOD 42 = 125.25 MOD 42 =
— (—1).25 MOD 42 = —25 MOD 42 = 17.
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Teraz poéitajme modulo 43 a s vyuZitim malej Ferma-
tovej vety. Plati

48 | 58 = gs'Mop ez | 5fmoD ez _ g4 4 F17
= 256 + 25.1255 = 256 + 25.(—4)5 =
= 256.(1 — 25.4) = 26 (MOD 43).

Teda 43t 44 + 5 | a tym skor 3%° + 44 144 1 58°. O
Samozrejme, Gplné riesenie dlohy 6.8 by sa nemalo
odvoldvat na ilohu 6.1. Prvoéislo p = 43 sme mohli

,;uhddnut’, resp. ndjst postupnym vypoétom d&isel
(3 + 4*)MOD p, ale vypotty pre p < 43 nemusime

v koneénom riefeni uvddzat. Uviedli by sme len vypo-
det pre p = 43, t.j. v podstate odpisali rieenie dlohy 6.1.

(uoha 6.9. Dokazte, e
8%° 1 99° o9 | ou°

Riedenie. Poéitajme lavi i pravid stranu podla modu-
lu 5, s vyuZitim malej Fermatovej vety. Plati

8%° 4 99°= 3s®moD« | go®moD4 _ 30 | 41 —
=14+ 4 = 0(mod 5),
9 + 100" = 0 = 41 = 4 (mod 5).
Teda plati 5/8%° + 9°°, 519° + 10", a preto
8 + 049" + 10",

Niekolko nasledujicich iloh nechdvame &itatelovi ako
cvidenie.

Uloha 6.10. Dokéite, Ze
1381 4 1404t gt 5t
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Uloha 6.11. Dokite, Ze
12171 | 130" 130 4 e,

Uloha 6.12. Dokézte, Ze
LD bl B PIUNES 1L

Uloha 6.13. Dokéite, Ze
55 1 6°p6* 4 77,

Uloha 6.14. Dokiite, ze
6 L 77T 48

Posledné tri dlohy neodporidame riefif bez pouZitia
samodinného poéitaca. Este viac by sa takéto odpori-
¢anie tykalo nasledujicej dlohy, keby sme pre iiu nemali
celkom iny postup.

Uloha 6.15. Dokéazte, Ze
77 4+ 8% 8% 4 90,

Riedenie. Cislo vpravo mozno pisat v tvare a® - b2,
kde a = 8*%", b = 3* s nestdeliteIné celé ¢isla; preto
nemé Ziadneho prvodinitela tvaru 4k + 3. Cislo vlavo
viak je tvaru 4k + 3, a preto mé aspon jedného prvo-
¢initela tohto tvaru. (Prvocislo 2 neprichadza do ivahy,
a 8iéin lTubovolného poétu prvoéisel tvaru 4k + 1 je tieZ
tvaru 4k + 1.) Preto plati

7 1818 Lo O

Rovnakym postupom moZno vyrieSit aj nasledujice
dve tlohy.
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Uloha 6.16. Dokazte, Ze
22t | 3%} 99° | 100

Uloha 6.17. Dokéite, e
6° + 777} 8%° 4 9o,

Uloha 6.18. Dokiite, Ze
6°° + 8° 477" 1 o,

Riedenie. Oznaéme A é&islo vlavo, B ¢islo vpravo od
znaku §. Zrejme 2%°| A, a teda stadi dokdzat 2¢° t B. Na to

poditajme podla modulu 128
7 [
7T =(8—1) = —%—l—).sz +7.8—1=

=—64 + (77MOD 16).8 — 1 = —64 +

+(7.49°MOD 16).8 —1 = —64 + 7.8 —1 =
= —9 (mod 128),

. o 9°.(9°—1) _

P ="T e e8] =

= 0.64 + (9°MOD 16).8 + 1 = (9.81¢ MOD 16).
.8 +1=29.8+1=173(mod 128).

Preto plati
B =—9 + 73 = 64 (mod 128),

teda 1284 B, a tym skor 2¢°t B, teda aj At B. O
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