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5. POSLEDNE CISLICE
MOCNIN

Pripominame, e pod poslednymi &islicami nejakého
prirodzeného ¢&isla vidy myslime posledné &fslice jeho
dekadického zapisu, pokial vyslovne neuvedieme iny
zdklad. Ani pri zmene zdkladu viak nemenfme vyznam
éislicOaz 9.

Uloha 5.1. Nijdite poslednii &islicu &isla A = 41234567,

Riedenie I. Indukciou dokdzeme, Ze pre kaidé n € N
konéf 42#*! &fslicou 4. Pre n = 0 to zrejme plati. Ak uZ
vieme, Ze 42**1 kondf ¢&islicou 4,'t. j. Ze plati 422" =
= 4(mod 10), tak Tahko zistime (poditame modulo 10)

4:m*D¥1L — 428*1 16 = 4.6 = 4 (mod 10),

teda aj 420*1)*1 konéf ¢&islicou 4. Tym je do6kaz indukciou
ukonéeny. Podla prive dokazaného tvrdenia, ktoré
pouZijeme pre n = |1234567/2| = 617283, kondf aj 4
Gislicou 4. [

Riedenie 11. DokdZeme, Ze 10|(4 — 4). Pretoie A je
pérne, plati 2{(4 — 4), a treba este dokdzaf 5|(4 — 4).
Potitajme modulo 5

A—4 = (—1)34567 _ 4 — ] 4=
= —5 = 0 (mod 5),
teda skutoéne 5|(4 — 4). Potom 10|(4 — 4), a teda 4
koné{ éfslicou 4. [J
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Této uloha bola takd lahkd, Ze ju &itatel zaiste vedel
vyrie8it spamati. Pravdepodobne pritom postupoval
podla prvého rieSenia, ale indukciu urobil intuitivne:
v&imol si pravidelné striedanie &islic 4, 6 v postupnosti
mocnfn §tvorky. Uvedené rieSenia, najma prvé z nich
mali skdr upozornit &itatela na princfpy, ktoré sim po-
uzfiva, neZ naudif ho niedo nové. V daliich tlohdch uZ
nevypisujeme riesenia tak podrobne.

Uloha 5.2. Néjdite poslednii &fslicu &sla B = 74567890,

Riesenie. Cfsla 7, 10 si nestdelitelné, ¢(10) = 4,
a preto podla Eulerovej vety plati (poéitame modulo 10)

B = 74567890 MOD ¢ — 72 = 9 (mod 10).

Teda posledn4 é&fslica &isla B je 9. [J
Uloha 5.3. Najdite poslednii #slicu &sla ¢ = 131",

Riedenie. PouZijeme Eulerovu vetu a poéitame modulo
10

C = 31" — g17"%0p+¢ _ 310D« _ 31 _ 3 (mod 10).
Teda posledné &fslica &isla C je 3. [

all

Uloha 5.4. N4jdite poslednt &fslicu &fsla D = 1718

Riedenie. PouZijeme Eulerovu vetu a poditame modu-
lo 10. Platf

D = 7is¥"Mon s _ 73137 'MOD 230 ¢ _ mslMoD 4 _
= 73 = 3 (mod 10).
Teda hladand posledns &fslica je 3. (J
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Nechime ditatelovi na rozmyslenie, Ze vysledok by sa
nezmenil, keby sme k ,stvorposchodovej mocnine*
ktorou je dané éislo D, na dalsie ,,poschodia‘ pmdall
napriklad 9, 7, 5.

Uloha 5.6. Nijdite posledné dvojdislie &fsla 7198,

Riedenie. Treba vlastne uréit 7%¢¢ MOD 100. |
PretoZe 7* MOD 100 = 2401 MOD 100 = 1, plati
71986MOD 100 = 7449+2MOD 100 = (74 MOD 100)1°¢,
.(7t MOD 100) MOD 100 = 14%_49 MOD 100 = 49.
Teda hladané posledné dvojéislie je 49. (J
Keby sme hladali posledné dvojéislie &isla 71988, vyslo

by ndm obdobnym vypoétom &slo 1; hladané dvojéislie
by potom bolo 01.

Uloha 5.6. Nijdite najmensie celé kladné &islo n také,
ze

327%*1 = 327 (mod 1000).

Riedenie. Pretoze D(327, 1000) = 1, je uvedend kon-
gruencia ekvivalentnd s kongruenciou

327% = 1 (mod 1000).

Tito kongruencia je zasa ekvivalentnd so systémom
kongruencii

327 = 1 (mod 8), 327* = 1 (mod 125);

tu sme vyuZili rozpis 1000 = 8.125, pricom (8, 125) =
= 1. Druh4 kongruencia diva

(1) 77 = 1 (mod 125).
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PretoZe ¢ (125) = 100, podla Eulerovej vety dostivame
7719 = 1 (mod 125).

Preto najmensie kladné rieSenie » kongruencie (1) je
delitefom é&isla 100. Cislo n vSak nie je delitelom é&isla 20
ani éfsla 50, pretoZe (poéitame modulo 125)

779 — (75 4+ 2) = [210].75.2m 4 2% = 0 4 (29) =
= 242 = 76 &= 1 (mod 125),
779 — (15 + 2)%0 = [510].75.2" 4250 = 0 4 (20)5 =
= 245 = (25— 1)s = + [f].25.14— 15 =

= —1 == 1 (mod 125).
Teda najmensie kladné riesenie kongruencie (1) je n =
= 100, a to zrejme vyhovuje aj prvej kongruencii (tej
vyhovuje kazdé pédrne prirodzené n). Teda n = 100 je a)
rieSenim ulohy. (O

Uloha 5.7. Dokéite, e neexistuje celé kladné &islo n
také, ze 7516n*! konéi Stvorcislim 7516.

Riedenie. Plati 4|7516, 8|42, a teda 8|7516%*! pre kazdé
celé kladné n. Avsak Ziadne &islo kondiace Stvordislim
7518 nie je deliteIné 6smimi. (]

Uloha 5.8. Urtite poslednych Sest &fslic &sla 4 =

- 5013"01”‘

Riedenie. Treba uréit &islo A MOD 10¢, a na to najprv
uréfme 4 MOD 2%, 4 MOD 5% Pretoze D(5, 64) =1

61



a ¢ (64) = 32, podla Eulerovej vety plati 532 = 1 (mod
64), a potom zrejme aj A = 1 (mod 64). Dalej zrejme
plati 5%| 4, a preto pre B = 4 MOD 107 plati

B = 1(mod 64), B = 0 (mod 15625)

(mocniny 2%, 5% sme vypocitali). Tieto kongruencie
spolu s nerovnosfou 0 < B < 10% jednoznaéne uréuja B.
Z druhej kongruencie vieme B = 15625c pre nejaké
celé ¢islo z; Tahko zistime 0 < r < 64. Dosadenim do
prvej kongruencie dostdvame

15625z = 1 (mod 64),
92 = 1 (mod 64),
—63z = —7 (mod 64),
z = 57 (mod 64),

teda vzhladom na nerovnost pre r dostdvame x = 57,
a potom

B = 57.15625 = 890625.
Teda posledné Zestéislie &isla A je 890625. [
Kongruenciu pre r sme mohli tiez upravif takto
52 =1 (mod 64),
x = 5% (mod 64),
58¢ = 5%2 (mod 109).
Pretoze B = 5%, plati
B = 5%MOD 10¢ = 25!5MOD 10¢ =
= 625°MOD 10¢ = 390 625*MOD 10¢ =
= 890 6252 MOD 10°® = 890 625.
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V poslednom vypoléte sme potrebovali paf umocnenf
na druhii, pretoZe 32 = 25. Jedno (a to posledné) umoc-
nenie sme si mohli usetrit pomocou vzfahu 5! =

(mod 64), ktory sice nevyplyva z Eulerovej vety, ale
Tahko ho dostaneme napriklad z binomického rozvoja

pre (4 + 1)t.
Uloha 5.9. Urédte posledné trojéfslie &fsla 4 = 9*°.

Riedenie I (s tabulkami). PretoZe ¢(1000) = 400, bu-
deme potrebovat 9° MOD 400. Priamo z tabuliek zisti-
me, %e posledné S&tvordislice &isla 9° je 0489, teda
9° MOD 400 = 89. Potom plati (poé¢itame modulo 1000)

A = 98 = 3178 = 33 (336)F = 27.707% =
= 27.1015.75 = 27.501.807 = 27.307 =
= 289 (mod 1000).

Teda A4 MOD 1000 = 289, ¢o je hladané posledné

trojéislie. (J

Poznamenajme, Ze namiesto ¢(1000) = 400 sme mohli
uvazovat A(1000) = 100, teda 91 = 1 (mod 1000). Ex-
ponent 89 by sme tym viak neznfZili.

Riedenie 11. Najprv zistime 9°MOD 100.
Poéitame modulo 100 a pouZivame binomicku vetu, pri-
¢om ndsobky 100 uz vynechavame.

9% = (10— 1)°* = [?].10—1 = 89 (mod 100).

ot 1]
Teraz Tahko zjistime posledni éislicu éisla [92 ), pretoze

(poéitame modulo 10)

M ow—1
[2]_9. o = 9.4 = 6 (mod 10).
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Dalej znova pouiivame binomicki vetu, ale poditame
modulo 1000:

9 = (10— 1) = —(9;). 100 + [9;). 10—1=

= —600 + 890 — 1 = 289 (mod 1000).

Teda posledné trojéislie &isla 9% je 289. ]
Iny moZny postup by bol uréit, Ze

A MOD 125 = 39, AMODS8 =1
a pomocou tychto hodnét uréit 4 MOD 1000.

Uloha 5.10. Urite posledné trojéislie &isla B = 8%°.

Riedenie. VyuZijeme rozklad 1000 = 125.8. Aby sme
mohli ur¢if B MOD 125, uréime najskor 88MOD 100.
Plati (poditame modulo 100)

8% = 64¢ = 4 0962 = (—4)* = 16 (mod 100).
Preto (teraz poditame modulo 125)
B = 88%MoD100 — gl8 _ 248 _ 2568 = @% —
= 2162 = (—34) = 1 156 = 31 (mod 125).
Potom plati
BMOD 1000 = 31 + k.125
pre nejaké celé &islo k; zrejme 0 < k < 7. PretoZe
(BMOD 1000) MOD 8 = BMOD 8 = 0,
méame
31 + k.125 = 0 (mod 8),
5k = 1 (mod 8),
k = 5 (mod 8),
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a teda k = 5. Potom
B MOD 1000 = 31 + 5.125 = 656.
Teda hladané posledné trojéislie &isla B je 6£6. []

Uloha 6.11. Uréte posledné trojéislie &sla C' = 7°°.

Riedenie. Budeme poéitat C MOD 1000, priéom vy-
uZijeme Eulerovu vetu pre moduly 8 a 125 a skutoénost,
Ze

nan(p(8), p(125)) = 100.
Potitajme modulo 1000 ; plati
C = 75°M0oD 100 — 7512%M0D 100 _ 712°MOD 100 _ 728 _

= 24017 = (400 + 1)? = 7.400 + 1 = 801 (mod 1000).
Teda éfslo C kondi trojéislim 801. [

Uloha 5.12. Uréte poslednu &fslicu sedmidkového z4-
pisu &sla 4 = 10",

Riedenie. Mame vlastne uréif 4 MOD 7. Pri poéitani
modulo 7 plati

A =39 = 310''%0D6 _ 34 — 4 (mod 7).

Teda hladana posledna &islica je Stvorka. [

Uréenie poslednej é&islice z-adického zdpisu éfsla A
pre ostatné ziklady mensie nez 10 je edte [ahsie, a Citatel
by to mal bez fazkosti spravif i spamati.

Uloha 5.13. Uréte posledné trojéislie deviatkového
ol?

zépisu &isla 4 = 10",
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Riedente. Budeme poéftat modulo 9% a pouzivat bino-
micki vetu; zrejmé ndsobky 9° budeme ihned vyneché4-

10
vat, a vyuZijeme tiez 9|(101° — 1), tedy aj gl[l(; ’

10 1
A= (9 + N E[lg ).92 +[1(1”].9 +1 =

=0+1010.9+1=(9+1)09+41=
=(10.9+1).94+1=1.92+1.9 + 1 (mod 9).

Teda posledné trojéislie deviatkového zdpisu éfsla A
je 111. O

Uloha 5.14. Uréte posledné trojéislie sedmidkového
]
zdpisu disla 4 = 101",

Riedente. Budeme pocitat modulo 72 = 343 a vyuii-
vat Eulerovu vetu. Pocas vypoétu pouzivame dekadické
zdpisy. Naprv uréime 10'°*MOD ¢(343), t. j. 101°MOD
294. Vyuzijeme rozklad 294 = 6.49. Plati

10°MOD 49 = 1005MOD 49 = 25MOD 49 = 32,

a preto 101°MOD 294 = 32 + 49 k pre vhodné celé &is-
lo k. Pretoze 101°MOD 6 = 4, mé byt aj (32 4+ 49kx)MOD
6 = 4, teda (2 + k) MOD 6 = 4, odkial vyplyva k = 2
(mod 6).

PretoZe viak zrejme 0 <k < 5, mame k = 2 a

101°MOD 294 = 32 4+ 49.2 = 130.
Teraz potitajme modulo 343. Plati
A = 1010'°MoD 204 _ 1130 — 1085 — 4821 5085 —
= 4.(7 4 1)21,(49 + 1)8 = 4.[[221].72 +21.7 + 1].
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(65.49 + 1) =4.(0 +3.72 + 1).(2.72 + 1) =
=4.(5.724+1) =20.72 + 4 =
=6.72 + 0.7 + 4 (mod 343).

Teda posledné trojéislie sedmi¢kového zdpisu ¢isla A4 je
604. [
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