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3. PREHEAD VIET
Z TEORIE (ISEL

1. ZAKLADNE 0ZNACENIA
A CISELNE SUSTAVY

Mnozinu vietkych celych nezapornych &fsel budeme
oznatovat N a mnoZinu vietkych celych kladnych &fsel
budeme oznadovat P. Pod prirodzenymi islami budeme
(na rozdiel od klasickej terminoldgie) rozumief celé
nezéporné &sla, t. j. aj 0 bude prirodzené &fslo. MnozZinu
vietkych celych, resp. realnych ¢fsel budeme oznadovat
Z, resp. R. Pokial nebude hrozit nedorozumenie, budeme
miesto ,,prirodzené ¢&islo“ alebo ,,celé islo pisat len
,,Gislo*.

Kladieme a® = 1 aj pre a = 0. Prirodzeny logaritmus
oznadujeme In, dekadicky zna&ime log, ostatné zaklady
vyznadujeme. Dolnd (teda obvykld) celd éast &fsla z
znaffme |x|, horni celd éast &isla x znadime |r|, teda
plati [r]| = —|—z|. Prex € R, n € P plati

-1 2]

V tejto kapitole jednak zavedieme oznadenia, ktoré
budeme pouzivat v daldom, a za druhé zhrnieme niekto-
ré zname fakty z elementarnej teérie &isel aj inych dasti
matematiky, ktoré mézu byt uZitoné pri riesenf tloh
v nasledujicich kapitolach. Zhrnutej latky je viac, nez
sa v daldich kapitolich bezprostredne vyuiiva. Je totiz
mozné, Ze pri inych postupoch riesenia iloh sa budid
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hodit iné matematické vety nei pri autorskych riese-
niach. Keby sa autor striktne obmedzil na vety fakticky
dalej pouZité, mohol by velmi stazif situdciu tym riesi-
telom, ktori sa budu pokiSaft o samostatné rieSenie
tloh. Citatel samozrejme nemusi pri rieseni dloh pouzi-
vat vyluéne iba prostriedky z tejto kapitoly. Podany
prehlad vysledkov ma mu slaZit iba ako pomécka. Roz-
hodne nie je ani potrebné, aby ¢&itatel najprv podrobne
prestudoval tito kapitolu a aZ potom zadal riesit dlohy.
Doporudujeme mu v3ak, aby si ju celi dopredu prezrel,
aby neskor vedel, &o a asi kde v nej moze najst.

Tato kapitola je iba prehlad, a nie udebnica. Vety
8a vyslovované bez ddékazov, a va&Sinou aj bez odkazov,
najma pokial ide o latku beZne preberand v elementér-
nych udebniciach tedrie &fsel. Ak ditatel eSte nie je
oboznidmeny s kongruenciami a ich pouZitim, doporu-
tujeme mu, aby si zvladt vsimol piaty (a pripadne
iesty) odsek tejto kapitoly a potom kapitoly 5, 6.
Aparat kongruencif mn bude uZitodny nielen pri rieSen{
uloh tejto zbierky, ale aj pri dlohach MO.

Znaky ¥, Il pouifvame pre opakovany sudet, resp.
stiéin. Pritom pre n = 0 kladieme

n
b)) a; = 0, [l a; = 1,
i=1 i=1

tito dohodu analogicky pouZivame aj pri zapisoch

a t+a+ ... +a,, a.¢. ....0a,.
Znaky ¥ , Il znamenaji stdet, resp. sifin cez véetky
psSK psK

prvotisla nepresahujice K.

Znak + budeme pouzivat vo dvoch réznych vyzna-
moch, ktoré treba rozliSovat podla kontextu. xz,, =
=2 4+ 1 znamena x, = 3, z, = 1. Naproti tomu z =:
= 2 4+ 0,05znamena 1,95 < z < 2,05.
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Dekadické zapisy celych nezapornych ¢&isel, ktoré
obvykle pouZfvame, vyjadruju &islo ako siéet nadsobkov
mocnin &fsla 10 (s koeficientmi 0 aZ 9). Napriklad

1987 = 1.10% + 9.10% + 8.101 + 7.10°;

radom nejakej &islice (presnejdie: rddom jej vyskytu)
v zdpise nejakého &isla budeme nazyvat prisluiny expo-
nent &fsla 10.

S vynimkou dekadického zépisu &isla nula obvykle
pozadujeme, aby &islica najvyssieho radu bola nenulova.
Niekedy vsak niekolko nil vpredu dopisujeme (alebo si
ich aspon predstavujeme dopisané); robime to tak na-
priklad vtedy, ked chceme mat dekadické zapisy &isel
aZ po istd hranicu rovnako dlhé.

Namiesto &isla 10 moZno pouZit Tubovolné celé &islo
z > lakazdé u € P vyjadrif v tvare

U = @p.2" + Ap_y.2"1 + ... + a;.2! 4 a4.2°,

pritom 0 < a; < z pre vietky ¢ =0, ..., n; ak eSte
Ziadame a, # 0, je toto vyjadrenie jednoznaéné. Ak
by sme mali k dispozicii &fslice pre &isla 0,1, ...,z —
— 1, mohli by sme pfsat z-adické zapisy &isel obdobne
ako dekadické. Aj zakladné poétové vykony by sa robili
v podstate rovnako. (Pravda, ,,maléd ndsobilka‘‘ by bola
ind.) Teoreticky a abstraktne viak moéZeme takéto za-
pisy uvaZovat, aj ked sa na &sliciach konkrétne nedo-
hodneme. Prakticky sa pre z << 10 obvykle pouifvaji
prisluiné dekadické &islice, pre z = 16 sa priddvaja ako
dalsie &islice pismena A az F (zaklad 16 sa niekedy po-
uziva pri samodinnych potitatoch). My budeme takmer
vyludne pracovat s dekadickymi zdpismi &sel. Iny zdklad
vidy vyslovne uvedieme.

Podotknime este, Ze z-adické rozvoje realnych &isel si
obdobnym zov3eobecnenim ich dekadickych rozvojov,
aké sme urcbili vyssie pre zapisy prirodzenych é&isel.
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Pre niektoré redlne &fsla si tieto (ako uZ aj dekadické)
rozvoje nekoneéné, nemoino ich teda celé napisat. Aj
vtedy vdak mozZno hovorit o ich jednotlivych &fsliciach,
a pripadne podftat konedné tiseky tychto rozvojov.

V textoch iloh zdsadne hovorime o é&fsliciach &fsla z
namiesto presnejsieho, no zdfhavejsieho vyjadrovania sa
o &isliciach dekadického zdpisu (resp. rozvoja) &isla z.

2. DELITECNOST
A PRAVIDLA DELITELNOSTI

Pre ka2dé dve celé &fsla a, b piSeme a|b (a &ftame ,,a de-
U b, b je ndsobkom a'‘ a pod.), ak existuje celé &slo ¢
také, Ze a.c = b. Budeme pisat atb, ak neplatf a|b.

Veta 2.1. Reldcia delstelnosti na Z je reflexivna a tran-
zttivna, 1. §. pre kadé a € Z platt aja a pre vdetky a, b,
c € Z plati ak a|d, b|c, tak aj a|c. lej, pre vdetky a, b,
¢, z,y € Zplati

(i) aka|b,a|c,takajalbz + cy;
(i) aka|d,takaz|bz;
(iii) 1|a,al—a,a|0.

Pre tedriu deliteInosti celych &fsel je velmi ddleZita
nasledujica

Veta 2.2, (Veta o delen{ so zvyskom.) Pre kafdéa € Z,
b € Pexistujiiq, r € Ztaké, 2e

a=bg+r a 0=r<b.

Pritom éisla g, r 81 Eislami a, b jednoznaéne uréené.

Cisla g, r z tejto vety nazyvame celofiselngm podielom
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a zvydkom pri (celobiselnom ) deleni &isla a &islom b. Bu-
deme pre ne pouiivat oznaéenie

g=aDIVb, r=aMODb,

(ktoré v podstate preberame z programovacieho jazyka
PASCAL). Symboly DIV a MOD su symboly giastoé-
nych opericii na mnoiine Z, a budeme ich pisat medzi
ich argumenty, obdobne ako +, —, . . Vyraza.b MOD m
budeme ‘vizdy rozumiet ako (a.b) MOD m; vo vyraze
a.(b MOD m) teda nesmieme vynechat zatvorku. Na-
proti tomu, a + 5 MOD m znamend a + (b MOD m).
Obdobna dohoda plati pre DIV. (Teda, ako obvykle,
multiplikativne operatory maji vysSiu prioritu ako
aditivne, a operatory s rovnakou prioritou sa aplikujd
zlava doprava.)

Veta 2.3. Prevdetkya,b e Z, m,n € P plati

(@ 4+ b) MOD m = ((a MOD m) + (b6 MOD m)) MOD m
(@.5) MOD m = (a MOD m).(b MOD m) MOD m

(¢.72) MOD (m.n) = (a MOD m).n

(@ MOD (m.n)) MODm = a MODm

Spoloéngm delitelom &isel a, b nazveme kazdé &islo d
také, Ze dla, d|b. Najviésim spoloénym delitelom &isel
a, b nazveme kazdy taky ich spoloény delitel, ktory je
ndsobkom kaZdého ich spoloéného delitela. Najvacsie
spolo¢né delitele ¢isel @, b sa moézu lisit len znamienkom.
Nezdporny najvacsi spolotny delitel ¢isel a, b (ten
existuje, a je jednoznaéne uréeny) budeme oznacovat
D(a, b).

Veta 2.4. Pre katdéa,b,c € Z plati

D(a, 0) = |a|,
D(a, b) = D(b, a)
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D(a, b) = D(a—b.c,b),
D(c.a,c.b) = |c|.D(a,b),
D(a, b) = D(|al, |b]).

Systematickym pouZivanfm prvych troch vzorcov
(priéom tretf pouZivame len pre a = b > 0, ¢ = a DIV
DIV b) mozno urdit D(a,b) pre kaidé a,be€ N; pre
a < 0 alebo b < 0 pouZijeme eSte najprv piaty vzorec.
Takyto postup nazyvame Euklidovym algoritmom pre
vypoéet D(a, b). Pri vhodnej tiprave ném tieZ umozni
urdéit &isla z, y z nasledujicej vety.

Veta 2.5. Ak a,be Z, a + 0 alebo b + 0, tak D(a, b)
je najmendie kladné celé ¢islo, ktoré sa dd vyjadrit v tvare
z.a +ybxyeZ Aka =5b = 0, tak D(a,b) = 0.

Na konkrétnom priklade @ = —162, b = 183 ukie-
me, ako moZno vhodne zapisovat Euklidov algoritmus,
ktory uréi D(a,b) i ¢&isla z, y z vety 2.5. Zapis bude
vyzerat takto

—162 183
0 1 183
—1 0 162 —1
1 1 21 —17
—8 —7 15 —1
9 8 6 —2
—26 —23 3 —2

0

Vzniké teda &iselnd tabulka zo Styroch stipcov. V 24-
hlavi prvych dvoch stipcov uvedieme é&fsla a, b; nako-
niec v tychto stlpcoch vznikni éisla z, y. Do treticho
stipca pod é&iaru vpiSeme &isla |a|, |b], & to najprv
max (|a|, |b]) (s vynimkou pripadu ab = 0; vtedy
najprv napiSeme nulu). Pre prvé tri éisla u, v, w v kaZ-
dom riadku okrem zihlavia m4i platit au + bv = w;
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v prvych dvoch riadkoch to moZno dosiahnut vhodnou
volbou u, v € {—1, 0, 1}. Kazdy dalsf riadok vznik4 pri-
potitanim vhodného nésobku posledného hotového
riadku k predposlednému. Prisluny koeficient, ktory
zapisujeme do Stvrtého stlpca, dostaneme a% na zna-
mienko celoéfselnym delenim ¢&fsel v tretom stlpci; zvy-
Sok pri tomto delenf méZeme hned zapisat do treticho
stipca. Takto postupujeme, pokial v trefom stlpci
nevznikne nula; riadok s nulou uZ nedopoditavame.
Potom na prvych troch miestach posledného riadku
méme po rade éisla z, y, D(e, b). Teda v danom pripade
je
D(—162, 183) = 3 = —26.(—162) —23.183

Najmendim spoloénym ndsobkom Cisel a, b nazveme
také &islo n, ktoré je ich spoloénym ndsobkom (t. j.
a|n, b|n) a je delitefom kazdého ich spoloéného ndsobku.
Najmensie spoloéné nasobky ¢isel a, b sa mozu lisit iba
znamienkom. Neziporny najmensi spoloény ndsobok
éisel a, b budeme oznadovat nsn(a, b). MoZno ho uréovat
podla nasledujticej vety.

Veta 2. 6. Prevetky a,b € Z plati
nsn(a, b). D(a, b) = |a].|b].
Dalej, nsn(0, 0) = 0.

Uvedieme e3te niekolko vzorcov pre najviési spolod-
ny delitel a najmensf spoloény nisobok.

Veta 2.7. Pre kadé a, b € Z si nasledujiice tri pod-
mienky ekvivalentné:

(i) a|b;
(ii) D(a,b) = |al;
(iii) nsn(a, b) = |b|.
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Veta 2.8. Previetky z, y, z € Z plati

Dz, z) = |z|

D(z,y) = D(y, z)

D(D(z, y), 2) = D(z, D(y, z))

D(z, nsn(z, y)) = |z|

D(z, nsn(y, z)) = nsn(D(z, y), D(z, z))

nsn(x, x) = |z

nsn(z, y) = nsn(y, x)

nsn(nsn(z, y), z) = nsn(zx, nsn(y, z))
nn(z, D(z, y)) = |z|

nsn'z, D(y, z)) = D(nsn(z, y), nsn(z, 2)).

Operacie D, nsn su sice bindrne, ale budeme tieZz ho-
vorif o nezipornom najvaéSom spoloénom deliteli, resp.
najmensom spoloénom ndsobku n é&fsel, a budeme ho
znabit D(z,, ..., z,), resp. nsn(z,, ..., z,). Na zdklade
vety 2.8 vieme, Ze je jedno, ako budeme zdruZovat
argumenty (a medzivysledky) do dvojic, aby sme na ne
mohli pouzit p6vodni bindru operéciu.

Celé ¢isla a, b nazveme nesudelitelnymi, ak D(a, b) =
= 1.

Veta 2.9. Nech a, b, c € Z, pridom Cisla a, b si nestideli-
telné. Potom

(i) akalc,b|c,taka.b|c;
(i) ak a|b.c,takalc.

Na zisfovanie deliteInosti pevnym &islom sa niekedy
namiesto vydelenia pouZivaji pravidld delitelnosti. Aby
sme niektoré z nich mohli sformulovat, zavedieme si dva
pojmy. Nech i, j, m € P. Potom j-ciferny sidet ¢isla m
je ¢éislo, ktoré dostaneme nasledovne. Najprv rozdelime
¢islo m (presnejsie, jeho dekadicky zdpis) od konca na
skupiny po j cifier. Potom tieto skupiny pokladdme za
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samostatné ¢isla, a vietky ich séitame. (Pripadné nuly
na zadiatkoch sk ignorujeme.) Vysledok je hladany
j-ciferny stcet; pre j=1hovorime jednoducho o cifernom
sudte. Posledné i-éislie Eisla m je &islo tvorené jeho posled-
nymi ¢ ¢éislicami (alebo vSetkymi éfslicami, ak ich m ma
menej nez i) v pévodnom poradi; pripadné nuly na za-
éiatku moézeme ignorovat. Ako priklad uvedme, Ze
dvojciferny stcet éisla 1234567 je 1 + 23 + 45 + 67 =
= 136 a posledné trojéislie je 567. Pomocou opericie
MOD moino posledné ¢-cislie ¢isla m vyjadrit v tvare
m MOD 10' a pre jeho j-ciferny sicet ¢ plati

¢ MOD(10i — 1) = m MOD(10/ — 1).

Veta 2.10. Nech m, d, ¢ € P, d|10'. Polom zvydky pri
deleni &isla m a jeho posledného i-éisla éislom d si rovnaké.
Specidlne, m je ndsobkom &isla d prive vtedy, ked jeho
posledné i-Cislie je ndsobkom d.

Veta 2.11. Nech m, d, j € P, d|(10/ — 1). Potom éislo
m a jeho j-ciferny sulet ddvajid rovnaky zvydok pri delent
éislom d. Specidlne, m je ndsobkom d prdve vtedy, ked jeho
J-ciferny sulet je ndsobkom d.

V siestom odseku tejto kapitoly uvidime, ze ku kazdé-
mu d € P nesidelitelnému s 10 existuje j potrebné do
predchadzajicej vety. Pre tie d, pre ktoré nemozno po-
uzit vetu 2.10 ani vetu 2.11, moZno pouZit nasledujice
tvrdenie:

Veta 2.12. Nech m,d,d,,d,,,j € P, d = d,.d,, d,|10,
d,|(10/ — 1). Potom Cislo m je ndsobkom Cisla d prdve
vtedy, ked jeho posledné i-éislie je ndsobkom éisla d, a jeho
J-ciferny sudet je ndsobkom éisla d,.

Pre kazdé celé éislo d > 1 moZno najst d,,d,, ¢ ,j € P,
ktoré spliiaji podmienky z vety 2.12; pritom d,, d, sd
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jednoznacne uréené. Vetu 2.12 pouZijeme len v pripade
d, > 1, d, > 1; inak je vyhodnejsie pouZit niektord
z predchadzajicich dvoch viest.

Vety 2.10 a 2.11 umoziiuji vidy jednoducko uréit i
zvysok pri deleni &islom d. Veta 2.12 to bezp ostredne
neumoznuje (okrem pripadu, ked je tento zvysok nu-
lovy). Pritom véak zvysok pri delenf ¢isla m &islom d je
jednoznaéne urceny zvyskami pri deleni m ¢éislami d,, d,.
Sposob, ako ho moino vypoditat, uvedieme v piatom
odseku tejto kapitoly.

Vety 2.10, 2.11, 2.12 platia pre [ubovolny zdklad ¢&fsel-
nej siistavy; vtedy viak pochopitelne 10 znamen4d tento
zaklad, a nie éislo desat.

Ako priklad poutitia viet 2.10, 2.11, 2.12 uvedieme
pravidld delitelnosti pre d = 16, 27 a 88 = 8.11. Pre
kazdé m € P plati:

Cislo m je delitelné 16-mi prdve vtedy, ked jeho posledné
Stvoréislie je delitelné 16-mi.

Cislo m je delitelné 27-mi prdve vtedy, ked jeho trojcifer-
nyj sulet je delitelnyy 27-mq.

Cislo m je delitelné 88-mi prdve vtedy, ked jeho posledné
trojéislie je delitelné 6smimi a jeho dvojciferny siulet je
delitelny jedendstims.

Pre d = 7 nedostivame ,,dobré‘‘ pravidlo delitelnosti,
lebo by sme museli tvorit aZ Sestciferny sddet.

8. PRVOCISLA
A ICH ROZLOZENIE

Prvotislo je také n € P, ktoré mé prive dva kladné
delitele. Existuje nekonetne mnoho prvodfsel a moino
ich zoradif do rasticej postupnosti

2,35 7,11, 13,17, 19, 23, ...
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Ak chceme o nejakom ¢isle zistit, &i je prvoéislo alebo
nie, méZeme pouZif vetu:

Veta 3.1. Celé Cislo a > 1 je prvocislo prive vtedy, ked
nemd fiadny delitel d, 1 < d < Va.

Namiesto vietkych d z uvedeného intervalu stadf ski-
maf len prvoliselné hodnoty d, &o je vhodné, ak mame
k dispozicii tabulku prvoéisel aspoii po ”/a I Ak nie,
moéZeme skimat len delitelnost &islami d = 2, 3, a dalej
éfslami d tvaru 6k 4 1. Poet deleni, ktoré urobime,
bude sice vyssi neZ pri pouZiti tabulky prvoéisel, ale len
priblizne tretinovy v porovnani s pripadom delenia
vietkymi d z vety.

Ak chceme najst vSetky prvoéisla po istd hranicu
(a nemame po ruke alebo nechceme pouzit hotové
tabulky), je vhodné tzv. Eratostenovo sito. Vypiseme si
za sebou vsetky kladné celé &isla (aZz po hranicu n,, po-
kial chceme prvoéisla zisfovat), a pretiarkneme &slo 1.
Potom opakujeme nasledujici postup: pod&iarkneme
najmensie nepodéiarknuté a nepreéiarknuté &islo, a pre-
tiarkneme vietky jeho daliie nasobky (aZ po hranicu ng;
na viacniasobnom preéiarknuti nezaleif). Takto postupne
podéiarkujeme prave vietky prvodisla v poradi podla
velkosti. Tento postup ukonéime, akonahle podéiarkne-

me prvé Cislo vadsie neZ Vﬂ;. Potom prvodisla az po n,
sd prave vetky neprediarknuté &isla.

Oznadme =n(r) polet prvoclisel neprevysSujucich =.
Plati

(3.1) lim (n(n) : 'h?’ﬁ] =1

n—-+a®

Je to hlboky ¢iselnoteoreticky vysledok, ale nemoZno
7 neho urobif Ziaden odhad hodnoty n(n) pre konkrétne
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n. MoZno ho v8ak urobit na zdklade nasledujiceho tvrde-
nia ([7], str. 406):

Veta 3.2. Pre katdén = 55 plati

n

(3.2) Inn—4

Zo vzorca (3.1) (ale aj z (3.2)) vyplyva, Ze rad prevrate-
nych hodnét prvodisel diverguje, a Ze existuji Tubovolne
dlhé koneéné postupnosti zloZenych &isel. (Ale obe tvrde-
nia sa daji dokazat omnoho elementarnejsie.) Nasledu-
jica veta hovori o tom, Ze vzdialenosti medzi za sebou
ididcimi prvodislami nemézu byt prilid velké (v porovna-
nf 8 tymito prvodislami).

Veta 3.3 a) (Bertrandov postulat.) Pre kafdé n = 2
existuje prvolislo p medzina 2n (1. j.n < p < 2n).

b) Pre kaidé m = 48 existuje prvolislo p medzt n
a ‘§ n.

c) Pre kazdé n =T leZi medzi islami n o 2n aspoi
jedno prvoéislo katdého z tvarov 3k + 1, 3k + 2, 4k + 1,
4k + 3.

d) Ezxistuje také n,, Ze pre kaZdé n = n, existuje aspon
jedno prvoéislo medzi n®a (n + 1)3.

(Pre tvrdenie b), ¢) pozri [6], str. 14.)

Este uvedieme tri vysledky numerického charakteru;
na ich formulaciu oznaé{me p, n-té prvoéislo (t. j. p, = 2,

p, = 3 atd.); toto oznadenie nebudeme pouzivat v dal’
8ich odsekoch.

Veta 3.4. a) Najmenéie prvotislo, pre ktoré plati p,,, —
— p, > 100 je p, = 370261; pre tolo prvotislo plati
Pas1 — Pn = 112,
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b) Pre p, < 107 platl p,.1 — ps < 154, a najmendie
prvoislo, pre ktoré tu nastdva rovnost, je p, — 4662353.
c) Pre p, > 2020000 plati p,.1 — P, = P./16697.

Prvé dva vysledky st uvedené v [7], str. 318, tretf je
zo [14]. -

4. ROZKLAD
NA PRVOUINITELE

Veta 4.1. KaZdé éislo a € P sa dd vyjadrit v tvare

(4.1) G = pf'.p;’. cee s p:»,

kde p,, . .., p, 8% po dvoch rézne prvoéislaae,, ...,e, € P.
(Pre a =1 je n = 0, t. j. pravd strana (4.1) je prizdny
8idin.) Toto vyjadrenie je jednoznaéné a na poradie &ini-
telov.

Vyjadrenie (4.1) bude tplne jednoznaéné, ak budeme
tiadat p, < p; < ... < p,. Ak uvaZujeme rozklady
viacerych &isel sitasne, byva vhodné, aby postupnost
P1> - - -» Pa bola pre vietky tieto &éisla rovnaka. To moZe-
me dosiahnuf, ak pripustime aj nulové exponenty
€1, - - -, €,V (4.1). Niekedy pouZivame (4.1) aj s nulovymi
exponentmi vtedy, ked vieme sfce odhadnGf zhora
prvodisla, ktoré sa vyskytnd v rozklade nejakého &fsla,
nevieme viak, & tam budid vietky aZ po tito hranicu.

Veta 4.2. Nech a, b e P, p,, ..., p, 8t po dvoch rizne
prvotisla a nech plati (4.1) a

(4.2) b= ’p’l‘.})'z'. . .p:-,
prifome,, ..., e 1y, «. ., [s € N. Potom:
(i) a|b prdve vtedy, ked e; < f, pre véetkyi =1, ..., n;

99
22



(i) a je k-tou mocninou prirodzeného &isla prdve vtedy,
ked k|e,, pre vdetkyi =1, ..., n;

(iii) D(a, b) = ppintanfn, ppintete) - point.ly)

(iV) m(a, b) — pi-nx (e,.f.)'p;mx (eg. fg) e p:-'(’n"-);

(V) @.b = ppthpgth . ... gt

Oznaéme teraz pre a € P ¢(a) podet &fsel z mnoZiny
{0, 1, ..., a — 1} nestideliteInych s a, 7(a) podet klad-
nych delitelov &isla a a S(a) sildet kladnych delitelov
¢isla a. Funkcia ¢ sa nazyva Eulerova funkeia.

Veta 4.3. Nech &islo a € P md rozklad (4.1), prifom
e, ...,e,€P.
Potom plati

¢la) =a-[l—%]-[1—% e .[1—%];

7(a) = (ey + 1).(eg + 1). ... .(ea + 1);
11 pp+1—1 P:-“_]
—1  pp—1 T p—1

Lahko zistime, %e predpoklad e,, ..., e, € P bol po-
trebny iba pre Eulerovu funkciu ¢.V daliich dvoch vzor-
coch zodpovedaji nulové exponenty &initefom 1, ktoré
neovplyviiuji vysledok.

VA
S@) =2
(a) ’

Veta 4.4. Pre ka2dé dve nesidelitelné &isla a, be P
plati

¢(a.db) = p(a).@(d), t(a.db) = t(a).z(b),
S(a.b) = S(a).S(b).

Vlastnost funkcif ¢, 7, S vyjadreni vo vete 4.4 nazy-
vame multiplikativnost.
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5. KONGRUENCIE
A ZVYSKOVE TRIEDY

Pre a,be Z, m € P hovorime, Ze a je kongruentné
8 b podla modulu m (alebo ,,modulo m*‘), a piSeme

(5.1) a = b(mod m),
ak m|(b — a). Vzfah (5.1) je ekviva.lentn)"_ s rovnostou
a MOD m = b MOD m.

Veta 5.1. Pre pevne zvolené m € P je kongruentnost mo-
dulo m reldciou ekvivalencie, t. j. pre kaidé, a, b, c€ Z
plati

(i) @ = a(mod m);
(ii) aka = b(mod m), tak b = a(mod m);
(iii) ak @ = b(mod m), b = c(mod m). tak a = c(mod m).

Ked%e kongruentnost modulo m (formélne je to mno-
Zina {(a,b) € Z x Z; a = b(mod m)}) je relaciou ekvi-
valencie na Z, zodpoveda jej isty rozklad mnoZiny Z.
Prvky tohto rozkladu nazyvame zvySkové triedy modu-
lo m. Zvy&kovi triedu modulo m méZeme uréif pomocou
ktoréhohokolvek jej prvku, spravidla ju v8ak urdujeme
pomocou toho jej prvku a, pre ktory plati 0 < a < m.
Pri dvahach o kongruencidch modulo m vaésinou zileZf
iba na zvyskovych triedach, a nie na ich konkrétnych
reprezentantoch.

Veta 5.2, Aka,b,c,d € Z,m € Pa plati
a = b(mod m), = d(mod m),
tak platt aj
a+c¢c=b+ dmodm), a —¢c =b— d(mod m),
a.c =b.d(mod m).
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Specmlne pre ¢ = d takto zistime, Ze kongruenciu
mo#no nasobif &slom. O mo%nosti dehﬁ kongruenciu
a o druhom moZnom spésobe nésobenia, resp. delenia
kongruencif hovorf nasledujica veta.

Veta 5. 3. Necha,b,c € Z. m € P. Potom

a) Ak a.c =b.c(mod m) a &isla c, m si nesidelstelné, tak
plati ¢ = b(mod m).
b) Ak ¢ # 0, tak vztahy a = b(mod m) a

a.c =b.c(mod m.|c|)
81 ekvivalentné.

Kongruencie s neznamymi rieS§ime podobne ako rov-
nice (tu nie je zauZivany Ziadny par terminov zodpoveda-
juci paru rovnost — rovnica): snaZime sa ich upravit na
taky tvar, %e nalavo je neznama, a na pravej strane ui
zndma hodnota. Pritom pouZfvame najmé vdpravy, uve-
dené v predchddzajicich vetdch. (Samozrejme, tento
postup nevedie vidy k cielu a existuji aj iné sposoby,
obdobne ako pri rovniciach.)

Niekedy moéZeme kongruenciu modulo m vyrieSit
preskimanim vsetkych m zvyskovych tried modulo m
pomocou ich reprezentantov. RieSenim kongruencii sa
nebudeme systematicky zaoberat. Uvedieme len vety
o systémoch kongruencii s jednou nezndmou, v ktorych
jednotlivé kongruencie si uZ ,,vo vyrieSenom tvare‘.

Veta 5.4. Nech m,, m, € P, a,, a, € Z. Potom sustava
dvoch kongruencii

(5.2) z = a)(mod m,), x = a,(mod m,)
md rieSenie prdve vtedy, ked
(5.3) a, = ay(mod D(m,, m,)).
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Ak je podmienka (5.3) splnend, tak existuje prdve jedno
hefo,1, ..., nsn(my, m,) — 1} také, Ze sustava (5.2) je
ekvivalentnd s kongruenciou

(5.4) z = b(mod nsn(m,, m,)).

Cislo b do vzfahu (5.4) mdZeme uréit napriklad tak,
%e Euklidovym algoritmom néjdeme d = D(m,, m,)
a celé &isla u, v také, Ze d = um, + vm, a polozime

m, My

(5.8) b= [azu. d + ayv. d ]MOD nan(m,, m,).

Veta 5.5. Sustava kongruencit
(5.6) z=a(modm), 1=1,...,n
md riedenie prdve vtedy, ked
(6.7) a; = ay(mod D(m;, m;)) pre vdetkyi,j,1 <1 <
<j =n.

Ak je podmienka (5.7) splnend, tak existuje celé &lslo b
také, Ze sustava (5.6) je ekvivalentnd s kongruenciou

(5.8) x = b(mod nsn(m,, ..., m,)).

Specidlne, stistava (5.6) je riediteInd vidy vtedy, ked
sa ¢&isla my, ..., m, po dvoch nesideliteIné. Vzorec (5.5)
by bolo mozné zovseobecnif aj na ststavu (5.6), vyhod-
nejsie je viak riedit ju tak, Ze postupne znizujeme podet
kongruencif v nej podla vety 5.4 a vzorca (5.5).

Este sa zmienime o jednej velmi jednoduchej dio-
fantickej rovnici. (Pridavné meno ,,diofanticky‘‘ pri
rovnici alebo systéme rovnic znamen4d, Ze sa zaoberdme
len celoéiselnymi, pripadne len prirodzenymi riefenia-
mi.)
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Veta 5.6. Rovnica
(5.9) ar + by =c,

kde a, b, c st celé &sla, md celobtselné riefenie prdve vtedy,
ked D(a, b) |c. Dalej, ak (a, b) # (0, 0) a (z,, y,) je jedno
celodiselné riedenie rovnice (5.9), tak vdetky jej celobiselné
riefenta motno dostal podla vzorcov

a

b p
Da, b Y=YV " D@
teZ. :

Podla tejto vety moZeme zisfovat tieZ rieSiteInost
kaZdej kongruencie tvaru ax = b(mod m) tym, Ze miesto
nej vysetrujeme diofanticki rovnicu ax + my = b.
Téato kongruencia je riefitelnd prive vtedy, ked je rie-
SiteInd uvedend rovnica, t. j. ked D(a, m)|b.

(5.10) z = x4, +

6. UMOCNOVANIE
ZVYSKOVYCH TRIED

Ak je a = b(mod m), tak pre ka?dé n € N je tiez
a* = b*(mod m). Teda takto moZno kongruencie umoc-
fovat, obdobne ako ich moZno séftavat a ndsobit. Aviak
zo vztahov

a = b(mod m), r = 8(mod m)

nevyplyva (a to ani pre r, s € P) vzfah ar = b*(mod m).
Teda tymto spdsobom kongruencie umociiovaf nemoz-
no. Uvedieme niekolko vysledkov o tom, &m moZno
podmienku r = s(mod m) vhodne nahradit.

Veta 6.1. (Mali Fermatova veta.) Ak p je prvoéislo,
tak pre katdé a € Z plati
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(6.1) a* = a(mod p).

Pokial si a, p nesidelitelné (t. j. pta), moinozo (6.1)
dostat

(6.2) @' = 1 (mod p);

zrejme aj (6.1) moZno dostat zo (6.2).

Zovseobecnenie vzorca (6.2) na pripad zloZeného mo-
dulu déva nasledujiica veta; ¢ v nej znamend Eulerovu
funkciu: pre » € P je ¢(n) podet éfsel z mnotiny {0, 1,

o, n—1} nesudelltel'nych 8 n. (Vzorec na vypoéet
@\n) je vo vete 4.3.)

Veta 6.2. (Eulerova veta.) Ak ae N, m € P a &isla a,
m su nesudelitelné, tak

(6.3) a*" = 1 (mod m).

Vzorec (6.3) je zrejme zovseobecnenim vzorca (6.2);
néjst zovieobecnenie vzorca (6.1) by bolo o nie¢o kompli-
kovanejsie.

Pokial s a, m nesudelitelné, existuje inverzny prvok
k a podla modulu m (t. j. taky prvok b, Ze plati a.b =
= 1(mod m)). Vtedy moZno zaviesf mocniny a modulo
m 8 Iubovolnym celodfselnym exponentom; Specidlne,
a! bude inverzny prvok k a. Nesmieme viak zabudnit,
ie takéto mocniny si vidy robené pre pevne zvoleny
modul m.

Rddom prvku a podla modulu m nazveme najmensie
r € P také, Ze @' = 1(mod m). (Tento rid je definovany
vtedy a len vtedy, ked sii @, m nesidelitelné.) Ak je r rdd
prvku a podfa modulu m, a n € N, tak plati

a* = 1{mod m) prive vtedy, ked r|n
Specidlne odtial dostivame r|g(m).
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Definicia 6.3. Hovorime, %e é&islo @, 0 <a <m je
primitivny koresi podla modulu m, ak je rdd prvku a
podla modulu m rovny g(m).

Veta 6.4. Nech m € P, m > 1. Potom primitivny koref
podla moduly m existuje prdve vtedy, ked m = 2, m = 4,
m = p alebo m = 2p¢, kde e € P a p je nepdrne prvodislo.

Zvolme teraz pevne nejaké m vyhovujice podmienke
z vety 6.4 a nejaky jeho primitivny korefi g. Najmensie
1 € N také, Ze
a = gi(mod m)

nazveme index é{sla a a oznadime ho ind (a). (Striktne
vzaté, mali by sme v oznaceni ind, ako d) v termine
»index &fsla‘‘ uvddzat aj prisluiné m a g; nerobime to,
pretoZe sme ich pevne zvolili.) Potom ind (a) je defino-
vané prive vtedy, ked su éisla a, m nesidelitelné. Dalsie
vlastnosti uvddza nasledujica veta.

Veta 6.5. Nech m spliia podmienku z vety 6.4 a g je
jeko (zvoleny) primitivny koreir. Potom pre kaZdé a, b
nesidelitelné s m plati:

(6.4) 0 < ind (@) < p(m)

(6.5) a = b(mod m) prdve vtedy, ked ind (a) = ind (b)
(6.6) ind (2.b) = ind {a) + ind (b) (mod @(m))
(6.7) ind (@*) = »n.ind (a) (mod g(m)).

Tieto vzorce ukazuji, Ze funkecia ind mé podobné
vlastnosti ako logaritmus. Ak midme k dispozicii jej
hodnoty (vo vhodnych tabulkich), tak ju méZeme aj
podobne pouZif. Pre prvodiselné m < 100 si takéto
tabulky uvedené v [10]. Na ukédZzku pomocou tychto
tabuliek vyriesime kubicki kongruenciu

z? = 13 (mod 61).

29



Zvolime m = 61 (a g = 2, pretofe tomu zodpovedaji
tabulky). Postupne dostdvame

ind (%) = ind (23),
3ind (z) = 57 (mod 60),
ind (z) = 19 (mod 20).
Teda ind (z) € {19, 39, 59}, omu zodpovedd
z = 54, 37, 31 (mod 61).

Posledny zdpis treba rozumief tak, Ze mu vyhovuju
vietky x, ktoré si kongruentné modulo 61 s niektorym
éfslom na pravej strane.

Este uvdZme kongruenciu

x% = 20 (mod 43).
Zvolime m = 43 (ag = 3). Postupne dostdvame
ind (2%) = ind (20),
3ind (z) = 37 (mod 42).
Pretoze viak kongruencia
3y = 37 (mod 42)

nemd riedenie, nemé rieSenie ani pévodnd kubickd kon-

gruencia.
Hovorime, zZe a je kvadraticky zvyéolc podla modulu m,

ak kongruencia
z? = a(mod m)

m4 riefenie. V opa¢nom pripade hovorime, Ze a je kvadra-
ticky nezvydok modulo m. Pokial existuje ind (a) (pre mo-
dul m), a je kvadraticky zvysok podla modulu m prive
vtedy, ked ind (a) je parne &islo.
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Veota 6.6. Nech m = 4, m = p° alebo m = 2p¢, kde
d € P a p je nepdrne prvobislo a nech D(a, m) = 1. Potom
a je kvadraticky zvySok podla modulu m prdve vtedy, ked

a®™2 = 1(mod m).

V porovnani s podmienkou z vety 6.4 sme vynechali
pripad m = 2, kedy je ¢(m) = 1, teda ?—%1)— nie je celé
&slo. V os‘ta,tnych pripadoch je ¢(m) zrejme pérne.

Hovorime, Ze a je kubicky zvydok podla modulu m, ak
kongruencia

z* = a(mod m)

m4 rieSenie. V opa¢nom pripade hovorime, Ze a je kubicky
nezvydok podla modulu m. Ak existuje ind (a) pre modul
m a 3|p(m), tak a je kubicky zvySok podla modulu m
préve vtedy, ked 3|ind (a). Ak m spliia podmienku z vety
6.4 a 3t @(m), tak kazdé celé &islo a nesiideliteIné s m je
kubicky zvysok modulo m. .

Veta 6.7 Nech m spliia podmienku z vety 6.4, 3|p(m)
a ¢islo a je nesidelitelné s m. Potom a je kubicky zvydok
podla modulu m prdve vtedy, ked

a*'"miB3 = I(mod m).

Preskimajme teraz, ¢ je moiné zniZif exponent
@(m) vo vzorci (6.3) v Eulerovej vete. Pokial existuje
primitfvny korefi modulo m, tak exponent ¢(m) nemoZno
zniZif. V ostatnych pripadoch ho vsak zniZif mozno.
Oznadme pre ka?dé m € P symbolom A(m) najmensi
spolo¢ny nésobok riadov podla modulu m vietkych é&isel
nesidelitelnych s m (staéi ich braf len spomedzi ¢&isel
0, 1, ..., m—1). Platf A(m)|p(m), a A(m) je najmensi
exponent, ktorym mozno ¢(m) v Eulerovej vete nahra-
dit. Cislo A(m) nazyvame univerzdlny exponent modulo m.

31



Veta 6.8. (i) Ak m je mocnina nepdrneho prvobisla
lebom = 2 alebom = 4, tak A(m) = ¢(m);

(ii) Ak m je mocnina dvoch, m > 4,tak

Am) = 5 p(m) (= m);

(iit) Ak st m,, m, nesidelitelné éisla, tak
A(m,.my) = nsn(A(m,), A(m,)).

Teda ak pre ¢éislo a plati (4.1), tak
Ma) = nan(A(p}), ADy), - - ., Apin)).
Napriklad prea = 1000 plati
A(1000) = nsn(A(8), A(125)) = nan(2,100) = 100.

Vo vetdach 2.11, 2.12 o pravidlich delitelnosti sa vysky-
tovalo &islo j, nebolo viak jasné, ako ho najst (a & vobec
existuje). Vidy moZno polozit j = A(d), resp. j = Ad,),
ale nedostaneme tak vo vieobecnosti najmensie vhodnéj.
Avsak najmensie vhodné j je vidy delitelom é&fsla A(d).

7. SOUTY STVORCOV

Niektoré, no nie vietky, prirodzené &isla sa daji vy-
jadrit v tvare stiétu dvoch Stvorcov celych &isel (dalej
len ,,8tvorcov*’).

Napriklad
2 =12+4+12, 5=12+22, 13 =2+ 32,

av8ak éisla 3, 6, 7 uz obdobne vyjadrit nemoZno. O moz-
nosti tohoto vyjadrenia hovorf nasledujica veta.
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Veta 7.1. a) Prvoislo p sa dd vyjedrit v tvare sultu
dvoch $tvorcov prdve vtedy, ked p == 3(mod 4). Jeho vy-
jadrenie v tomto tvare je jednoznaéné at na poradie stitan-
cov.

b) Cislo a € P sa dd vyjadrit v tvare sidtu d1och Stvor-
cov prdave vtedy, ked v jeho rozklade na prvoéinitele (4.1)
‘nevystupuje Ziadne prvolislo tvaru 4k + 3 s nepdrnym
exponentom.

c) Cislo a € P sa dd vyjadrit v tvare sudtu dvoch neside-
telnajch Stvorcov prdve vtedy, ked nie je delitelné Ziadnym
prvotislom tvaru 4k + 3.

Ak chceme ndjst vyjadrenie nejakého &isla a € P
v tvare 8i&tu dvoch Stvorcov, stadi ndjst takéto vyjadre-
nie pre jeho prvodinitele s nepirnymi exponentmi v roz-
klade (4.1), a dalej pouZit vzorec

(7.1) (a* + b?).(c* + d?) = (ac + bd)* + (ad — bc)?.

Vyjadrovanie v tvare siétu dvoch Stvorcov siuvisi tieZ
s rozkladom na gaussovské prvodisla; pozri 8. odsek
tejto kapitoly.

Pre vyjadrovanie celych &fsel v tvare siétu styroch
Stvorcov plati nasledujica

Veta 7.2. (Lagrangeova veta.) KaZdé celé nezdporné
&tslo mokno vyjadrit v tvare subtu Styroch tvorcov.

Jednozna¢nost uZ neplati ani pre prvoéisla tvaru
4k + 3; napriklad

19 =42 + 12 4+ 12 4 12 = 32 4 33 + 11 + 02,

Ak hladdme (asponi jedno) vyjadrenie ¢isla @ € P v tvare
siétu Styroch &tvorcov, staéi ndjst takéto vyjadrenia pre
jeho prvodiselné delitele, a dalej pouzivat vzorec
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(7.2) (a + b% + c? + d?¥).(A2 + B® + C? + D?) =
= (@A —bB —cC —dD)* + (aB + b4 +
+ ¢D —dC) + (@C —bD + cA + dB)® +
+ (@D + bC — cB + dA).

Nie kazdé prirodzené ¢&fslo moZno pisat ako stdet troch
Stvorcov; takto nemoino napisaf napriklad é&fslo 15.
Pritom viak 15 = 3.5, a &isla 3, 5 moZno pisat ako siéty
troch stvorcov. Teda analégia vzorcov (7.1), (7.2) pre
sicty troch stvorcov neexistuje.

8. GAUSSOVSKE CELE CISLA

Komplexné ¢isla tvaru a + bi, kde a, b € Z, nazyvame
gaussovské celé ¢isla. Pri obvyklom znézorneni komplex-
nych ¢isel v rovine zodpovedaji tzv. mreZovym bodom,
t. j. bodom s celodiselnymi stradnicami. MnoZinu vset-
kych gaussovskych celych é&isel budeme ozna&ovat G.

Veta 8.1, Pre kaZdé a, b € G, b #* 0 existujii q, r € G
také, e

a=bg+r a |rl<|b|.

Cisla g, r vo vieobecnosti nie s jednozna&ne uréené.
(V zdvislosti od @, b moZno ¢ zvolit jednym aZ &tyrmi
sp6sobmi; potom je uZ r urdené jednoznaéne.) Pre r € G
nemusf byt |r| celé &slo, ale ||r|] = |r|* (tzv. norma
isla ) uz je celé nezépomé gislo. Vo vete 8.1 zrejme
mozZno nahradit absolhitne hodnoty normami, éo je pri-
niektorych uvahach vyhodné.

Pre a, b € G budeme pisat a|b, ak existuje c € G také,
%e a.c = b. (Pokial je a, b € Z, tak a|b v tomto novom
zmysle je ekvivalentné s a|b v pévodnom zmysle pre

34



celé &fsla; preto nevadf, Ze pouzivame rovnaky symbol.)
Reldcia delitelnosti na G md obdobné vlastnosti ako
reldcia delitelnosti na Z. Napriklad veta 2.1 bude platit,
ak v nej viade nahradime pismeno Z pism:nom G.
V (iii) by sme viak mohli doplnit ¢{|a. Ktoréko'vek dve
z &fsel

a,i.a,—a = it.q,—i.a = id.a

sd z hladiska delitelnosti dplne rovnocenné; hovorime
tieZ, ze si asociované. Niekedy si zo Styroch navzdjom
asociovanych ¢isel pevne vyberdme jedno. Urobime to
aj my v nasledujtcej definicii, aby sme potom mohli
Tahsie vyslovift vetu o rozklade na prvodinitele pre
gaussovské celé &fsla.

Deflnicia 8.2. Gaussovské prvodisla si

a) éislo 1 + i;

b) kazdé (obydajné) prvoéislo tvaru p = 4k + 3, kde
ke N;

c) kazdé d&islo a + bi, kde ae€ P, be Z, a® + b? je
(obyéajné) prvodislo a |b| < a.

Teda gaussovskymi prvodislami si napriklad
14+1,3,2+14,2—1i4,7,11,3 4+ 2{,3—2i, ...
ale nie st nimi napriklad
1,1 —i,—3,1+2i5,17, ...

(aj ked niektoré z tychto ¢&isel si asociované s gaussov-
skymi prvoéfslami).

Postupnost vsetkych gaussovskych prvoéisel moino
dostat z postupnosti vietkych (obydajnych) prvoéisel
tak, Ze v nej
a) prvotislo 2 nahradime &fslom 1 + i;
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b) prvocisla tvaru 4k + 3 ponechéame;
c) kazdé prvocislo p tvaru 4k + 1 nahradime dvojicou
Cisel

a + bi,a —bitakou,zea? + b2 =pa 0 <b <a.

Jednotlivé body tohoto predpisu zodpovedaji rovnako
oznadenym bodom definicie 8.2. Cisla a 4 bi, ktoré v bo-
de c zodpovedaju prvoéislu p (tvaru 4k + 1), st tymto p
jednoznaéne uréené a plati p = (a + bi).(a — bi). Prvo-
¢éislo 2 mozno sice pisat ako (1 + i).(1 — i), ale napriek
tomu sme mu (v bode a) priradili jediné gaussovské
prvoéislo, a to 1 + i. Cislo 1 — i je totiZ uZ s nim asocio-
vané, pretoze 1 —i = i3.(1 + i), a preto sme ho nezara-
dili medzi gaussovské prvodisla. (Volbu medzi 1 + i,
1 — i sme vSak mohli urobit lubovolne.)

Veta 8.3. Ka%dé a € G — {0} sa dd vyjadrit v tvare

(8.1) a=1.q3.99 . ... . gk,
kde e € {0, 1,2, 3}, q,, ..., q; st po dvoch rézne gaussov-
ské prvocisla a e,, ...,e. € P. Rozklad (8.1) je jedno-

znaény af na poradie éinitelov.

Napriklad
1 =i°(tujek = 0),
T—4i =1°.{2 +1).(3 4+ 2i),
65 = (2 + i).(2 —1i).(3 + 2i).(3 — 2i),
8 =i.(1 +i)s.
Rozklad celého ¢fsla a # 0 na sidin gaussovskych
prvodisel (a mocniny i) podla vety 8.3 moZno urobif
tak, Ze najprv a rozloZime na sidin prvodisel v tvare

(4.1) a potom eSte rozloZime prvoéislo 2 a prvodisla tva-
ru 4k + 1, ktoré sa nachddzaji v tomto rozklade.
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9. FAKTORIALY
A KOMBINACNE CISLA

Faktoridly n! &isel n € N mdZeme definovat napriklad
rekurentne vzorcami

(9.1) oO0=1, m+ D) =nl.(n+1)
pre vietky n € N. Kombinaéné éisla [7:] mdZeme potom

pre m,n € N,n < m definovaf vzorcom

(9.2) (%)= S — o

Mozno ich viak dostat i z Pascalovho trojuholnika.
Niekedy sa definuje [7:) pre kaidé m € N, n € Z; vtedy

pre n < Oalebo n > m kladieme (1:] = 0.

Veta 9.1. (Wilsonova). Cislo n> 1 je prvodislo prdve
viedy, ked (n — 1) ! + 1 = 0(mod n).

Veta 9.2. Pre katdé n € P je éislo [2:] delitelné viet-
kymi prvobislami p,n < p < 2n.

Rozklad faktoridlov na prvocinitele mozno tvorit podla
nasledujicej vety.

Veta 9. 3. Prekatdé n € N plati
lm uj

(9.3) n! =11 prkdee, =

pEn

n

P
pre véetky p (p prebicha prvotisla nepreaahu_;uce n).
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Prakticky nemusime poéitat |log,z|, ale stadf tvorit
prisluné &leny radu pre e,, pokial si nenulové. Napri-
klad pre n = 10 bude

10 10 10

«=|z Tl+[?]=5+2“=8’
10 10

@ = _T_+I7]=3+‘=“'
10 10

g = | — =2. e:l—]:l’

N ’ 7

a preto 10! = 28,34 .52.7.
Ako désledok predchadzajicej vety dostdvame:

Veta 9.4. Pre.katdém,n € N, m < n plati

(9,4) [”] =1 ply,

[Io' nl n—m
ety = (|5 -15 -5
pre véetky p (p prebieha prvotisla nepresahujice n ).

%I —I ;—I —|‘ - ——--I moéZe nadobhidaf len

hodnotu 0 alebo 1, pri¢om hodnotu 1 nadobiida prive
vtedy, ked pri séitani &isel m, n — m v sistave o zdklade
p nastdva prenos z (k — 1)-ého do k-tého rddu. Teda f,
je podet prenosov pri stftani &sel m, n — m v ststave
o zdklade p.

Faktoridly rastd velmi rychle, a ich vypotet nédsobe-
nfim je namdhavy. Priblizne méZeme ich hodnoty poéi-
tat podla Stirlingovho vzorca

Vyraz
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(9.5) n! = V'z?n.[%]'

kde = znamend asymptoticki rovnosf: V limite pre
n — o sa podiel Iavej a pravej strany bliZi k jednej.
Pravda, z tohoto faktu samotného nemozno robif Ziadne
zdvery o presnosti vzorca (9.5). Plati vak, Ze pre n = 10

relativna chyba vysledku nepresiahne % % (teda

napriklad 1 %, pre » = 10, ale len 0,1 %, pre n = 100).
Presnejdie vzorce s napriklad: pre véetky n = 2

(9.6) Vm(%] [1 + —] <nl<

<V (o] (1+ 335)

aprevietkyn = 8

(9.7) V21m( ] [ +l_2n+ 23;1,)<n!<

< Ve (] (1 + 135 + 3ama )

Pokial je vyhodné poutit loga.nt.mus faktoridlu, méZzeme
ho pribliZne poéftat podla vzorca

(9.8) In(n!)=n.(lnn—1) + —;— In (2nn) +
1 1 1 1 1
+ 127 ~ 360n° T 1260n°  1680n7 T 1188n°

pre kaidé n = 2. MoZno v fiom vziaf Tubovolny podet
denov (ale asponi 2). Absolitna chyba nepresiahne
prvy vynechany é&len, a bude maf rovnaké znamienko.
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10. REKURENTNE POSTUPNOSTI

Vysledky tohto odseku platia vieobecne pre postup-
nosti komplexnych &sel. Ciselnd postupnost (a,, a,, a,,
...) nazveme rekurentnou postupnostou druhého stupiia,
ak existuji (komplexné) &isla p, ¢ také, Ze pre vietky
prirodzené &fsla n platf

(10.1) Quyr = P.Gpy1 + 4.0y

Na uréenie tejto postupnosti potrebujeme okrem vzorca
(10.1) poznat jej prvé dva éleny a,, @,. Ak md kvadra-
tickd rovnica ;

(10.2) 2=px+g¢q

dva rdzne korene z,, ,, tak pre kazdd postupnost vyho-
vujicu vzorcu (10.1) existujua &fsla «, v také, Ze pre kazdé
prirodzené &fslo n platf

(10.3) Ay = u.z} + v.23.
Hovorime, Ze (ay,a,,a;, ...) je linedrna kombindcia
geometrickych postupnost{

(I,II,Z%,...), (l,a:,,z%,...)

8 koeficientmi u, v. K danym a,, a, vypoditame prislusné
u, v zo vzfahu (10.3) pre » = 0, 1. Ak m4 rovnica (20.2)
dvojnésobny korei z,, tak namiesto vzorce (10.3) platf
vzorec

(10.4) 'a. = u.z} + v.nz},

t. ). (ay, @,, G5, . ..) je linedrna kombindcia postupnostf.
(L, 2,73, ...), (0, z,, 223, ...).
Koeficienty %, v sa daji vypoditat obdobne. Ak vySetru-
jeme redlnu postupnost (a,, a,, a,, ...) a rovnica (10.2)
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mé imagindrne korene z,, = r.(cos a + isin a), tak
namiesto vzorca (10.3) mozno pouzif vzorec

(10.5) a, = %,.7 cos na + v,.7" 8in na.
Teda (a,, a,, a,, ...) je linedrna kombindcia postup-
nostf

(1, r cos a, 3 cos 2a, ...), 0, r 8in a, 72 8in 2a, ...).

Koeficienty u,, v; budi redlne &isla zatial ¢o », v vo vzor-
ci (10.3) mobli vyjst imagindrne.

Postupnost (a,, a,, a,, . ..) nazveme rekurentnou postup-
nostou stupfia k, ak existuju éisla p,, p,, ..., pr_1 také,
Ze pre kazdé prirodzené » plati

(10.6)  @nitv= Pr1@nik-1 + Pro2@nik—2 + «-. + Doa
Na jej jednozna&né urcenie potrebujeme poznaf este

jej prvych k élenov ay, a,, . . ., a;_;. Ak ma rovnica
(10.7) 2 =p1 @' + P24+ ... + Py
k po dvoch réznych korenov z,, z,, ..., z;, tak kaid4

postupnost spliiajica (10.6) je linedrnou kombindciou
geometrickych postupnost{

(La,a2 ...), =12 ..., k.

Ty e
Aj v pripade, Ze rovnica (10.7) mé viacnasobné korene,
je ka¥dé postupnost splfiajica (10.6) linedrnou kombi-
néciou vhodnych % postupnosti. Dostaneme ich tak, Ze
k s-ndsobnému korenu ¢ rovnice (10.7) priradime vidy s
postupnosti

(07 ¢°, 1igl, 2ig2, 3ig®. ...),7=0,1,...,8—1.
(VSimnime si, Ze pre j = 0 priradujeme geometricki
postupnost s kvocientom g; teda pripad jednoduchych
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korefiov je tu tieZ zahrnuty.) Ak su (niektoré) korene
rovnice (10.7) imagindme, a chceme uvaZovat len redlne
postupnosti, pouZijeme postup obdobny prechodu od
(10.3) k (10.5). Podrobnosti nechdvame na rozmyslenie
titatelovi, rovnako ako sme mu ponechali zovSeobecne-
nie pojmu linedrnej kombindcie z dvoch na k postup-
nosti.

11. NIEKTORE NEROVNOSTI
Z mnohych nerovnosti v (4] pripomefime aspon ne-

rovnosf medzi aritmetickym a geometrickym prieme-
rom.

Veta 11.1. Pre vdetky kladné redine Cisla ay, a,, ...,
ey Gp(n # 0) plati .

1 & +a+ ... +an

Val.az. e 8y S -

Nerovnosti pre kombinaéné ¢&isla mozno odvodzovat
okrem iného zo Stirlingovho vzorca pre faktoridly. Casto
viak moZno postupovaf ovela elementérnejsie, napriklad

k

pre 0 < k < n sndd najlahsie dostaneme pomocou roz-
voja vyrazu (1 + 1) podla binomickej vety.

Nerovnosti v nasledujiicej vete spresiuji niektoré
tzv. priblizné vzorce, ktoré sa ¢asto ndjdu v priru¢kdch
(,,spravodnikoch‘‘), pripadne i v tabulkéch, ale nie vidy
8 uvedenim oboru platnosti (ktory zavisf aj od poZado-
vane]j presnosti). Ak je éitatel obozndmeny so zdkladmi
diferencidlneho podtu, zaiste zbadd, Ze vadéiina koe-
ficientov pri mocnindch z v uvedenych nerovnostiach
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vzniké z Taylorovych radov pre odhadované funkcie.
Ostatné koeficienty (napriklad ——% v odhade pre

sin z) 8si zvolené v tvare zlomkov s malymi menova-
telmi, aj za cenu istého oslabenia odhadov. Odhady s
tym presnejSie, t. j. dolny a horny odhad st k sebe
tym bliZSie, ¢m mensie je . (Okrem toho by sme ich
mobli spresnif, keby sme uvaZzovali mensf interval pre z.)

Veta 11.2, Pre kaié redlne &islox,0 < x < 1, plati

1 1
_ —xt _ - _ 2
1 x+2x<1 a:<l xr + 73,
1

1 1 —_ 1
PP ey — a2
1+2a: 8:1: <V1+z<l+2z 121,

1 1 —_— 1 1
— e gt — N
1 2:: 2:1: <V1 r <1 2:c 8::,
x l:::’<ln(l+:t:)<:c: 3::’
2 107’
x? r?
—1—2(—1_—:)<ln(1——z)<—x—?,

1
l+x+§z’<e’<l+x+%x’,
1 1
l—x+§z’<e'2<l—z+ix”,
. lxa ) 1 .
8 <sinz <x 7:!:,
1 4
1—-2—a:’<cosx<l——§x’,

1 4
I+§I"<tga:<x+7x’-
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Uvedieme efte obdobné vzorce pre dekadicky logarit-
mus a funkeciu 10#, avBak u% s koeficientmi v dekadickom
zépise a zaokriblenymi vhodnym smerom.

Veta 11.3. Pre kaZdé redlne &islo z, 0 < z < 1, platt
0,43420x — 0,222 < log (1 + ) < 0,4343z

2
— 0,43437 — 0'22'1%::‘ < log (1 —z) < — 0,43429z

1 4+ 2,30258z < 10v < 1 + 2,30259z + 6,7z
1 —2,30259x < 10= < 1 — 2,30258x + 2,7x2.
Veta 11.4. Ak pre redine &isla y, 2z, z, a, b platia nerov-

nosti 0 < ly| < 0,02,0 < |z] <2.105,0<z<1,0<
< a < b,tak

0,43.[y| < [log (1 + )| < 0,44.]y],
0,43429. |z| < |log (1 + z)| < 0,4343. 2],
(1 —x).loga + z.logh < log((l —zx).a + z.b) <

b—aYy
<(l—=z).loga + z.log b + 0,0543.[ P ] .

Posledny vzorec sa d4 pouZit pri interpoldcii hodnét
z logaritmickych tabuliek. Napriklad pri beZnom pouZitf
b —2 < 0,00001, tedn
interpolovani hodnotu uréfme s chybou najviac 5. 1074
+ 0,0543.0,000912 < 5,05.107°.

V nasledujicej vete péjde o odhady si¢inov mnohych
¢initelov blizkych k 1. Ako navod pre ¢&itatela, ktory by
si chcel vetu dokazat, uviddzame: Pri pevne zvolenom
¢isle x (a pevhom n) st uvedené sidiny minimélne, ak

logaritmickych tabuliek [1] je
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n — 1 éinitelov je rovnych jednej a maximélne, ak sii
vietky &initele navzdjom rovné. Dolné odhady uZ vyjdi
trividlne, pre horné treba esdte pouZif binomickd vetu
a dalej odhadovat éleny, ktoré vznikni.

Veta 11.6. Ak si ay, a,, ..., a, neziporné redlne étsla

a pre ich silet x =a, +a, + ... +a,plati 0 <z <
< 1, tak

l1+z=(144a).(1 ta). ... (1+a)<
1 3 o
< +x+"4—x’
l—z=<(1—a).(1—a,). ... . (l—a)<

1
<l—x+§x2.
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