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RESENI
A NAVODY K RESENI

1. K diikazu je potfeba znat vztah platici o ostrych dhlech
(obr. 20):

Obr. 20

sinx <x <tgx.

Ovéfit si mlzZete toto tvrzeni uZitim tabulek. V obr. 20 je
dokonce provedena pfiblizna rektifikace oblouku DA,
takze DA =|DE]|, a ta by vds méla ve vysloveném tvrzeni
utvrdit. Ale pozor, to neni dikaz! Ten je mimo rimec
nasich moznosti. (Uvedena rektifikace je vhodni pro dhly,

jejichz velikost je mezi nulou a g, |DK|=3|SD|.)

Nejprve upravme vyraz

. . 1
smx+tgx=smx(1+ )=
cosx



. X X X . XX
2sinzcos=-2cos’>~ 4sin=cos =

_ 2772 2 _ 22
coszg—sinzg l—tgz%
_ 4tg%
]—tg‘%

K tomuto vysledku se za chvili vratime. JistéZe plati

X
O<tg§<l,
—1<tg‘%—l<0.

1>1 —tg‘£>0,

2
1 x>1.
— ‘_
1—tg 3
4tg£ x x
>4tg>>4-5=2x.
l—tg‘—)E 2 2
2

Tedy jinak psano,
sinx +tgx>2x.

Do této nerovnosti dosadime postupné a, 8, y za x. Ziska-
né tfi nerovnosti seCteme a jsme s dikazem hotovi.
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2. a) a+p+y=m,
a’+ B2+ v+ 2(af+ By +ya)=n? (a)
2(a*+ B2+ y*)Z2(af + By + va), (b)

rovnost plati pravé tehdy, kdyz a = § = y. Se€tenim posled-
nich dvou vztahli mame

3(a?+ B2+ y)=n?,
kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz a=08=1y.
b) ap +By+yasa*+pr+ vy (c)

Rovnost plati pravé tehdy, kdyz a =8 =y. Seftenim (a)
a (¢) mame

3(aB + By + ya)=n?,
pfi¢emz rovnost plati, pravé kdyz a = B =y.
. 2 zﬁ
3. sin 2+sm £ +sin? 2
=l(1—cosa)+—(1—cosﬂ)+sin’r=
2 2 2
=l—l(cosa+cosﬁ)+sin’l’=
2 2
oy a+f a—§ a+p
=1 -cos 2 cos 3 + cos 5 =
_ a+p atf a-p]_
=1+cos > [cos 2 cos 3 ]—

=14sin X[ =2sin Eein B
—1+sm2[ 25mzs|n2].
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Podle toho vyraz uvedeny v textu ulohy je roven (viz
iloha 8)
1

ces By 1.9
l+smzsm25m2=l+8 g

4. S prihlédnutim k D:

g+ cotg2 B

B B Y Y

a
5+ cotg 5 cotg  + cotg 5 cotg > .

cotg? + cotg? %’ =

Zcotg g cotg

Podle C.2:

a a
(tgitgg+tg§tg%,+tg%,tg§).
B B

a
. ( cotg = cotg

> + cotg 5 cotg

Y Y a\ >
+ cotg 7 cotg 2) £9.

2 2

Podle 1. pomocné véty je

B,. B

tgitg2+tg2tg +tg% =1,

NIQ

a tudiz

cotg 5 cotg B + cotg g cotg %’

Rovnost nastane pravé tehdy, kdyz a = = y. Odtud vy-
plyvd i spravnost vysloveného tvrzeni.

+ cotg %’ cotg 329.

.. 3
5. Na levou stranu nerovnosti pfevedeme Tk potom tuto
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levou stranu nahradime ekvivalentnimi vyrazy:
2 cos(a + ) cos(a —ﬁ)—cos2y+sin’y—%=
=2 cos(a+ B) cos(a —ﬁ)—%— 2cos’(a+p)=
= ~2[cos(a+ B)~7 cos(a - B)| - 3 sin*(a - p) 0.

Rovnost nastava pravé tehdy, kdyZ jsou splnény tyto dvé
podminky:
sinfa—#)=0, tj. a=4,
2cos(a+B)—cos(a—p)=0.
2

ReSenim této soustavy je a = =%, y=3mn

6. 1. feSeni. O délkach stran plati
at+b>c,
coz vzhledem k ILb lze nahradit vztahem ekvivalentnim

2R (sina +sinf)>2R siny.

2. feSeni. Bez Gjmy na obecnosti miizeme pfedpokla-
dat, Ze dhly a, 8 jsou ostré. Pak

O<cosa<l, O<cosf<l.
siny =sin(a + B)=sina cosf +sinf cosa <sina +sinf.

7. a) Pro k>1 je trojihelnik ostrouhly, b) pro k<1 je
tupoihly.
8. Obé& nerovnosti z dlohy 4 vynidsobte ¢islem V%
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9. Pouzijeme vzorec ILb:

Vasina=a: V2R

a dalsi dva vztahy cyklickou zaménou.

(u+b+c):\/§—R=2s:\/ﬁ=\/Z-v23:(2R =

=V2s (sina +sinB +siny) = V3s V3.
V poslednim kroku jsme pouzili nerovnost z dlohy 14.
_(a+ b)2+ (a— b)zz(a +b)?
2 2 - 2 -

Odtud vz mame c¢=(«+b): V2. Rovnost nastane pravé
tehdy, kdyz a =b.
11. Levou stranu nerovnosti upravujeme:

10. c*=a?+b?

1 1 1=a+b+c

V., Up U 28

v

s_1.2
S r° R’

Pfi poslednim kroku jsme pouZili Eulerovu nerovnost.
Rovnost plati, pravé kdyz jde o rovnostranny trojihelnik.
12. Plati

Vo, + Vo + Vo = VL + Vi, + VIS
9 3
= V3(I,,+lb+t¢)§\/3'i R=§ V6R.

V priibéhu uprav jsme pouZili nerovnost E a vysledek
ilohy 28.
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13. |OA’|=r:cos§, |OB’|=r:cos%’,
a

|oC |=r:cos2

Dosadime do levé strany dané nerovnosti a pouZijeme
vysledek ulohy 17.

14. Po uvedené substituci nabude nerovnost F tento
tvar:

ab+bc+caZSV3+s,
Rovnost plati, pravé kdyz s—a=s—b=s—c, tj. pravé
tehdy, kdyZ trojihelnik je rovnostranny. Obé strany nerov-

nosti znisobime ¢islem 4 a potom k obéma stranam pficte-
me (a*+ b?+ c?). Dostaneme

a’+ b1+ c2Z4SV3+2(a*+ b+ c2—ab — bc — ca) =
=4SV3+(a—b)*+(b—c)*+(c—a).

Tim jsme s ditkazem hotovi. Ctenat by si mél cely diikaz
znovu projit a kazdy krok propodcitat.
15. V nerovnosti ulohy 6 polozime a>=a 2R sina atd.

16. a + b =2Vab a dalsi dva analogické vztahy. Rovnost
plati, pravé kdyz a=b (b =c; c=a). Podle ILa je abc =
=4RS.

1.1

17. sin'a+...=2R (5+E+E)=

=2R(ab + bc + ca):(abc)=2R(ab + bc + ca):(4RS) =
=(ab + bc + ca): (28).
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Z vysledku ilohy 7 plyne
1
ab +bc +ca _2_5 (4SV3+a2+ b+ c?)Z4S V3,

jak vyplyva z ilohy 6. Tim je dloha v podstaté rozieSena.
Rovnost nastane, pravé kdyz a=b=c.

19. sina sinf siny =abc: (8R*)=4RS:(8R%) =

=S:(2R)=(a?+ b*+¢?):(2R*-4V3)=
3
<9R2:(8R*V3) =3 V3.

Postupné bylo pouzZito: ILb, ILa, vysledku ilohy
6 a poznimky 1 dlohy 24.

20. S=%ab siny=2R?sina sinB siny.

Avsak také:
S=rs=rR (sina +sinf +siny).

Porovnianim mame:
r (sina +sinf +siny)=2R sina sing siny.
A nyni se pouzije Eulerova nerovnost R =2r.
21. 1. feseni.
v,=csinB=2R sing siny=

=38R sin Bsin ¥ cos B coc ¥
8Rsmzsm2coszcosz.

Potom
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2B 2 B

v .. = 8°R3 sin? 5 sin? = sm 5 cos? 5 cos? cos 2

S prihlédnutim k pomocné vété S je

pyain @ B ¥ .a P
r..r,,rt 4°R smzsmzsmzcos 2cos cos? 2

Pomér obou soucinid je podle ilohy 8:

3 «a E Y<9s, l
2% sin > 91n 5 sin 2_2 i =1.
Rovnost nastane pravé tehdy, kdyz a=8=1vy.
2. fedeni. v, =88%: (abc)=282: R. Dile

rar.=8*:[(s—a)(s—b)s—c¢)]=8%:82=8s=8%:r.
Odtud
vt (ranr)=2r: R=1 (Eulerova nerovnost).

Rovnost plati, pravé kdyz jde o rovnostranny trojuhelnik.
22. Viimnéte si postupu pfi feSeni ulohy 16.
23. a) S pouzitim 5. pomocné véty a vzorce ILb dostane-
me po kratsi dpravé

B osY—sin B Y).cosg___

(fu—r):u=(cos—cos——sm—smi :

2 2 2 2
=sin =:cos o =tg =
=sin:cosy=tg 5.

b) r. r—utg-2——4R§|n 2
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[
r,+r.=4R cos’i .
24. w,Zv, s rovnosti pro rovnoramenny trojihelnik
s osou soumérnosti jdouci vrcholem A. Dale
aw, Zav, =28 =2rs.

Odtud vyplyva vysledek. Rovnost plati pravé tehdy, kdyz
trojuhelnik je rovnostranny.
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