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IV. kapitola

NEROVNOSTI MEZI PRVKY
A ROZNYMI PRICKAMI TROJUHELNIKU

ERDOSOVA-MORDELLOVA VETA
SCHREIBEROVA NEROVNOST
STEWARTOVA VETA

40. Necht O je libovolny bod uvnitf trojihelniku ABC.
Oznaéme R,=|0A|, R,=|0B|, R;=|0C|, BC+tO=r,,
CA+O=r;, AB+-O =r,. Potom plati

R|+R2+R322(r|+rz+r3).

Rovnost plati pravé tehdy, kdyz trojihelnik je rovnostran-
ny a bod O je jeho stied. Dokazte.

Dikaz (obr. 10a). Pfedpoklidejme, Ze trojihelnik ABC
je ostrothly. Oznaéme P(Q) patu kolmice spusténé z bodu
O na stranu AC(AB). Potom ¢&tyfihelnik AQOP je tétivo-
vy, a lze mu tedy opsat kruZnici. Stfed této kruznice

oznacime M, polomér ma velikost 3 R,. Proto (viz vztah

ILb))
|PQ|=R, sina.

Dfive nez postoupime dal, vS§imnéme si vnitfnich dhl
étyfuhelnika AQOP. Dva z nich jsou pravé, | L PAQ| =a,
a proto |<XPOQ|=n—-a=p+7y. Proto cos|XPOQ|=
= —cos «. Kosinovd véta pouzita na trojihelnik OPQ je
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|PQ|*=r3+ri=2rr; cos(B +7),
takZe miZeme psat
|PQ|2= ri(sin®y + cos®y) + r3 (sin? B + cos? )
+2ryrs(sinf siny —cosf cosy) =

=(rysiny+ r;y sinB)*+ (r, cosy — rs cos B)?
Z(rysiny + ry sin )%

Rovnost plati pravé tehdy, kdyz

racosy—rycosf=0, €ili ry:ry=cosf:cosy.
o . . - n n -
Pritom si uvédomime, ze ﬂ<5, y<%3, a tudiZ cos §>0,
cos y>0.
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Miizeme psat
|[PQ|=R,sinaZr,siny+ r;sinf (1)

a k tomu pfipiSeme dalsi dvé nerovnosti, které z nerovnosti
(1) dostaneme cyklickou zdménou:

R,sinB=rysina + r, siny, )
Rysiny=r,sinff + rysina. 3)

Rovnost v druhé (tfeti) nerovnosti nastane pravé tehdy,
kdyz
rscosa=r,cosy, jinakpsdno r;:r,=cosy:cosa,
(ricos y=rycosa, jinak psdno ry:r,=cosa:cosf).

Vztahy (1), (2), (3) jsou ekvivalentni se vztahy

siny sinf
1=r = rs = ,
sina sina
sina sin
Rzgrg Y

0 ry —~——,
sinf ~ 'sing’
sinf , sina
siny  ’siny’

Jejich setenim dostaneme jedinou nerovnost

in in in ina
sinf | si Y)+r2 (S. L )+
siny sinf sina  siny

R.+R2+R3§r, (

sina _ sinf
+r(. +.—)é2r+r+r.
*\sinB " sina (n+ratr)

To jsme na dvojéleny v jednotlivych zdvorkich pouzili
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vztah A.3, v némZ rovnost nastane pravé tehdy, kdyz
sina=sinf =siny, tj. pro rovnostranny trojihelnik.
Z iumér

ry:rs=cosf:cosy,

ry:r;=cosy:cosa,

které jsme béhem dikazu pouzili, pak po dosazeni za
a =p =y vyplyva r, = r,=r;. To viak znamena, Ze v daném
vztahu plati rovnost, pravé kdyz trojuhelnik ABC je rov-
nostranny a bod O je jeho stied.

b) Vénujme se jesté pfipadu, kdy a>g. Situace je

zndzornéna na obr. 10b. Patu kolmice spuiténé z bodu O

Obr. 10b
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na stranu AC (AB) oznaéme P (Q). Ctyfihelniku OPQA
Ize opsat kruZnici, nebot | XOPA|=|L OQA| = g Jestlize
M je stied kruznice opsané tomuto &tyfihelniku, plati

IMO| = [MA|=|MQ| =|MP| =3 R,
Dile je

|<PAQ|=n—a=|<POQ)|
a z toho vyplyva
| < PMQ|=2(n - a).

Z rovnoramenného trojihelniku PMQ mame :

|IPQ| . 2(x—a)
R, ST
Nyni na trojihelnik OPQ pouZijeme kosinovou vétu:

tj. |PQ|=R,sina.

|PQ|*=ri+ r3—2r,r; cos | L POQ|=r}+ ri+2r:r; cosa.

Dalsi postup je tyz jako v pfipadé€ ostroihlého trojihelni-
ku; dojde se oviem k témuz vysledku.

Pozndmka. Tuto ulohu formuloval v r. 1935 P. Erdds
a dikaz provedli jeSté v témzZe roce soucasné Anglican
Mordell a Ameri¢an D. F. Barow. Diikaz zde uvedeny je

ptivodni dikaz Mordelliv. Vété se fika Erdésova—Mor-
dellova.

41. Pri stejném oznaceni jako v pfedeslé 40. dloze plati
R| + R2+ R3§6r,
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kde rovnost nastane, pravé kdyz trojihelnik je rovnostran-
ny. Dokazte.

Diikaz (obr. 10a, b). Z obrazki je ihned patrno, Ze
Ri+rn2v, Ry+nZv,, R,+rnZv.

Rovnostv kazdé nerovnosti nastane pravé tehdy, kdyz bod
O lezi na pfislusné vy$ce trojihelniku. Tedy rovnost ve
vSech nerovnostech zaroven plati, pravé kdyz bod O splyva
s ortocentrem trojihelniku.

Napsané tfi vztahy secteme:

Ri+R,+Rs+ri+r+rnZv,+u,+v.Z9r. (a)

V poslednim kroku iprav jsme pouZili vysledek ulohy 26.
Rovnost v nerovnosti (a) plati pravé tehdy, kdyz bod O
splyva s ortocentrem trojihelniku. Podle Erddsovy—Mor-
dellovy véty plati

%(R.+R2+R3)§r.+r;+r3. (b)

Znaménko rovnosti plati jediné tehdy, jde-li o rovnostran-
ny trojihelnik a bod O je jeho stiedem. Sectenim vztaht
(a) a (b) dojdeme po kratsi upravé k vysledku

R,+R,+R;=6r,

v némz rovnost nastane pravé tehdy, kdyZ trojihelnik je
rovnostranny a bod O je jeho stied.

Poznimka. Pravé dokazané nerovnosti se fika Schreibe-
rova nerovnost.
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7. pomocni véta. Necht dva trojuhelniky ABC,, ABG,
maji spoleénou stranu AB a necht pfimka C,C, protne
pfimku AB v bodé X. Potom pro pomér obsahi S,, S,
téchto dvou trojihelnikd plati

S| . Sz= IXC|I : |XC2|.

Dikaz (obr. 11). Sestrojme vysku C,D, v trojihelniku
ABC, a vysku G,D, v trojihelniku ABC,. Pro obsahy
obou trojuhelniki plati

1 1
s|:52=5 IABI'ICIDll3(§ IABI'ICZDZI)
=|CiD\|:|C:Dy|.

Obr. 11a
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Z podobnosti trojuhelnikd XC,D,, XC,D, dostavime
|C|D|| : 'CzDzl = ,XC|' . |XC2',

a tudiz
$::8:=|XC|: IXCZIr

jak jsme méli dokazat.

&1

|
|
|
|
. B

Obr. 11b

42. Pri stejném oznaceni, jaké bylo v iloze 40 a 41, plati
R|R2R3§8r,r2r3,

kde rovnost nastane pravé tehdy, kdyZz trojihelnik je
rovnostranny a O je jeho stied. Dokazte.
Diikaz (obr. 12). Ptimka AO (BO ; CO) protne stranu
BC (CA; AB) v bodé A’ (B'; C'). Oznaéme
|OA'|=u,, |OB'|=u,, |OC'|=us.
I plati
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R| =R,+u,—u.___ _ uy
R|+u| R|+u| R|+u|,

d prOtO
V— Rl RZ R] =
_R|+u| R2+u2 R3+U3

—a_ (70 U Uus
=3 (R|+u|+Rz+u2+R3+u3).

Obr. 12

Oznaéme je$t€ S obsah trojihelniku ABC, S, obsah
trojuhelniku BCO, S, obsah trojuhelniku CAO a S, obsah
trojihelniku ABO. Podle 7. pomocné véty plati

Uu; _ g,
R,’ + Uu; - S pro

i=1,2,3.
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Po tomto nutném odboceni miiZeme pokracovat v Gpravé
naseho vyrazu V:

v=3- (Ssl+§2+s)_3_1=2'

Vsimnéme si, Ze plati u;=r,, kde rovnost plati pravé
tehdy, kdyZ bod O lezi na vysce prochazejici vrcholem A.
Potom téz

- 1 1
= ¢ —_—
R|+u|_R|+r|, Clll R,+r,_R|+ul
a také
Rl > RI
R.+rl_R,+u1 )

Znaménko rovnosti plati, pravé kdyz bod O lezi na vysce
z vrcholu A. Cyklickou zdménou dostaneme dal§i dva
obdobné vztahy:

R2 > R2 R3 > RJ
R2+r2—R2+uz’ R3+r3_R;+u3’

kde rovnost v kazdé nerovnosti plati, pravé kdyz bod O lezi
na pfistusné vysce. Sectenim vsSech tfi nerovnosti do-
staneme

R] Rz R] >
R|+r| R2+r2 R3+r3—
R| Rz R3

= + +
R|+u, R2+uz R3+u3

=2. 1)

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz bod O splyva
s ortocentrem trojihelniku. Protoze bod O leZi uvnitf
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trojihelniku, miZe rovnost nastat jen pro ostroidhly troj-

ihelnik. V ziskané nerovnosti se zbavme zlomkéd a po

krat§im vypoétu dojdeme k nerovnosti
R]RzRJZerzrg"" R2r3r1+ R3r|r2+2r|rzr3

a odtud jednoduchou upravou

3 .
—R'R’R’§2+(&+&+&)§2+3 RiR:R,
rrarsy r ry ry ri\rary

(U)
kde jsme pouzili vztah B. Znaménko rovnosti plati, pravé
kdyz

R,_R:_R,
no o n )
PoloZzme
3
—R'R’R’=x>0,
rirar;

pak je vztah (U) ekvivalentni s nerovnostmi
X’-3X-2=20, jimak (X+1)%(X-2)=0.
Odtud tedy dostavame, Ze
X-220, cili X°z8,
jinak
RiR:R; ¢

rirars
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Znaménko rovnosti plati pravé tehdy, kdyz bod O splyva
s ortocentrem trojihelnika. V dal§im ukiZeme, Ze to staéi
k tomu, aby trojihelnik byl rovnostranny.

Vsimnéme si obr. 13, v némZ je zndzornén ostrouhly
trojihelnik ABC a jeho ortocentrum V= 0. Oznaéme D
(E) patu vysky z vrcholu A (B). Potom

AOBD © AOAE (podle véty uu)
a odtud
|OB|:|OD|=|0A|:|OE|,
tj.

Rz:n:Rl:rz.

]
A F B
Obr. 13
Piihlédneme-li k rovnicim (2), dostivime r;=r,a R,=R,.
Bod O je tedy stfedem kruznice vepsané i opsané,
a trojihelnik ABC je nutné rovnostranny.
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43. Danému trojihelniku ABC je opsdna kruZnice k.
Osa vnitfniho uhlu BAC (CBA ; ACB) protne stranu BC
(CA; AB) vbodé D (E; F) a kruznici k jesté v bodé D’
(E'; F'). Téznice jdouci vrcholem A (B; C) protne stranu
BC (CA ; AB) vbodé K (L ; M) a kruznici k jesté v bodé
K' (L'; M'). Pro stru¢nost oznaéme

w,= 'ADlI’ wp= IBE'I’ we= 'CF'I >
t.=|AK’|, t,=|BL’|, t.=|CM’|.

Potom plati
Vwaw,+ Vwwi+ Vwaw! S2s =Vl + Vit + Vit

Znaménko rovnosti na obou strandch plati pravé tehdy,
kdyz jde o rovnostranny trojihelnik. Dokazte.

Diikaz (obr. 14). V§imnéme si, Ze

AABD oAAD'C,
nebot
| XABD|=|<AD'C|=8

a|<[BAD|=|<):CAD’|=-;—a.
Jsou tedy podobné podle véty wu. Z této podobnosti
dostdvame
|AB|:|AD|=]|AD’|:|AC|, é&ili c:w,=w.:b,

z ¢ehoz
w.w,=bc

a cyklicky

wyw,=ca, ww.=ab.
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Tudiz
Vww.+Vwwi+Vww. = Vbe+ Vea+ Vabs

Sc+u a+b b+c___
i A S

2s.

(V poslednim kroku dipravy jsme pouZili vztah A.2 tfikrat.)
Rovnost plati, pravé kdyZz a=b =c.

Obr. 14

Tim jsme dokazali nerovnost stojici vlevo. Jeité je
potfebi dokazat druhou nerovnost. Vime, Ze (vzorec I'V.a)

|AK[=ri=7 (2b%+ 21~ a?).
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Nyni vyjadiime mocnost bodu K ke kruznici k:
|KA|-|KK'| = |KB|-|KC| = a.

Mizeme psat:
t,=|AK|-|AK'|=|AK|-(|AK]| + [KK'|) =
=|AK|*+|AK|-|KK'| =
_l 2 2_ 2 1 2—1 2 > Eifz
=7 @b*+2c* - @)+ at=5 (b +c)=( . )

Posledni krok idpravy spoéival v pouziti vzorce A.l. Rov-
nost plati, pravé kdyz b = c. Mame tedy castecny vysledek
b+c

2

Vi, z

Cyklickou zaiménou dojdeme k dalSim dvéma analogickym
nerovnostem

c+a
2 ,

Ly =

1)

, - U+b
zczch

pfiCemz znaménko rovnosti plati pravé tehdy, kdyZz a =c¢
v prvni nerovnosti a pro a = b v druhé nerovnosti. Se¢tenim
viech tfi nerovnosti dochazime k vysledku

Vit + Vet + Vi 22s; (b)

rovnost nastane pravé tehdy, kdyz a =b =c. Spojenim
nerovnosti (a) a (b) dostaneme Zddany vysledek.
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44. Stiedem O kruzZnice, ktera je vepsdna trojihelniku
ABC, jsou sestrojeny rovnobézky se stranami trojihelniku
ABC. Rovnobézka se stranou AB (BC; AC) protne stra-
ny AC, BC (BA, CA; CB, AB) po tfadé ve vnitinich
bodech K, L (P, Q; N, M). Dokaite, ze

|KL|*+ |[MN|*+|PQ|*Z8Rr.
Znaménko rovnosti plati pravé tehdy, kdyz trojihelnik je

rovnostranny. Dokazte.

Diikaz (obr. 15). Sestrojme jesté v trojihelniku ABC
vysku, kterd prochazi vrcholem C. Jeji patu oznacme F a
jeji praseéik s ptimkou KL oznaéme F,. Je ihned patrno, ze

|KL|:|AB|=|CF,|:|CF]|,
tj.
|[KL|:c=(v.—r):v,.
Tudiz
= Y = _n\_ _rIc
|IKL|=c(v.—r):v.=c¢ (1 "c) c (] 28) ;

Piihlédneme-li ke vztahu III, dostaneme

cy cla+b)_c
|KL|—c(1—Z)= 2= Vab,

kde rovnost plati pravé tehdy., kdyz a =b.
Podobné plati

b
|MN| é; Vac s rovnosti jeding, kdyz a=c,
a
PQ é: Vbc srovnosti jediné, kdyz b=c.
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Podle toho
|KL|*+ [MN|*+ |PQ|*Z(abc? + abc + a%bc): s*=
=abc(a+b+c):s*=2abc:s=8RS:s=8Rr,

jak jsme méli dokdzat. Dodejme, Ze rovnost plati pravé
tehdy, kdyz a = b =c. (V poslednich krocich diikazu jsme
pouzili vzorce Il.a a IIL.)

Obr. 15

45. Do trojihelniku je vepsdna kruZnice, ktera se stran
BC, CA, AB dotykia po fadé v bodech A, B,, C,. Délky
stran trojihelniku A, B,C, oznaéme a,, by, ¢, (a,=|B,C,|
atd.). Dokaite, ze

IIV

12. (1)

a2 b e
ateitea
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Rovnost plati pravé tehdy, kdyZ jde o rovnostranny troj-
ithelnik.

Diikaz (obr. 16). Pfedev§im vypocéitdme velikosti ihld
trojihelniku A,B,C;.

1 1
a|=I{B|A|C1|=i I{B|OC1'=E(H—0).

c

Analogicky
Bi=2(n-B). ni=3(x—).

Na trojuhelnik A,B,C, pouZijeme vzorce ILb a dostaneme

. a
ay=2rsina,=2r cosi.
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c.=2rcosx.

- B
b,=2r cos >

2 ’

Tyto hodnoty dosadime do levé strany nerovnosti (1)
a hned budeme upravovat s pouzitim ILb:

2, a2 . .
R_(sm a , sin ﬁ+sm y)

2

a ﬁ
2 2
cos® = cos cos?
2 2

_4R’ 2B
=5 (sm 2+sm + sin? 2)

Z Eulerovy nerovnosti (iiloha 23) dostaneme
R*:r*z4

s rovnosti pravé tehdy, kdyz jde o rovnostranny trojihel-
nik. Z vysledku idlohy 13 plyne
2B

., a . Y3
2_4 _+ 2 >
sin sin sin 2..—|

2

kde rovnost plati, privé kdyz a =p =y. Proto mizeme
napsat:

sin? = 2 +sin? E+sin’ l’)244-2: 12.

& ( 2 2 4

Rovnost nastane, pravé kdyz trojihelnik je rovnostranny.

46. Stied kruZnice vepsané danému trojihelniku ABC
oznaéme O. Stfed a polomér kruznice k, (k.; k;) opsané
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trojihelniku BCO (CAO ; ABO) ozna¢me po fadé S,, R,
(S2, R:; 84, R;). Ukazte, Ze plati

R#+ R2+ R2zZ3R.

Znaménko rovnosti ma platnost pravé tehdy, kdyZ jde
o rovnostranny trojihelnik.

Diikaz (obr. 17). V trojihelniku BCO je | X BOC|=

_Bt+y_n+a

> > Proto velikost stfedového hlu

=7

Obr. 17

| X BS,C|=n+ a. Jestlize D je libovolny bod kruZnice k;,
ktery lezi v poloroviné opacné k poloroviné BCO, ale

nesplyva s body B, C, pak | < BDC] =%(n—a). I plati
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n—a

a:2R,=sin

N
N

. . a a
a.2R—sma—25m5cosi.

Odtud uz snadno vypocitdme

R,=2Rsing.

Analogicky plati

R,=2Rsinf, R,=2R sin%’.

Tim dochazime k rovnosti

RE+RE+ R3=4R? (sin® S-+sin £ 4.in 1)
2 2 2
Ptihlédneme-li nyni k vysledku dlohy 13, v némz rovnost
plati, pravé kdyz a =f =y, mame
R+ R+ R3Z4-3 R*=3R,
kde znaménko rovnosti plati ovéem priavé tehdy, kdyz

a=p=vy.

8. pomocni véta. V trojihelniku ABC proloZme vrcho-
lem C primku p, kterd protind stranu AB ve vnitfnim bodé
D. Oznaéime-li |AD|=m, |BD|=n, |CD|=r, pak plati
tzv. Stewartova véta: :

cr*=a*m+ b%*n — cmn.
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Diikaz (obr. 18). Oznaéme w = | X ADC|. Potom z troj-
dhelniku ACD plyne b?>=m?*+ r>—2rm cos @ a z trojihel-
niku BCD plyne a*=n?+r?+2rn cos@w. Z obou rovnic
vylouéime cosw a po kratdi dpravé, pfi niz pouzijeme
rovnosti m + n = c, dostaneme

cr’=a*m+ b%n - cmn,
jak jsme méli dokazat.

Tuto vétu pouzZijeme pii odvozeni dalii nerovnosti.

C

A m D}" 8

Obr. 18

47. Trojihelniku je opsdna kruZnice k poloméru R.
Dile je sestrojena kruznice k,=(O0,; r) [k.=(0;; r.);
ky=(0O;; ry)], ktera ma s kruznici k vnitini dotyk a ziroven
se dotyka polopiimek AB, AC [BA, BC; CA, CB]. Pak
plati

rn+r+r;24r,
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kde rovnost plati pravé tehdy, kdyZ jde o rovnostranny
trojuhelnik. Dokazte.

Dikaz (obr. 19). Ozna¢me po fadé O, O, stied kruZnice
vepsané danému trojihelniku a stfed kruznice k;,. Body
0, O, lezi na ose vnitiniho dhlu CAB. Pfitom AO< AQ,,
a proto bod O je vnitinim bodem usecky AO,.

Obr. 19

A nyni si vSimnéme trojihelniku ASO,. Podle Stewarto-
vy véty plati

|SO[*-|AO,| =|SO,[*-|AO| +|AS[*| OO, | -
—|AOy|-|AO]-|00,|. (1)

Avsak
|SO)*=R?—2Rr (Eulerova véta, viz iloha 23),
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'AO|I=r|:Sing, ISO||=R—"|,

|AO[=r:sing, |AS|=R,

. a
IOO||= lAO]I— IAOI =(r|— r):Slnz .
Piihlédneme-li k vysledku dlohy 17, dojdeme ke konci
feseni nasi dlohy. Poznamenejme jesté, Ze rovnost plati

pravé tehdy, kdyz trojuihelnik je rovnostranny, nebot za
tohoto pfedpokladu platila i rovnost v dloze 17.
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