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IIl. kapitola

NEROVNOSTI MEZI STRANAMI, UHLY
A DALSIMI PRVKY TROJUHELNIKU
EULEROVA NEROVNOST

20. V pravoihlém trojihelniku jsou sestrojeny téZnice
AA’, BB', jejichZ koncové body pili odvésny. Dokaite, Ze
1 ¢
E< E< 2.
Dikaz (obr. 3). Uhly AA'B a TA'B jsou tupé, a proto
je strana TB v trojihelniku TA’B nejdel§i. Z téhoz
divodu je TA nejdelSi stranou v trojihelniku TB'A.
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I plati

a) |BT|>|TA'|, z &ehoZ postupné dostaneme % t >% L,

t.: 4, <2. Tim je dokdzdna nerovnost vpravo.

b) |AT|>|TB’| a z toho postupné % t,,>l Lat:t, >%,

3
¢imzZ je dokdzana nerovnost vlevo. Spojenim obou &isteé-
nych vysledki obdrzime vztahy uvedené v textu ilohy.

21. V pravoihlém trojihelniku jsou sestrojeny té€Znice
AA’, BB', jejichz koncové body A’, B’ piili odvésny.
Dokaite, Ze pro ostry tihel x, ktery tyto dvé téZnice sviraji,
plati
cos x éi.

5 .
Rovnost plati priavé tehdy, kdy je trojihelnik rovno-
ramenny.

Dikaz (viz obr. 3). Pouzijeme vzorec IV.a a Pythagoro-

vu vétu:

|AA’|2=tﬁ=% (c’+b’)—% a’=% (c*+3b%).
Analogicky

1
2_2 (2 2
Ly 2 (c?+3d?).
P 2 a1 ] .
Dile vime, Ze [TA| =3% |TB’| =3 b A nyni na trojihel-
nik TAB' pouZijeme kosinovou vétu:

[AB'|*=|TA|*+|TB'[*-2-|TA|-|TB'| cosx. (1)
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Dosadime-li do této rovnice z pfedeslych vzorci (IAB'I =

%b), dojdeme po ipravé k rovnici
cosx =2c?: Vac*+9a’b2.
Aviak podle A.1 plati
ab é% (a®+b?) =% ¢,
s rovnosti pravé tehdy, kdyz a =b. Odtud
9a%b? é% ct

a potom

Tim je vyslovena véta dokdzdna. Nutno jesté dodat, Ze
rovnost plati pravé tehdy, kdyz a = b, tj., pravé tehdy, kdyz
dany pravoiihly trojihelnik je zdrovefi rovnoramenny.

Pozndmka. Pro cosxo=%=0,8 je x0=36°52'12", coZ je

(nikoliv absolutné pfesné) nejvétsi mozna hodnota dhlu x.

22. Dokaite, Zze o prvcich trojihelniku plati

6sr=at, + bt, +ct, é% (a®>+ b2+ c?),
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kde rovnosti plati pravé tehdy, kdyZ trojihelnik je rovno-
stranny.

Diikaz. Jisté plati
U,,ét,,, . vbétbv vcétt’

kde ve viech nerovnostech ziroveil plati rovnost pravé
tehdy, kdyz ¢ = b =c. Z napsanych tfi nerovnosti plyne

6sr=6S=uav, + bv, + cv. = at, + bt, + ct.,

pfiéemzZ rovnost plati pravé tehdy, kdyzZ jde o rovnostranny
trojuhelnik. Tim jsme dokézali prvni nerovnost.

K ditkazu druhé nerovnosti pouZijeme Cauchyho nerov-
nost G, v niz poloZime

x1=da, x2=b, xy=c;
W=, Y28, Y1=L.

Tim dojdeme k nerovnosti

at, + bty + ct. =V + b3+ 2 V2 + 2+ 2.

Rovnost plati pravé tehdy, kdyZ existuje takové kladné
¢islo k, ze t, = ka, t, = kb, t. = kc. Avsak podle vzorce IV.b
je

3
t§+t§+t§=z(az+b2+cz), (a)
a proto po dosazeni mame

V3
at, + bt, + ct, §T (a*+ b+ ¢Y).
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Rovnost plati pravé tehdy, kdyZ existuje k >0, Ze

t,=ka, t,=kb, t.=kc.
Dosazenim téchto hodnot do (a) vyjde k2=%. Tudiz rov-

Vi Vi, A
2 9b_2 2C.

Dosazenim téchto hodnot do prvnich dvou vzorci IV.a
obdrZzime po krat$i dpravé

nost nastane pravé jen pfi ¢, = b, t.=

a? =% (b*+¢?), b? =% (c*+a?).
Obé tyto rovnosti odefteme a po kratsi ipravé mame
a?—b*=0, tedy a=b.
Analogicky dostaneme b = ¢ a odtud uz vyplyvé, Ze rovnost

i v druhém pfipadé plati pravé tehdy, kdyZ jde o rovno-
stranny trojihelnik. Tim je také diikkaz dokoncen.

2. pomocn# véta. O uhlech a, B, v trojihelniku plati
sin 2a +sin 2B +sin 2y =4 sina sinf siny.

Dikaz. Levou stranu pfedloZené ekvivalence upravme
takto:
(sin 2a +sin 28) +sin 2y =
=2sin(a + B) cos(a—p)—sin(2a +28)=
=—2sin(a + ) [cos(a + ) —cos(a —B)] =
=-2sin(a+ B)[ -2 sina sinB] =
=4 sina sinf siny,

a to jsme méli dokazat.
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3. pomocni véta. O thlech kaZzdého trojihelniku plati
sin 2a +sin 28 +sin 2y =sina +sinf +siny,
kde rovnost plati pravé tehdy, kdyZ a=f=1y.
Ditkaz. Vyjdeme z nerovnosti dokdzané v iloze 8:

in & sin B sin L=
85|n25m25m2=1, )]

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz a = = y. Obé strany
nerovnosti (1) vynasobime kladnym ¢éislem

e B .Y
005200520082

a pfi pouziti znaAmych goniometrickych vzorcil dostaneme

. . <o E o B oo ¥
sina sinf siny =cos 5 COs 5 COs 5.

Z 2. pomocné véty vime, Ze
4 sina sin g siny =sin 2a +sin 28 +sin 2y,

a ze vzorce X.a, Ze

a B . . .
4 cos 3 €os 5 Cos %’=sma +sinf +siny,

a tim jsme v podstaté s dikazem hotovi. Nutno oviem
dodat, Ze rovnost plati pravé tehdy, kdyz a=8=y.

23. V libovolném trojihelniku vyjadfete vzddlenost stie-
di vepsané a opsané kruZnice pomoci délek jejich
poloméri.
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Reseni. a) Predpoklddejme nejprve, ze jde o ostrouhly
trojihelnik a Ze a=p. Kdyby platilo f>a, zaménili
bychom oznaéeni vrcholi A, B, a tim by se zménilo
i ozna&eni dhli (obr. 4a). Nejprve zjistime velikost dhlu
OCS. Z vlastnosti sttedu O kruznice vepsané plyne, Ze

| X ACO| =%’ . V pravoihlém trojihelniku SCD (D je
stfed strany BC) plati | £ CSD| = a (je to polovina stfedo-

vého dhlu nad stranou BC), a proto |<ISCD|=g—a.

Obr. 4a
Tudiz
o, _Y_(T_ \_a—PB
|XOCS|=w=y > (2 a) 7
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V trojihelniku OCS je podle toho

=|ocl=r:sin%', |SC| =

I{OCS|=w=aT—ﬂ,

a miizeme pouiit kosinovou vétu:

=|0S|*=R?+ d*-2Rd cosw =

=R?+d*-2Rr cosw:sin %’ .
Pomér cos w: sin %’ vyjddfime pomoci velikosti stran dané-
ho trojithelniku. Protoze

\

-sin L= a_ b
cosw:sin 5 005(2 5

2
~|~<
I

Moo Lo By @ BY. .Y
—(coszcos2+sm25m2ﬁ>.sm2.

PouZijeme-li ted vzorce VIILa,b, dojdeme po kratsi upra-
vé k rovnosti

cosw:sin%’=(a+b):c.

Podle toho
x*=R*+ d’——ZRr(: +5) .

1)
Av§ak (znovu pouzivime vzorec VIILa)
d?=r?*:sin? —=r 2ab:[(s —a)(s — b)]=
=r abc. [c(s — a)(s = b))].
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PonévadZ (viz vzorec ILa a vzorec III)
abc =4RS, r=S:s,
dostidvame
d*=r-4RS r:[¢(s —u)(s — b)]=
—r-4RS f: [c(s = a)(s — b)) =
=rS%-4R:[sc(s —a)(s — b)]=
=4Rr(s—a)(s —b)(s—c):[c(s —a)(s — b)]=
=2Rr(a+b—c):c.

Dosadime-li takto vypocitanou hodnotu do rovnosti (1),
dojdeme po jednoduché dpravé k Zddanému vysledku:

x2=R(R -2r).
To je znamy Eulertv vzorec.

b) Jestlize trojihelnik je tupouhly (obr. 4b), pak

Y, (=
|0cs|=1+( te =7

2

d=|OC|=r:sin%,, |SC| =R,

a dél postupujeme jako v pfipadé€ a). Je pfirozené, Ze i zde
dospé€jeme k Eulerovu vzorci
x*=R(R -2r).

Velikost isecky x mizZe byt rovna nule, a to jediné tehdy,
kdyz O =S, coz nastane pravé tehdy, kdyz trojihelnik je
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rovnostranny. PonévadZ vidy plati x*=0, dochazime tak
k Eulerové nerovnosti

R=z2r,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz trojuhelnik je rovno-
stranny. ‘

Obr. 4b

24. Ukazte, Zze v kazdém trojihelniku vzdalenost d jeho
ortocentra V od stiedu S jemu opsané kruZnice je ddna
vzorcem

d*=9R?—(a*+ b*+ ¢?). 1)

Diikaz. a) Je-li dany trojuhelnik pravoihly s pfeponou c,

je

at+ b*=c?, d=%c, R==c

1
2
a uvedeny vztah plati.
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b) Je-li dany trojihelnik rovnostranny, je

a=b=c, d=0, R='3'\/§,
a na$ vzorec opét plati.

c) Predpokliddejme, Ze jde o ostroiihly t-ojihelnik ABC,
nikoliv v8ak o rovnostranny nebo rovnoramenny (obr. 5a).
Bez Gujmy na obecnosti budeme pfedpokladat, ze a>f.
Kdyby totiz platilo g > a, pak by staéilo zménit oznaceni
vrcholi A, B, a tim by se zménilo i oznaéeni uhli.

Obr. 5a
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Nejprve vypocitime velikost dhlu VCS. Z pravoihlého
trojuhelniku ACC’ dostaneme I{ACC’|=g—a. V pra-
voihlém trojihelniku SCD je |XCSD|=a, a proto
|<SCD| =§—a. Tudiz

I{VCS|=w=y—(g—a+12—r—a)=y+2a—n=a—ﬁ.

Dile je nutné vypocitat velikost ise¢ky | CV| = x. Zde plati
T n
x=|CE|:cos (f_ﬂ) =|AC]| cos y: cos (E—ﬁ) =

=b cosy:sinf=2R cosy.

Ted jsme pouZili vzorec ILb. Po této pfipravé muZeme
pfistoupit k vlastnimu vypoctu. Na trojihelnik CVS pouzi-
jeme kosinovou vétu, v niz budeme hned upravovat pravou
stranu.
d*=R*+x*-2Rx cosw =
=R*+4R?cos’y—4R?cosy cosw =
=R2?+4R?*(1 —sin’y)—4R?cosy cosw =
=SR?*—4R?[sin’y +cosy cos(a — )] =
=5R?*-4R?*[sin?y —~cos(a + B) cos(a — B)] =
=5R?*—-4R?* [sin*y — cos*a cos?f +sin’a sin’B] =
=5R*—4R?[sin’y — 1 +sin’a +sin’B] =
=9R?*—-4R? [sin’a +sin’B +sin’y].

PouZijeme-li jesté vzorec ILb, dojdeme k Zidanému vy-
sledku:
d*=9R*—(«*+ b2+ c?).
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d) Vsimnéme si ted pfipadu, kdy trojihelnik ABC je
tupouhly (nikoliv rovnoramenny), a body S, V lezi tedy
vné trojihelniku (obr. 5b). Z obrazku je patrno, Ze nekon-
vexni uhel BSC ma velikost 2a, z ¢ehoZ plyne, Ze

|£CSM|=n—a, cozznamena,ze |<IBCS|=a—g.

Obr. 5b

Dile
|<vca|=§—ﬁ.

a tudiz
|[LVCS|=w=2a-n+y=a-p.

Jesté potiebujeme velikost useéky CD.
kL4 .
|CD| =|CV] cos (3~ B) = ICV] sing.
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Aviak |CD|=b cosy, a tak z obou rovnosti a zirovei
s pouzitim vzorce ILb:

|CV|=b cosy:sinf=2R cosy.

Dalsi postup je tyz jako v odst. ¢). Rozumi se, Ze dojdeme
k témuz vysledku:
d*=9R*—(a®*+ b2+ c?).

e) Stile jsme se vyhybali rovnoramennému trojihelniku.
JestliZe trojihelnik je rovnoramenny s osou soumérnosti,
ktera prochdzi vicholem C, pak body C, S, V lezZi v pfimce,
lezi v ose soumérnosti trojihelniku, a netvofi trojihelnik.
Potom velikosti tisecky SV se da vypoditat z trojihelniku
ASV. To pfenechivim ¢tendfim, jen je potfebi rozlisit
pfipad, kdy trojihelnik je ostrodhly a kdy tupouhly.

Poznimky. 1. Ponévadz d*Z0, kde rovnost plati pravé
tehdy, kdyz je trojihelnik rovnostranny (nebof jenom
v ném splyne ortocentrum se stfedem opsané kruZnice),
miZeme psat '

IR*Zu*+ b+ c?,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyZ trojihelnik je rovno-
stranny.

2. Velikost useéky VS jsme mohli vypoéitat i pomoci R a
a, B, y. Zadatek je stejny jako prve, ale pak je postup
ponékud jiny:

d*=R*+x?*-2Rx cosw =
=R%+4R*cos’y—4R?cosy cosw =
=R?*+4R?cosy [cosy—cos(a — B)] =
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=R?*+4R? cosy[—cos(a+ B)—cos(a —B)]=
=R*-8R?cosa cosf cosy. (2)

To uz je vysledek. Porovndme-li oba vzorce (1) a (2) pro

d?, dojdeme k zajimavé identité platicic o ihlech
trojuhelniku:
sina +sin’f +sin’y =2(1 + cos a cos B cos y).
(To jsme v prvnim vzorci poloZili ¢« =2R sina, b=
=2Rsinf, c=2Rsiny.)
A jesté jedné véci si viimnéme. Ponévadi d>=0, kde
rovnost plati, privé kdyZz je trojihelnik rovnostranny,

dostavime
R*—-8R?*cosa cosf cosy=0,

coZ je ekvivalentni s nerovnosti

cosa cosf cosy§-;— ,

kde znaménko rovnosti plati pravé tehdy, kdyz a=8=y.
Tak jsme jinou cestou dospéli k vysledku dlohy 10.

25. V pravoihlém trojihelniku ABC ozna¢me v velikost
vySky kolmé na pfeponu. Pak plati
04<=<0,5.
Dokaizte.

Diikaz (obr. 6). Jestlize kruZnice vepsana pravoihlému
trojihelniku ABC se odvésen BC, AC dotykd po fadé
v bodech K, L a jestlize stfted této kruZnice oznacime O,
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‘pak &tyfihelnik OKCL je &tverec. V ném |OC|=rV2. 1
plati
v=r+|0C|=r(1+V2).

Obr. 6

Rovnost plati pravé tehdy, kdyZ dany trojihelnik je rovno-
ramenny (|AC|=|BC]|). Z toho mdme prvni nerovnost

1
1+V2
Nyni ukdZeme, Ze vySka trojihelniku (nejen pravouhlé-

ho) je vidy vétsi nez primér vepsané kruZnice. Vychodis-
kem bude trojihelnikovd nerovnost:

v

=V2-1=0,414>04. 1)

r
v

at+b>c,
a+b+c>2c,
2s>2c¢,

2_2

=>=,
c s
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28_2S8

c s

Na levou stranu nerovnosti pouZijeme vztah I a na pravou
vztah III. Dostaneme tak

v.>2r &l r:v<o0,5,

¢imzZ je dokdzina i druhd nerovnost.

26. Dokazte, Ze v trojihelniku plati
v, + v, +v.=9r,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz je trojihelnik rovno-
stranny.

Dikaz. Podle vzorce VII je

1,1,.1 1
;}:+v—b+'l;—;. | (1)
Podle C.2 plati
(v,,+v,,+vc)(l+i+l)g9. 2)

V. Up Ve
Rovnost tu plati pravé tehdy, kdyz v, = v, = v., coZ nastane
priavé tehdy, je-li trojuhelnik rovnostranny. O tom se
pfesvédéime nasledujicim zplisobem: Ponévadz

28 28 28
v, =—, Up =70/, Ve=—,
a b c

plyne odtud, Ze rovnost v, = v, = v, je ekvivalentni s rov-
nosti « =b=c.
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Spojenim vztahd (1), (2) dochdzime k vysledku
v, + v, +v.Z9r.
Rovnost plati pravé tehdy, kdyz jde o rovnostranny troj-

dhelnik.

27. Dokazte, Ze o prvcich trojihelniku plati

a? b? c?
2 2+ 2 2+ 2 2
vptu: vitug vit v,

1%

2.

Rovnost nastane privé tehdy, kdyz trojuhelnik je rovno-
stranny.

Diikaz. Pro struénost oznaéme levou stranu dané nerov-
nosti pismenem M. A nyni zavedme
_vi+vl vi+v? | vi+ v}

N= +
pE b’ c

Jeho souvislost s vyrazem M je evidentni. UZitim vzorci 1
upravime vyraz N a po kratsi upravé dostaneme

N =88%(u*+ b*+ c?): («*b*c?). (1)
Aviak v poznimce 1 dlohy 24 jsme ukdzali, Ze plati
a*+ b+ c®=9R?, 2)

s rovnosti privé tehdy, kdyZ trojihelnik je rovnostranny.
Ze vztaht (1) a (2) dostaneme

N=T72R*S8%:(u*b%c?).
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Nyni pouZijeme vzorec Ila:
RS = Zabc tj. 72R*S*= 2 a*bc 2
a tudiz _
; (3)
pfitom rovnost plati pravé tehdy, kdyz trojihelnik je

rovnostranny.
Z nerovnosti (3) dostaneme nerovnost s ni ekvivalentni

MN<3M

N=

NI\O

Jestlize si uvédomime, co pfedstavuji vyrazy M, N, pozni-
me, Ze se tu nabizi aplikovat nerovnost C.2. Podle ni je
totiz MN =9, kde rovnost plati pravé tehdy, kdyzZ jednotlivi
s¢itanci mnohoélenu M (a tedy i viichni séitanci mnohocle-
nu N) si jsou rovni. To viak vede na rovnostranny trojihel-
nik, jak vyplyva z nasledujiciho vypoétu:

[

vi+v? vi+0?’

zbavime se zlomki, a ponévadZ av, = bv, =28, dojdeme
k rovnici

a’vi=>b%?,
a z ni uz plyne a = b. Podobné bychom dostali b = ¢, a tim
je tvrzeni dokazino.

Na zdkladé dosavadnich vysledki miZeme napsat nisle-

dujici fetéz nerovnosti:
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9

1A

MN=- M,

(S F Y=

takze
MzZ2,

kde rovnost nastane pravé tehdy, kdyZz je trojuhelnik
rovnostranny. Pfi znimém vyznamu M mame pfedloZenou

nerovnost dokazanou.
1

28. O prvcich v trojihelniku plati

9
Irst,+6,+1.=

| R

rovnost na obou stranich plati pravé tehdy, kdyz jde
o rovnostranny trojihelnik. Dokazte.

Dikaz. Je okamzité patrno, Ze
'ug”-n rb;”ba 'r;va

pfiéemZ rovnosti ve vSech tfech vztazich plati zaroven
pravé tehdy, kdyz je trojihelnik rovnostranny. Sectenim
viech tfi vztahi pfichazime k nerovnosti

L+t +i.Zv,+v, +v.29r,

jak vyplyva z ilohy 26. Tim je dokazdna prvni nerovnost.
Dikaz druhé nerovnosti zatneme ndm znimym vztahem
(viz poznamka 1 ilohy 24)

IR*Zu’*+ b%+ c?, )
kde rovnost plati pravé tehdy, kdyZ jde o rovnostranny
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trojihelnik. Podle vzorce IV.b je

{,2+b2+c2=‘31(t5+t§+r§). (2)

Vztahy (1), (2) nas pfivadéji k nerovnosti

7
ZT R*Ze2+ 1+ 12,
kde rovnost plati pravé tehdy, kdyZ trojihelnik je rovno-
stranny. Nyni pouZijeme nerovnost E:

L+, + . =EVI2+2+1).

PouZijeme-li znovu vzorec IV.b, dojdeme k Zidanému
vztahu:

<9

L+, +t.==R,
2

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyZz je dany trojahelnik
rovnostranny, nebof za této podminky platila rovnost
v pfedchazejici nerovnosti.

29. Dokazte, ze v rovnoramenném trojihelniku ABC
(AC = BC) plati
V2 ¢ _3
—2—<;;<§ .
Diikaz (obr. 7). Pfedevsim si uvédomme, Ze o vnitinim
dhlu a pfi zdkladné plati
n a_n

7 2 tedytéz 0<-<~

0<a< 7<%
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a potom
a_V2
1>cos =>—.
27 2
Osa tithlu CAB protne stranu BC v bodé K. Patu kolmice
spusténé z bodu K na zdkladnu AB oznaéme L. Pro
struénost zavedme jesté toto oznaceni:

|AK|=w., |AL|=c".

Thned je patrno, ze

«, V3
a2

c:w,>c':w,=cos §>
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Tim jsme dokdzali levou ¢ast vztahu. Abychom dokdzali
i druhou nerovnost, pouzijeme sinovou vétu na trojihelnik
ABK:

c:w, =sin 37azsina = (4 cos? %_ 1) : (2 cos %) .

NapiSme nyni dvé€ nerovnosti, které s ohledem na to, Ze

S .
0<a <5, jsou jisté pravdivé:

a a
4 cos —2—+ 1>0, 1-cos 5>O'

Souéin levych stran je kladné &islo:

a_ 2 &
143 0032 4 cos 2>0.

Tuto nerovnost nahradime nerovnosti ekvivalentni

a a
3cos =>4 cos?=—1

2 2
a dale
4cos? T 1
3 2
s>——=c:w,,
2 2 cosg
"2

jak plyne z (1). Tim jsme s diikazem hotovi.

4. pomocnd véta. Délka osy vnitiniho uhlu ACB
v trojiihelniku ABC je ddna vzorcem

w. =2ab cos %’:(u +b).
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Diikaz (obr. 8). V trojihelniku ABC je pfimka CD
osou vnitiniho uhlu ACB. Jeji délka je w,=|CD]|. Vrcho-
lem A vedme pfimku rovnobéZznou s CD a jeji priseéik
s pfimkou BC oznaéme E. Kromé toho z vrcholu A
spustme kolmici na CD a jeji patu ozname P. Pak jesté

E

\
_AP
— \
A D ¢ B

Obr. 8

spustme z vrcholu C kolmici na pfimku AE. Z podobnosti
trojuhelniki ACDB ~AEAB plyne

|CD|:|CB|=|EA|:|EB|,
jinak psano
w.ea=|EA|:(a+b).
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Avsak

|EA|=2|CP|=2|AC] cos%’=2b cos%’.

Dosadime-li tuto hodnotu do pfedeslé iméry, dostaneme
w.:a=2b cos %’: (a +b),
coz jsme méli dokazat.

Poznimka. Z dosazeného vysledku mizZeme odvodit
vétu: Nutna a postacujici podminka pro to, aby velikost

tihlu ACB byla %:n:, je

30. Dokazte, Ze v trojiuhelniku plati

2 2 2 2 2 2
’+b* b +c* c*+ua
. + +

2 2 2
we W, W

v

8,

kde rovnost nastane pravé tehdy, kdyz trojihelnik je
rovnostranny.

Diikaz. Ve 4. pomocné vété jsme ukazali, ze
= Y.
w. =2ab cos X (a+b),
z éehoz dostaneme
Y_ .
cos 5= w.(a+ b):(2ab).
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Tento vzorec budeme upravovat a pfitom pouzZijeme ne-
rovnosti C.1:
1 4

>
a+b’

+

2|

o

v niz rovnost plati, pravé kdyz a =b. PiSeme tedy

y 1. (1 l)> 2
Cosy=a W (u+b =W T’
takZe

Y (a+b)’ _a’+b?
25 4w?2 T 2w

cos™?

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyZ ¢ =b. Analogické
nerovnosti plati i pro cos g, cos Eﬁ . Nyni uZ mizeme psat
(viz tlohu 17)

2B

L a Y
4=cos  =+cos -+cos?i=
2 2 2

<l (b2+cz+c2+a’+az+bz)
=2\ w? wi w2 )’

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz a=b=c.
31. Dokaite, ze v kazdém trojihelniku plati

(a+b+c)V3Z2w, +w, + w,),

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyZ jde o rovnostranny
trojihelnik.
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Diikaz. Vzorec pro w, ze 4. pomocné véty upravime pro
nas ucel. Pfi tom pouZijeme vzorec VIILb:

s(s —

=2ab cos— (a+b)= 2:b\/ ). (a+b)=

=—2—— Vabs(s —c).

a+b
Podle A.2
W= \/_ms(s—c) Vs(s—¢),

kde rovnost nastane jen pro a = b. Odtud opét podle A.2
s \3 lis-o=t [ s+(s—c)]=%(2«+2b—c)

s rovnosti ve druhé nerovnosti pravé tehdy, kdyz %s=

s —c, tj. pravé tehdy, jestliZe 2c = a + b. Rovnost v obou
nerovnostech soucasné tudiZ nastane pravé tehdy, kdyz
a=b=c.

Z toho a ze vztahi ziskanych cyklickou ziménou vychazi

1 i
ﬁ(w,+w,,+wc)§g(3a+3b+3c)=%(a+b+c).

Odtud uz vysledek
(¢ +b+¢)V3Z2(w, + w, +w.),

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz je trojihelnik rovno-
stranny. Tim je také dikaz proveden.
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32. O délkach os vnitfnich 4hld trojihelnika plati
3ISV3Swi4+ wi+ wiss?

kde znaménko rovnosti v obou nerovnostech ma platnost
pravé tehdy, kdyz trojihelnik je rovnostranny. Dokazte.

Diikaz. Ve 4. pomocné vét€ jsme odvodili vzorec

w. =2ab cos %': (a+b),
odtud
wi=4a?b? cos? %’: (a +b)~
Pouzijeme-li nyni vzorec VIILb, dostaneme rovnost s touto
ekvivalentni a tu hned upravujeme:

. 4a*b? s(s—c)_ ab
w‘_(u+b)’ ab (a+b

)2(a+b+c)(n+b—c)—

ab__ >

(a+b)—c?=ab “@+by b)’

__ab [
“(a+b)?
Analogicky

bc ac 2

2_p_ 2 2 g Y
wi=bc (b+c)2a’ Wp" = ac (u+c)zb

Avsak podle A.1 plati
2ab = a*+ b2

Odtud plyne, Ze

4ab=(a+b)* aposléze
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kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz « =b. Analogicky
mame
bc 1

<l o -
B+o-1 rovnost pravé tehdy, kdyz b = c,
——C“—él rovnost pravé tehdy, kdyz c = a.
(c+a)— 4’

Podle toho tedy plati
wi+wi+wiZab +bc+ca —% (a*+b*+c?), (1)

pti¢emzZ rovnost plati pravé tehdy, kdyZz a = b = c. Z Finsle-
rovy—Hadwigerovy nerovnosti (iloha 7) po ipravé dosta-
neme

1 1
Z(u’+bz+ cz)éi (ab + bc + ca)- S V3. )
Vztahy (1) a (2) daji
1
wi+wit+wiz= (ub+bc+ca)+S\/§. 3)

Tento vztah je nutné jesté upravit. Ze vztahu (2) vyplyva
2(ab + bc + ca)Z a2+ b2+ c2+4S V3.
Avsak podle D plati
a*+b*+c*Zab + bc + ca.

Rovnost zde plati pravé tehdy, kdyz a = b = c. Obé posled-
né napsané nerovnosti vedou k novému vztahu
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ab + bc +ca =4S V3.

Spojenim této nerovnosti s nerovnosti (3) miame posléze
w2+ wli+ w2238 V3,

¢imz jsme s dikazem hotovi. V nerovnosti (1), stejné jako
v (2) a v nerovnosti D, plati rovnost pravé tehdy, kdyz
a« =b=c. TudiZ i vysledna nerovnost plati pravé tehdy,
kdyz trojuhelnik je rovnostranny.

Zbyva dokdzat druhou nerovnost. V iiloze 31 jsme odvo-

dili vztah
w.=Vs(s—c),

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz «=b. Cyklickou
zaménou obdrZime vztahy platici pro délky druhych dvou
0s:

w,=Vs(s—a) srovnosti,pravé kdyz b=c,
w, =Vs(s —b) srovnosti, pravé kdyz a=c.
Odtud uz vyplyva

wi+wi+w?Ss(s—a+s—b+s—c)=s

Dodejme, Ze rovnost nastane pravé tehdy, kdyz a =b =c,
tj. pro rovnostranny trojihelnik. Tim jsme s dikazem
hotovi.

33. Dokaizte, ze o prvcich kazdého trojihelniku plati
at, + bt, + c1. =3Rs,
pfifemz rovnost plati pravé tehdy, kdyz trojihelnik je
rovnostranny.
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Dikaz. V obr. 9a, b jsou narysoviny trojihelniky a jim
je opsadna kruinice k =(§; R). Oznaéme C’ stfed strany
AB a d, vzdilenost sttedu S od strany AB.

a) Predpoklddejme nejprve, Ze trojihelnik je ostroihly
(obr. 9a). Pokud body C, S, C’ leZi na jedné pfimce, pak
AC=BC a trojihelnik je rovnoramenny. Plati potom

t.=R+d..

Obr. 9a

Jestlize body C, S, C’ jsou vrcholy trojihelniku, je zfejmé
.<R+d..
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V kazdém pfipadé tedy je
.=R+d,,

pfi¢emZ rovnost nastane pravé tehdy, kdyZz trojuhelnik
'ABC je rovnoramenny (AC = BC). Cyklickou ziménou
dojdeme k analogickym relacim:

t.=R+d,,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz AB= AC,
=R +d,,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz BC = BA. Posledni tfi
nerovnosti zndsobme postupné Cisly ¢, a, b a setéme:

at, + bty +ct, =R(a+ b +c)+ad, + bd, + cd..

Rovnost plati pravé tehdy, kdyZ AC = BA = CB, tj. pravé
tehdy, kdyz trojihelnik je rovnostranny.
Z pravoiihlého trojihelniku SAC’ dostaneme (viz vzor-
ce ILb)
¢=2Rsiny, d.=R cosy,

a tedy cd.=R?sin2y. Cyklickou ziménou dostaneme
obdobna vyjddfeni sou¢int ad,, bd,. Po dosazeni nabude
nade nerovnost tvaru

at, + bt, + ct. =2Rs + R? (sin 2a +sin 2 + sin 2y).
Podle 3. pomocné véty se da tato nerovnost upravit na tvar
at, + bt, + ct. =2Rs + R? (sina +sinB + siny) = 3Rs,
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kde znaménko rovnosti plati pravé tehdy, kdyz trojihelnik
je rovnostranny.
b) Ptedpoklidejme nyni, Ze trojihelnik ABC je tupo-

ihly, a necht napt. y >g (obr. 9b). Podobné jako v piipadé
ostroihlého trojahelnika, plati i1 zde

Lt=R+d, $=R+d,.

Obr. 9

ProtoZze v$ak nyni cosy<0, je odhad ¢ =R +d. piili§
hruby. My viak vystatime s nerovnosti

t.<R
(v trojihelniku SC’'C proti vét§imu dhlu lezi vétsi strana).
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Maéme tedy nerovnost
at, + bty + ct. =2Rs +ad, + bd, =2Rs +2rs + cd,,

nebot
ad,=28ssc a bd, =28xsc,

takZe podle III je
(ld,, + bd,, = ZSABC + ZSAsa = ZS + Cdc =2rs+ Cd,.
Nyni zfejmé plati, ze d. =|SO| - r, takie podle ilohy 23
a nerovnosti A.2 mame
1
d.=VR(R-2r)- réi(R+R—2r)—r=R—2r.
Protoze podle trojihelnikové nerovnosti je zrovei c =s,
mame tedy nerovnost

at, +bt, +ct. =2Rs +2rs+cd. =
=2Rs+2rs+s(R—-2r)=3Rs.

Vyslovend poucka plati tedy i pro trojihelnik, ktery je
tupoiihly. Ze plati i pro pravoihly, dokaze si &tenaf sam.

34. Dokaite, ze o prvcich trojihelniku plati

=V3,

r,—r rn—r r.—r
+
« b c

pfiCemZ rovnost plati pravé tehdy, kdyZ trojihelnik je
rovnostranny.
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Diikaz. Podle vzorca I plati
S S aS

r,—r=
! s—a s s(s—a)’

a tudiz

r=r_Vs(s=a)(s=b)(s—¢)_

a s(s—a)

_ \/ s=b)(s=¢)_,
s(s—a) g
V poslednim kroku jsme pouZili vzorec VIILec. Cyklickou
zaménou odvodime podobné vzorce :

NIR

rn—r_. B re—r_. Y
b 87 * ¢ T3
Z tlohy 16 vime, Ze
a B Yo um
tg§+tg§+tg5=\/3,

s rovnosti pravé jen pro rovnostranny trojihelnik. Tuto
nerovnost Ize nahradit nerovnosti ekvivalentni

r.—r r-—r r.—r
+ + V3,
a b c

v

v niz rovnost plati pravé tehdy, kdyZz jde o rovnostranny
trojihelnik. Tim jsme s ditkazem hotovi.
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358. Dokatzte, ze o prvcich trojihelniku plati
a) r(r,+rn+r)2 SV3:
b) r(4R+r)2S V3.

Rovnost v obou pfipadech plati pravé tehdy, kdyz jde
o rovnostranny trojihelnik.

Diikaz. a) V iiloze 7 jsme dokazali, Ze
a?+ b2+ c*Z4SV3+(a - b)Y +(b-c)+(c—a)?,
(1

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz trojihelnik je rovno-
stranny. Po krat§i upravé dostaneme nerovnost ekvi-
valentni:

2(ab + be + ca) — (a*+ b + ) =4S V3. ()
A nyni upravujme vyraz
V=4r(r,+r+r)
s pouZitim vzorci Il a La:

___4_S(S+S+S)=

s \s—a s—b s-—c

\%4

=4_S’_3s’—2s(u +b+c)+(ab+bc+ca)

s (s—a)(s=b)s—c)
_48%(=s*+ab + bc + ca)

=2(ub + bc+ ca)— (a*+ b2 + ¢?).

n



Vysledek naich Gprav je leva strana nerovnosti (2), coZ
znamend, Ze plati

r(r.+n + rc)ES\/E,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyZz jde o rovnostranny
trojihelnik, nebot tento vztah byl odvozen ze vztahu (1),
v némz rovnost plati pravé za téchto podminek.
b) Diikaz spoéiva v upravé levé strany pravé dokazané
nerovnosti. Pouzijeme k tomu opét vzorce La, ILa, IH:
S + S + S _
s—a s—b s-—c

r.,+r+r.=

_S[3s’—2s(a+b+c)+ab+bctea] _

B Gs—a)(s=b)s—c)
_Ss(ab+bc+ca— 5?) _

SZ
_s(ab+bc+ca)—s* _s(ab+bc+ca)+s’—2s>
- S B S
_8*=s%a+b+c)+s(ab+bc+ca)—abc+ abe _
= 5 =

=ﬂ+s(s—d)(S—b)(s"c)=4R +§=4R +r.
S sS 5

Podle toho
r(dR+r)Z S V3,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz « = b = c, nebof ziska-
nd nerovnost je pouzﬁ'modifikaci nerovnosti odst. a).
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V nékterych sbirkiach matematickych vzorci jsou uvadé-
ny i tyto zajimavé vzorce:

5. pomocna véta.

= . By

r=4R sm251n25m2, )]
— a By
r.=4R sm20052c052, 2)

vzorce pro r,, r. ziskime z tohoto vzorce cyklickou
zaménou,

_ 2 o5 B cos ¥
s =4R cos 7 COs 5 Cos 3, 3)
s—a=4R cos Zsin ésin Y 4)
277272

vzorce pro s — b, s — ¢ ziskdme opét cyklickou ziménou.
DokaZeme pouze vzorec (1), ostatni se dokazuji obdob-
né. Podle vzorci I—X je
S .
r=?=ub siny:(a+b+c¢)=

=4R?*sina sinp siny:[2R (sina +sinp +siny)] =

_ O B Y % B Y
—16Rsm25m251n2c082c082c052.

: @B Y
.[4c052c052cos2],

¢imz je dikaz proveden.
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36. O prvcich trojihelniku plati

Up + U U+, v,,+v,,<1
r.+v, nn+v, r.+v,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyZ trojihelnik je rovno-
stranny. DokaZte.

Diikaz. S pouzitim vzorci II, ILb a znimych goniomet-
rickych vzorci upravime nejprve ¢itatele prvniho zlomku :
vy =c sina =2R siny sina,
v.=2R sina sinf,
v, +v.=2R (sinff +siny) sina =
ﬁ Y co B—y=

=2R sina-2 sin ——

=4R sina sin (———) sﬂT=

2 2
—4Rsi e B-v
4R sina cos > cos 5
A nyni jmenovatele (pouzivime 5. pomocnou vétu):
4R sin ® cos B cos ¥
r.,=4R sin 2 cos 2 cos 2
BoosBainY oo
v, =2R sinf siny =8R sin 5 €S 5 sin = 20085,
- B oY BN\
r,+v,=4R cos 2 cos 2 (sm —+2 sm sin 2)=
- B oY B x] _
—4Rc052c052[sm 2'},)+25m25m2 =
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_ B os ¥ (cos B B. v
= 52 2( +25m25m2)
- B os Y (cos B cos Y+ sin B sin ¥
4Rcoszc 2( 20052+sm25m2)

Po krat$i upravé dochazime k &asteénému vysledku

. a a
2 sin = cos? =

U + v _ 2 2
r.+uv, By~
cos 5 cos 2

Hodnoty dal§ich dvou obdobnych zlomki dostaneme cyk-
lickou zdménou. Souc¢inem viech tfi rovnosti obdrZime na
pravé strané po kratké upravé soucin

B

85mism§sm§,

ktery, jak vime z ilohy 8, je mensi nez 1. Dodejme, Ze
rovnost plati pravé tehdy, kdyz a=8=y.
37. Dokaizte, Zze v trojuhelniku plati
(rb + rt)(rc + ra)(rn + rb)§27R3,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyZ dany trojihelnik je
rovnostranny.

Didkaz. Opét pouzijeme vzorce z 5. pomocné véty.
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_ in B cos ¥ cos E+ sin £ cos & cos B) =
r,,+r,—4R(snn2c052c052+51n2c052cosz)—

_ e. Bry_ 2 @
=4R 005251n > 4R cos 5"

Cyklickou zdménou dostaneme obdobné vyjidieni pro

(r.+r,) apro (r,+r,). MiZeme proto psit

(ro + r.)(r. +r.)(r. + r,)=64R> cos? % cos? = cos

PouZijeme-li vS§ak nerovnosti

a Y_
COS = COS 5 COs ==
2 2

5 V3

8 b
kterd se vyskytuje v feSeni ulohy 14 a kde rovnost plati
pravé tehdy, kdyZz a =p =y, dostaneme
(ro +r)(r.+r)(r,+r,)=27R3,
kde rovnost plati pravé jen pro a=f=y. Tim jsme
s diikazem hotovi.
38. V trojihelniku plati

W, Wy W
V. +2r, vy +2r, v.+2r.

=1;
rovnost nastane pravé tehdy, kdyZz jde o rovnostranny
trojihelnik. Dokazte.

Dikaz. Podle 4. pomocné véty plati
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w, = 2bc cos g: (b+c).

Tento vzorec je$té s pouzitim ILb upravime pro nase icely.
PiSme tedy

w, =8R?sinp siny cos g: [2R (sinB +siny)]=

—8R <in B oos Bein Y coc ¥ B-v ﬁ+v]>
=8R smzcoszsmzcoszcos2 cos —— > |E
éSRsinEcosésinxcosx, 1)

2772772772

Pouzili jsme nerovnost

0<cos ?él

s rovnosti pravé tehdy, kdyz § =y, tj. pro rovnoramenny
trojuhelnik, a ddle jsme pouzili rovnost

. Bty_ @
sin =———=cos 5 .
Je§té upravime jmenovatele:
v,=csinf=2R sinf siny =8R sin B cos B sin £ cos ¥ ,
2 2772 2
~8R sin & cos B cos ¥
2r,=8R sin 5 €08 5 €08 5 .

Protoze
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i O osBEY_ o Bos Y —cinBin Y
sm2—cos 2 = 2 2 sm2s1n2,
s B B .
a
v, +2r.,=8R cos 2 cos 2 [sm 3 sin < > +sm 2]
=8R coszécos 2 2)

Podle (1) a (2) mizeme tedy psit

" :’2” Zsin /23 sm%/ (cos cos ;,) =tg > ) g%’
kde rovnost plati, pravé kdyz g =y.
Po této pripravé je uz vidét, ze pro soucet uvedeny
v textu ilohy je
w, Wh We o
v.+2r. vy +2r, v.+2r.

B. Y B_
> —_
tg2tg2+tg2tg2+tg2tg2 1.

To jsme ted pouzili 1. pomocnou vétu. Musime dodat, Ze
rovnost plati pravé tehdy, kdyz a =8 =1y, tj. pro rovno-
stranny trojihelnik. Tim jsme také dikaz tvrzeni skonéili.

6. pomocni véta. O prvcich trojihelniku plati

Ta Ty re
+ +
v.+2r, v, +2rn v.+2r

Diikaz. Pro stru¢nost oznaime levou stranu identity
pismenem L. Podle 5. pomocné véty je

=1.
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— 4R sin % cos B cos ¥
r.=4R snn2c0s2c052

a podle (2) z ulohy 38

v, +2r, =8R cos? é cos? L

2’
takZe
o _o.a B v . B _]_
—— snn2m52c052 [2003 cos >
B.Y B x)_
—cos(2+2) (2c052c052 =
(o B I_-E-Z). B x)
—(coszcos2 smzsm2 .(2coszcos2
D O U :
—2(1 tgztg;).
A uZ miZeme psat
V. Ty re —_
v,,+2r,,+v,,+2r,+v¢+2r¢_

3 1 a B, B Y . Y 2)
—5 z(tgztg2+tg2tg2+tg2tg2 .

Pfihlédneme-li k pomocné vété 1, dostaneme vysledek
ktery jsme chtéli dokazat.

Tuto pomocnou vétu pouZijeme v dalsi iloze.

39. Dokaite, ze o prvcich trojahelniku plati

(v,, -:"Zr‘,)z-‘- (v,, -fr-h2r,,)2 + (vc -:CZrc) g%
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kde rovnost plati, praivé kdyZ jde o rovnostranny
trojuhelnik.

Diikaz. Levou stranu nerovnosti oznaéime N. Z dika-
zu 6. pomocné véty uz vime, Ze

(v,, -:"Zr,,)z zlt (1-2t g g3+’ g te’ 2)

a podie toho

N=%[3—2 (tggtg%’+...)+(tgzgtgz%’+...)]=

2B
2

2 O a
tg’ 2+tg 2 tg 5+tg’5tg’g)];

4(”;) ;

jak plyne z pomocné véty 1 a z vysledku ulohy 18. Odtud
také vyplyvd, Ze rovnost nastane jediné tehdy, kdyz jde
o rovnostranny trojihelnik.

=:11-[1+(tg

Poznimky. 1. Pfi dpravé vyrazu N jsme v okrouhlych
zavorkdch pouzili teéek misto vypsani celého mnohoélenu.
Ctenafe, ktery sleduje text s tuzkou v ruce, jisté toto
zkricené vyjadfovani nezmylilo.

2. Jen pro zajimavost. Privé dokdzana nerovnost byla
zobecnéna pro libovolny cely exponent k >0 a jeji formu-
lace je pak tato:

Pro libovolné celé k >0 plati mezi prvky trojihelniku

(v,, -I’-"’Zr,,)‘l + (n,, +r-h2r,.)k + (u, :-er). =3,
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kde rovnost plati pravé tehdy, jestlize trojihelnik je rov-
nostranny, anebo pro k =1. Rovnost také trividlné plati

pro k=0.
Porovnejte tento vzorec s naSim vypoctem, ktery jsme

provedli pro k=1 a k=2,
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