Nerovnosti v trojihelniku

I. kapitola. Nerovnosti mezi stranami trojihelniku,
Finslerova-Hadwigerova nerovnost

In: Stanislav Hordk (author): Nerovnosti v trojihelniku. (Czech).
Praha: Mlada fronta, 1986. pp. 13-20.

Bersisiens PRkebttp: //dml . cz/dmlcz/404131

© Stanislav Horak, 1986

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences
provides access to digitized documents strictly for personal use.
Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This document has been digitized, optimized for

electronic delivery and stamped with digital
V signature within the project DML-CZ: The Czech

Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/404131
http://dml.cz

I. kapitola

NEROVNOSTI MEZI STRANAMI
TROJUHELNIKU
FINSLEROVA-HADWIGEROVA NEROVNOST

1. Uvniti strany AB daného trojihelniku ABC je zvolen
libovolny bod D, o némz plati

|AB|:|AD|=k,
kde k>1 je redlné &islo. Dokaite, ze pak plati
|BC|+ (k +1)|]AC|>k|CD|.
Dikaz. (obr. 1). Podle daného piedpokladu plati
|AB|=k|AD]|.

Obr. 1



Z trojihelnikové nerovnosti pro trojihelnik ABC,
|AC|+|BC|>|AB|,

plyne
|AC|+ |BC|>k|AD|. 1)

Podobné z trojihelnikové nerovnosti [AD |+ |AC|>|CD|
pro trojuhelnik ACD vyplyva

k(|/AD| +|AC|)>k|CD|. (2)
Spojenim vztahi (1) a (2) dostivime
|AC|+|BC| + k(|AD|+|AC|)>k|AD| + k|CD|
a po zjednodu$eni mame
|IBC|+ (k +1)|AC|>k|CD|,

coZ je nerovnost, kterou jsme méli dokazat.

2. Dokaite, ze jestlize délky a, b, ¢ stran trojihelniku
ABC spliuji podminku
a’+b*=kc?,
potom k >%.

Dikaz. O délkich stran trojihelniku ABC plati

a+b>c.



Z této nerovnosti dostaneme
a?+ b2+ 2ab > 2

Pouzijeme-li nerovnost A.1, dojdeme k nové nerovnosti
2(a*+b?)>c?,
a ddle
2kc?> c?,
tj. k>%, jak jsme méli dokazat.

3. Dokatzte, Ze v kazdém trojiihelniku ABC plati

l+1+1 1 1

1
>9(2,1, 2
s—a s—b s—c_z(u+b+c)’

pfiCemz rovnost plati pravé tehdy, kdyz « = b = ¢ (tj., pravé
kdyz trojihelnik je rovnostranny).

Dikaz. V nerovnosti C.1 piSme (s —«), (s —b) misto
a, b. Snadno vypocitime, ze

1 1 4 4
.

= =
s—a s—=b 2s—ua-b

Znaménko rovnosti plati, pravé kdyz s—a=s-b, tj,
pravé kdyz a = b. Pouzijeme-li dvakrat cyklickou zaménu,
ziskdme tyto dalSi dvé nerovnosti:

1 1

s—b s—c_a

L
s—a L Nl 4

V
|

(rovnost, pravé kdyz b = ¢),

(rovnost, pravé kdyz « = c).

|



Secétenim vSech tfi nerovnosti dostaneme

1.1 1 . q1.1.1
s—u+s—b+s—c=2(u+b+c)’

kde rovnost plati, prdvé kdyz a«=b =c, tj., pravé kdyz
trojuhelnik je rovnostranny. Tim je dikaz vysloveného
tvrzeni proveden.

4. Dokaite, Ze v kazdém trojihelniku ABC plati

Vs<Vs—a+Vs—b+Vs—c=V3s,
pfiéemz rovnost plati pravé tehdy, kdyz trojihelnik je

rovnostranny.

Dikaz. Pro strucnost poloZme

x=Vs—a, y=Vs-—-b, z=Vs—c, (n
potom
2+ y*+72=3s—(a+b+c)=s. 2)

PonévadzZ plati
Vii+y + 2 Sx+y+z,

mame tim dokdzanu prvni nerovnost.
Podle vztahu E plati

x+y+z=V3(x*+y'+7%), 3)

pfiemz rovnost plati pravé tehdy, kdyz x = y = z. Vyjadfi-
me-li tuto nerovnost s pouzitim vztahi (1), (2) pomoci éisel
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a, b, ¢, dostaneme druhou nerovnost uvedenou v textu
ulohy. PonévadZ rovnost ve vztahu (3) plati pravé tehdy,
kdyZ x = y = z, nastane v uvedené nerovnosti rovnost pravé
tehdy, kdyZ jde o rovnostranny trojihelnik.

5. Dokaite, Ze v kazdém trojihelniku plati
s2=38 V3,
pfi¢emz rovnost plati pravé tehdy, kdyZ dany trojihelnik je

rovnostranny.

Dikaz. Vztah B pouZijeme na &isla s—a, s—b, s —c.
Tak dostaneme

Is—a-b-cZ3IVG -G =-b)s=0); (1)

pritom rovnost plati pravé tehdy, kdyzs—a=s—-b=s—c,
tj., kdyZz fle o rovnostranny trojihelnik. Dal§imi ipravami
vztahu (1) postupné dostaneme :

s23IVG =G =b) =0,
$3Z27(s —a)(s = b)(s —c¢),
s4=27s(s —a)(s — b)(s — c)=278?
$*238 V3,

jak jsme méli dokazat.

Poznamky. 1. Snad je vhodné upozornit étendfe na to, Ze
tato nerovnost uddvd vztah mezi obvodem a obsahem
trojuhelniku.



2. Ponévadz S = sr (viz vztah HI), muzeme z odvozené
nerovnosti dostat nerovnost uddvajici vztah mezi obvodem
a polomérem vepsané kruznice:

s23rV3,
6. Dokaite, ze o prvcich kazdého trojuhelniku plati

a*+ b2+ c?=4S V3.

Rovnost plati pravé tehdy, kdyZ dany trojihelnik je rov-
nostranny.

Diikaz (obr. 2). Nad stranou AB daného trojihelniku
ABC sestrojme v poloroviné ABC rovnostranny trojihel-

Obr. 2

nik ABC,. Z trojihelniku ACC, se da uZitim kosinové véty
vypocitat velikost useéky CC,. Pfitom si uvédomime, Ze

18



t
a——

|4 CACi|=|a~3

, a Ze cos (a—;—t)=cos (%t—a). Pak

miZeme psat
|CCy|2=b2+ c*—2bc cos (a—;—[)=

1 V3
—h24 2 - Y2
=b*+c*—2bc (zcosa+ 3 sma).

Z kosinové véty pro trojihelnik ABC vyjadiime cosa
a dosadime:
b2+ c*—a?

2be ~V3bc sina=

|CCy|*=b*+c*—bc
1
=§(az+ b2+ c?)-2S V3.

O velikosti iiseéky CC, plati, Ze | CC,| Z0. Rovnost nastane
pravé tehdy, kdyz C=C,, a to je jediné tehdy, kdyZz dany
trojihelnik je rovnostranny. Dospivime tak k nerovnosti

a*+ b+ c*=48 V3.

Znaménko rovnosti plati pravé tehdy, kdyZ jde o rovno-
stranny trojihelnik.

Vr. 1938 matematikové Finsler a Hadwiger zesilili pravé
dokazanou nerovnost a odvodili nasledujici vétu:

7. V kazdém trojihelniku plati

a2+ b2+ c2Z4SV3+(a = b+ (b—c) +(c—a)
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Rovnost plati pravé tehdy, kdyZ jde o rovnostranny troj-
thelnik.

Diikaz. Na ¢&isla s —a, s — b, s — ¢ pouZijeme nerovnost
F. Dostaneme tak

(s=a)(s—=b)+(s—b)s—c)+(s—c)(s—a)Z
=V3s(s—a)(s—b)(s —c).

Rovnost plati pravé tehdy, kdyz s—a=s—-b=s5—0c, tj,
kdyz trojihelnik je rovnostranny.

Pravé strana nerovnosti je rovna SV3 a levou stranu
budeme postupné upravovat.

3s2—2s(a+b +c)+(ab +bc+ca)ZSV3,
4(ab + bc +ca)Z4S V3 + 452,
4(ab + bc + ca)Z4SV3+ (a+ b +c)?,
2(ab + bc+ca)Z4S V3 + a*+ b2+ ¢,
2(ab + be + ca) + (a* + b2+ c)) Z4S V3 + 2(a* + b2 + ¢?),
a?+ b2+ 2248 V3+(a—b)*+(b—c)*+(c—a).

Rovnost plati, pravé kdyz trojuhelnik je rovnostranny. Tim
je diikkaz proveden.
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