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UvoD

V této kniZce bude dany trojihelnik vidy ozna¢en ABC.
V pravoihliém trojihelniku bude C vrchol pravého dhlu.
DéIky stran budou oznaéeny a, b, c, a to tak, e a =|BC|,
b=|CA|, ¢c=|AB|. Stied opsané kruZnice oznalime S,
stfed vepsané kruZznice O, T téZi§t€ a V ortocentrum. Pfi
odvozovini nebo citovini riiznych nerovnosti mohou a, b,
c predstavovat redlnd ¢isla, kterd pak oviem nemaiji vy-
znam délek strany trojihelniku.

Dile oznadime:

a, B, y velikosti vnitinich dhli trojihelniku, a to tak, Ze
a=|¥XCAB|, B=|XABC|, y=|<BCA|. Ptitom
a+f+y=m.

U, Us, V. VYSky trojihelniku. Pritom v, je ta vy$ka, ktera
prochazi vrcholem A, atd.

l,, t, t. délky téZnic trojihelniku, a to tak, Ze £, =|AA |,
kde A’ je stfed strany BC, atd.

Wa, W, W, délky os vnitinich dhld trojihelniku, pficemz
w, je délka té osy, kterd pili dhel < BAC, atd.

s =% (a+ b + ¢) poloviéni obvod trojihelniku ABC.

R polomér kruznice opsané trojihelniku ABC.
r polomér kruZnice vepsané trojuhelniku ABC.



r., Ts, r. poloméry kruznic vné vepsanych trojihelniku
ABC. Ptitom kruzZnice s polomérem r, se dotyka strany BC
ve vnitinim bodé, atd.

S obsah trojihelniku.

V celé knizce pracujeme s redlnymi ¢€isly. V zdjmu
struénosti budeme proto uZivat slova ,{islo' ve vyznamu
,redlné &islo‘.

Vzorce, které budeme v kniice potitebovat. (Pfi odvola-
vani na néktery vzorec uvedeme prosté pfislusné fimské

¢islo.)

Lc

1 cv,
2 2 27
Je vidét, e staéi znit pouze jeden z téchto tfi
vzorcl, a ostatni dva dostaneme postupnym uZitim
cyklické zamény: «— b, b—c, c—a.

S=luv,,=lbv,,=-

S=Vs(s—ua)(s—b)(s —c), tzv. Heroniiv vzorec.
S =% ab siny a dalsi dva vzorce cyklickou zimé-
nou: «—b, b—c, c—a asoufasné a—f, -7,
y—a.

1682=2(a?b*+ b%*c?+ c*a?) = (a* + b* + c*). Tento
vzorec je v podstaté vzorec La.

v, = ¢ sinf = b siny a dalsi dva cyklickou ziménou.
R =ubc:(4S).

a=2R sina a dal§i dva cyklickou ziménou.
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ViiLa s
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Villc

" IX.b

r=S:s,
= 8§:(s — «) a dalsi dva cyklickou zdménou.

tﬁ=%(b’+cz)—%uz a dalsi dva cyklickou
zaménou.
B+ 6+ 2=3 (a4 b7+ ).

a:b:c=sina:sinf:siny. Tzv. sinovd véta, ktera se
da odvodit z rovnic 11 nebo ILb.
a?=b%+ ¢*—2bc cos a a dalsi dva cyklickou zdmé-

nou. Tzv. kosinovd véta, ktera je velmi Casto uziva-
nd v elementarni geometrii.

U,, vb vc r
\/ (s — b)(s a dalsi dva cyklickou
zaménou.

a Sy —a v. . P
cos o = \/ -(—lr) a dalsi dva cyklickou zaménou.

(s=b)(s— . e ) .
tg2 \/ s(s_u) a dals§i dva cyklickou

zameénou.

. a 1-cosa - . (5
sin > = \/ — dalsi dva cyklickou zdménou.

cos g= \/-li;—oﬂ a dalsi dva cyklickou zaménou.



—cosa .
X t \/ a dal$i dva cyklickou zdménou.
g 2 1+cosa y z ou

Vzorce IX.a,b,¢ plati pro iihly z intervalu (0; &),
tudiz také pro dhly trojihelniku.

X.a sinag +sinf +siny=4 cosgcosgcos %’
X.b cosa+cosB+cosy=1+4 singsingsin %’

Vzorce X.a,b plati pro dhly a, 8, v, jejichZ soudet
je m, tudiz také pro ihly trojihelniku.

Nerovnosti, které budeme v kniZice potiebovat. (Pri
odvoldvini na nékterou nerovnost uvedeme prosté pfislus-
né pismeno.)

Al 2+ b2Z2ab,
kde a, b jsou libovolnd &isla. Rovnost plati pravé
tehdy, kdyz a«=b. Vztah A.l plyne jednoduse ze
vztahu (¢ — b)*20. Je asto pouzivan i ve tvaru:

A2 a+bZ2Vab,
kde a, b jsou libovolna nezdporna &isla. Rovnost plati
pravé tehdy, kdyz « =b. Jestlize g, b jsou vzdjemné
reciproka ¢isla, potom

A3 a«+bZ2.
Rovnost plati pravé tehdy, kdyz « =b.
Vzorec A.2 se da zobecnit pro libovolné pfirozené n.
Zobecnéni budeme potfebovat jen pro n=3:



‘C2.

E.

a+b+c=Z3 aabc,

kde «, b, c jsou libovolna nezdporna ¢isla. Rovnost
plati, pravé kdyz a=b=c.

Diikazy nerovnosti A.2, A.3 a B a jejich zobecnéni
najde ¢tendf v Rozhledech, ro€. 51 (1972—-73),
str. 152 v ¢lanku P. Vihana Didoniny dlohy. Jsou tam
i geometrické aplikace téchto vzorci.

1
b
kde «, b jsou libovolna kladna é&isla. Rovnost plati,
pravé kdyz a =b. I tato nerovnost se dd zobecnit pro
libovolny pocet ¢lent v zdvorkdch. Budeme pouZivat
jen toto zobecnéni:

1 1
(a+b+c¢) (;4‘3
kde a, b, c jsou libovolnd kladnd ¢isla. Rovnost plati
pravé tehdy, kdyz a=b=c.
Diikazy nerovnosti C.1 a C.2 se provedou tak, Ze se
oba mnohodleny vynasobi a pouZije se nerovnost A.3.

(a+b) (2+3)24,

+%)z9,

a4+ b2+ c2=ab + bc + ca,

kde a, b, c jsou libovolna ¢isla. Rovnost plati pravé
tehdy, kdyz a=b =c.

Dikaz nerovnosti vyplyva z tfikrat pouZité nerovnosti
A.l.

|a+b+c|=V3(a*+b*+c?),
kde «, b, c jsou libovolnd ¢isla. Rovnost plati pravé
tehdy, kdyZz a=b=c.
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Jen struéné dilkaz. Ze vztahu D plyne
2(a?+ b%+ cH)22(ub + bec + cu),

kde plati rovnost pravé tehdy, kdyz « =b =c. Upra-
vujme dal:

3(a?+ b2+ c)Z(a+ b+ ),
a to uz je v podstaté dokazovany vztah.

ab + bc + ca ZV3abe(a + b +c),
kde a, b, ¢ jsou libovolna nezdporna ¢isla. Rovnost
plati pravé tehdy, kdyz a=b=c.
I zde provedeme struény diikaz. Vyjdeme z identity

ab+bc+ca=

=Va2b?+ b2c*+ c2a*+ 2(abc + ab*c + abc?) (1)

Podle vztahu D je
a?b?+ b2+ cta*Z abc + ab*c + abct.  (2)

Nahradime-li v (1) pod odmocnitkem prvni trojclen
pravou stranou nerovnosti (2), dostaneme nerovnost
F. Tim je dikaz proveden.

iy + Xy, + X3y = Vxi+ xi+xiVyi+ yi+ yl,

kde x;, y; (i=1, 2, 3) jsou libovolnd éisla.

Rovnost plati pravé tehdy, kdyZz bud vSechna ¢isla
x; =0, nebo viechna ¢isla y; =0, nebo jestlize existuje
takové éislo k >0, Ze x; = ky; (i=1, 2, 3). Toto je tzv.



Cauchyho nerovnost. Jeji ditkaz (a dikazy mnohych
jinych nerovnosti) najde étenaf v brozure A. Kufnera
Nerovnosti a odhady (39. svazek kniznice SMM) ne-
bo v brozufe J. Mordvka Dynamické programovani
(33. svazek kniznice SMM).
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