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4. kapitola

BINOMICKA
VETA

Kombinaéni &isla se pouzivaji v tzv. binomické vété,
jejiz znéni si zde nejprve uvedeme (a ktera je &tendium
rovnéz znama ze 8koly). Binomickd véta zni:

Jsou-li a, b libovolnd &isla (redlnd nebo komplexnd)
a n piirozené &islo, plati

o = G (o o

2o ()

Jeji pouzitf si opét procvidime v p¥kladech.

Pifklad 25. Pomocf binomické véty vypodététe (2% 4
+ 2y)°.

Redeni. Podle binomické véty plati
(x® + 2¢)5 = (g] 218 4 [i’] T2, 2y + (g] 20, 4yt +
] 5 b
s 3 ¢ 5
+ [3]:1:‘.831 + [4] 2*. 1644 + [5] 3248

Binomické koeficienty [g) , (f] R (5

5] muZeme urdit

tfeba z Pascalova trojihelnfka:
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Dostavame tak
(2® + 2y)° = 5 4 1022y | 402%2 | 80x%y3 | 80z%y* |-
+ 32y5,

V. dalsim pifklad® si dokidZeme dva vztahy o kombi-
naénfch ¢&slech, které jsou dosti_uZitedné v mnoha tiva-
hach.

Priklad 26. Je dano pfirozené éfslo n. Dokaite, Ze
plati

o (5)+ )+ 6)+ )+ () + ()=
b (G)- () + () - () e 2]+
+ () —og

Redeni. Dvakrat pouZijeme vzorce, ktery zndme z bi-
nomické véty. Jestlize sem dosadime

a=1, b=1,

dostaneme okamzZité vztah, ktery je v fadku a). Dosadi-
me-li
a=1, b=—1,

jako vysledek vychazi vzorec b).

50



Nésleduje pfiklad, v ném% se také vyskytuj{ kombi-
naéni &sla, a vzorec, ktery nas tu bude zajimat, trochu
pfipomind vztah b) z minulého pifikladu. V piikladé 27
si pfedvedeme dvé rizné metody Fesend.

Piiklad 27. Je dano piirozené &islo n > 1. Dokazte, Ze
plati

1.[’1‘]— 2[”2'] + ‘s{;‘] —4.(':)+ L A(—1)p1 (:]=0.

ERedeni. Vyjdeme ze vzorce

Hi) =2 (=) W

ktery plati pro viechny hodnoty
E=1,2,38,...,n.

Piesvédéime se o tom snadno, kdyz za kombinaéni
tsla, kterd se ve vzorei (1) vyskytuji, dosadime podle
definice. Upravime-li nynf podle (1) levou stranu doka-
zovaného vztahu, miZeme z kazdého élenu vytknout
dinitele n. V zavorce pak zbyva vyraz

C0)-Cr) () e ()

ktery se podle piikladu 26b) rovna nule. Tim FeSenf kon-
4.

F Jiné fefent. MiZeme se optit i o jednoduché znalosti
z diferencidlniho podtu. Postupujeme takto:

Vyjdeme ze vzorce

o= e+ e+
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kde n je pfirozené &slo vétsi nez 1 a z je proménna.
Derivujeme levou stranu a také stranu pravou, takie
dostaneme

a1l — n n [n n n—1
n(l+z) l[l]+2[2]x+3 3]x’+...+n[n]x .
Dosadime-li sem £ = —1, médme hned %idany vzorec.

Nynf si odvodime jednu nerovnost, kterou budeme
v dalSfm potfebovat.

Priklad 28. Pro ka#dé ptirozené &islo n a pro kazdé
nezdporné &fslo x plati (1 4+ z)* = 1 + nx. Dokaitel*)

Redent. Nerovnost vyplyvi z binomické vty
n
(1 —|—z)"=1—|—[1]x + ...
V mistd, kde jsme napsali tii tedky, jsou &leny**) tvaru

[l;:] z*, které jsou za nadich predpokladii vesmé&s é&fsla

nezapornd. JestliZe tedy na pravé strand tyto ¢&leny
vynechdme, bud se tfm tato strana zmensi, nebo se
nezméni. Vidycky tedy platf

(1 +apz1+ (1),

coZ po malé tipravé uz dava Zidanou nerovnost.

*) Nerovnost z tohoto piikladu se nazyvé Bernoulliho nerov-
nost. Jméno ndm pripomind zndmy Svycarsky rod Bernoullid,
ktery velmi ovlivnil rozvoj matematiky a fyziky. V prvnim
dile Ilustrovaného encyklopedického slovniku (Praha 1980)
se najdou tifi zdstupel této matematické rodiny: Daniel
(1700—1782), Jakob (1654—1705) & Johann (1667—1748).
**) Pro n = 1 ovem tyto d&leny u% neexistuji, ale v tom pii-
padé Bernoulliho nerovnost plati z trividlnfch duvodi.
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Jiné fedenf. MiZeme postupovat téZ matematickou
indukef. Nez viak pfistoupime k tomuto druhému feent,
pfipojime jesté jednu poznamku. Obor &isel z z nasi
ulohy je moZno totiZ roziifit a dokazat platnost Ber-
noulliho nerovnosti pro viechna redlna &isla z > —1.

Matematickou indukeci zatneme pfipadem n = 1, Pak
méa nerovnost tvar

(14a)p =1+ z,
coz je zfejmé spravné. Predpoklédejme tedy, Ze pro né-
které ptirozené ¢&islo n platf

1+ =1+ nx.
Obé strany této nerovnosti znasobime kladnym &fslem
(1 4+ z); vychazi

(I + 2" = (1 + nz) (1 + 2). (2)
Na pravé strané vynisobenfm dostdvime
l+nzt+xz+nd=14+ (n+4 1)z 4 nad.

Cislo nx? je nezaporné, take po jeho vynechéni se pii-
sluiny vyraz bud zmensf, nebo nezmeéni. Z toho plyne
1+22)1l+2) =1+ (n+ 1)a.

Ptipojime-li toto k nerovnosti (2), dostavame
l+apr 214 (n+ ).

Tim jsme vSak Bernoulliho nerovnost dokazali té% pro

n 4 1 a dikaz je tim podan.*)

Bernoulliho nerovnost nim umozni odvodit jeden
zajimavy vztah. Tomuto odvozeni je vénovan piiklad 29.

*) Rozinyslete si sami, zda Bernoulliho nerovnost plat{ té%
pro r = —1.
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Pifklad 29. Dokaite, Ze pro kazdé piirozené ¢islo n

plati
[1 +l]" >3,
n

Redeni. Stadf dosadit z = 11—" do Bernoulliho nerov-

nosti. 1’0 zkraceni uZ okamizité dostdvime zadany
vztah. Prosime &étenate, aby si uvédomil, Ze znaménko =
v tomto vztahu plati pravé tehdy, je-lin = 1.

S piikladem 29 tzce souvisi dal§i nerovnost, kterd

¥ ‘o4 . . 1)
rovnéZ podava informaci o mocniné (1 + —) .
n

Piiklad 30. Dokazte, Ze pro kaZdé ptirozené ¢&islo n
platf

(l -+ l]n < 3.
n
Redeni. Pro n = 1 dostdvime
1
[1 + %] —2<3,

takZe neroviost skuteéné plati. V daldim textu budeme
pFedpokladat, Zec pfirozené &islo n je vétsi nez 1. Podle
binomické véty mame

1y nY1l n) 1 ny 1 n) 1
[“ﬂ}] =1+(1)ﬁ+[2]h—2+(3J773+"'+[n]77'=
an—1) 1 »nrn—1Nmn—2) 1
=ltl+ =5 at 1.2.3 wT
nn—1)...1 1
N2 T

+ ...+
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Ve zlomcich
nn—1) nn—1) (n—2) nn—1)...1
1.2 ° 1.2.3 e 1.2...n
upravime ¢itatele tim, Ze zde kaZdého ¢&initele nahradfme

dislem n. Tim se kaZdy z t&chto zlomki zvétsf a piejde
na tvar

n® nd n»
2—!, ﬁ,...,m'

Dosadime-li tyto zv8tSené hodnoty do naSeho vypoitu,
vidime, Ze muZeme kratit, a dostévéme tak nerovnost

(1+a) <2+g+gt o +a

al (3)
Zbyvé odhadnout &fslo

1 1 1

2—! + g + oo + m .
Zde ve jmenovatelich budeme misto é&sel 21, 3!, ..., n!
klést &sla 21, 22, ..., 2*71, Tim se zfejmé (poéinaje od
druhého &lenu) kafdy jmenovatel zmensf a pro &islo a
tim na.chézime odhad

1
a<git gt tgm=l—gg <l

Je tedy a < 1. Vra.tlme-h se ke vzorci (3) a poufijeme-li
zde vysledku pravé dosaZeného, dostivame tim uz
okamzité nerovnost, kterou jsme méli dokézat.
¥ Zistafime jestd na chvili u pfikladd 29 a 30. Zde se
vyskytuje vyraz
1\
—(1+3)
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ktery ma v matematické analyze dosti 8asté upotfebenf.
Dosazujeme-li totiz do e, pofadén =1, 2, 3, ..., dost4-
vame tak posloupnost &isel, je% jsou — jak jsme pravé
vidéli — vesmés vétsf neZ &islo 2 nebo tomuto &fslu rovna
a mensi nez &islo 3. Na obr. 4 vidime &4st &selné osy

—r— l

c'-2 e, e, ee e 3
Obr. 4

a na nf jsme zobrazili ¢ast nasf posloupnosti, to je &fsla
e, ©a, €, €,, €;. Da se dokdzat, Ze tato posloupnost je
rostouci, tj. Ze pro kazdé n plati e, < e,,,. UZ z nazoru
je patrné, Ze se tato &fsla e, musf ,,hromadit’* kolem
uréité hodnoty; toto ,,meznfi‘‘ ¢islo oznadujeme pisme-
nem e. Vypodet ukazuje, Ze je e = 2,71828. Mnoz{ nasi
étenafi jisté umdjf poditat s limitami, a véd{ proto, Ze se
v takovém pFipadé mluvi o konvergenci posloupnosti
e,, €y, €y, ... & Ze se pife

lime, =e.

n —

Rikdme, Ze &islo e je limitou posloupnosti e,, e,, ey, .. . *)
Nerovnosti, které jsme aZ dosud probrali, nAm umoznf{

odvodit nékteré véty o faktoridlech. Témto odvozenim
jsou vénovany dalsi pfiklady.

Priklad 31. Dokazte, Ze pro kazdé pfirozené ¢islo n
plati

*) Ctendie edidni fady Skola mladych matematikd, kte¥ se
zajimaj{ o pojem limity, odkazujeme na sv. 43 s ndzvem
Posloupnostt a fady. Knizku napsal J. Jarnik a nékolik stré-
nek je v ni vénovano také uvahdm vedoucim k &islu e.

56



nl > [g]

Redeni. Budeme postupovat matematickou indukef.
Pron = 1 mame
1

5 ’
to% zfejmé plati. Pfedpokladejme tedy, #e pro nékteré

pfirozené ¢&islo » uvaZovana nerovnost plati, a budeme
dokazovat nerovnost

(n+l)l>( (4)

Levou stranu nerovnosti (4) lze upravovat podle
indukénfho pFedpokladu takto:

(n 4+ Dl =nl.(n +1) >[§]"(n+1). (5)

1! >

n+ 1]n+1 )

Abychom dokizali vztah (4), musime posledni vyraz
n+1

v Fadku (5) porovnat s éislem ('%l] . Ptejme se, zda

miZe platit
(5) @+ v =25 (®)

Kdyby tato nerovnost platila, pak bychom po vynaso-
ben{ (kladnym) &fslem 3%+! dostali

3Inv(n + 1) < (n + 1),
Dale lze kratit &islem n 4 1, coz dava
3nr < (m 4+ 1)

Délime-li obd strany &slem n», pak po snadné tpravé
pravé strany vychazi
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3 g(l +71L]".

To viak je spor s tim, co jsme dokézali v pFedchazejicim
piikladé. Vztah (6) tedy neplati a naopak je spravna

nerovnost
n)* n + 1+t
(5 +0>(5)"

Ptipojime-li tuto nerovnost k fadku (5), dostdvame za-
vérem vztah (4), ¢imZ je hotov druhy indukéni krok.
Duikaz uvedené nerovnosti je tim podan.

Pfiklad 32. DokazZte, Ze pro kaZdé ptirozené ¢&fslo
n = 6 plati

nr<[’—2’]"- (7)

Redeni. I zde pouZijeme matematické indukee, ale ta
zadne u &isla n = 6. Pro tento piipad totiZz dostdvime
6! < 39, ¢&ili 720 < 729, co% je ziejmé spravna nerovnost.
Predpokladejme tedy, Ze nerovnost (7) plati pro nékteré
ptirozené &slo n = 6, a budeme dokazovat obdobnou
nerovnost pro &islo » | 1. Platf

m+ ) =al.n 1)< [g]" n+1). (8
Porovnime nynf &fsla
[g]”(n + 1) a [n_;_ 1]n+1.

Kdyby platilo
n\* n _'_ 1 n+l
HEEEE ()
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pak by odtud plynulo
2.2%n + 1) > (n 4 1)+,
¢ili po dalsf malé Giprave
2.0" > (n + 1)n
Obé strany bychom délili &fslem »* a dostali bychom

> [1 + 7%]"
To vSak je spor s pikladem 29. Nasli jsme tak vztah
n+l
(3 e+ = ()"

ktery pfipojime k (8). Tak vychazi
1)n+1
o+ 1t <25 "

Tim jsme prokazali platnost nerovnosti také pro &fslo
n + 1 a dikaz je hotov.

Jesté nékolik slov k pfedchazejicim dvéma piikladam.
Vysledky, s kterymi jsme se tam seznimili, muZeme
shrnout do struéného vyjadieni

[’3')< n! < (g] : 9)

cot plati pro viechna ,dostatené velka pfirozena
¢sla n. Y ]

Z podftani s fa.ktoriély vime, Ze ¢islo n! vzriasta, dosa-
zujeme-li za n po fadé &isla 1, 2, 3, .... Vyjad¥eni (9)

ukazuje, %e n! vzrista ", rychleji* nei( ] ,»pomaleji*
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nez [72-‘]” Tak napf. pro » = 300 mdme odhad*)
10039 < 300! << 1503,

Plati 100200 = 10%°, co% je ¢islo, které ma (v desitkové
soustavé) celkem 601 misto. Z toho je tedy patrné, ze
tislo 300! ma také alespofi 601 misto. Z druhé strany
jsme &islo 300! odhadli é&islem 150%%°. Abychom si uvé-
domili, kolik &islic m4 (v desitkové soustavé) éislo 150800,
budeme poéitat logaritmicky. V logaritmickych tabul-
kach najdeme, %e log 150 = 2,1761. Musfme si oviem
uvédomit, %e toto je neviplné &islo, které zastupuje vy-
jadienf
2,17605 < log 150 < 2,17615.

Odtud plyne

300.2,17605 < 300.log 150 < 300.2,17615,
¢ili
652,815 < log 1503 < 652,845,

Toto vyjadfen{ vBak znamend, e &islo 150%9% m4i ( v de-
sitkové soustavé) praveé 653 &islice. Celkem jo tedy vidét
z Fadku (9), Ze é&fslo 300! ma nejvyse 653 &islice.

Souhrnné lze tedy ¥ci, Ze &islo 300! ma alespoii 601
¢islici a nejvyse 653 ¢islice. Tento odhad je oviem jen
velmi hruby; kdybychom chtéli urdit pfesny podet
dislic v é&sle 300!, potfebovali bychom k tomu zfejmé
velmi zdlouhavy numericky vypodet. V integralnim
podtu se odvozuje tzv. Stirlingtv vzorec, ktery dovoluje
uréit &slo n! pomérnd dosti pFesnd, jestlize &fslo n je
,dostatednd velké®. V tomto vzorci se vyskytuje &fslo e,
o kterém u byla feé na strankach této knfiky. Stirlingiv
vzoreo mé tvar

*) Srovnoj téZ vysledek, k nému# jeme dofli v pfiklad 3,
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n!= (7—;). l/%

Ukézali jsme si tedy, Ze binomickd véta slouZi k odvo-
zenf nékterych vztahi, jeZz jsou dosti uzitedné i pfi nu-
merickém poditani. Kapitolu ukonéfme jednim piikla-
dem, ktery ndm osvétli uZitetnost binomické véty
i v teorii ¢fsel.

Priklad 33. Necht p je libovolné prvoéislo a » libovolné
plirozené ¢&islo. Potom rozdfl n» — n je délitelny prvo-
¢islem p. Dokaite.

Redeni. Budeme postupovat matematickou indukef
podle n. Pfitom oviem budeme prvodislo p poklidat za
pevné. Pro n = 1 je uvedeny rozdfl roven nule, takie
tvrzenf plati. Predpoklidejme, Ze tvrzenf je dokdzano
pro nékteré piirozené &islo n, a budeme je dokazovat
pro &islo n + 1. Budeme tedy pracovat s vyrazem

(n + l)”_' (n + l)n
ktery upravime podle binomické véty na tvar

R I TN

Vyraz n* — n je délitelny prvodislem p podle induké-
niho predpokladu, zatimco kaidy ze zbyvajfcich &lenii
je &islem p délitelny podle toho, co jsme doka.zah v pH-
kladé 14. Je tedy také rozdil

(n+ 1) —(n+ 1)
délitelny prvodislem p. Skoné&il druhy indukénf krok a tim
i cely dukaz.
Poutka, s nf# jsme se setkali v predchézejicim pH-



kladé, se nazyvd mald véla Fermatova. Francouzsky
matematik P. de Fermat (1601—1665) byl puvodnim
povolanim vlastné pravnik a matematikou se zadal
zabyvat aZz po své tficitce. Vynikl zvlisté v &iselné
teorii, ale publikoval jen mélo_¢lank. Vétdina jeho
objevii se najdegv jeho korcspondenci s tehdejsimi
vyznamnymi osobnostmi a také v poznamkach, které
si psal pFi studiu Diofantovy uéebnice algebry. Do této
knihy si Fermat poznamenal i jedno tvrzeni, které se
dnes nazyva velka véta Fermatova. Tvrzenf se tyka rov-
nice

Rl + y‘n e zn’

kde n je dané piirozené &islo. Fermat se zabyval piipa-
dem n = 3 a pokousel se dokédzat, Ze uvedena rovnice tu
nenf Feditelna plirozenymi &isly z, y, z. Ze zapisu, ktery
se zachoval, je vidét, Ze se Fermatovi nepodafilo najit
Zadné feSenf. Domnival se dokonce, Ze nasel dikaz pro
nemoznost takového Feseni. V tvaze mél viak jisté
néjakou chybu, nebot tento problém nebyl dodnes roz-
fesen, i kdyZ se velkou vétou Fermatovou zabyvalo
mnoho vynikajicich matematikd. Pritom souéasna
matematika ma k dispozici G4éinnéjsf metody pro feseni
¢fselnd teoretickych problémi, neZ méla doba Ferma-
tova.*)

*) Velkd véta Fermatova se dostala i do krdsné literatury.
Karel Mat8j Capek-Chod (1860—1927) mé ve svém dile
povidku Experiment zafazenou do sbirky Ad hoc! D&j se ode-
hrévd za prvni svétové védlky a hrdinou povidky je odborny
uéitel, ktery prdvé v prvni véledny den roziesil Fermattv
problém. Té&8il se na odménu sto tisic marek, kterd byla za
vyreSeni vypséna, ale pendz se nedockal. Padl ve vdlce a Fedeni
se ztratilo. Bylo viibec sprdvné ? — Povidku pied ¢asem vysilal
i Ceskoslovensky rozhlas,
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Ulohy
28. Vypottéte: a) (1 +}/3)%; b) (1 + i)

29, Je dino piirozené ¢&islo n a realné &islo x, o némi
platf |z| < 1. Doka%te nerovnost
(L4 2y + (1 —ap 2.
30. S pfesnostf na dvé desetinna mfsta vypoététe

€100 = 1,012,

31. Dokazte, Ze pro viechna piirozens &sla n plati*)

n! g{”’;'l]".

32, Podle Stirlingova vzorce vypoététe priblizné 300!.

33. Necht m, » jsou dana piirozend &fsla. Potom
existuje pfirozené &islo p tak, Ze plati

Ym+ Ym—1yp=Vp+Vp—1.
Dokaite.

*) Srovnej tuto tlohu s pfikladem 32.
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