Funkcionalni rovnice

Kapitola druh4: Cauchyho metoda

In: Ljubomir Davidov (author); Zlata Kufnerova (translator); Alois
Kufner (translator): Funkcionalni rovnice. (Czech). Praha: Mlada
fronta, 1984. pp. 41-87.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/404105
Terms of use:

© Ljubomir Davidov, 1977

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy
of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for

electronic delivery and stamped with digital
V signature within the project DML-CZ: The Czech

Digital Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/404105
http://dml.cz

Kapitola druha

CAUCHYHO METODA

1. HUSTE MNOZINY NA CISELNE OSE

Nez budeme formulovat a objasnovat Cauchyho metodu
feseni funkeiondlnich rovnic, uvedeme nékolik definic
a vét z matematické analyzy.

MnoZina A redlnych &isel se nazyva hustd, jestliZe
kazdy interval, ktery mé nenulovou délku (tj. ktery
nezdegeneruje v jeden jediny bod), obsahuje prvky
mnoziny 4.

Viéta. Mno#ina Q raciondlnich éisel je husld mnofina.

Dikaz. Budiz 4 = (a, b) libovolny interval na &iselné
ose. Oznaéme ¢ jeho délku: ¢ =b—a > 0. Pak je

. e . vy - 1
zfejmé, Ze existuje prirozené &islo ng, pro néz je ny > -

neboli — coz je totézi — 0 < nio < &. Predpokladejme
dale, Ze je b > 0 (v piipadé b < 0 probfhajf Gvahy ana-
logicky). ProtoZe posloupnost — pro m = 1, 2,

neomezend roste, existuje ta,kove pfirozené &islo m,, pro

nezje—<b < m—
N ny

. Pestlize nyni predpoklada-
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. . m .
me, Ze )e —2 < g, dostaneme nerovnosti
o

me + 1 mg 1
N ”o_”’o<£,

které vedou ke sporu ¢ < e.
Musi tedy platit ¢ < %nﬂ < b, tj. interval (a, b) ob-
0
. . . mq
sahuje racionilni ¢&islo e
0

Véta je dokazana.

Utelnost privé zavedeného pojmu husté mnoziny je
patrna z nasledujici véty:

Véta. Budiz A hustd mnofina redlnych &isel. Pak ke
kaZdému redinému Cislu a existuje konvergentni posloup-
nost

By Gy ooy Qpy vne

Cisel ndleZejicich do mnoZiny A, kterd md za limitu éislo a.

Diakaz. ProtoZze mnozina A4 je husta, existuje ke kaz-
dému ptirozenému é&islu = dislo a, € 4 tak, Ze je a, €
1 1
—_— . t'. v rd
e[a n,a+ n]’ j. Zze plati
L <@, <a-t L
[ 4 7 n [ 4 —1T .
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Z téohto poslednich dvou nerovnosti viak uz plyne, %e
posloupnost

GGy ooy By e

konverguje a mé za limitu &slo a.

Véta je dokazana.

2, SPOJITE FUNKCE

Pfipomerime, %e funkce f s definiénim oborem D se na-
zyva spojitd v bodé x, € D, jestlize ma limitu pro z — z,
a jestliZe tato limita je totoZna s jeji hodnotou v bodé
Zg, tj. s hodnotou f(z;). Jinymi slovy: Funkce f(x) je
spojitd v bodé =z, jestliZe pro kazdou konvergentni
posloupnost

Ty Ly, ooy Ty e ey

kterd ma za limitu ¢&islo z, a je tvofena body, jeZ patii
do definiéntho oboru funkce f(z), je také odpovidajici
posloupnost funkénich hodnot

f(zl)7 f(xz)’ S ] f(xn)v .

konvergentn{ a mé za limitu &fslo f(x,).

Véta, Jestlize spojité funkce f(x) a g(x) se spoleéngm
definiénim oborem nabiyjvajt stejnych funkénich hodnot na
néjaké husté mnoZiné redlnyjch Cisel A, pak jsou totoiné.

Dikaz. Budiz a libovolné redlné &islo. Vime uZ, Ze
existuje konvergentnf posloupnost

al,az, vy Qpy oo
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¢isel patiicich do mnozZiny A, kterd mé za limitu &fslo a.
Pak viak ze spojitosti funkef f(x) a g(2) a ze skuteénosti,
ze pro kaidé a € 4 je f(a) = g(a), plyne, Ze jo

Ha) = '1‘13 fa.) = '1'1_)11510 g9(a,) = gla).?

Véta je dokdzéna. 7

8. PODSTATA AFORMULACE CAUCHYHO METODY
RESENI FUNKCIONALNICH ROVNIC

Nefekneme-li vyslovné opak, budeme vSude v dalsim
hledat jen takovi feSeni zkoumanych funkciondlnich
rovnic, kterd jsou spojitymi funkcemi.

Cauchyho metoda thvi — Ffedeno co nejobecnéji —
v tom, Ze se nejprve uréi feSeni uvaZzované funkcionalni
rovnice, které je definovino na néjaké husté mnoziné
realnych &fsel. Poté se vyufije spojitosti tohoto Fesenf
a podle posledni z vySe dokazanych vét se feSeni defi-
nuje pro libovolna realna éfsla.

Obvykle se Fefeni hledd nejprve na mnoZiné viech
racionalnich &fsel (kterd je, jak jsme pied chvili vidéli,
hustd). Za timto ulelem se &asto postupuje podle na-
sledujictho schématu:

1. Néjakym vhodnym postupem (napfiklad substitué-
nf metodou) se uréi feSeni f(x) dané funkecionalni rovnice
na mnoiné v8ech ptirozenych &fsel.

2. Dokdze se, Ze takto nalezené feseni vyhovuje rov-
nici také

a)prox =0,
b) pro viechny celé zaporné hodnoty proménné z,
¢) pro viechny raciondlni hodnoty proménné .
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3. Vyuiije se hustoty mnofiny raciondlnich d&fsel
a spojitosti funkce. f(z); tim bude zarudeno, ze takto
urtené feSeni vyhovuje rovnici pro libovolné reilné
hodnoty z.

Takto formulovana Cauchyho metoda je vhodné pouze
pro takové funkcionalnf rovnice, jejichz feSenf je defino-
vano a spojité na celé &iselné ose. Lze se ale lehko pfe-
svédéit o tom, e se touto metodou daji Fedit i rovnice,
]GJIChZ feSeni ]sou definovina a spojitd na néjaké
mnoZiné’D, jiZ miZe byt interval nebo sjednocent inter-
vali. Je-li totiz A hustd mnozina redlnych &isel, je mno-
zina A, = 4 () D husta v D v tom smyslu, Ze pro kazdé
¢islo « € D existuje konvergentni posloupnost

Ays Qg « ooy Qpy

disel lezicich v A,, kterd m4 za limitu é&fslo a.

Duikaz této skutednosti pienechavame tenati.

4. NEKOLIK KLASICKYCH PRIKLADU

Budeme Cauchyho metodu ilustrovat na nékolika funk-
ciondlnich rovnicich, které Cauchy fesil uZ podatkem
minulého stoletf.

a) Re¥me funkciondlni rovnici
(1) f= +y) = fl@) + f(@)-

Budeme hledat takova feSeni této rovnice, kterd jsou
definovina a (v souladu s imluvou, kterou jsme uéinili
vySe) spojitd na celé &iselné ose. Pfedpokladejme tedy,
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ze f(x) je jedno takové FeSeni rovnice (1). Nejprve doka-
Zeme, %e pro kazdé reilné &islo » = 2 plati

(2) fer+ 24+ ... +2,) =
= flz)) + f(=) + - .. + [(@a).

Pro n = 2 je tato rovnost totoZnd s rovnosti (1),
a tedy skutedné plati.

Necht rovnost (2) plati pro néjaké prirozené n. Vy-
uzijeme-li vztahu (1), dostdvame

f@y + 2y + oo Tyt Xayg) =
=f@ + 22+ ... + 2) + f(@Xuny) =
= f(@1) + Hza) + ... + H&n) + HZasa),

a odtud uZ plyne hledand rovnost (2) matematickou
induket.

Zvolme v (2) ¢, = %, = ... = 2, = 2. Pak bude pro
ka%dé prirozené é&fslo n a pro kazdé redlné &fslo z platit
f(nz) = nf(=z).

Oznadime-li tedy f(1) = ¢, dostdvame, Ze platf
f(n) = cn

pro ka#¥dé ptirozené n.
Necht jsou dile m anlibovolnd pfirozend &sla. Pak je

(2] = 1(n2) = fom ~
)=

je tedy f(z) = cx pro libovolné kladné racionéln{ é&fslo z.

tj.
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Polozime-li na druhé strané v (1)x =y = 0, vidime, Zeje

f(0) = 2£(0),
neboli — coz je totéz — f(0) = 0. Odtud plyne, Ze je

fle —x) = {(0) = 0 = f(z) + f(—=),
¢ili f(x) = —f(—=x). Pro kaidou raciondlni hodnotu
proménné z tedy plati
Hz) = cx.

A vezmeme-li nakonec v ivahu, Ze mnozina racional-
nich &isel je hustda a Ze funkce f(x) je spojitd, zjistili
jsme toto: Je-li funkce f(z) FeSenim funkeciondlni rovni-
ce (1), je f(x) = cx, kde ¢ je libovolné realné &islo. Naopak
z rovnosti

cx+y)=cx+cy
plyne, Ze kaida takova funkce také skutedné nasi
funkcionalnf rovnici fesi.

Zde je tieba poznamenait, Ze kdybychom hledali feseni
rovnice (1), které by mélo byt spojité pouze v jednom
pevném bodé, dostali bychom opét tyz vysledek. Je-li
totiz f(x) funkee, pro niZ plati

fz +y) = K=) + f(y),

a je-li tato funkce spojitd v bodé «, pak pro libovolné
realné ¢&islo x, plati

lim f(z) == lim f((x — %o + a) + (T, — a)) =

C = lim (e —a+ o) + fla— o) =
= z_zlirg* fl®—z + a) + flz, — a) =

= [(a) + f(@, — a) = f(2,);
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to viak ukazuje, Ze funkce f(z) je spojitd viude, a ma
tudiz tvar f(x) = cx.

b) Redme funkciondlni rovnici
(3) fz + y) = f(=).}(y).

Opét budeme hledat takova feSeni této rovnice,
ktera jsou definovana pro viechna redlné z.

Piedevsim je ztejmé, Ze nulova konstantni funkce je
jednim z feseni rovnice (3). Zajima nas nyni, zda ma
také nenulova TeSeni. Predpokladejme, Ze f(z) je jedno
takové FeSeni; z (3) pak plyne, Ze je

@) = 1%+ 5) = [()i>o.

tj. je-i f(z) nenulovd hodnota, nabyva funkce f(z)
kladnych hodnot pro kazdé z.

Oznaéme nynf f(1) = ¢ > 0. Pfedpoklddejme, Ze pro
néjaké prirozené éfslo n plati

fn) = c».
Pak je
fn + 1) = f(n).[(1) = c*.c = ™1,
a odtud plyne matematickou indukei, Ze plati
@) fiz) = e
pro kaZdé pfirozené &islo x.

Analogicky se indukei snadno dokaze, Ze pro kazdé
pfirozené &islo » a pro kaZdé redlné éfslo x plati

f(nz) = [f(=)]".
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Jsou-li tedy m a n pfirozena &isla, je

PRI =10-3) === 5= (]

tj. rovnost (4) je splnéna pro libovolna kladné racionaln{
tisla.

Vezmeme-li na druhé strané v uvahu, Ze je H0) =
= [[(0)%, tj. Ze je f(0) =1 a

1 ={(0) = {lzg — =) = f().f(—=),

dostavame, %e pro kazdé zaporné racionalnf é&islo 2 plati

fa) = 7 = - = c*.

f==x) ¢

Je tedy f(x) = c® pro libovolné racionilni hodnoty
proménné x. VyuZijeme-li jeSté hustoty mnoziny racio-
nalnich &fsel a spojitosti funkce f(z), dochdzime k zavéru,
Ze FeSenimi funkcionélni rovnice (3) mohou byt viechny
funkce tvaru f(z) = c*, kde c je libovolné kladné reilné
¢islo. Ze ziejmé rovnosti

cFHY = ¢%, ¢V

je pak vidét, Ze tomu skute&né tak je. Nakonec dostava-
me tento vysledek: Funkciondlnf rovnice

flz + y) = H(=).{(y)

mé nekone&né mnoho Fedenf, jeZ jsou dana vzorcem
(@) = ¢,

kde ¢ je kladné redlné ¢islo; navic je Fefenim nulovéa
konstantni funkece.
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Zde je na misté poznamenat, Ze vySe uvedenou
funkciondlni rovnici lze FeSit té%Z pomoci funkcionalni
rovnice (1). Je-li totiz f(x) nenulové feSeni rovnice (3),
pak je, jak jsme vidéli, f(x) > 0 pro viechna x, a tudiz
muZzeme utvofit funkei g(x) = log f(x). Je téz zFejmé,
Ze pro libovolna dvé reilna ¢isla x a y plati

gz + y) = log f(x + y) = log (f(x).f(y)) =
= log f(x) + log f(y) = g(=) + 9(¥),

a proto ma funkee g(x) tvar g(z) = az, kde & je libovolné
realné éislo. Odtud pak nakonec dostavame, Ze je

f(@) = 10% = (109) = c=,

Soudasné je odtud opét patrno, Ze pokud bychom
7adali jen tolik, aby funkce f(x) byla spojitd pouze
v jediném bodé (a tedy nikoliv spojitda vsude), znovu
bychom dostali f(z) = c».

¢) Redme funkeiondlni rovnici

(8) fey) = f(x) + K)-

Nejprve poznamenejme, Ze pokud hledime takova
FeSenf této rovnice, ktera jsou definovina a spojita pro
viechna z, pak jedinym takovym fesenim je nulova
konstanta. Vskutku: pfedpokladame-li, Ze f(x) je FeSeni
rovnice (5), pak pro y = 0 dostividme

f(0) = f(x-0) = f(=) + (0),
odkud plyne, Ze je f(x) = 0 pro vSechna =z, tj. Ze f(z) je
nulovéa konstanta.

Pripustme nynf, Ze f(x) je funkce, ktera je definovana
a spojita pro viechna z 0 a ktera je FeSenfm funkcio-
nalnf rovnice (5). Polozme

g(t) = (104,
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Je zfejmé, ze funkce g¢(t) je definovina a spojitd pro
viechna ¢ a Ze kromé toho vyhovuje rovnosti

glu + v) = f(10++) = f(10%.107) =
= £(10%) + (10%) = g(u) + g(v);

to oviem zase ukazuje, Ze je g(t) = ct, kde ¢ je libovolné
realné &islo. Pak vSak pro z > 0 mame

f(z) = f(10%2 ) = g(log 2) = ¢ log 2.

Necht je koneéné x + 0 libovolné reilné é&islo. Vyuzi-
jeme-li toho, Ze pak je z2 > 0, dostaviame vztah

2 f(x) = f(x?) = clog x® = 2clog x|,
neboli
f@) = clog |z| .
Na druhé strané z vlastnosti logaritmické funkce plyne
clog |zy| = clog |z| + clog |y|

pro viechny dvojice realnych &isel * # 0 a y # 0.
Vsechna FeSeni funkciondlni rovnice

f(xy) = f(x) + {(y),

jeZ jsou definovana a spojitd pro z # 0, jsou tedy déna
formuli

f(@) = ¢log [x],
kde ¢ je libovolné realné &fslo.
d) Resme funkciondlni rovnici

(6) fxy) = f(®)-f(y)-
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Poloime zde nejprve y = 0. Dostavime vztah

H0) = f(=)-1(0),

ze kterého plyne, Ze je bud f(0) = 0, nebo f(x) =1,
tj. funkece f(x) je totoZna s konstantni jednotkovou funk-
cl, jez je zfejmé Fesenim funkcionalni rovnice (6).

Predpoklidejme, Ze f(x) je nekonstantni funkce, ktera
je definovdna a spojitd pro vSechna x a je% fesi vyse
uvedenou funkeionalni rovnici (6). Pak je funkce

gty = f(109
ziejmé téZ spojitda a kromé toho vyhovuje nisledujici
rovnosti:
glu + v) = f(104+) = f(104.107) =
= f(10%).f(10%) = g(u).g(v);
odtud plyne, %e funkce g(t) mé tvar
g(t) = a,

kde a je libovolné kladné redlné &islo.

Pro z > 0 mdme

flx) = f(10ve =) = g(log x) = aloe 2 =
= (]_0103 a)log T — (1()101; z)log ¢ = glog a;

oznadime-li ¢ = log a, bude
flx) = a-.
Je-li « libovolné nenulové realné &islo, je
(f=)? = f(«?),= %,
a odtud plyne, %e pro x <0 je
f@) = |zf°.
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Re#enim rovnice (6) je tedy funkce definovana takto:
f(z) = 2¢ proz > 0,
f(x) = |z]° proz < 0,

f(0) = 0..

Tato funkce je oviem proc < 0 nespojitd v bodé
xz = 0. ProtoZe naopak tato funkce pro ¢ > 0 zfejmé
vyhovuje rovnici (6), tvoti spolu s konstantou 1 vse-
chna Feseni této rovnice.

5. INVERZNI FUNKCE

Nez piejdeme k jistym zobecnénim metod Feseni vyse
uvedenych ptklada, podivime se jesté na jeden pojem
z matematické analyzy.

Budiz f(x) funkece s definiénim oborem D a necht M je
obor hodnot funkce f (mnoZina hodnot f(z) pro x € D).

Funkce g(f) (existuje-li) se nazyvi inverzni funkeci
k funker f(zx), je-li jejim definiénim oborem mnoZina M,
oborem hodnot mnoZina D a jsou-li pro vSechna z € D
a t € M splnény rovnosti

Hg®) =¢; g(f(x)) = =.

Piipomenme dale, 7e funkce f(x) definovand na inter-
valu 4 se nazyva nerostouci (neklesajict) v intervalu 4,
jestliZe pro libovolna dvé ¢&isla z,, x, € 4 plyne ze vzta-
hu z, < %, nerovnost f(z,) = f(z,) (f(x,) < f(x,)). Jestli-
%e z ostré nerovnosti z, < z, plyne ostra nerovnost
f(@)) < f(z2) (@) > [(,)), nozyvé se funkee f(z) ros-
touct (klesajtci) funkef.
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Véta. Je-li funkce f[(x) definovdna, srojild a roslouct
(klesajici) v uzavieném intervalu (a, b), p ak k ni existuje
inverzni funkce, kterd je opét spojitd a rostouci (klesajici).

Dakaz. Predpoklidejme, Ze funkce f(z) je rostouc’
(avahy v piipadé, Ze f(x) je-klesajici, jsou analogické).
Je zfejmé, Ze mnoZina funkénich hodnot funkce f(z) je
tvofena vsemi body uzavieného intervalu (f(a), f(b)).
UkédzZeme, Ze ke kaZdému é&islu ¢ € (f(a), f(b)) existuje
jediné ¢&islo x, € (a, b) tak, e plati f(zy) = &.

Je-li t = f(a) nebo t = f(b), je hledand hodnota =z,
totoznd s hodnotou @ nebo s hodnotou b. Necht je tedy
fl@)y <t < f(b). Budeme nyni vySetfovat mnoiinu T
véech éisel x € (a, b), pro néZ je f(x) < t. Tato mnoZina
je neprazdna, nebot f(a) << ¢, a tedy a € T. Mnozina T
je také omezend, nebot je ¢dsti uzavieného intervalu
(@, b), ktery je zfejmé omezenou mnoZinou. Oznaéme
nyni z, supremum mnoziny 7T (tj. nejmensi z hornich
odhadi této mnoZiny). Protoze @ € 1" a b je horni odhad
mnoziny T, je ¢ < x, < b. UkaZeme, Ze mnozina T je
totoZzna s intervalem (a, z,): Ziejmé (a, x,) D T.
Necht je naopak x € (a, zy). Pak je x < xy, a x tedy
neni horni odhad mnoziny 7', tj. existuje &slo y e T
tak, Ze plati y > x. ProtoZe funkce f(x) je rostouci, je
f@x)<fly)<t,atedyjeyeT aT = (a, x,).

Nyni miZeme vybrat posloupnost éisel

Ly, gy oo oy Ty oo
tak, Ze pro véechna n je ¢ < z, < x, a Ze plati lim », =

= x,. Ze spojitosti funkce f(z) plyne, Ze je také

lim f(z,) = f(z,),
a protoZe bylo f(z,) < t, je f(z,) < t.
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JelikoZ bylo z, < b, mlZeme vybrat posloupnost
%, %, oo ey Tpy
tak, Ze pro viechna n je z, < &, < b a Ze platf lim £, =

n—+>o
= x,. Ale protoze Z, ¢ T, je {(Z,) =, a tedy f(z,) = ¢,
coZ nakonec ukazuje, Ze plati f(z,) = ¢.
Jestlize pFipustime, Ze existujf dvé rizna éisla z;, < =,
z intervalu (@, b), pro néz je f(z,) = f(z,) = ¢, dostaneme
spor s tim, Ze funkce f(z) je rostouct:

t = fl@)) < flz) =t

Nyni oznadfme symbolem g¢(¢) pro ka¥dé te (f(a),
f(®)) ono jednoznaéné uréené &islo z intervalu (a,b),
pro néz je f(g(t)) =t. Timto postupem zfskime funkei
g(t), ktera je zfejmé inverzni k funkeci f(z). Zbyva do-
kizat, Ze tato funkce je spojitd a rostouci.

Necht jsou predevdim ¢, ¢,, ¢, <t, dvé libovolna
¢isla z intervalu (f(a), f(b)). P¥ipustime-li, Ze je g(t,) =
= g(t,), dostaneme z predpokladu, %e funkce f(x) je
rostouci, nerovnost

b= flgty)) = flgts)) = ¢,

a to je ve sporu s volbou &isel ¢, a ;. Tudi? je funkee g(t)
rostouct.

A koneéné necht je t, libovolny bod intervalu (f(a),
f(d)) a necht je

bista oo ortu s En€ (@), f(B))

posloupnost &isel, kterd ma za limitu &islo ¢,. Oznadéime-li
git,) =z, pro n =1, 2, ... a g(t,) = x,, dostavame
posloupnost

Ly Loy ooey Ly oos o
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Tato posloupnost je omezend, nebot leZi cela v intervalu
(@, b), a proto existuje hromadny bod této posloup-
nosti. Predpoklidejme, Ze y,, y, € (@, b), y, # y, jsou
dva hromadné body této posloupnosti. Pak existuji
dvé podposloupnosti

Tieys Thgs « « +5 Tkpy »++
Tmys Trgs ++ o> Tmps - - = »
pro néi plati lim z3, = y,, lim z,, = y,. Ze spojitosti

Lo

fA—+x
funkce f(z) nyni plyne, Ze je

Hy) = flim @) = lim f(2,) = Lim ben = bo =
n—rw n—-aw —> a0
= lim ¢,,, = lim f(zn,) = flim zp,) = [(¥2),
n—-mw n—>o n—+x
a odtud dostdvame rovnost y, = y,. To viak ukazuje, %e
posloupnost

Ty, Ty, ooy Ty v e
konverguje; kromé toho ze vztahu lim f(x.) = f(z,) = ¢,
Tp~ZTo
plyne, Ze lim z, = x,. Tato posledn{ rovnost viak ne¥fka
n—+o
nic jiného, nei ze plati lim g(¢,) = g(¢). Funkee g(t) je
tedy spojita. ta~to
Tim je véta dokazina.

Ponechivdme na &tenafi, aby si uvédomil, jak je
vétu moZno dokazat v pifpadé, Ze misto uzavieného
(a tedy koneéného) intervalu (@, b) budeme uvaZovat
interval otevieny nebo neomezeny.

Uvedeme nékolik pffkladii inverznich funkef.
a) UvaZujme funkei sin # v intervalu (—x/2, w/2).
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Jak je zndmo, je tato funkce v uvaZovaném intervalu
spojité a rostouci. Podle pravé dokézané véty tedy
existuje inverzni funkce, které je definovédna, spojita
a rostouci v intervalu (—1I, 1) a nabyva hodnot z inter-
valu (— =/2, ©/2). Tato funkce se oznaduje obvykle
arcsin ¢ (Sti arkus sinu).

Zde je tfeba poznamenat, Ze protoZe funkce sin x je
definovana pro viechna realna &isla x a nabyvé hodnot
z intervalu (—I1, 1), miZeme pro vdechna z utvotit
vyraz arcsin (sin ). Rovnost arcsin (sin ) = z vSak
bude splnéna pouze pro x € (— =/2, w/2). Nenf t&zké
dokazat (pfenechiavidme to ¢&tenaii), Ze pro libovolné
realné é&slo x plati

arcsin (sin ) = (—1)* (x + k=),
kde k je cels Sast disla——>

b) K funkci cos x uvazované na intervalu (0, =) taktéz
existuje inverzni funkce, ktera se znadi arccos . Analo-
gicky jako v bodé a) lze ukazat, Ze funkce arccost je

spojita a klesajici v intervalu (—1, 1) a %e pro vSechna
te (—1,1) plati 0 < arccost < .

¢) Také k funkcim tgx a cotgz, které uvaZujeme
v intervalech (—m/2, m/2), resp. (0, =), existuji inverzn{
funkce, které znad¢ime a rotg x a arccotg .

6. FUNECIONALNT ROVNICE
f(z + y) = F(f (), f(9))

Prvni dva ptklady uvaZované v odstavei 4 mély spo-
lené to, %e na levé strand odpovidajfef funkciondln{
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rovnice vystupoval vyraz f(z + y). Resenf téchto pii-
kladl byla zcela analogicka, a to nis vede k tomu, Ze si
klademe otézku: Je-li F(u, v) funkce dvou proménnych,
za jakych podminek mé funkcionilni rovnice

(7) fle + y) = F(f(2), f(y)

FeSeni a jak lze toto Fesenf najit ?

Lemma. Md-li funkciondlni rovnice

f® +y) = F(f(=), (y)

fedent f(x) a je-li M obor hodnot funkce f(x), pak funkce
F(u, v) vyhovuje ndsledujicim podminkdm:

a) pro vdechny dvojice Cisel u, ve M je
F(u,v) = F(v, u);
b) pro vdechny trojice &isel w, v, w € M plati
F(F(u, v), w) = F(u, F(v, w));
¢) existuje ¢islo e € M tak, Ze plati
Fle,u) =u
pro viechna u € M;
d) ke kaZdému w € M existuje v e M tak, e platt
Fu,v) =e.
Dikaz. a) Necht je u, v € M. Pak existuji realna &isla
z, y takova, Ze je f(x) = u a f(y) = v, a tedy je
F(u,v) = F(f(=), {(y)) = flx + y) = [y + o) =
= F(f(y), {(z)) = F(v, u).
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b) Necht j jew,v,we M. Pak existuji realnd &isla =, y
a z takovi, Ze je f(a: =u, fly) = v, f(z) = w. Dale je

F(u,v) = F(f@), {(y)) ==+ y)e U

Flv,w) = F(f(y), f(2) = fy + 2) € M.
Je tedy
f(F(u, v), w) = F(fx + y), f(2) =
=f@ +y + 2) = F(f(z), {ly + 2)) =
= .F(u, F(v, w)).

¢) Oznadme ¢ = f(0). ProtoZe f(z) = u € M, je
Fle, u) = F({(0), f(z)) = f(0 + x) = f(x) =
d) Necht je v € M a f(xr) = u. Poloime v = f(—=x).
Pak je
Fu,v) = F(f(z), (—=)) = flx — ) = (0) =
Tim je lemma dokazano.

Toto lemma vSak udava jen nutnou podminku Fesi-
telnosti rovnice (7); neni z néj vidét, jak by se dalo najit
explicitni vyjadfeni pro feSeni f(x)

Pomoci metod, jichz bylo pouZito p¥i feSeni funkecio-
nalnich rovnic z odstavce 4, miZeme nyni popsat na-
sledujici postup pro uréeni feSeni funkcionalni rovnice
(7):

Predpoklidejme, Ze f(x) je spojita funkce, pro niZ plati

& + y) = F(f(x), f(y),
a pfedpoklidejme pFitom, Ze f(x) je definovano pro libo-
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volné reilné hodnoty proménné x. (Jak jsme vidéli
v piikladech z odstavce 4, Ize tyto Givahy snadno modi-
fikovat pro p¥ipad, Ze funkce f(x) neni definovana
viude.)

Definujme funkce F,(t) ndsledujicim zptusobem:
F,t) =t, Fut) = F(Fa,(t),t) pron = 2.
Pak je ziejmé& F,(f(xr)) = f(x); pfedpokladdme-li, Ze

pro ka#dé p¥irozené n plati F,.(f(z)) = f(nx), pak pro
n + 1 dostavame

H(n + 1) 2) = f(nz + 2) = F(f{(nz), (z)) =
= F(Fa({(2), /(=) = Frnilf(z))-
Indukei jsme tedy dokazali, Ze plati

finz) = F.(f(x))

pro véechna pfirozend n. Specialné dostdvime prox = 1
vztah

f(n) = Fu(c),

kde jsme polozili ¢ = f(1). Timto postupem je funkce
f(z) definovéna pro vSechny ptirozené hodnoty =.
Necht jsou nyni m a n libovolna piirozena éisla. Pak je

Fofe) = fim) = 1 (n.52) = F(1{5))-

Budeme-li navic jesté predpoklidat, Ze k funkeci F,(t)
existuje inverzni funkce G,(u), bude

m

H5) = Gamten,
a funkce f(z) je tedy definovana pro vsechny kladné
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raciondlnf hodnoty proménné z. PouZijeme-li rovnosti

H0) = F(f(z), {(—=)),

muZeme f(z) definovat pro libovolné raciondlni hodnoty
proménné z. A vezmeme-li v divahu hustotu mnoZiny
raciondlnfich é&fsel a spojitost funkee f(z), miZeme funkei
f(x) povaZovat za definovanou pro viechny redlné hod-
noty proménné z.

Pochopitelné je nakonec t¥eba ovéfit, zda takto urde-
né funkee f(x) rovnici (7) také skutedné vyhovuje.

Metoda Feseni funkcionalnich rovnic tvaru (7), kterou
jsme pravé vyloZili, je ovSem popsana velice schematicky
a vyzaduje jesté fadu upfesnéni. Tak neni napiiklad
viibec jasné, jak je moino definovat funkce F,(t), zda
tyto funkce vibec existuji, zda k nim existuji funkce
inverznf atd. Zde vSak nebudeme na tyto otizky v obec-
ném piipadé odpovidat; odpovime na né v kaidém
konkrétnim p¥ipadé.

Vysettime nynf co moZna nejpodrobnéji ptipad, kdy
je funkce F(u,v) mnohoélenem ve dvou proménnych.
Pak ma F(u, v) tvar

F(u, v) = aur v + agutavhs + ... + a, utsvs,

kde jsou a,, @y, ..., a, libovolnd nenulova realns &fsla
a i, }.2, vy Mgy B1s Moy -« s fhe jsou celd nezédporna &isla.
Jak zndmo, nazyvé se nejvétsf z &sel 4,, 4,, ..., 4
(bez Gjmy na obecnosti lze pfedpokladat, Ze to je &isto 4,)
stupném polynomu F(u,v) vzhledem k proménné u
a nejveétsi z &sel uy, u,, . .., 4, (necht je to tteba &fslo x)
stupném polynomu F(u, v) vzhledem k proménné ».
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Jestlize ma funkecionalni rovnice

flx +y) = F(f(z), ()
tefeni, musi pfedevSim funkce F(u, v) vyhovovat rov-
nosti
F(u,v) = F(v, u),
tj. musi splilovat podminku

aurwr + L+ aquttot + L. gt =
= a,umvh + ..+ auevt
z nf% ihned plyne, Ze je 2, = y,; stupné polynomu F(u, v)
vzhledem k proménnym u i v jsou tedy stejné. Oznalme
tento stupen n (4, = n).
Dale musi polynom F(u, ») splilovat rovnost
F(u, F(v, w)) = F(F(u, v), w).
Nyni je
Fu, F(v, w)) = au™(F(v, )" + au*e(F(v, w))re +
+ ... + auP(F(v, w))e
a
F(F(u, v), w) = a,(F(u, v))* w -+ ay(F(u, v))*2 wrz +
+ oot afFu, v))we =
= g0t vt 4 ...
obé posledni rovnosti ukazuji, e polynom F(u, F(v, w)) je
vzhledem k proménné « stupné » a polynom F(F(u,v), w)
je vzhledem k proménné u stupné n2. A protoZe oba
tyto polynomy jsou si rovny, musi byt n = n?éilin = 1.
Je-li tedy F(u, v} polynom a ma-li rovnice (7) fesend,
pak ma F(u, v) tvar

(8) F(u, v) = auv + Pu + pv + 9.
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Z rovnosti
F(F(u, u), v) = F(u, F(u, v))

pfitom po jednoduchych tpravach dostavime vztah
(ay — B% + B) (u—w) =0,

ktery ma platit pro libovolna % a v; to znamend, Ze
koeficienty polynomu F(u, v) musi navic spliiovat pod-
minku

(9) ay = f*—p.
Nyni jsou dvé moznosti:

. a=0. Pak je 8 £0 a f2—f8 =0, tj. =1,
a rovnice (7) md tvar

(10) f= +y) = (=) + f¥) + .

Polozme g(x) = f(x) + y. Je zfejmé, %e funkee f(x)
je feSenim rovnice (10) tehdy a jen tehdy, je-li funkce
g(x) feSenim rovnice

gx + y) = g(x) + g9(y).
V3echna feSeni funkciondlni rovnice

f@ +y) =f=@) + fy) + 7

jsou tedy ddna vzorcem

f(.’l?) =cxr—y,
kde c je libovolné realné &fslo.
. pr—B . .
2. a # 0. Pak je y = ——— @ rovnice (7) mé tvar
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flo + 9) = ai@) 1) + i) + i) + L2,

neboli tvar

(af(@) + B) (sfy) + B)— B

a

(1) fz+y =

PoloZime-li zde g(z) = f(x) + B, vidime, Ze f(x) je fe-
genfm funkciondlnf rovnice (11) tehdy a jen tehdy, je-li
funkce g(x) feSenim rovnice

gz + y) = g(x).9(y)-

Véechna feSeni dané funkcionalni rovnice tvoi{ tedy
funkee (viz ptiklad b, str, 48-49)
cc—f

f@)=—Lt a fo =L,

kde ¢ je libovolné realné kladné &fslo.

Podfvejme se naptiklad na funkciondlni rovnici

(12) f@ +y) = [(@). /) + (&) + f@)

Ta je zfejmé tvaru (7) s funkef F(u, v) tvaru (8), kde
volime a = 1,8 = 1, y = 0. V tomto ptipadd je podmin-
ka (9) splnéna, nebot je ay =0=1—1=f2—§;
véechna FeSeni funkecionalni rovnice (12) tedy tvoii
funkce

f@)=—1 a fl&) =c—1,
kde ¢ je libovolné reilné kladné &slo.

Jestd v jednom pifpadd lze funkecionalni rovnici (7)
plevést na néktery z klasickych pifkladd, které jsme
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vySetfovali v odstavci 4, a to tehdy, existuje-li funkce
G(¢), pro niz plati jedna z rovnosti
G(F(u, v)) = G(u) + G(v),

G(F(u, v)) = G(u).G(v).
JestliZe totiZ v tomto piipadé pfedpokladame, Ze spojita
funkce f(x) spliiuje rovnici

f& + y) = F(f(2), f(y),
pak funkce g(x) = G(f(x)) ziejmé spliiuje rovnici

9= + y) = g(®) + 9(y)
nebo rovnici

gz + y) = g(x).9(y).

Resme naptiklad funkcionalni rovniei

(=) 1)
13 x = 27
a2 M+ 9) = Far + 1)
Predpokladejme, Ze f(r) je néjaké Yesenf této rovmice.
Nejprve je tfeba poznamenat, Ze je f(x) # 0 pro viechna
z, pro né% je funkee f(x) definovana: Je-li totiz pro néjaké
a hodnota f(a) = 0, plati pro ka%dé »
e — o) [(a)
) =
M = o —a) + )
tj. f(=) je nulova konstanta, a ta nevyhovuje rovnici (13).
Funkce f(r) vSak nemizZe byt definovina pro z = 0,
nebof kdyby tomu tak bylo, dostali bychom
0N 1
a to neni mo#né (pfedpoklidame, Ze bylo f(0) # 0).

=0,



Utvofme nynf funkei g(z) = Ty ( R Ta je pak defino-

véna a spojitd pro viechna ta z, pro néi md stejné
vlastnosti i funkce f(:z:), a kromé toho je f(z) FeSenfm
rovnice (13) tehdy a jen tehdy, je-li

1 f@) +iy) _ 1
ety ~ @y 1@

+@=WHML

+

gz 4+ 9) =

tj. vyhovuje-li g(z) funkcionélni rovnici

9(z + y) = g(x) + 9(y).

Viechna feSeni dané funkciondlni rovnice tedy tvoii
funkce

kde ¢ # 0 je realné &fslo.

7. JESTE JEDNO ZOBECNENI

Rovnici (7) miZeme zobecnit, a to tak, Ze budeme
vydetfovat funkciondln{ rovnici

(14) {(G(z, y)) = F({(z), {y)),

kde G(z,y) a F(u,v) jsou funkce dvou proménnych.
Na nékolika konkrétnich piikladech ukizeme, jak lze
tuto rovnici pfevést na nékterou z vysSe uvedenych
funkciondlnich rovnie.
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a) Vysetfujme funkciondInf rovnici

(18)  fla(x—y) + b) = 4f(z) + BHy) +.C,

kde a, b, 4, B, C jsou pevné reélnd &¢sla. Mohou nastat
tyto eventuahty

l.a =4 =B = 0. Pak je
1(8) =
a FeSenfm rovnice (15) je kaZdd spojita funkee f(x), pro
kterou platf f(b) =
2. A=B =0, ale a # 0. Pak je jedinym fesenim
rovnice (15) konstanta C.

3. a = 0, ale &sla 4 a B nejsou soudasné rovna nule.
Jestlie v tomto pifipadd poloffme x =y, dostivame
vztah

%) = (4 + B) f(=) + O,

a odtud plyne: Je-li 4 + B # 0, je f(x) = const, a je-li
A 4+ B = 0, je fefenfm dané funkciondlni rovnice kazdéd
funkce f(z), pro ni% je f(b) =

4. a # 0 a &sla A a B nejsou soudasné rovna nule.
Pak pro z = y dostavdme vztah

f(®) = (4 + B) f(z) + C,

ktery ukazuje: Pokud mda rovmice (15) nekonstantni
tefeni, musi byt splnéna podminka A4 4 B = 0 ¢ili
A = —B. Pak v8ak ma dana funkecionalnf rovnice tvar

flal® —y) + b) = Af(x) — Af(y) + C.

Poloime zde ¥ = 0 a oznadme f(0) = . Pak mame vztah
Hax + b) = Af((x) =) + C,
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a odtud plyne
flaz —y) + ) = A(f@e—y)—1) + C,
&ili
Aflx —y) — Al = A(f(z) — {®)),
neboli nakonec
fe—y) = f(x) —f(y) + 1.
Pro z = 0 a y = —z véak dostdvidme
f@) = —f—=)+ 2l, tj. f(—=)=—f@=)+ 2,
a tedy je
f@ + 2) = f(=) + f(2) — L
Pak plati
fle +2) — 1= (fl) — 1) + (fz) — 1)
a 7z toho plyne, Ze je
flz) = dz + 1,
kde d je libovolné realné fslo.
Z rovnosti
dalz —y) +b) + 1= A(de + ) — A(dy + 1) + C,
ktera je ekvivalentni s rovnosti
(da —dA)xr — (da —dA)y + db 41— C =0,

naopak plyne, ¥e hledané funkce f(z) je FeSenim uvaZo-
vané funkcionalni rovnice pouze proa = 4 al = C —db.
A tak mé tedy funkciondlnf rovnice

Halz —y) + b) = Af(x) — Af(y) + C



nekonstantni feSeni pouze pro a = 4. V tomto p¥fpadsd
jsou FeSenimi uvedené rovnice funkce

f(x) = dx + C —db,
kde d je libovolné realné ¢islo.
b) Redme funkcionalnf rovnici

(16) f[—”—“—“%] = f@).fs) (e #0).
1+

Nejprve upravime vyraz
Y
zry
T+
nisledujicim zpisobem:

z+y _ cxtcdy  2x+ 2y

xy ¢+ 2y 2¢% 4 2xy

2cx + 2cy + 2 — ¢+ xy — 22y
= 2¢ + 22y +cx—cx 4+ cy —cy =
_ et —(—a)c—y) _
c+a)(c+y)+ (c—x)(c—y)
ct+zx c+y_1
c—zx c—y
c c+z c+vy
c—z ¢c—y

+1
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Piedpoklidime-li nyni, Ze f(z) je FfeSenf rovnice (16),
a poloZime-li v této rovnici

c+ =z —u ct+y _

c—zx ‘c—y

neboli

r==cC

wr1’ YT

dostaneme:

ewz1) =1 l55a);

Odtud plyne, %e funkce f(z) je Fefenfm dané rovnice
tehdy a jen tehdy, vyhovuje-li funkce g(t) = f[
funkciondlni rovnici
g(uv) = g(u).g(v);
Pedenim této posledni rovnice jsou, jak vime, funkce
g) = [t g(¢) = 0.

Vsechna feseni rovnice (16) jsou tedy tvofena funkcemi

c—{—a:

t-{-l)

f®) = » fle) =0,

kde @ je libovolné realné &fslo.

¢) Redme funkciondln{ rovnici

(17) V2 F %) = f)-fy) -

70



Piedpokliadame-li, %e f(z) je néjaké FeSeni této rovni-
ce, miZeme ji pfepsat nasledujicim zpisobem:

1z + ) = 101/ -
(Vyraz |/y® zde chipeme nikoliv jako ly, jak to byva
obvyklé, nybrz jako y.) PoloZ{me-li nynf pro ¢t = 0
gt) = 115),
méme rovnici
glu? + %) = f(uF + %) =
= 1) 1o = gw?).g(0?) .
Odtud plyne, Ze je
g(t) =0 nebo g(t) =a*,
kde a je libovolné kladné &islo.

Pak vSak jsou feSenfmi vysSe uvedené funkciondlni
rovnice funkce tvaru

flx) =a®* a f(z) =0.

8. JESTE DVE
FUNKCIONALNf ROVNICE

Budeme nyni fesit dvé funkciondlni rovnice, které se,
tfebaZe vypadaji v jistém smyslu komplikovandji nez
dosud uvaZované rovnice, daji téZ fesit pomoci Cauchyho
metody.

a) Urdéeme vSechny funkce f(z), které jsou spojité na
celé &iselné ose a Fesi funkeiondlnf rovnict

(18) &+ 9) + f(z —y) = 2(f(z) + [(¥))-
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Piedpoklidejme, Ze f(x) je ndkterd z tdchto funkef.
Polozime-li pak v (18) # =y = 0, dostavime vztah
2{(0) = 4/(0), z néhoz plyne, Zze musi byt f(0) = 0.

Podobné dostaneme z rovnice (18) postupné vztahy

f(2z) = 4f(z) — f(x — z) = 4{(=),
1(32) = 2f(22) + 2f(x) — [(2z — =) =
= 8f(z) + 2f(z) — f(=) = 9f(x).

BudiZ nyni n ptirozené &islo, n > 2, a pfedpokladej-
me, %e pro viechna pfirozena éisla m, 2 < m = n, plati
fimx) = m?*f(x).

Pak je

f(n + 1)z) = f(nx + 2) = 2{(nz) + 2f(x) —
— f((n — )x) = 2n¥f(x) + 2f(x) — (n — 1)2f(z) =
= (n* + 2n + Df(x) = (n + 1)*f(z);
to vS8ak znamena, %e rovnost
f(nx) = n?f(x)

je splnéna pro vSechna realné &isla x a pro kaZdé piiro-
zené &slo n. Oznadme pismenem ¢ hodnotu funkee f(x)

pro z = 1, tj. ¢ = f(1). Z uvedené rovnosti pak plyne,
ze jsou-li m a = libovolna pfirozena é&fsla, je

f(n) = en?

f(n ) = w1(52) =m0

Jinymi slovy:
(19) f(x) = cx?
pro kazdou kladnou raciondlni hodnotu proménné z.

a
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PoloZime-li nyni znovu v (18) y = —w, dostdvime

H0) + f(2x) = 2f(x) + 2f(—=),

coZ ukazuje, Ze rovnost (19) plati pro libovolné racio-
nalnf hodnoty proménné z. VyuZijeme-li nakonec toho,
%e funkce f(x) je spojitda a %e mnozina raciondlnich é&fsel
je hustd, dostavame jako vysledek, %e (19) plati pro
ka?dé realné «.

Z identity

c(x + y)? + c(x — y)* = 2(cz? 4 cy?)

pak naopak definitivné plyne, Ze vSechna feSenf funk-
ciondlni rovnice (18), ktera jsou definovdna a spojita
pro viechna x, maji tvar

¢ili

f(z) = ca?,
kde ¢ je libovolna reilna konstanta.

b) Budiz @ > 0, @ # 1 pevné reilné &fslo. Urdeme
véechny funkce f(z), které jsou definovany a spojité na
celé &fselné ose a které vyhovuji funkcionalnf rovnici

(20) f& + y) = a™f(z) {(y).

Budiz tedy f(z) néktera z téchto funkei. Postupné

pak dostdvame:
28 —2
2

f22) = fz + 2) =@ [f@)]2 =a 2 = [f(=)];
f(32) = f(2z + z) = a®f(2z) f(z) =
= a2 a7 [f(2)]* f(2) = a%*[f(2)]* =

3t —3

—a ? " [f@)];
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f(4z) = [(3z + x) = a*f(32) f(x) = a*'[f(2)]* =

1—4 , 2—¢
=a ¥ [f@)=0a ® [f@)*.
Predpoklidejme, %e pro kaZdé ptirozené é&islo n plati
21) finz) =a” = i@
Pak je
K + 1)) = f(nz + ) = a=f(nz) fz) =
(I‘ +.).’ (n+1)l—(s+l)'.
=o' T Fp@pee—a T e,

a odtud indukei plyne %e rovnost (21) je splnéna pro
vSechna pfirozena éisla n a pro viechna reilna é&isla z.

Z (21) nyni dostavame, Ze pro libovolna dvé pfiroze-
ni d&isla m a n v disledku rovnosti

fn) =a = [f1)]

plati
frn) = ST = T S
t.
=) - S pan”

Na druhé strané je

=iz 5)- a%[f(%]]zg 0.
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Budeme-li pfedpoklidat, %e je f(1) = 0, dostdvame
pro ka#dé realné ¢fslo = vztah

H@) = f(z—1) + 1) = a** flz — 1) f(1) = 0,

tj. dostdvame trivialni Feseni f(z) = 0.
Neoht je tedy f(1) > 0. PoloZime-li

6 = — 5 +log, (1),
bude f(1) = a?t -;_ a
l[%) (@) e S
neboli
(22) f@)=a .

pro kaidou kladnou raciondlni hodnotu proménné z.
Podobné je z rovnice (20) vidét, Ze je

1) = f(1 + 0) = f(1).f(0),
neboli f(0) = 1. Pak plati
1 = (0) = ftx — %) = a—=f(z) f(—).
Jinymi slovy: je

=3 (—z)8

+ o(—o)
f—a) = a*.a =a ,
coZ znamend, %e rovnost (22) plati pro vsechny racio-

nalnf hodnoty proménné z; odtud uz plyne, Ze tato rov-
nost plati pro libovolnou realnou hodnotu proménné .
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Z identity
LA L watn o Zie Lia
a =a .0 .a
naopak s definitivni platnosti plyne, ze vSechna Fesen{
funkcionalni rovnice
f(z + y) = af(2) {(y)
jsou tvofena funkcemi
fz) =0 a f(x)=a ;
kde ¢ je libovolné realné &slo.

9. DYADICKA RACIONALNI CISLA

Budiz n libovolné celé &fslo a m libovolné prirozené
dislo nebo nula. Kazdé éfslo tvaru #/2» ‘nazyvime
dyadickym raciondlnim &islem.

Vé&ta, Mnofina T dyadickijch raciondlnich &isel je hustd
MmnoZing.

Dikaz. Budiz A = («, B) libovolny interval na &iselné
ose. Budeme zkoumat nasledujici t¥i mozZnosti:
1.0 £ a < B. Oznaéme pismenem ¢ délku intervalu 4,

1 .,
tj. ¢ = p— a > 0. ProtoZe lim - = 0, je ziejmé, Ze
k—)co 2

. » we 2 I 1
existuje piirozené ¢islo m, pro néz je -~ < ¢. Utvotme

¢iselnou posloupnost

1 2 3 n
2_’".,%,5;"‘.’%,
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Ta zfejmé neomezend roste a proto existuje piirozené

—1
Sa < gm hdybyphtom

dslo n tak, Ze plati

bylo 8 < %, dosli bychom ke sporu: e = f — a <

n n—1 , n

2—M—T='2—m < & M]J.Si tedy byt a<%<ﬂ,
a to znamen4, Ze interval 4 obsahuje dyadické racio-
nalni &fslo.

2. a < f = 0. Oznadime-li znovu pismenem & délku
intervalu 4, zvolime-li pfirozené &islo m tak, aby bylo
1
om <& 8 budeme-li uvaZovat posloupnost
—1 —2 —3 —n

vidime, Ze interval 4 obsahuje dyadické raciondlni &islo.

3. « < 0 < . Na zdklads toho, co jsme pravé dokiza-
li, obsahuje kaZdy z intervald (0, f§) a (a, 0) dyadické
raciondlnf ¢&fslo. TudiZ obsahuje takové &fslo i samotny
interval 4.

A tak vidime, %e kaZdy interval na é&iselné ose, ktery
nezdegeneruje v jediny bod, obsahuje prvek mnozZiny 7'.
To viak znamend, %e T je hustd mnoZina.

Véta je dokdzéna.

Disledek. Je-li a libovolné nenulové redlné &islo, pak je

mnoZing
S = {—;ﬁm m = 0, n jsou celd éisla}

hustd.
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Dikaz. Ptedpoklidejme pro urditost, Ze je a > 0.
(P¥ipad @ < 0 se vySetfuje analogicky.) BudiZ 4 =
= (a, B) libovolny interval na &fselné ose. Pak podle
pravé dokézané véty existuji celd disla n a m = 0 tak,
%e platf

a n B
@ <™ e

Odtud plyne, Ze je a < % < B, tj. interval A obsa-

huje ¢islo z mnoziny S.
Dusledek je dokézan.

10. LOBACEVSKEHO
FUNKCIONALNI ROVNICE

Urédime nyni vSechny funkce, které jsou definovany
a spojité na celé ¢fselné ose a které vyhovujf funkciondlnf
rovnici

(23) f& + y).fle — y) = [f(=)]*

Tuto rovnici fesil poprvé N. I. Lobadevskij pfi vy-
‘Setfovani nékterych problémi neeuklidovské geometrie.

Je ziejmé, Ze kazdd konstantni funkce je Fesenim
rovnice (23). Pfedpoklddejme nynf, Ze f(x) je nekonstant-
nf spojita funkce, kterd vyhovuje rovnici (23), oznatme a
hodnotu funkece f(z) v bodé 0 a pfedpoklidejme, Ze je
a > 0. (Je-li a = 0, dostavame FeSeni f(z) = 0, a pii-
pad @ < 0 se vySetiuje analogicky jako p¥ipad a > 0.)

Pro ka#dé = bude platit

fia)-10) = [{3)]
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Je tedy f(x) = 0 pro vSechna z a kromé toho platf
(%) = Vi@ for-

Oznadime-li b = f(1), dostavame:

kde jsme poutili oznadenf % =c.
Predpoklédejme nyni, Ze pro néjaké ptirozené éfslo m

plati
1
1 o
f[%] =act" .
Pak je

fot) - oA~ o

a odtud plyne indukei, Ze pro kazdé ptirozené &islo m
plati rovnost
1
1 —
f[%—] =ace” .

Budiz nynf » libovolné piirozené &islo, a predpoklé-
dejme, %e platf

k

(&)
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pro kazdé ptirozené ¢islo m a pro kazdé piirozené éfslo

k < n. PoloZime-li ve funkcionalnf rovnici (23) z = %—
ay= % , dostavame
n+1 n—1) 7 \}?
*==)1=) = =)
tj.
. —zl m+ 1
n+1 a®c2™ ™
/( 2m ]= = = 9%¢ "
ac 2"

a odtud je pomoci indukce vidét, Ze pro kazdé kladné
dyadické raciondln{ éfslo = plati
(29) f(x) = ac*.
Polozime-li pak v (23) z = 0, dostavame
_ f@)-f(—y) = O] = o,
neboli
a?

f(—y) = )

a odtud plyne, Ze rovnost (24) plati pro libovolné dya-
dické raciondlni hodnoty proménné z. A vezmeme-li
nakonec v tivahu, Ze f(z) je spojitd funkce a Ze mnoZina
dyadickych raciondlnich &isel je hustd, dostavame tento
vysledek: Refenimi Lobadevského funkcionalni rovnice
mohou byt nejvyse funkce

f@) =0 a fz)=ac,
kde ¢ je libovolné kladné &fslo.
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Naopak se miZeme bezprostfedné presvédéit o tom,
Ze tyto funkce Lobadevského rovnici také skutedné fesi.

11. PALEMBERTOVA
FUNKCIONALNI ROVNICE

Pii zkoumani jistych problému z mechaniky dospél
francouzsky matematik d’Alembert k funkcionalni rov-
nicl

(25) Hz 4+ 9) + f(z — ) = 2f(z) [(y).

Budeme tuto rovnici feSit, pfitem% budeme hledat jen
takov4 jeji FeSeni f(z), jeZ jsou definovana a spojitd pro
viechna z a navic spliujf podminku |f(z)| =< 1.
Jednim takovym Fefenim je z¥ejmé konstantni nulova
funkce. Piedpoklidejme nyni, Ze f(x) je néjaké nekon-
stantni Fedeni rovnice (25). Pfedevsim z této rovnice pro
y = 0 dostdvame, Ze je
2f(=) = 2{(0) f(=)
pro kaidé z, a to znamend, Ze je f(0) = 1. Pro x =0
dostdvéme
1) + H(—y) = 2f(y),
tj.
19) = fi—),
a odtud je vidét, Ze funkce f(x) je suda.
Pro z = y mame
H2x) + f(0) = 2f¥(=),
¢ili

pw) = 1L
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Funkee f(x) je spojitd, nekonstantni, splituje podmin-
ku |f(x)| < 1, je suda a platif(0) = 1 > 0. Odtud plyne,
Ze existuje ¢islo a > 0, pro které je 1 > f(a) > 0. Pak
vSak existuje éfsloc, 0 <c¢ < %, pro néz plati f(a) =

= cos ¢. DokéaZeme, Ze je

(26) f[2—7:la,] = cos (% . —;"—m a)

pro viechny dvojice ptirozenych &fsel n a m. Dukaz
této skuteénosti provedeme pomoci ,,dvojnasobné* in-
dukee podle » a m.

Necht je nejprve » = 1. Indukef podle m dokizeme,
Ze plati

(27) ]‘[2—11" a,] = cos[c 217” a) .

Skutedné: Pro m = 1 mame

{2 *_fla)+1 ’
a tedy [(2]] ?

cosc+1 c _ ¢ 1
f[ ] I/ _GOSE_OOS(;'E)'

Piedpokladejme, Ze rovnost (27) plati pro néjaké ptiro-
zené ¢&islo m. Pak je

f(eer) = l/f[%il - Vcos(i i

2 2

< 1
= COS Wa,

a rovnost (27) tedy pla,ti iprom + 1.
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Dokézali jsme tak, %e rovnost (26) plati pro n =1
a pro libovolné m. Nyni pfedpokladejme, Ze plati pro
kazdé prirozené ¢&islo m a pro kaidé piirozené dislo
n < N (N je pevné pfirozené &fslo). VyuiZijeme-li pak
rovnosti

f((N + 1) )= 2{(N=) f(z) — f((N — L)),

(AT )
el Rl s

2
c N +1
— cos [E' S a,] = cos(a T E

Odtud uZ plyne, Ze je
c
f(x) = cos i

pro kazdé x tvaru 2—1; a (n a m jsou pfirozena ¢&isla).

Na druhé strané jsme uz zjistili, %e funkce f(x) je suda,
a proto plati posledn{ rovnost i pro libovolné hodnoty z

tvaru ; a, kde n a m = 0 jsou cela &fsla.

Uz dfive jsme dokazali, Ze mnozina

n
S={Wa

m = 0, n jsou cela ¢isla }
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je hustd. Tim tedy nakonec dostdvame, %e pokud spojita
funkce f(x) vyhovuje podmfinkam

f +9) + fe —y) = 2f(@) f(g); |f(*)] = L,
je nutné tvaru
f(x) = cos Az,
kde A je libovolné reilné &islo.

Naopak se lze bezprostiedné presvéddit o tom, Ze
kazd4 takovad funkce skutetné vyhovuje obéma vyse
uvedenym podminkdm.

Tim je d’Alembertova rovnice fedena.

12, JESTE JEDNA METODA RESENS
FUNKCIONALNICH ROVNIC

Nakonec se jesté kratce zastavime u dalsi metody FeSeni
funkecionalnich rovnic; tato metoda je v jistém smyslu
modifikaci substituéni metody.

Necht jsou G(x), F(x) a H(z) tfi dané funkce jedné
proménné. Pak lze funkcionalni rovnici
HG(@) = H(z) + F().f(=)
Fedit timto postupem:

1. Najdeme jedno jeji FeSeni g(x) (dasto se to déje
tak, Ze je ,,uhddneme’).

2. Pfedpokladdme, Ze f(x) je libovolné Feseni vyse
uvedené rovnice, a poloZime p(x) = f(xr) — @().

Je zfejmé, Ze funkce f(x) bude FeSenim dané funkecio-
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nalni rovnice tehdy a jen tehdy, bude-li p(x) FeSenim
funkcionalni rovnice

Y(G(x)) = F(z).p(x).

3. Vytedime tuto poslednf rovnici a najdeme funkei
y(z); tim urdime i funkoi f(z).

Nebudeme se pouitét do dalsich podrobnosti a v8im-
neme si nékolika piikladi.

a) Redme funkcionalni rovnici

1 x
(28) 1@+ sz = 1(3)-
Z vlastnostf trigonometrickych funkef plynou rovnosti
x
2 cos®
cotg x + .l :1—{.—008:6: 2 _
sin sin 2cos % sin®
2" 2
z
= cotg 5

které ukazuji, Ze jednim z fefeni funkecionalni rovnice
(28) je funkce cotg z.

Budiz nyni f(z) libovolné feSeni této rovnice a polozme
p(x) = f(xr) — cotg . Pak bude funkce y(x) FeSenim
rovnice

ve) =v(3).
& tedy je y(x) = const.
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A tak jsou vSechna feseni funkcionalni rovnice (28)
tvofena funkcemi

f@) = cotgz + ¢,
kde ¢ je libovolné realné ¢&islo.

vvvvv

funkecionalnich rovnic.

b) Re$me funkcionalni rovnici

fz +y) = @) + f(y) —

(29) z+y . x .Y
4 cos 3 .s1n—2—.sm§—
Protoze plati
_ T+Y in® sind_1—
cos x + cos y — 4 cos g - Sing .sing 1=
. z+y r—y zr4+y . x
= 2 cos g - C0S—5 4 cos g -sin-.
.Y z+y x Y . T
. ——1= = . - - °
sin 3 2 cos 3 (cos 3 cos ) —+ sin 3
in?g _2sin® sinZ] 1= 22Xy
- sin 5 2sm2 2] 1 = 2 cos 3 1=
cos (¢ + ¥),

je jednim fefenim rovnice (2 9) funkce cos .

Piedpokladejme nyni, Ze f(x) je libovolné feSen{
rovnice (29), a poloime y(x) = f(x) — cos x. Pak funkce
f(x) spliiuje danou funkciondlni rovnici tehdy a jen
tehdy, splnuje-li funkce y(x) funkcionalni rovnici

vz + y) = p(@) + v(¥).

86



Refenfmi této posledni rovnice jsou viechny funkce
tvaru y(x) = cxz, kde ¢ je libovolné realné &islo, a proto
jsou vSechna FeSen{ funkciondlni rovnice -

fz +9) = f@) + f9) —400s 2T Y sin? oY 1

tvaru
f(x) = cos z + cx,
kde ¢ je libovolné reélné &islo.

¢) Redme funkciondlni rovnici
(30) flz + y) = fx).f(y) + =y — =f(y) —yflx) + = +

+y.

Neni té8zké ovéfit, Ze jednim Fesenim této rovmice je
funkce f(x) = z. Proto bude funkce f(z) fesenfm rovnice
(30) tehdy a jen tehdy, fedf-li funkce y(z) = f(z) — =
funkcionalnf rovnici

y(@ + y) = p).p(©)

Jak jsme uZ vidéli, maji vSechna Feseni této posledni
rovnice tvar
p(@) = a2,

kde a je libovolné nezaporné redlné ¢islo.

Regenfmi funkecionalnf rovnice (30) jsou tedy viechny
funkce tvaru

f(x) =z + a2,

kde a je libovolné nezaporné realné &islo.
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