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KapitolaI.

SYMETRICKE FUNKCE
DVOU PROMENNYCH

Uvazujme kvadratickou rovnici
(1) 4 at+b=0

o nezndmé { € R a oznalme z, y kofeny této rovnice.
Mezi kofeny z, y a koeficienty a, b rovnice (1) plati zna-
mé Viétovy vztahy

(2) a=—@+y), b=ay,

jeZz jsou dusledkem formule pro rozklad kvadratického
trojélenu na kotenové é&initele:

Prat4+b=(—z)(t—y).

Vztahy (2) vlastnd fikaji, Ze koeficienty rownice (1)
jsou funkcemi kofendt této rovnice. Nejsou to oviem
funkce jen tak ledajaké, maji — jak ihned uvidime —
jednu dileZitou vlastnost. ZapiSme tyto funkce trochu
jinak: misto a piSme —e, a misto b pifme e,; pak maji
vzorce (2) tvar

(3) ee=x+y, ey = Y.
Funkee e, a ¢, se nezméni, zaménime-li pofadi promén-
nych:
a@y)=z+y=y+z=ely7),
ex(T, y) = 7y = Yz = ey(y, 7).



Jsou ptikladem symctrickijch funkc! dvou proménniych,
tj. funkef f proménnych z, 9, u nichZ nezdlezf na potadf
proménnych:

Hz, y) = [y, ) pro kazdé =z,ye R.

Je ihned vidét, %e stejnou vlastnost symetrie — tj. nezé-
vislosti na pofadf proménnych x a y — maji vyrazy

By gt @11

sin 2xy, er+y, a® 4 av,

a étendl si jisté podobnych vyrazi (funkef proménnych
z a y) sestroji jeité celou fadu. Je oviem také ihned
vidét, %e mnoho funkei tuto vlastnost symetrie nem4 —
napf. funkce
x 1
— 2 (g2
T—=y o g @)

(x— 1)+ (y 4-1)°, 2 — Ty atp.
V dalsim si vimneme podrobnéji specidlnich symetric-,
kych funkef — tzv. symetrickych polynom.

L1. Deflnice. Polynom P(z,y) proménnych z, y (tj.
funkei, kterd je souétem funkef tvaru axz*y, kde e je
reilné &fslo, & a [ jsou celd nezdporna dfisla) nazveme
symetrickym polynomem, plati-li pro vlechny dvojice
redlnych &isel z, y

(4) P(x’ y) = P(?/» x).

1.2. Pfiklady. (a) Funkce z + y, zy, 2? + 92, 27 +
+ 6% +y, (x —1)* + (y —1)° = 2° — 32® + 30 —
— 1 4 3 — 3y% 4+ 3y — 1 jsou symetrické polynomy.
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(b) Punkoe - (22 — 4%), (& — 1)* + (y + 1)* = =° +

+ y® — 32% 4 3y® 4 3x + 3y, ® — Tzy jsou sice poly-
nomy, nejsou to viak symetrické polynomy. [Dokazte
to tim, Ze naleznete takovou dvojici éfsel, z,, y,, Ze pro

ptisludny polynom P(z, y) je P(xg, ¥o) 7 P(o, 2).]

Funkee ¢, a e, z formule (3) jsou symetrickymi poly-
nomy. Nazyvame je elementdrnimi symetrickymi funk-
cems a hned uvidime pro¢.

L.3. PHklady. (a) 22 4 %* je symetricky polynom. D4
se pfitom vyjad¥it pomoci elementirnfch symetrickych
funkef ey, e,:

B) B+ y=a"+ 20y +y*— 22y = (x + y)*—
— 22y = e — 2¢,.

(b) Totéz platf pro symetricky polynom 2? 4 y3:

(6) 234 y® = 2% 4 3x% + 3y 4 y® — vy —
— 3yt = (x4 yP—3eylx+y) =
= e} — 3e,e,.

(c) TotéZ plati pro symetricky polynom x* +- y3:

x4yt = 2t 4 2xty? 4 gt — 20t =
= (e* + ) — 2ay)’;
pouzijeme-li nyni vzorce (5), je
() 2% 4 yb = (6 — 26, — 26} — et — dcle, +
+ 462 — 2¢% =: e — 4dele, -+ 265,

(d) Totéz plati pro symetrické polynomy x%y + xy®
a 2% + 27y*: pouzijeme-li formule (7), je



2ty + zy® = ay(z*t + y*) = esley — 4defe, + 2¢))

By + Ty = Bt + ) = ellet — dele, +
+ 2¢63).

&

L.4. Uloha. Ozna&me pro pirozend &islo n
(8) 8y = z" + y”.

VyjadFete symetrické polynomy s, s, 8, 8g, Sp & 814 PO-
mocf elementarnich symetrickych funkef e,, e,.

Ndvod. Lze postupovat podobné jako v piikladu 1.3
a vypoditat pfimo s;, pak s, atd. Lze viak vyuZit téZ
rekurentnt formule

(9) - 8p = €18a—1 — €28a_2,

kterou &tendf jisté snadno dokaiZe.

Existuje vSak také pfimé vyjadieni symetrického
polynomu s, pomoci e,, e,, tzv. Waringova formule:

— 2!
(10) %(x“ry") =7l{e'1'——1(!7(bn __—2;')!—e’1'—2e2+
(n — 3)! 2 m—a _
t o G T B e @t )

stftaji se vyrazy tvaru a,e} e, kde m se méni od nuly

*) Edward WARING, anglicky matematik, Zil v letech 1734
a% 1798 a formuli (10) dokézal v roce 1779. Zabyval se pfe-
devsim teorii &isel a v roce 1770 vyslovil hypotézu (nazvanou
pak po ném), Ze ka?dé pfirozené &islo n lze vyjddfit jako sou-
get nejvyde g(k) k-tych mocnin ptirozenych d&isel, pii¢emz
g(k) nezdavisi na n (je napf. g(2) = 4, g(3) = 9). Waringovu
hypotézu dokdzal v roce 1909 David HILBERT.
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do nejvétifho celého ¢&isla N takového, Zze N < %n,

R
“ml(n — 2m)! (pripomenme, 7e 0! = 1).
Doporudujeme &tenafi, aby se pokusil formuli (10)

dokézat matematickou indukei.

a a, = (—1)m.

Pro piehlednost si vyjadifme symetrické polynomy
8y = a* - y*pron = 1,2, ..., 10 pomocf elementirnich
symetrickych funkef ¢,, e, ve tvaru tabulky:

z +y =e

2! 4yt = e} — 2¢,

z* + y® = e} — 3e,e,

zt + y* = e} — dele, + 2¢}

xb + y* = e} — Sele, + 5Seyel

z® + y* = ef — Befs, + 9ele}] — 2¢3

2" + y' = e] — Teley + l4ede} — Te,e)

2 + y* = el — 8efe, + 20ede] — 16eicd + 2ed

7 + y® = ef — Oelo, + 27elel — 30eled + 9eed

210 4 Y10 = 1% — 10efe, + 35e§ed — 50efel + 25edes — 265

Tab. I.1

Na pravych strandch jsou vesmés vyrazy v proménnych
e, €, a to opét polynomy v téchto proménnych;
podobné tomu bylo i v pfikladu 1.3 (d). To tedy zna-
mena, %e nékteré symetrické polynomy P(z, y) lze vy-
jad¥it jako polynomy Q(e,, ¢;) v proménnych e, e,, tj.
jako soudet funkef tvaru aefe}, kde a je redlné é&islo,
k a [ jsou celd nezdporna ¢&sla; mame pak

(11) P(z,y) = Qx + y, zy).
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Vznika nyni pfirozena otizka, zda tuto vlastnost majf
jen nékteré symetrické polynomy, & zda to plati pro
viechny. A odpovéd dava nasledujici véta:

L5. V¥ta. Kasdy symetricky polynom v proménnyjch x,
y lze vyjddfit jako polynom v proménnych e, = x + y,
e, = xy.

Dikaz je jednoduchy. Xaidy symelricky polynom
P(z, y) je tvoFen séitanci tvaru

(12) azty* a b(amy + dym),

kde a, b jsou realna d&isla, k, I, m jsou nezaporni celd
dsla, I = m. (Obsahuje-li totiz polynom P(z, y) séitanec
bamyp, musf — protoze je symetricky — nutné obsahovat
i s¢ftanec baty™.) Bez ijmy na obecnosti lze pfedpoklé-
dat, Ze m > I. Nyni je

azty* = a(xy)* = aef
blamyt + 2fym) = bl + YY) = bepsm_.

ProtoZe podle formule (10) lze také s,_; vyjadfit ve
tvaru polynomu v ¢,, e,, jsou viechny vyrazy tvaru (12)
polynomy v e,, ¢,, a tedy také P(z, y) je rovno polynomu
Qley, €9).

1.6. Pfiklad. Chceme-li symetricky polynom P(zx, y) =
= g8 — 122%° 4+ 2% — 3x%y® + 2x%7 4 y® — 1225 |-
+ 227y? vyjadFit pomocf elementarnich symetrickych
funkef e,, e,, uZijeme postup z dikazu véty 1.5: Je

Pz, y) = (=* + 9°) — 12(2%° + z%y°) 4 2(2?y" +
+ 2%?) + 23%° — 3%y = (z* + ¢*) —
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— 122%%(z + y) + 22%%(=° + ¢°) + 2%y —
— 3x%® = 8, — 12efe, + 2e3s; 4 e} — 3ék;
vyjédtime-li nyn{ sq a s; pomocf tabulky I.1, médme
P(z, y)=(e§ — 8eles + 20efel — 166kl -+ 2eF) —
— 12¢fe, + 2¢3(e} — Sefe, + Seyef) + € — 3ef =
= &8 — 8ele, + 2e8e + 20efel — 10elel —
— 16¢3e} — 12¢,e8 + 10¢,e8 + 2¢} + ] — 36k =
= Q(el’ ez) .
L7. Poznimka. Podle véty I.5. existuje ke kazdému
symetrickému polynomu P(z, y) polynom (obecné nesy-
metricky — viz ptiklad 1.6!) Q(e,, ¢,), takZe plati vztah

(11). Lze ukdzat, Ze polynom Q(e,, ¢;) je urden jednoznaé-
né, tj. Ze pokud existuje jesté polynom H(e,, ¢;) takovy,
Ze

P(z,y) = H(x + y, xy),

pak jsou polynomy @ a H sobé rovné. Dikaz tohoto
tvrzeni véak provadét nebudeme.
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