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VITI. KAPITOLA

JINY POHLED NA PRINCIP
. INKLUZE A EXKLUZE"Y)

Méjme dany koneéné mnoziny M,, M,, ..., M,. Sjedno-
cenf téchto mnozin oznaéme M a dale oznaéme pro kazdé
j€{l, 2, ..., k} jako a,; poéet prvki mnoZiny M lezfcich
v alespoil j§ z mnoZin M,, M,, ..., M, jako p; podet
prvkia mnoziny M leZicich pravé v § z mnoZin M,, M,,
..., M, a koneé&né polozme

" =ZM, N M,0 ... N0 M,

kde se s¢ita pfes vSechny j-prvkové podmnoZiny
{ri,re, ..., 1} C {1, 2, ..., k}. Definovali jsme tak t¥i
soustavy ¢&isel

Ayy Boy o« oy Qi
P1s P25 + -+ Pr,
§1, 82, ..., 8

a budeme se snazit vidy ¢isla jedné soustavy vyjadfit
pomoci druhé soustavy.
Vztah mezi prvnimi dvéma soustavami je trividlni.

Z definice je hned vidét, Ze pro kazdé je{l, 2, ..., k}
platf '

(21) & =P+ Pia+ ... + D,

(22) Pi = Qi — Qi

(pro j = k se posledni vztah redukuje na p, = a;).
")1 Nea tuto kapitoln se ddle nenavazujo.
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Zajimavéjsi budou souvislosti t¥eti soustavy s ostatnfmi.
Jeden specidlni pfipad uZz zndme. Princip inkluze
a exkluze (15) totiz fika, Ze

Gy =8 — 85 + ...+ (1)t g,

Zvolme libovolny.prvek m mnoZiny M a M,,, M,,, .. .,
..., M, budte privé ty z mnoZin M,, M,, ..., M,,

v nichZz prvek m lezi (v ostatnich tedy neleif). Bud
t1€{l, 2, ..., k} a spottéme, v kolika mnoZinidch typu

(23) M, 0NM,0)...N0 M,
prvek m leif. LeZf pravé v téch, pro néz plati

ﬂ #{7‘1,7’2, "'JTl}C{vl, sz ey 'va}.

Pro i < q le#i tedy prvek m v pré,\;é[g] mno#inéch

typu (23) a pro ¢ > ¢ v #4dné takové mnoZiné. Vidime,
Ze kaZdy prvek leZici v pravé q z mnozZin M,, M,, ..., M,

je v soudtu s; zapodten pré,vé[g]-krét pro kazdé qe
€{j, 7 + 1, ..., k} a nenf zapoéten vibec pro ¢ < j.
Plati tedy

' i+ 1 k
(24 35=Pi+[7 j ]pi+1+---+[7o]f’k

pro viechna je{l, 2, ..., k}. Vyjadiili jsme tak &fsla
81, 83, ..., 8 pomoci éisel p,, p,, ..., Pr.

K tomu, abychom odvodili obricenou souvislost, di-
vejme se na pravé odvozené vztahy
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e (2o (Yot (7 o (-

1)
';)pk
)

put (5 ) oot (%5 ]m_1+(

(25)
k

Pk—1+(k 1 |Pe=

e = Sk

jako na soustavu k linedarnich rovmic o k nezna.mych
P P> -« - -» Pr- Tu neni obt{Zné vyiedit, postupujeme-li
-zdola nahoru, nebot mé vyhodny trojihelnfkovy tvar.
Z posledni rovnice dostavame

Pk = 8,
z ptedposledni

k k
Pra =s""l_(k—1]7”° =.8k'1_(k—1]8k

atd. Postupné vyjde proj =k, k —1,...,2,1
j+ 1 (k
@) p=s—("Taut o+ ()

Proj =k (i proj = k — 1) jsme se o tom uz presvéddéili.
Bud ref2, 3, ..., k}. Plati-li (25) pro vsechna
je{r,r + 1, ..., k}, dostaneme z (r — 1)-té rovnice

k v
Prg =8, — X ( Po -

p=r\?r — I}

Dosadime-li sem za p,, p,,4, - . ., Px podle (26) a upravu-
jeme, vychézi
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ke p
Proy =8_1— X [ z (—l)"""’( ]s,,, =

vr U — 1) ey
b Er (2 )(2)e-
R U A e B
= o —f,éx—w*”[ )=

e, g2 -

= s _ —§(—1)r+w[ il]sw.

w=ar

Pfi Gpravach jsme mj. uZili vztahu

(- 2)(7)-(2)0=50)

(viz cvid. 2.12), obratili jsme pofadi s&ftini, jak je
zndzornéno na obréizku, a uZili jsme rovnosti

—ne
k§ k
' [
r+1¢ r+1 f
r +——t—t— r ——
r r‘,1 ..... k r ".‘.1 k
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w — 1
2 (_l)v(:—:j—_l

)=y
v=r
(viz (8)). Dokézali jsme vzorec (26).

Pozndmka pro &tendte, kiefi znaji zdklady linedrni
algebry: K tomu, abychom dokazali, Ze FeSeni soustavy
linedrnich rovnic (25) mé tvar (26), staéi ovéfit, Ze ma-

tice

C-(3) (3) () ()
o 1 —[2] (—1)k+1("_1] (_1)':[’2‘]
S | _[kil]
lo o o 0 1

jsou navzijem inverzni: Budte pefl, 2,
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gefl, 2, ..., k} a vypottéme skalidrni soudin p-tého



fadku prvnf matice a g-tého sloupce druhé matice. Je-li
P > ¢, je roven nule z trivialnich dtivodi. Pro p = ¢ je
ziejmé roven 1. V pfipadé p < ¢ vyjde

e (G)(3)= B (3)(20)-

=(p) e (327) =0

Soudin obou matic je tedy skuteéné jednotkova matice.

To je vidét také z nasledujici skutednosti: UvaZujme
vektorovy prostor, jehoZ prvky jsou viechny mnohodle-
ny nejvyse k-tého stupné s nulovym absolutnim é&lenem.
Jeho dvé baze jsou

z, x% ..., 2k
z,(x+12—1,...,(x 4 1)—1.
Vzhledem k tomu, %e pro kaidé je{l, 2, ..., k} plati

podle binomické véty
Jj 7 J 7
@41y —1 = Z(s]aﬂ—l= 3 (8)1:1

8=0 s=1
o=l +)—1 =3 (1! )@+ 1r=
j (i
= Z (e +vs—,

je prvni matice matici pfechodu od prvni baze k druhé
bdzi a druha matice je matici pfechodu od druhé baze
k prvni bazi. Ob& matice jsou proto navzdjem inverzni.

Zbyva jesté vyjadiit ¢isla a; pomoci éisel s,, 8, .. ., 8
a obracené. Podle (21) a (26) je pro kazdéje{l, 2, .... k}
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k k k
4=Zp =% I (—1)-+w[‘j)s, -

v=j v=j =0
k w k w
=2 E (Vo = 3 (capea B —ap( V)=
v wnj v=j v

we=j v=j
k N
-3 (—-1)w+f("’ 1.]3.,,.
w=j w—1

Pro kazdé je{l, 2, ..., k} tedy platf

a; =‘3i_(i)3i+l + ...+ (—l)k_’(z:;]&c-

Pro j =1 to neni nic jiného neZ princip inkluze
a exkluze (15).

Cvideni

8.1 Kolik sportoveud z pfikladu na str. 49 péstuje
a) pravé dva sporty,
b) alespon dva sporty ?

8.2 Pii testovdni jedné série televizori jich bylo deset shle-
déno vadnymi. Pfitom vadné souddstka byle v sedmi
z nich, vadny kontakt v péti e poSkozend skFiii u &tyf.
Vadnou souddstku i kontakt a pfitom bezvadnou skiin
mél jeden televizor, jeden mél vadny kontakt i skFifi
a pFitom bezvadné souldstky a dva mély vadnou sou-
édstku i skiifi a pfitom bezvadné kontakty.
a) U kolika televizori byly viechny tfi zdvedy ?
b) Kolik televizorid mélo pouze poskozenou sk ?

8.8 Vyjddfete &isla s,, 85, ..., 8, pomoc{ soustavy a., a.. ..

.oy Qe
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8.4 Kolik tlumoé&nikid je zaméstndno ve stiedisku, vime-li, %e
36 jich umf anglicky, 32 n8mecky, 31 rusky, 30 francouzsky,
28 polsky a 26 Spanélsky, pfitemz 53 z nich znd vice neZ
jeden z uvedenych jazyku. 24 tlumodnici znajf alespoii tfi
jezyky, 9 alespoh &tyti, 3 alespori pét a 1 viech Sest.

8.6 Nocht M,, M,, ..., M; jsou koneéné mnoZiny. Kazdému
prvku me M, U M, U ... U M, ptitadme ndjaké é&fslo
fim). Kazdé mnoziné T C M, Y M, ... U M, je pak
pfifazeno &islo f(T) = X f(m). Definujme &isla &', p'j, a';

meT
podobné jako byla definovéna ¢&isla s;, p; & a;, jen misto
|T'| véude bereme f(T'). Projdéte piislusné dvehy a uvé-
domte si, %e cold teorie plati i pro édrkovand &isla. Pro
které f se ¢drkovand ¢&isla rovnajl neédrkovanym ?

8.6 M&jme v rovind (prostoru) koneény poset mnoiin M,,
M,, ..., My, které maji koneéné obsahy (objemy). Ozna-
&me-li obsah (objem) mnoZiny M symbolem |M|, plati
vzorec (15) i vysledky 8. kapitoly. Dtkazy vSak nemajf
smysl, jde-li o nekone&né mno%iny (konedné mnoziny majf
nulovy obsah (objem) a vzorce plati trividlné). Vysvétlete,
proé vzorce plati.

8.7 DokaZ%te, Ze matice

(o) (o) (o)~
o (1) ()
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jsou navzdjem inverzni

a) pomoci &isel a,, a,, ..
b) pfimym vypoétem.

. (—l)k(k—o—z] (— 11 B— 1)

k—2 E—1
.(—1)“[ . ] e

k—2 (k— 1
k—2 "k — 2
(k—1
: )
e —1
Ly O A 84, 83y ...y Sgy
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