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I. KAPITOLA

PORADI, VARIACE
A KOMBINACE

Zadéneme tlohou:

Do &kolni jidelny prisla skupina 35 Zdka. Urée-
te, kolika zpusoby se mohli sefadit do fronty u vydeje
obéda.

Jednotlivé zpisoby se budou lidit pofadim, v ndm%
%éci u okénka stoji. Mdme tedy urdit podet viech porads
35 %aki. Ulohu zformulujeme a vyieSime obecns:

Uréete polet vdech pofadi prokid meprdzdné koneéné
k-prvkové mnofiny M. Pofadim se zde mini uspofiddand
k-tice navzijem riznych prvki mnoZiny M.

Hledany poéet oznadime P(k). (V nas{ konkrétni
tloze bude &k =35 a M skupina 35 Ziki, hleddme
P(35).) Potet P(k) bude oviem ziviset jen na &isle k
a ne na daldich vlastnostech mnoZiny M a jejich prv-
ki. Polet pofadi 35 Zdki je stejny jako podet po-
fadi 35 parnich lokomotiv & podet poiadi 35 bodd v ro-
viné.

Je-li ¢fslo k malé, miizeme najit podet pofadi P(k) tak,
#e systematicky sestavime vSechna pofadi a pak spodi-
tame, kolik jich je. Tak napf. vSechna pofadi prvkd
Styfprvkové mnoziny M = {m,, m,, m4, ms} jsou



(m,, my, mg, m,)
) }] » m

(m,y, my, Mg, My)

H b

(mg, my, My, My)
] 9 b

(my, mg, My, M,)
]

(ma ml) mﬂv ml)
(ms: mn: mt! ml)
)

(my, my, Mg, my)
(M4, ml) mav ml)

(mp Mo, My, ma)
’ H H
(my, my, My, My)
(Mg, My, My, My)
2 4 ]

(my, my, my, my)
(ma: ml: md) mﬁ)
b H ’

(my, My, My, My)

’ 3
(my, My, Mg, My)
(mb ma’ ml’ mz)

(ml) ms; mz, m4)
(ml’ mh ms» ’mz)
(my, Mg, My, My)
(mq, my, Mg, M)
(my, mg, my, my)
(my, mg, my, m,)
(my, My, My, My)
(my, mg, My, my)

a je jich 24. Je tedy P(4) 24. Pro velki k je oviem
tato metoda pFili§ pracnd a hlavné nespolehliva.
Podivejme se na sezmam vsech pofadi ¢tyFprvkové
mnoZiny pozornéji: Viechna pofadi v prvnich dvou fad-
cich maji na potitednim mistd prvek m, aza nim postup-
né nasleduji vSechna potadi t¥ prvki m,, m,, m,. Analo-
gicky je tomu i v daldich fadcfch. Je tedy P(4) =
= 4.P(3). Obecnsé pro kaZdé piirozené &islo » plati, Ze

(1) P(n 4 1) = (n + 1) P(n).

Vskutku, rozdélime-li vSechna pofadi » + 1 prvkia na
n <+ 1 disjunktnich skupin*) podle toho, kterj'm prvkem
zatinaji, bude kaZda skupina obsahovat privé P(n) po-
fadf, nebot vynechanim podateéniho prvku ve viech po-
¥adich urdité skupiny dostaneme pravé viechna pofadf
ostatnich » prvki.

Vzorec (1) umoziiuje odpovédét na otazku, kolik je
viech pofadi k prvki. Vzhledem k tomu, Ze ziejmé
P(1) = 1, dostdvame podle ného: Pro kaZdé pFirozené
tslo k je .

P(k) = k(k — 1) (k — 2)...2.1.

*) MnoZiny budeme nazyvat disjunktni, pokud prunik kai-
kych dvou z nich je prazdny.



Tento vzorec se snadno pamatuje — vpravo je soudin
v8ech pfirozenych éisel od 1 do k véetné*).
Podle vzorce vychazi P(4) = 4.3.2.1 =24 a to se
shoduje s tim, co jsme zjistili dfive. Podet raznych front,
které mohli Zaci v jidelné utvofit, &¢inf

P(35) =35.34.... .2.1.
(Toto éislo ma 41 &fslic.)

Budeme pokradovat dalsi ilohou:

V noclehdrné je 50 laZek. Uriete, kolika zpisoby se na né
maze ulofit 35 nocleZniki.

Abychom mohli iilohu vytesit, musime jeité védét,
které zpusoby uloZenf noclezniki se poklidaji za rtizné.
Z hlediska nocleznikd bude podstatné, na které posteli
kdo z nich bude leZet; dvé uloZenf budou pokladat za
riznd, pravé kdyZ alespofi jeden nocle?nfk bude spit
p¥i jednom z nich na jiné posteli neZ p¥i druhém. Jinymi
slovy, je pro né podstatné, nejen které postele budou
obsazeny, ale také uspoiddani noclezniki na nich. Hle-
dany pocdet tedy bude roven poétu viech usporidanych
35-tic luzek, které je moZno sestavit ze viech 50 luzek,
kterd v noclehdrné jsou.

Jiné hledisko bude mit spriavce noclehirny, ktery
musi druhy den pfevléknout pouZité postele. Ten bude
pokladat za rizni takovd dvé uloZenf, Ze p¥i jednom
z nich byla pouZita postel, kterda nebyla pouZita pfi
druhém. Kdo vlastné na které posteli spal, ho vibec
zajimat nebude, tj. nebude brit v dvahu uspofadani
nocleZnikt na postelich. Pro ného bude hledany podet
roven podtu viech neuspofddanych 35-tic liZek, které
je moZno sestavit z téch 50 luZek, jinymi slovy podet

*}Je-li k = 1, je vpravo 1 (nejde vlastné o soudin).



vSech 35-prvkovych podmnoZin 50-prvkové mnoZiny
liZek v nocleharné.

Jak to byva v matematice obvyklé, pfi feseni dlohy
odhlédneme od noclehirny a zdjezdu i od konkrétniho
podtu posteli a noclezniki a dlohu zformulujeme obecns:

Bud ddna nepmzdna koneénd k- prvkovd mnozina M
a przrozené islo § < k. Uréete

a) polet vdech wusporddanych j-tic navzdjem razniyjch
proks mnofiny M,

b) pobet vdech j-prokovych podmnofin mmofiny M.

(V nasem konkrétnim piipadé bude M mnozina viech
posteli v noclehirné, k bude 50 a j bude 35. Otazka a)
odpovid4d hledisku noclezniki a otdzka b) hledisku
spravee.)

Je ztejmé, Ze i zde budou vysledné podty ziviset
pouze na &fslech §, k a ne na dalSich vlastnostech mno#i-
ny M a jejich prvka.

Uspofadanym j-ticim navzajem ruznych prvki k-prv-
kové mnozZiny se fika j-prvkové wvariace z k prvki
a j-prvkovym podmnoZindm k-prvkové mnoZiny j-prv-
kové kombinace z k prvki.*)

Hledime tedy

a) pofet V(j, k) vsech j-prvkovijch variact z k proka,

b) podet K(j, k) vdech j-prvkovyjch kombinaci z k prokd.

Jsou-li &fsla j, k¥ mald, miteme i zde urdit hledané
potty tak, %e systematicky sestavime viechny j-prvkové
variace nebo kombinace z k& prvki a spoéitame je. Tak

*) Casto se takd joSt& uZivaji stardi torminy variace (nebo
kombinace) j-té tiidy z &k prvkia.
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napf. prok = 4 a2 j = 3 bude mit mnoZina M = {m,, m,,
my, m,} nésledujici 4 t¥iprvkové kombinace:

{my, my, mg} {my, ma, m} {my, my, my {my, my, my}

a nasledujicich 24 t¥iprvkovych variaci:

(mli ma, ms)
(myq, my, My)
(mp 'ma’ mz)
(mlr Mg, m4)
(mh my, mz)
(mli My, ms)

(m21 ml; ’ma)
(Mg, My, my)
(mg, my, my)
(mq, Mg, my)
(m2) mb ml)
(mg, My, my)

(ma’ mls ma)
(Mg, my, mMy)
(m:h m2’ ml)
(m:,, mo, md)
(ms’ my, ml)
(ms’ my, mz)

(my, my, my)
(my, my, mg)
(m4r m2v ml)
(m4q, My, my)
(my, Mg, my)
(mb ms’ mz)

Zjistili jsme tak, e K(3,4) = 4 a V(3, 4) = 24.

Soustfedme se nyni na uréeni poétu j-prvkovych va-
riacf z k prvkid. Vsechna pofadf k& prvki rozdélme do
skupin tak, Ze v kazdé skupiné budou pravé ta potfadi,
kters se shoduji na podatedénich j mistech. Tyto skupiny
budou oviem disjunktni a bude jich pravé V(j, k), nebot
potatednich § mist kazdého pofadi je néjaks j-prvkova
variace z k prvki a kazdi j-prvkova variace z k prvkid
je podétkem néjakého pofadi %k prvkia. Je-lli j =k,
obsahuje kaZda skupina jediné pofadi a tedy V(k, k) =
= P(k). (To je pfirozené, nebot definice k-prvkové
variace z k prvka se shoduje s definicf pofadi k prvki.)
Je-li § < k, obsahuje kaZdé skupina privé P(k — j)
pofadi liSicich se uspofddinim zbylych & —j prvkd
na koncovych k — j mistech. V tomto pfipads je tedy
Vi, k) = ?(ch)y) - Vzorec pro podet pofadi jiz zndme
a po jednoduché tipraveé dochdzime k nésledujici vété:

Pro pfirozend &isla §j < k plati

V@, k) =k(k—1) ...... (k—j+1).
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I tento vzorec se snadno pamatuje, vpravo je.souéin §
po sobd ndsledujicich ptirozenych &fsel, z nichZ nejvétsf
je £*). Podle ného vychéazi V(3, 4) = 4.3.2 = 24, coZ se
shoduje s vysledkem, ktery jsme zfskali pfedtim. Resenf
tlohy a) o nocleharné je éislo V(35, 50) = 50.49. ...

.. .17.16.

Zbyva vytedit dlohu b) o kombinacich. Z kazdé
j-prvkové kombinace (neuspoiiadané j-tice) utvoiime
pravé P(j) j-prvkovych variaci (uspofidanych j-tic)
tak, Ze jeji prvky postupné uspofidime viemi moZnymi
zpusoby. Pfitom kaZdou j-prvkovou variaci z & prvki
takto dostaneme z jediné j-prvkové kombinace z k prv--
ka. Bude tedy V(j, k) = P(j) K(j, k). Z vyjad¥eni &isel
P(j) a V(4, k) dostaneme tento vzorec:

Pro pfirozend é&isla §j < k je
kk—1) ... (k—j+1)

jG—1) ... 1
(V ¢&itateli i ve jmenovateli je po j Sinitelich.)

K(7’ k) =

Podle tohoto vzorce vyjde K(3, 4) = ;—g—? =4, co%
uz vime. Refenim dlohy b) je &fslo
50.49. ... .16
K(35,50) =g =g .. . 1

Zatim jsme definovali a urdili &isla P(5), V(j, k)
a K(j, k) jen pro ptirozena ¢&isla § < k. Vzhledem k to-
mu, Ze kaZd4 mnoZina obsahuje jedinou O-prvkovou
podmnoZinu (prizdnou mnoZinu), je pfirozené poloZit
K(0,k) = V(0, k) = 1 pro kazdé celé nezdporné ¢islo k.

*) Proj = 1 je vpravo k.
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Specidlné bude pak P(0) = V(0,0) = 1. Nyni mime
¢isla P(j5), V(j, k) a K(3, k) uréena pro véechna celd ne-
zdporna éfsla § < k. :

Viimnéme si jests, Ze pofadi prvki koneéné mnozZiny
M si vzijemnd jednoznadéné odpovidaji se zobrazenimi
mnoziny M na sebe, tzv. permutacems. Tak nap¥. poradi
(mg, My, ..., m,k) prvka m,, m,, ..., m; odpovida
permutace, kterd pro kazdé ie{l, 2, ..., k} zobrazuje
prvek m; na prvek m,,. Proto se éasto pofadi a permutace

ztotoffiuji a misto ,,pofadi se ¥ikivd ,,permutace’’-
V této kniZce se permutacemi zabyvat nebudeme.

Cvideni

1.1 Kolika zplsoby lze rozmichat hru 32 karet ?

1.2 Konference se zudastnilo 80 delegti. Zvolili ¢tyfélenny
vybor (pfedseda, mistopfedseda, jednatel a pokladnik)
a také tfitlennou delegaci na sjezd. Urdete, kolik bylo
moZnost{
a) pro volbu vyboru,
b) pro volbu delegace.

1.8 Kolika zpisoby se miZe 35 cestujicich rozesadit v auto-
buse, kde je 35 mist ?

1.4 Sedlo se pét pFétel a navzédjem si potidsli rukama. Urdete
podet potieseni.

1.8V Ceskoslovensku je souvislé Zelezni¢ni sit s 3714 stani-
cemi. Zjistéte, kolik riznych druhu jizdenek za obydejné
jizdné (bez slev a pfiplatkd) by musela nechat natisknout
Zelezniéni spréva, kdyby na ke%dé jizdenee byly uvedeny
dvé stanice: nejprve vychozi a pak cflovd.

1.6 Ve sportce se ze 49 sportd tipuje 6. Kolik je viech moz-
nych tipd ? ‘
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1.7 Kolik styfcifernych &isel, v nich% se Z4dné d&islice neopa-
kuje, lze sestavit z &islic 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7?

1.8 Kolik slov lze vytvofit ze slova koupelna zménou po-
fadi pismen? (Neberemo ohled na to, zda vznikld slova
maji smysl.)

1.9 V rovind je déno 7 bodd, z nichZ Z4dnymi tfemi nepro-
chézi piimka a Zddnymi &tyfmi kruZnice. Kazdymi tfemi
z t&chto bodi vedeme kruinici. Kolik kruZnic dostene-
me?

1.10 V prostoru je dé,na krychle 0 £z <5, 05y S 5,
0 =z < 5. Urdete, kolik jejich bodd md vSechny sou-
fadnice celotiselné a zéroveis nelezi v Zédné ze t¥ rovin
T=yyYy=2z =2z

1.11 Na &tveredkovaném papiru zvolte dva priseéiky linek.
Urdete, kolika riznymi cestami se muZete dostat z jed-
noho do druhého tak, Ze pijdete po linkéch jen nahoru
nebo doprava.

1.12 Urdete viechny dvojice nezdpornych celych &isel j < k,
pro néz V(j, k) = K(j, k).

1.18 Odhadnséte, jak velkd jsou &isla V (35, 50) a K (35, 50).

1.14 Odvodte vzorce pro podet pofadi a variaci jinym zpiso-
bem: Nejprve dokaZte, %e pro kaZdd dv& pfirozens d&isla
m <n plati V(m + 1,n + 1) = (n + 1) V(m, n). Toho
pak vyuZijte pfi dikazu vzorce pro V(j, k). Z ndho na-
koneo odvodte vzorec pro P(k). :

1.15 Vzorec pro polet kombinaci odvodte jinym zpisobem:

Nejprve dokazte, Ze pro kazdd dvs ptirozend &isla m < n
plati

K(m =+ 1 'n) K(m, n)

m+1

1.16 Uvédomte si, %26 pro koneéné mnoZiny M,, M,, ..., M,
plati: Potet prvki jejich sjednocon{ je roven soudtu poét.ﬁ
jejich prvku, pravé kdyZ jsou disjunktnf.
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