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1. kapitola

POSLOUPNOSTI

1.1. GvoD

S pojmy, jimiZ se budeme v této kniZce zabyvat, jste
se uz urdité setkali. V popularnich kniZkach o matema-
tice jste se sezndmili s historkou o odméné vynalezci
Sachové hry nebo o Achillovi a Zelvé ¢&i o tom, jak mlady
chlapec (a pozdéji slavny védec) Gauss udivil svého
uditele rychlym sedtenim vSech prirozenych &isel od
jedné do sta. MoZné, Ze mnohem dffve vis nad narozeni-
novym dortem napadlo, %e kdybyste prvni den snédli
polovinu dortu a pak kaidy den vidy polovinu toho,
co den predt{m, vydrZel by vam dort ,navéky‘.

Ve gkole jste se seznamili nejprve s piirozenymi d&isly.
Brzy jste si snad polozili otdzku, zda sudych (kladnych)
¢isel je ,,méné nez viech prirozenych &isel* éi zda je jich
,,5tejné mnoho*‘. MoZn4, Ze jste dosli k zdvéru, Ze sudych
gisel je ,,dvakrit méné*, nebof z mnoZiny piirozenych
¢isel musim kazdé druhé vynechat, abych_dostal mnozi-
nu viech sudych (kladnych) éisel. Ale mozni, Ze vis
napadlo napsat nasledujici schéma:

1,2,3, 4,5, ...
2,4,6,8,10, ....

Z ného jste usoudili, Ze sudych &isel neni méné (a oviem
ani vice) neZ viech pfirozenych. Tento zivér je sprav-
néjsi (nebo aspon blizsf matematickému pohledu na
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tento problém), ale o to nam ted nejde. Dulezité je, Ze
jste dospéli jiz jen na kridek od matematické definice
posloupnosti: kazdému ptirozenému ¢islu (oznadme je
tteba n) jste prifadili jeho dvojndsobek (&islo 2x). Ji-
nymi slovy, sestrojili jste mnozinu uspofadanych dvojic
¢isel [n, 2n]. To je zphsob, kterym se postupuje i na
stiedn{ §kole, kdyZ se hovoii o aritmetické a geometrické
posloupnosti. Stejné budeme postupovat i my. Predtim
viak probereme nékolik piikladi, které nas presvédd,
Ze pojmy, které zavedeme, vychazeji z praktickych dloh
naseho Zivota.

Piiklad 1. Pustime-li z velké vysky kamen, zaéne pa-
dat volnym padem. To znamend, %e jeho rychlost » (m/s)
rovnomérné roste: oznaéime-li okamzik, kdy jsme pustili
kamen, znakem ¢, je rychlost kamene v okamZziku ¢

rovna
v = g(t — 1),
kde g je gravitadni konstanta. Draha, kterou kamen ura-
zi, je
1

s=5 g(t — o)

Ptejme sc, jakou drahu urazi kdmen za prvni, druhou,
tfet, ... sekundu. Tato draha bude*)
1

51 =59 za prvni sekundu,

1

& =5 g2t —12] = g— g za druhou sekundu,
1 2 2 5 Feti

8 =5 g3z — 22] = - 9 2 tieti sekundu;

*) V dalsim uvaZujeme ji% jon &iselné hodnoty boz ohledu na
rozmér ptisludnych fyzikdlnich veliéin.
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obecné draha za n-tou sekundu bude

1 2n—1
= —oane—(p—1)2] = " -
s = 5 gl — (p— 1)7) = =
5 2n —_ 1 .
Dostali jsme &isla — 2 fr 2 959 - . 61
spravnéji dvojice &isel ll, ],[ g g] [3 ]
2n—1. .

[n,—z—g], ... . To je tzv. aritmetickd posloupnost,

kterou mnoz{ z vis znaji ze Skoly. Jeji charakteristic-
kou vlastnosti je to, Ze rozdil kteréhokoliv jejfho &lenu
a ¢lenu pfedchozfho je staly, neméni se:

Sy— 8 =83 — S8 = ... =8, —8s_; =

Pfiklad 2. Biologové védi, Ze vdeli samitka se rodi
z oplodnéného vajitka, tj. ma matku i otce, zatimco
véeli samec (trubec) se rodi z vajitka neoplodnéného:
mé tedy jen jednoho rodi¢e (matku). Otdzka znf, kolik
mé trubec prarodidi, praprarodiéd atd. Abychom si
problém zjednodusili, budeme pfedpoklidat, Ze ve zkou-
manych generacich se Zidny jedinec nevyskytuje dva-
krat (coz ovSem v pfirodé nemusi byt splnéno). Oznaéme
z, = 1 (jeden trubec v ,nulté* generaci), z, = 1 (jen
matka v ,,prvni“ — méli bychom spiSe f{kat v minus
prvni — generaci); z, bude podet prarodidl, z; podet
praprarodiét “atd. Protoze trubcova matka mi oba
rodide, je z,”= 2. Z toho je jeden trubec, jedna samitka,
takZe ziejmé =z, =14 2 =3. Tak bychom mohli
postupovat dil. Pokusme se vSak odhalit_obecné pra-
vidlo. Pfedpoklidejme, %e zname x,, @, ..., Tn_g, Tn_y.
Potom kaZdy é&len (n — 1)-nf generace ma matku; otce
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maji jen samidky. Kolik vSak je samidek v této generaci ?
Ziejmd presnd tolik, kolik je vsech é&lenti (n — 2)-hé
generace (nebof kaZdy z nich m4 matku — samidku).
Musfme tedy k x,_, matkam piidat jestd z,_, otch.
Odtud

Tn = Tn_q + Tn_a.

ProtoZe zname prvn{ dvé &fsla (z, = 2, = 1), umime vy-
poditat postupnd i viechna dalsf. Cisla =, (& dvojice
[, 2,]) tvoii tzv. Fibonacciho posloupnost.

Priklad 3. Stafime se ted na chvili zdkaznfky banky,
ktera zhodnocuje vklady sloZenym vrokovanim s roéni
drokovou mfrou p procent. Uroky pfipisuje jednou rod-
né. Vlozime-li do této banky 1 Kds, dostaneme za rok
dastku v, = [1 + _%] korun. Jind banka ma stejnou
roéni urokovou miru, ale tiroky pfipisuje dvakrat rodns.
Vlozime-li 1 Ké&s, budeme mit po prvnim pololetf vklad

(1 + p_ 1 ] korun a po druhém pololets, tj. po roce,

100 2
- p_ 1 L O N
Vk]a‘d””“ll + 100 §]+(1 T 00 2] 100 2~
2
- (1 + o %] korun. Zvolite-li si n&jakou konkrétn

trokovou miru (tfeba p = 4), snadno vypodtete, Ze
v druhé bance vzroste vklad o vétsi &astku. MuZete
stejny postup zkusit pfi podtu trokovacich obdobi za
rok rovném tiem, &tyfem atd. Dostanete ¢astku v, =

1y 1) - .
= [1 + IL(;O —3—] y U= [1 + 1—%:0- . T] atd. Ptitom platf
(pfi daném kladném p) v, < v, < vy < v4. Obecné, pii-
pisuje-li banka 1rok n-krat za rok, vzroste vklad 1 Kds
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na koneci roku na 8astku v, = (1 4+ p

T00m ] korun. Mé-

me zde opét mnozinu dvojic éfsel

[t G} [2 (4 g b [0+ e |

Jsme-li trochu chtivi penéz, urdité nas napadne hledat
banku, kterd by byla ochotna pfipisovat urok co nej-
tastéji. Snad bychom mohli z jedné koruny za rok zfskat
sto, tisic nebo milién! Ale netéste se. Brzy ukaZeme (viz
piikl. 18), Ze i kdybychom nasli banku, v niZ by néjaky
stroj piipisoval troky prakticky ,,spojité‘, tj. v kazdém
okamziku, nestoupla by &istka na konci roku nad uréi-
tou mez. Tato mez zdvisi oviem na konkrétni hodnoté
irokové miry p. Kdyby bylo p = 100 (tj. 1009, tGrokova
mira), vzrostl by vklad za rok vidy na méné nez svij
e-nisobek, kde e = 2,718... je zaklad pfirozenych
logaritm.

Ve viech tiech ptikladech jsme vytvotili jisté dvojice
tisel [n, 8,], [, .), [, vs] ¢ili jistd nekonedna seskupeni
disel

81,82y e vsBny oen )
Lo, Tyy Tay « 00y Tny o0«
Vi Vg ooy Upy v

(PouZivam zde slova seskupeni a nikoliv mnozina, proto-
%e mnoZina je dana svymi prvky, zatimco zde jednak
zale#{ na poradi d&isel, jednak se néktera &isla mohou
opakovat — dokonce v celém ,,nekoneéném seskupeni‘‘
mizZe byt jen konedny podet rtznych é&isel.) Takové
seskupeni &isel budeme nazyvat posloupnosti. Abychom
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mohli tento pojem p¥esné definovat, pfipomerime si po-
jem zobrazen{, s nimz se vétsina étenafu ve 8kole setkala.
Necht jsou dany dvé mnoziny M, H. Pfipomenme, Ze
kartézskym souctnem M x H nazyvime mnozinu vsech
uspofadanych dvojic (z, y), kde x € M, y e H. Zobraze-
nim z mnoziny M do mnoziny H nazyvime podmnoZinu
F kartézského soudinu M x H, spliiujici tuto podminku:
je']i x GM, ?/1 GH: ?/z GH, (x’ yl) GF) (x, y2) GF, Pak:?/l-=

= Yo

Jinymi slovy, zobrazeni je urdity pfedpis, ktery prvku
mnoziny M ptifazuje prvek mnoziny H. Ptitom se mizZe
stat, Ze nékterym prvkim mnoziny M neni pfifazen
zadny prvek mnoZiny H, ale nesmi se stat, Ze by néjaké-
mu prvku mnoziny M byly pfifazeny dva & vice raznych
prvki mnoziny H.

Vynechdme-li z mnoziny M ty prvky, kterym neni
piifazen prvek mnoziny H (tj. ty prvky x e M, Ze pro
zadné y € H neplati (x, y) € F), dostaneme mnozinu D,
kterou budeme nazyvat definiénim oborem zobrazeni F.
Je-li D = M, hovofime o zobrazeni mnoziny M (misto
zobrazeni z mnoZiny M). Pro kazdé z € D existuje tedy
pravé jedno takové ye H , e (x, y) e F.

1.2. DEFINICE POSLOUPNOSTI

Definice 1. Zobrazeni mnoZiny p¥irozenych &isel do
mnoziny realnych ¢&isel nazyvame posloupnosti.

Pojem, ktery jsme pravé definovali, bychom mohli (&i
méli) nazyvat presnéji &iselnou (nebo realnou) posloup-
nosti. V matematice se totiz setkavame i s posloupnostmi
jinych objekti, tfeba funkef, mnoZin, rovnic apod. Na
zivér nadi knizky se o nékterych takovych piipadech
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zminime. Do té doby vSak budeme hovofit prosté
o posloupnosti.

Podstatnym rysem nasi definice je pozadavek, aby
definiénim oborem zobrazeni byla mnoZina pfirozenych
¢isel {1, 2, 3,...}. (Mluvi se v ni o zobrazeni mnoziny
ptirozenych é&isel, nikoliv o zobrazeni z této mnoZiny.)

I zde bychom mohli sice pfipustit, aby definiénim
oborem byl tzv. isek mnoZiny pfirozenych é&isel, tj. ko-
neéna mnozina {1, 2, ..., N}, kde N je pfirozené &islo.
Museli bychom pak rozliSovat mezi posloupnostmi ko-
neénymi a nekoneénymi. Aviak vlastnosti a jevy (pro-
cesy), se kterymi se chceme v nasi knfzce sezndmit, lze
studovat jen na nekone&nych posloupnostech. Proto
budeme posloupnostmi rozumét jen ta zobrazeni, jejichz
definiéni obor je mnoZina vsech pfirozenych &isel.

Jak vite, hodnotu zobrazeni F' pro prvek zeD, tj.
¢islo y takové, Ze (z,y)€F, znatime obydejné F(x).
Znéme-li F(x) pro kazdé x € D, je zobrazeni jednoznaéné

uréeno. Napf. zapis F(x) = urduje zobrazeni,

1
14 22
pro néz D i H je mnoZina redlnych &isel; jak vite, nazy-
va se takové zobrazeni redlnd funkce. Podobného zpiiso-
bu budeme uZivat pii zapisovani posloupnosti. Je viak
zvykem pouZivat pro prvky z definiéniho oboru (tj. pfi-
rozena &isla) jind pismena nez z, y, z (nejdastéji n, k, ¢, §,
m, p aj.) a psit je misto do zdvorky ve formé indexu:
misto a(n), S(k), t(s) piseme tedy a,, S, t; apod. Cisla a,
nazyvame oby&ejné ¢éleny nebo proky posloupnosti, niko-
liv hodnoty: mluvime o prvnim, druhém, ..., »n-tém
¢lenu.
Posloupnost, jejimz obecnym (n-tym) &lenem je a,,
zapisujeme nejdastéji ve tvaru {a,}, nebo {a,};°. Obecny
index (ktery hraje tlohu nezavisle proménné) miZeme
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ovSem oznadit i1 jinym pismenem, takZe miZeme psit
napt. {a},, {b:}7°. Casto pideme do slofenych zévorek
pfimo vyraz definujici obecny élen posloupnosti, napf.
2n \* T s
{nz—_H—}"_lapod. Obsahuje-li vyraz ve sloZené zavorce
vice obecnych ¢isel (vyjadienych pismeny), je zvlast dale-
Zité udat, které z nich je obecnym indexem posloupnosti.

2 ®
Napt. posloupnost { k } mé &leny (pfir %= —1)
r+ 1)
1 4 9

r+ 1 rF1’ rg 1

2 @
zatimco posloupnost {— k } ma ¢tleny

r + 1 r=1
k2 k2 R
PRl el

Pro strudnost se pii zapisu posloupnosti pouziva i ji-
nych licenei & tlev. S jednou z nich jsme se jiz setkali
v pfikladu 2: nedodrZuje se totiz vidy doslova poZada-
vek definice, Ze definiéni obor posloupnosti je mnoZina
plirozenych &isel. Z riznych divodi se setkime s po-
sloupnostmi, jejichZ prvni ¢len je oznaden t¥eba z, (srov.
piikl. 2) nebo a_, nebo w, apod. Takové posloupnosti
muZeme pak zapsat jako

{Entreey  {@i}ie—zs {0}, apod.

Reteno zcela presnd, jde napt. v poslednim p¥ipadsé
o posloupnost {wf};2;, kde o] = w4y, tedy of = w,,
w3 = w; atd., talkZe odchylka od definice je jenom for-
malni.

12



Druhou neduslednost, které se dopoustime pFi za-
pisu posloupnosti, ukazeme na piikladu. Napiseme-li
{n——-—z_zn T 3}”=1, nejde v pravém slova smyslu o po-
sloupnost, nebot vyraz ve sloZené zavorce neni definovan
pron =1 a n = 3. Pii zkouman{i nékterych dilezitych
vlastnosti posloupnosti vSak nevadi, nejsou-li uréeny
viechny é&leny posloupnosti. Polet neznamych (nedefi-
novanych) &lent v8ak musi byt konedny. To znamena,
ze potinaje od jistého prirozeného ¢isla (miZe to byt od
étvrtého é&lenu nebo tfeba od miliéntého) musime jiz
znit viechny ¢leny. Aby nedoslo k nedorozuméni,
ud¢inime tuto umluvu: Fekneme-li nap#. ,,posloupnost

n ® I3 13 4 .
{m}n_l mé vlastnost V“, znamend to: ,,Vlast

nost V mé kaZdi posloupnost {a,};, pro niz plati a, =
= —in 13 pro viechna pfirozend = razna od 1, 3
(a disla a,, a4 jsou libovolna).*

Jisté jste si uvédomili, Ze kazdd posloupnost, tak jak
jsme ji definovali, je realna funkce. MiZeme tedy sestro-
jit jeji graf. ProtoZe vSak definiénfm oborem posloup-
nosti je mnoZina pfirozenych ¢&isel, je graf posloupnosti
mnozina izolovanych bodi, nikoliv souvisla kfivka, jak
tomu bylo ve vétsiné p¥ipadi, s nimiZ jste se dosud set-
kali. Casto proto zobrazujeme posloupnosti jen na jedné
diselné ose. Za chvili si to ukdZeme na piikladech a za-
rovenl upozornime na nebezpedf, které se v tomto zptisobu
skryva,

Uvedeme nyni nékolik piikladd posloupnosti.

Piiklad 4. Pfipometime si aritmetickou posloupnost,
kterou jiz asi znate ze &koly. Jsou-li a,, d realna &isla,
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nazyvame posloupnost {a.};*, kde ¢, = a, 4+ (n — 1) d,
aritmetickou posloupnosti. Snadno se plesvédéite, Ze
pro viechna ptirozena » plati a,,, —a, = d. Cislo d se
nazyva diference aritmetické posloupnosti. Jednoduchy
vzorec plati i pro soudet prvnich & &lent této posloup-
nosti:

a+a+ ... +a=
=%k(al—|—ak) =ka1+%k(k—l)d.

(Zopakujte si jeho dikaz indukei!)

Pfiklad 5. Druhou zndmou posloupnosti je geometrickd
posloupnost. Jsou-li b,, ¢ redlnd &isla, b,g #% 0, nazyvame
posloupnost {b.};°, b, = bq*™* geometrickou posloup-
n+1
by
Cislo ¢ se nazyva kvocient geometrické posloupnosti.
Pro soudet prvnich £ 8lent geometrické posloupnosti plati
vzorec

nosti. Pro viechna pfirozena n plat{ vztah ¢ =

1—g*
1—gq
(Dikaz muZete opét provést induket.)
Dilezity je piipad geometrické posloupnosti s kvo-
cientem —1. Je-li jesté b, = 1, dostavame posloupnost

{(—1)r ey

by +b:+ ... +h=0

Nékdy se setkate s tim, %e z posloupnosti je zapsino
jen nékolik (koneény podet) prvnich &lend, napt. 1, —1,
1, —1,1, ... . To je jista nedislednost, vznikajici z po-
hodlnosti. Jde o posloupnost, jejiz prvni, tieti a paty
¢len je roven 1, druhy a $tvrty —1. OvSem pouhd zna-
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lost prvnich péti (nebo tfeba miliénu) élend posloupnosti
mi neumoZiuje uréit dalsi éleny. Mohu sice hadat, Ze
pisatel mél nejspife na mysli posloupnost, jejiz viechny
liché éleny jsou 1 a sudé —1, tj. posloupnost b, =
= {—1 71}, ale je to skuteéné jen hadani. Praveé tak
muze jit t¥eba o posloupnost {b3}°, bs = (—1)*72 pro
n=1,2 5b"-—Opron>5nebotreba{b}1,
0 — (__1¥n-1 — (1 S
W=(—1plpron=12...,167 b = n’—l—- T Pro
n > 167. I namitku, Ze prvni moZnost je spravna, pro-
toZe k zépisu vSech &leni posloupnosti byl pouZit jediny
vyraz (—1)*71, lze vyvratit. Napf. &leny posledni po-
sloupnosti {3} lze zapsat ve tvaru

R e e el B

I ™ ][167,5—n|
+ 2[( 1) w+1|167,6—n"

Nadrtneme-li graf posloupnosti {5,};°, dostaneme obr.
1; nadrtneme-li &leny posloupnosti na ]edmé ¢iselné ose,
vznikne zcela odliny obr. 2. Vidime, %e v druhém pii-
padé jsme ve skutednosti zobrazili mnoZinu é&lenid

SRS S D S *--

N
1. .2 3 4 5 6 7
S SN S — S SU—

L

Obr. 1
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t

-2

1 0 1 2
Obr. 2

‘e

posloupnosti, tj. mnoZinu &isel, kters se (alespoti jednou)
vyskytnou jako &leny dané posloupnosti. Tato mnoZina
oviem miuZe byt koneénad. Navic rizné posloupnosti
mohou mit stejnou mnozZinu é&lenti. Napf. posloupnost
{b.}7, jeiiz n-ty &len je b, = (—1)", mé tutéZ mnozinu
¢lent jako {b,};°. Piesto ndm i zobrazeni mnoziny &lenii
posloupnosti dasto poskytne cennou informaci o chovani
posloupnosti.

Priklad 6. PoloZme ¢, = 1, ¢, = ¢s_; + 2n — 1 pro
pfirozené n > 1. Tim je definovina posloupnost {c.};°:
kaidy jeji dlen miaZeme vypoéitat, zndme-li élen pred-
chizejici. To je tzv. rekurenini definice posloupnosti.
(Rekurentnim zpasobem byla definovana i Fibonacciho
posloupnost v ptikladu 2.) Casto mti¥eme po vypoéteni
nékolika prvnich élentt odhadnout, jak vypada obecny
vzorec pro c,, jindy je to vSak obtiZné & nemoZné. V na-
Sem pkipadd jec, = 1, ¢, = 4, ¢; = 9, ¢, = 16. Plati
¢, = n*? DokaZeme to tiplnou indukei: pro » = 1 vztah
plati; plati-li ¢, = n? je ¢y =02 + 2(n - 1) — 1 =
= (n 4+ 1)2 Plati tedy skuteénd ¢, = n? pro vSechna
pfirozena éfsla n.

P¥iklad 7. Sefadme prvodisla podle velikosti, poéina-
jic nejmensim, a oznaéme n-té prvoéislo v tomto uspo-
radani p,. Je znamo, Ze prvodisel je nekoneéné mnoho,
tak¥e {p,} je posloupnost. Cleny této posloupnosti
neumime vyjadfit ani analyticky (tj. vyrazem zaviseji-
cim na indexu ), ani rekurentné (tj. pomoci pfedchéze-
jicich &lent).
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Piiklad 8. Uvedme dillezity a zajimavy pifklad po-
sloupnosti, jejiZz &leny jsou vSechna kladni racionalnf
¢sla. Uvazujme schéma

%N

4 4 4
: 3 4

3 3
3 4

vof

.y—ll,h

. .

obsahujici ziejmé viechna kladna raciondlnf &fsla (kazdé
z nich dokonce nekoneéné mnohokrat). Postupujeme-li
podle naznadenych sipek, sefadi se napsand &isla do pos-
loupnosti; jejich prvnich deset élenu je

1 2 3
4’ 3’ 2°

1

50 4,

1
l’ 2’ _3" 1: 3,

Pokusme se nyni dvahu zpfesnit. Véimnéme si nej-
prve, Zze kazdy Sikmy tsek naseho schématu, sméfujicf
vlevo dold, obsahuje vSechna kladnad raciondlni é&isla
8 pevné danym soudtem d&itatele a jmenovatele; vpravo
nahote je &islo s ditatelem rovnym jedné. Sikmy tsek

zadinajici &islem % obsahuje pravé r éisel.
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Raciondlni ¢&islo %, kde p, g jsou piirozena &isla, leif
v naSem schématu na p-tém misté v (p + ¢ — 1)-vém
Sikmém tseku (r-ty Sikmy dsek zading islem % take

soudet Citatele a jmenovatele kazdého é&fisla v tomto
tdseku je r 4 1). Sefadime-li &isla v naSem schématu
naznadenym zpisobem a oznatime vzniklou posloup-

nost {r,}y°, je ziejmé —qu— =rpkden=1+2+4+... 4+
+(@+9—2) +p Soutet 1 +24 ...+ (p+g—

— 2) snadno vypoéteme podle vzorce pro soudet koneé-
ného podtu ¢lent aritmetické fady (srov. piikl. 4):

1
14+ 24 ..+ k=5 kk+1) (1)
pro kazdé piirozené &islo k, takze

n=%(p+q—2)(p+q—1)+p- (2)

Tim jsme dokazali, Ze ka%dé kladné raciondlni é&islo '
je ¢lenem sestrojené posloupnosti. .

Ptejme se nyni naopak, jaké raciondlni ¢&fslo —Z— je
Tc-t}':m_ él:anem posloupnosti {r,}. Protoze p > 1, ¢ > 1,
je zfejmé

1+24+ ... +(p+e¢g—2)+1 <<l +2+4 ...
e+ P+9g—2)+(p+9g—1)+ 1.
Oznadime-li pro struénost p + ¢ — 1 = 8 a pouZijeme
vzorce (1), dostaneme odtud

18



%s(s——l)+lgn<%s(s+1)+l
dili
2

(&—érg%wn—ﬂ<{m+%y

Protoze zde mame nerovnosti mezi kladnymi é&isly,
muZeme misto toho psat

1 1 - 1
3—73—2—]/87@—7 <8+ )
nebo
1 —_
s<5(1+)Bm—=7<s+1
ProtoZe s je celé é&fslo, je témito nerovnostmi jednoznad-
né uréeno. Obyéejné se pise

s =[50+ V=0 (3)

kde hranati zavorka oznaduje tzv. celou &dst &isla, tj.
nejvétsf celé &islo, které neni vétsi nez ¢&islo v zdvorce.
Nynf jiz snadno vypoéteme ze vzorce (2)

1
p=n—§s(s—l),

q=8+l—p=1—n+%:8(s+l)’
odkud

1
n——z—s(s——l)

l—n—{——;—s(s—}—l) '

To =

19



ProtoZe &islo s je tislem n jednoznaéné urdeno (viz vzo-
rec (3)), umime vypoditat n-ty &len posloupnosti {r.}y
pro libovolné piirozené n. Je tedy posloupnost {r.};
jednoznaéné urdena, a jak jsme jiz dokazali, obsahuje
vSechna kladna racionalni disla.

1.8. ZAKLADNI VLASTNOSTI
POSLOUPNOSTI

Zavedme nyni nékteré elementdarni vlastnosti posloup-
nosti.

Definice 2. Posloupnost {¢,};® se nazyvé ohranilend,
jestliZe cxistuje takové ¢dislo K, ze plati |a,| < K pro
viechna pfirozena n.

Posloupnosti z piiklada 1, 2, 4 (pokud d £ 0), 6, 7, 8
nejsou ohranidené; naproti tomu posloupnost z piikladu
3 je ohranidend (srov. pfikl. 18). Geometrickd posloup-
nost z pifkladu 5 je ohranidend, jestlize |q| < 1; za &islo
K z definice 2 muZeme vzit &slo |b,| (nebo jakékoliv
vétsi é&islo).

Piiklad 9. Necht P, @ jsou nenulové mnohoéleny po
fadé stupné k, I a necht @(n) 7 0 pro viechna pfirozena
—Pﬂ. Pak plati: jeli &k <,

je posloupnost {r,};* ohranidena. Je-li ¥ > I, nenf posloup-
nost {r,};° ohranidena.

éisla n. PoloZime 7, =

Dikaz. PoloZme
P@) =ag@* + ... +a, a0,
Q@) =bgt + ... 4+ b, by #0.

20



Potom je

& %
[ra]= et 4. . A ol Bt tw ki<
e T, . b
o b o]
k—1
< bl b; n
ool —| 22— —[ &

podle trojihelnikové nerovnosti. *) Odtud plyne snadno
@0l + laa| + .. + Jou| nk-l

1
ol — 5 Il + - + )

Je ziejmé, Ze pro dostatedné velkd n nebude jmenovatel

[ral <

mensf napf¥. nez —;— |bo|. K tomu staéi, aby platilo

1 1
ol = (Bl 4+ 1) =
il
L1 e b
—2'| olzz(l AR B
(bl + ...+ B _,

"= o

*) Trojihelnikovou nerovnost zde uZivime v méné obvyklém
tvaru 10, — b chlai — [JI Jeji dtikaz je snadny: stadi polo-
%it ¢ = @ — b a dosadit ,»0bydejné tl'OJllhOlllikOVé noerov-
nosti lc + b] < |e|] + |b]. K dokonéeni dikazu je pak jiZ jen
tfeba zaménit @ a b a uvédomit si, Ze pro kazdé redlné ¢islo d
plati |[d| = |—d|.
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PoloZime-li
R = max |y,
n<b

ovéfime snadno, e plati
2
[ra] < ma,x(R, —|b—|([aol + oo 4 ) nk-z]
0
pro viechna pfirozena n. Je-li k <[, je n** < 1 a po-

sloupnost {r.}* je zfejmé ohranideni. Naopak, je-li
k > 1, dostavame podobné

1
|“’o| _W(Ia’ll + ...+ la’kl)

f St §
Iral 2 W e B T
apron =2 o] + - F Jau] plati
|aq]
3 l"/ol lao'
W] = nE
Il Bl oo T Bl "I D

Je-li nynf K realné &fslo, dostavame snadno, Ze pro

(oo +- -+ [bi) K 2(ay| + - +Iakl)]

|to] ||

nzmax[

je |rs| > K.

Ke kaZdému redlnému éislu K tedy exlstu]e pkirozené n
(dokonce nekonetnd mnoho takovych n), Ze |r.| > K,
a tedy posloupnost {r,}® neni ohraniéena.

Pozndmka. Pii vysetiovani vlastnosti posloupnosti se
dasto uzivaji také pojmy ,,posloupnost ohraniéend 2dola‘
a ,,posloupnost ohranifend shora‘‘. Posloupnost {a.,}* je
ohranidena zdola, jestlize existuje éislo K takové, Ze
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platf @, > K pro viechna pfirozena n. Srovnej tGlohu 1
na str. 26.

Definice 3. Posloupnost {a.} se nazyva rostouct (kle-
sajict, nerostouct, neklesajict ), jestlize pro vSechna ptiro-
zena n plati nerovnost a, < a,,, (@, > Gnyyy Cn = Cnyy,
@y < @) Viechny tyto &tyfi druhy posloupnosti na-
zyvame posloupnosti monoldnni; pro ty, které spliuji
jednu z ostrych nerovnosti, pouZivame nazvu ryze mono-
tonng.

Posloupnosti z piikl. 1, 2, 3, 6, 7 jsou ryze monoténnf,
a to rostouci (pro pfikl. 3 to dokazeme v pfikl. 11); arit-
meticka posloupnost z ptikl. 4 je rostoucf pti d > 0, kle-
sajici pfi d < 0; geometrickd posloupnost z piikl. 5 je
monoténni p¥i ¢ > 0 (rostouci pii ¢ > 1, klesajici pfi
g < 1) a nenf monoténni pti ¢ < 0. Posloupnost z pii-
kladu 8 neni monotdnni (pfesvédéte se o tom).

Pfiklad 10. Posloupnost {c;} = {%}mje klesajici.
+ 1)
Dakaz. UkdZeme, Ze rozdil ¢y, — ¢ je zdporny. Je

E+1 k

Ry | T D Ry ST R

_ (D) (R 1) k(R 2%+ 2) _
- [+ 12+ 1]7(k2+ 1) -
K+ +k41—k—2*—2k

[(k+ 1)* + 1] (k* 4 1) B

_ 1—k—#k?

T+ 12+ 1] (R + 1)
a tento vyraz je zdporny pro vechna pfirozens k.
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Dalsi dva piiklady jsou velmi duleZité.

Piiklad 11. Posloupnost {e,}, e, = [1 + %]", je

rostouci.

Dikaz. Podle binomické véty mizeme psat

n n+1
e, =X [Z]n_k; Chy1 = > [n—kl_l) (n + 1)-k:
k=0 k=0
tedy
en = i -~1—n(n—l) . —kE4+ Dt =
k=0 k!
LA | 1 E—1
“Eul—a)- )
n+l ]
en+1 =A_OF(n + l)n PR (n_‘k+ 2) (n—l_ 1)_k>

LA | 1 k—1
R Urey R (e
(v poslednim soudtu jsme vynechali kladny séitanec pfi

k = n 4 1). Pro kaidé ptirozené j plati viak 1 __Z»_ <

<1l— _n——?FT’ takZe Zadny séitanec soudtu pro e, neni
vétsi neZ odpovidajici stitanec (se stejnym k) uprave-
ného soudtu pro e,,,. Plati tedy

en < €pyy

& posloupnost {e,}i° je rostouci.
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+1
Priklad 12. Posloupnost {ef}p, ef = (1+ o) ie

klesajici.

Ditkaz. Protoze viechny éleny posloupnosti jsou klad-
né (a tedy nenulové), mizeme vysetfovat podil e}/e} .,
pro libovolné ptirozené n. Plati

ey (n+2yt nd1lnn+ 2
)

en [%l]ﬂﬂ n (n + 1)2 ]n+2=

et L

Opét pouZijeme binomickou vétu na élen v hranaté
zavorce. VSechny sd&itance binomického rozvoje jsou
kladné. Vynechanim vSech aZ na prvni dva tedy cely
vyraz zmensime:

ex _mn n+ 2 1
wr =+ (1] ]m+"'+

g e

n 1
SR

n(n + %) I} z

Je tedy skutednd es > e}, a posloupnost je klesajici.
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Ulohy

1.* Na zéklad® pozndmky na str. 22 vyslovte analogickou defi-
nici posloupnosti ohrani¢ené shora.
Dokaite tvrzenf 2—35.

2, Posloupnost je ohranifend pravé tehdy, je-li soudasnd
ohranitend shora a ohranidend zdola.

8. Je-li posloupnost {a,}? ohraniend zdola, je posloupnost
{—@a,} ohranilend shora.

4. KaZdéd nerostouci posloupnost je ohranitend shora, kazdd
noklesajici posloupnost je ohrani¢ond zdola.

5. Existujo-li takové &islo & > 0, Ze pro vSechna pfirozend n

1 @
plati |a,| > a, je posloupnost {—} ohranidend.
a, ),
6.* Udejte pfiklad posloupnosti {a,};°, kterd neni ohraniéend,

l @
a ani {—} nenf ohranidend, a posloupnosti {b;}, kterd
a, ),

1 @
je ohranidend, a také {b—} jo ohranidend.

nr1
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