Co asi nevite o vzdalenosti

2. kapitola. Metrika, metricky prostor

In: Alois Kufner (author): Co asi nevite o vzdalenosti. (Czech).
Praha: Mlada fronta, 1974. pp. 33-55.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/403829
Terms of use:

© Alois Kufner, 1974

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences
provides access to digitized documents strictly for personal use.
Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This document has been digitized, optimized for

electronic delivery and stamped with digital
V signature within the project DML-CZ: The Czech

Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/403829
http://dml.cz

2. kapitola

METRIKA,
METRICKY PROSTOR

Poznali jsme zatim nékolik typt vzdalenosti v roviné,
které vesmés vyhovovaly podminkam A aZz C. Prove-
deme nyni jisté zevSeobecnéni nafich poznatki a pie-
neseme pojem vzdalenosti do obecnych, nijak bliZe
nepopsanych mnoZin.

Definice 1. BudiZ? M néjakd mnoZina, jejiz prvky
budeme oznadovat z, y, z . . .. Rekneme, %e na mnofiné M
je definovdna metrika o, jestlie kazdé usporddané
dvojici prvki z, y z M je pfifazeno nezaporné &fslo,
které oznadime

oz, y)

(= ,,vzdalenost prvku z od prvku y‘‘) a které ma tyto
vlastnosti:

A o=zy)=0sz=y

B o=, v) = oly, x) pro kazdé dva prvky z, y z M

C oz, 2) <oz, y) + ey, z) pro kazdé t¥i prvky z, y, z
z M

Poznimka 8. Definice 1 je vlastnd zbytedns diroka.

Stadilo by definovat metriku takto:

Definice 1*. Rekneme, %e na mno%iné M je defino-
vina metrika, jestlize ka?dé uspotfadané dvojici
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prvki x, y z M je pfifazeno realné é&islo o(z, y),

vyhovujici témto podminkam:

A* or,y)=0ez=y

B* oz, 2) < oly, x) + e(y, z) pro kazdé tfi prvky
x,y,z zM

UkéZeme, Ze pak uZ jsou splnény vsechny podminky
definice 1:

1. Polozime-li v B* £ = z, dostaneme vzhledem k A*

0 = o(®, 2) = oy, %) +oly, ) = 20(y, )
Odtud plyne, Zze p(y,x) = 0 pro kaidé dva prvky
z,yz M, t]. Ze &slo po(z, ¥), 0 némz jsime predpokla-
~ dali pouze to, Ze je redlné, je dokonce nezaporné.

2. PoloZime-li v B* z = y, dostaneme opét vzhledem
k A*
o oz, y) = oy, 2) + oy, y) = ely, v)

j. .
o(x, y) = o(y, x) pro viechny prvky z, yz M
Protoze z a y jsou libovolné prvky, miuZeme je za-
ménit a dostaneme platnou nerovnost

ey, *) = olx, y)
Z obou poslednich nerovnosti uz plyne B.

3. Protoze podle predchazejicfho odstavece je splnéna
podminka B, miZeme v B* misto o(y, x) psat o(z, y)
a mame trojihelnikovou nerovnost ve tvaru

My vsak budeme pouiZivat ,,ndzornéjsi‘‘ definice 1,
ze které vice vynikd analogie metriky s eukleidov-
skou vzdalenosti.
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Definice 2. Mnozinu M, opatfenou metrikou (,,vzda-
lenosti‘‘) g, nazveme metrlckym prostorem. Tento
metricky prostor oznaé¢ime symbolem

{M, o}

Je-li mozno na mnoziné M definovat jinou metriku o,
tj. 1ze-li kazdym dvéma prvkim x, y z M piifadit ne-
zaporné éislo o(z, y), které ma opét vlastnosti A az C:

or,y) =0 =y
o(x, y) = oly, )
o(, 2) < o(a, 9) + o(y, 2)
je tim uréen opét metricky prostor
{M, o}

ktery je rizny od metrického prostoru {M, g}, pokud
jsou g a ¢ rizné metriky, tj. pokud alespoii pro jednu
dvojici prvki z, y z M je

o(x, ¥) # o(z, )

Proto jsme u oznadeni metrického prostoru explicitné
zdiraznili vedle vychozi mnoZiny M i metriku ¢
resp. o.

PFiklad 8. Zatim jsme se seznamili s témito metrickymi
prostory:

(30) {E., d}

(31) {E;, p} (viz piiklad 3)
(32) {Es, m} (viz priklad 4)
(33) {E;, 8} (viz poznamku 6)
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(34) {Es, d;} p > 1, p # 2 (viz piiklad 6)
(35) {E;, b} (viz pfiklad 7)
Zde viude je mnozina M stejna — je to rovina E,;

piesto se jedna o Sest rdznych metrickych prostori,
protoZe pouZité metriky jsou razné.

Pii srovndvani riznych metrik bude uZitedny tento
pojem:

Definice 3. Nechf jsou na mnoziné M definoviany dvé
metriky ¢ a o. Rekneme, %e tyto metriky jsou ekviva-
lentni, existuji-li dvé konstanty & > 0 a K > 0 tak,
Ze pro vdechny prvky =z, y z M je

(36) ko(x, y) = o(x, y) = Ke(, y)

Poznamka 9. Ze vzorce (36) oviem ihned plyne, %e také
1 1
(37) f a(x, ?/) = Q(x, y) = Tla(z’ y)

P#iklad 9. Metrlky d, p, m jsou ekvivalentni metriky
na mnoz#iné E,; plyne to ze vzorci (17), (18) a (19).
Naproti tomu metriky d a s ekvivalentni nejsou:
Kdyby totiz byly ekvivalentni, muselo by existovat
kladné &slo K tak, Ze

d(z, y) = Ks(x, y)
pro viechna z, y z E,;, a tedy by bylo
(38) d(z,y) < 2KR

pro viechna z, y z E,. Stadi vSak zvolit = = [0, 0],
y = [4KR, 0]. Pak je d(z,y) = 4KR > 2KR, coi je
spor 8 nerovnosti (38).
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Uvedeme nékolik pifkladi metrickych prostori:

PFiklad 10. Budiz M mnozina v8ech klubd prvni ligy
kopané v CSSR v roénfku 1971/72. Téchto klubi je
16 — oznadme je tedy a,, a,, . .., a,q a budiz b; (2 = 1, 2,

.., 16) podet bodd, které klub‘'a; ziskal v roénfku

Tabulka 1
1. Sp. Trnava 30 17 10 3 60:25 44
2. Sn. Bratislava 30 18 6 6 68:37 42
3. Dukla Praha 30 14 7 9 56:40 35
4. VSS Kosice 30 12 11 7 38:28 35
5. ZVL Zilina 30 12 "7 11 39:35 31
6. Sparta 30 13 5 12 50:82 31
7. Slavia 30 13 2 15 30:37 28
8. Lok. Kosice 30 11 6 13 33:44 28
9. SU Teplice 30 9 9 12 36:37 27
10. AC Nitra 30 10 7 13 31:41 27
11. Tatran Presov 30 10 7 13 31:42 27
12. Banik Ostrava 30 10 6 14 39:41 26
13. TZ Ttinec 30 9 8 13 41:46 26
14. Zbrojovka Brno 30 8 9 13 42:61 25
15. Inter Bratislava 30 8 8 14 35:42 24
16. J. Trenéin 30 9 6 158 31:52 24

1971/72 (viz tabulku 1). Definujme na této mnoZiné M
,»vzdalenost® ¢ dvou ,,prvka* (klubi) timto piedpisem:

(39) Q(d(, a,) = |b‘ —_ b,l -

Takto definovana ,,vzdilenost* spliiuje podminky B

a C (dokaZte!), nespliiuje vSak podminku A: ,,vzdale-

nost* ,,prvka‘‘ Sparta a ZVL Zilina je nulové, askoliv

se jedna o rizné prvky, &ili neplati implikace
e@y) =0=>z=y

V tomto pifpadé se tedy nejednd o metriku, a tedy ani
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o metricky prostor. — Metricky prostor viak tvofi
mno#ina N, jejimi% prvky jsou druZstva prvni ligy Zen
v nirodnf hazené, definujeme-li vzdalenost opét vzor-

Tabulkea 2
1. Poruba 17 15 2 0 183:80 32
2. Néchod 17 13 2 2 171:94 28
3. Spartak Praha 4 18 11 4 3 133:94 26
4. Dobruska 18 10 1 7 131:134 21
5. Zatec 18 9 2 7 146:126 20
6. Banik Most 17 7 1 9 89:96 15
7. Jihlava 18 5 3 10 116:144 13
8. Hostdlkovice 17 5 1 11 84 :131 11
9. RH Plzet 18 3 1 14 66:122 7
10. TJ VZKG 18 1 1 16 88:186 3

cem (39) na zdkladé tabulky 2. Zde totiz Zidna dvé
druistva nemaji stejny polet bodd, takie skutedné
plati

oz, y) =0=>x =y
a je tedy splnéna i podminka ‘A. Tim tedy mame uréen
metricky prostor {¥, o}.

Piiklad 11. Budiz » =1 a budi? M mnoZina vsech
(nekoneénych) posloupnosti {z;}>, komplexnich é&fsel «,,
které maji tuto vlastnost: fada

@ P
T ||
i=1

konverguje. Na této mnoZiné M definujme metriku
takto: je-li z = {x;}2, a ¥y = {¥:}2,, poloZime

(40) e@y) = (£ lr—v

n\l»
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Pak je {M, ¢} metricky prostor: Vyraz (40) mé smysl
(tj. je koneény), nebot plati Minkowského nerovnost

® n1/p ® Ny ( o »\1/p
0 (Elactal)5(E1(E160)
[je to analogie nerovnosti (26), oviem pro nekoneénou
fadu; lze ji z (26) snadno odvodit]. Polozime-li v (41)
ai=x; a B;=—y; bude 2 la; % ]:c.-lp < oo a také

Z]ﬂl _Zly.| < o0, neboﬁzlypa,ti'i do M, a tedy je

(a: Y) koneéné ¢islo. Doporudujeme &tend¥i, aby si do-

ka,za.l 7e takto definovanid metrika skutednd mé
vlastnosti A aZ C; trojihelnikovd nerovnost plyne
z (41), zvolime-li tam pro z = {x}2;, ¥ = ¥},
az={&}l sa=a—yafi=yi—z.

Odboteni paté. Zavedeme si pojem suprema a infima
mnoziny realnych &isel.

Budiz K libovolnd mnoZina redlnych &isel. Rekneme,
Ze &islo o je supremem mnoZiny K, a piseme

¢ =sup K
jestliZe &islo o ma tyto dvé vlastnosti:
(1) prokaidédislotz K je t <o

(2) ke kazdému kladnému &islu ¢ existuje &slo ¢, z K
(zavislé na &!) tak, Ze

te >0—¢
Nazveme-li hornt mezi mnofiny K kaidé &slo x,
pro které plati:
t <x prokaidéiz K
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je supremum mnozZiny K vlastné ,nejmensi horni mez
mnoziny K*.

Pojem suprema je zobecnénim pojmu maxima: Je-li
mnoZina K koneénd, K = {¢,,2,, ..., t;}, je

sup K = max {§;, 8, ..., ts}

Rozdil mezi supremem a maximem je oviem v tom, Ze
maximum mnoZiny K je vZdy prvkem mnoziny K, za-
timco supremum ¢ do mnoZiny K patiit nemusi.

Pfiklad. Zvolime-li za mnoZinu K otevieny interval
(0,1), je sup K =1 a nepatii do K; maximum mnoZi-
ny K neexistuje. Zvolime-li za K polootevieny interval
{0,1), bude sup K =1 prvkem mnoziny K a bude
Tovno maximu.

Neni-li mno#ina K shora omezend, klademe
sup K = 4+ 0

Je-li K nekonedna posloupnost: K= {t.}2,, uZivame
misto oznadeni sup K oznadeni sup ¢;.
i

Budi op&t K libovolné mnoZina redlnych &sel. Rek-
neme; Ze &islo 7 je infimem mnoZiny K, a piSeme

T =inf K
jestliZe ¢slo 7 mé tyto dvé vlastnosti:

(1*) pro ka?dé &fslotz Kjet =t

(2*) ke kazdému kladnému &islu ¢ existuje &islo 7', z K
(zdvislé na e!) tak, Ze

Te <T+£
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Nazveme-li dolni mezi mnoZiny K kaidé &fslo A, pro
které plati:
t =1 prokaidétz K

je infimum mnoZiny K vlastnd ,nejvétsi dolni mez
mnoZiny K. .

Pojem infima je opét zobecnénim pojmu minima.
Pro mnotziny, které nejsou zdola omezené, klademe

inffK =—o0

Jedna ze zikladnich vét teorie redlnych é&fsel zni
takto:

Je-li mnotina K redlnyjch &isel shora (resp. zdola)
omezend, existuje jeji supremum o (resp. jeji infimum v}
a je uréeno jednoznainé.

Konee patého odbodeni

P#iklad 12. BudiZ N mno#ina viech omezenych po-
sloupnosti {z;}2,: prvek z = {x;};2, pati{ do N, existu-
je-li &slo ¢ (které muzZe oviem zaviset na prvku z!) tak,
Ze

|#;] < ¢ pro vSechna pfirozena &isla ¢

Tato mnoZina je ,,bohatsi‘‘ neZz mnozina M z pifkladu 11,
nebof prvek {1,1,1, ...,1,1, 1, ...} patif do N (stad{
zvolit ¢ = 1), ale nepatii do M (dokazte!). Definujme
na mnoziné N metriku o takto: pro z = {z;}{2, a y =
={ykl,z N je

(42) oz, y) = sup [0 — w4l

Pak dostdvime metricky prostor {NV, o}:

A Rovnost ¢ = y znameni, e z; = y; pro ¢ = 1, 2,
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«e.. Ziejmé je o(x,y) = 0ao(x,y) = O0prozx = y.
Je-li naopak o(z,y) = 0, je téZ sup |x; —y;| = O,
i

a protofe |r; — y;| < sup |x; — y;| pro kazdé pfi-
rozené ¢islo j, je z; =‘y,- pro j =.1, 2, ... ¢d&ili
z =y.
B oy = S?P i — | = S?P |~y — )| =
= sup [y; — x| = oly, )

C Je Ixi - Z,l = |(x1 yﬂ) + (yt— Zm)l
S Ix‘l - ?ltl + ly. - zi'
= sup |z —yi| + sup v — 2| =

= a(z y) + oy, 2)
Podle definice suprema je pak také
< o(z, 2) = sup |&; — 2z;| < oz, y) + o(y, 2)
i

Cislo o(z, y) z (42) ma ptitom smysl, nebof & = {x}2,
ay = {y}2, patif do N, ¢éili x| =C, |y;| < D, a proto je

sup [o; — gl < sup {j&| + |} SO+ D <
P#iklad 13. Budi? @ mnoZina vSech nekoneénych

posloupnosti x = {%;}2,. Také zde lze zavést metriku:
stadf poloZit prox a y z Q

. °° 1 l2s — w3
43 x, —_——
( ) t( ?/) 2, 1 lxg y1,[

a {@, 1} je metricky prostor. Predevsim ma ¢&islo (43)
smysl, nebot je

II MB

1
T(z, y) 2— =1
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Ctend¥ si snadno sdm dokiZe, e v sphiuje podminky
A a B (u podminky A je tfeba vyuzit toho, Ze neko-
neénd fada nezdpornych séitanci mé soudet rovny nule
tehdy a jen tehdy, jsou-li nulové vsSechny séitance),
podminka C plyne z nerovnosti (29) podobné jako v
piikladu 7.

Pfiklad 14. BudiZz P mnoZina viech polynomi jedné
proménné ¢, definovanych na intervalu (0,1). Prvky
z P tedy maji tvar

z=2x() = a* + a,_,*1 4+ . + alt.-l- a,

kde n je pkirozené &fslo, a,, a,, ..., a, jsou komplexni
¢isla a proménna ¢ probihd interval (0,1). Definujme
na mnoziné P metriku n takto: pro = z(f) a y = y(t)
z P je

(44) n(x, y) = max [(t) — y(t)] *)

Na obrazcich 14 a 15 jsou znizornény dva specidlni
piipady: V prvém je z =z() =t a,y = y(t) = 1?

alz(t)—y@)| = t.;tz, takZe n(x,y) = x[%] —y (%)\ -

1 1 . 1
=5~ 7= druhém je :c—_:c(t)——2— ay=
=y(t)=—2t—|—2a,n(av:,y)=ma,x=—2i,‘—}-i=i

osts1 2 2

*) Symbolemoniax g(¢) nazyvéame nejvatsi ze vSech &isel tvaru

s1
g(t), kdyZ ¢ probihé interval (0,1). Je-li funkece g polynom,

existuje skutednd &islo ¢, z intervalu (0,1) takové, Ze max g(f) =
0sts1
1

= g(%,); napiiklad pro funkei g(t) = ¢t — t? jo to &islo ¢, = -
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Také zde dostavame metricky prostor {P, m}:

Rovnost z = y znamena, Ze z(t) = y(!) pro kazdé

t z intervalu (0,1). Ze vzorce (44) je tedy zfejmé,

ie m(z,y) =0 a Ze n(x, y) =0 pro z =y. Je-li na-

opak n(x,y) = plyne z nerovnosti |a:(3)—y(s)| <

< max [z(t) — (t)| e z(s) = y(s) pro ka%dé s z in-
osts1

tervalu (0,1), a tedy je z = y.

Symetrie metriky = je ziejma

Pro ka?dé ¢t z intervalu (0,1) je |z(t) — 2(t)] =

= |[2(6) — %] + [y(¢) — 2(t)]] = (=) — ()| +

+ Iy — =)} < max [z) — y(0)] +

+ max |y(t) —2(2)| = n(z, y) + =(y,2).Je proto také
osts1

ni(x, 2) = max |z(t) — 2(¢)| = (2, y) + 7y, 2)

0sts1



Poznali jsme tedy nékolik novych metrickych pro-
stord. Pfitom si pozorny &tenal jisté vsiml, Ze nékteré
metrické prostory, se kterymi jsme se seznamili d¥ive,
byly specidlnimi pfipady metrickych prostori zde uve-
denych.

Zvolime-li v piikladech 11, 12 a 13 specialni 'pod-
mnozZinu téch posloupnosti {z}2,, které maji vSechny
dleny potinaje tfetim rovné nule, tj. mnoZinu posloup-
nosti tvaru {z,, #,, 0, 0, 0, ..., 0, ...}, kde navic
&sla z, a x, jsou realnd, dostaneme z metrického pro-
storu {M, o} (pfiklad 11) metricky prostor, ktery lze
ztotoznit s metrickym prostorem {E,, d} (pfi volbé p =
= 2) resp. s metrickym prostorem {E,, p} (pf¥i volbd
p = 1) resp. s metrickym prostorem {E,, d,} (pro obecné
p > 1). Z metrického prostoru {VN, ¢} (pfiklad 12) do-
staneme touto cestou metricky prostor {E,, m} (dokaZte!)
a z metrického prostoru {@, t} (pfiklad 13) dostaneme

metricky prostor {E,, b} (se specidlni volbou ¢, = %,
Cy = i—] Je to diisledek tohoto obecného tvrzeni:

Véta 1. Budiz {M, ¢} metricky prostor a N podmnoZina
mnotiny M : N C M. Uvadujme melriku o(x, y) jen pro
proky © a y z mnofiny N. Pak je také {N, o} metricky
prostor.

Dukaz je jednoduchy: Metriku o(z,y), definovanou
pivodnd pro z, y z M, uvaZujeme tentokrat jen pro
z a y z ,,men$i mnoZiny N. I pak budou splnény
podminky A aZ C, oviem vSude pro z, y a z z N; to mé
smysl, nebot pak x, y a z patii také do M a tam vlastno-
sti A a¥ C splnény jsou.
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P#iklad 15. Pro mnoziny M, N, Q z ptikladd 11, 12, 13
plati
McCNCQ
Vzhledem k vété 1 lze tedy utvofit metrické prostory
{N, v} a {M, 7} (pomoci metrického prostoru {@, 7})

a metricky prostor
{M, o} (pomoci metrického prostoru {N, o})

Podobné jako v pfipadé roviny E, dostavime tak rizné
metrické prostory

{M:Q}’ {M’U} a {M:T}
resp.
{N,e} a {N,7}

jejichz zakladem je vidy taZ mnoZina M resp. N.

Vidéli jsme, Ze metriku lze zwGZit z mnoZiny M na
,,mensi“ mnozinu N C M. Obriceny postup oviem
nemusi vést k cfli — rozdifovdni metriky z mnoziny M
na §ir8{ mnoZinu nemusi mft vidy smysl.

P#iklad 16. V piikladu 12 jsme ukazali, ¢ metrika o
z piikladu 11 nemusi mit smysl pro prvky z mnoZiny N,
ktera je ,,8ir8i* nez ptvodni mnoZina M z pifkladu 11:
Prvky z ={0,0,0,...}ay ={1,1,1, ...} patii do N,
ale &fslo o(x, ¥) nema smysl nebof prislusna, i'a,da v (40)
nekonverguje.

PFiklad 17. Kdybychom misto mnozZiny P z pfikladu 14
uvaZovali mnozinu F v8ech funkef, definovanych na
intervalu (0,1), nelze utvofit metricky prostor {F, =}
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s metrikou = podle (44). Stadi totiz zvolit dvé funkce
z mnoZiny F:

xz = z(t) = 0 pro vSechna ¢ z intervalu (0,1)
- ro t >0
y=yy={% P
1 pro t=0
(viz obr. 16); zde rozdil |x(t) — y(t)| roste do nekoneéna,

|
|
\
\
\\
1 \<
\\
%.._;___\_ﬁq
X .
0 R
Obr. 16

kdyz se ¢ blizi k nule, takie vyraz |z(!) — y(f)| nema
pro t z intervalu (0,1) Z4dné maximum.

Poznali jsrhe tedy fadu mnoZin, na nich% jsme zavedli

riznym zpusobem metriku. Vznikd nyni pfirozena
otdzka, zda pro libovolnou mnozinu M lze definovat
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metriku g, kterd by méla vlastnosti A aZz C. Odpovéd je
kladni:

Véta 2. Budiz M mnofina. Pak existuje metrika o tak,
2e{M, o} je metricky prostor.

Dikaz provedeme tim, %e vhodnou metriku prostd
sestrojime. Definujme o takto:

0 prox=y; x,yz M

{45) e(:t:,y)={1 pro x #y; z, yz M

‘Takto definovany vyraz ¢ mé skuteéné vlastnosti A az C:

A plyne piimo z definice &isla g: o(z, ¥) = 0 tehdy
a jen tehdy, je-liz =y

B symetrie je téZ zfejma piimo z definice &fsla p(x, y)

C  jeli x =z je o(x,2) =0, a je tedy vidy 0 <
= e(z, 9) + e(y, 2)
je-li z # 2, je p(, 2) = 1; jsou nyni tyto moZnosti:
(a)y #x a soudasné y #*z; pak je oz, y) =

= o(y, z) = 1 a trojihelnfkova nerovnost plati,
nebof ma tvar 1 <14+ 1 =2

(b)je bud y #x a y =2, nebo y =z a y # z;
pak je jedno z é&isel g(z, y), o(y, z) rovno nule
a druhé je rovno jedné a trojihelnikovi ne-
rovnost opét plati, nebot ma tvar1 <0 4 1 =
=1lresp. 1 =1+0=1

Vétu 2 bychom mohli vyslovit téZ takto: Kafdou
‘mnofinu lze metrizovat (tj. 1ze na ni definovat metriku).
My si viak termin metrizovatelnost vyhradime pro po-
nékud jiny pojem (viz str. 112).
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Metrika (45) z véty 1 je oviem velmi ,,chuda‘“ — pro
vzdélenost dvou prvka méme jen dvé moznosti: 0 a 1.
Metriku (45) lze pochopitelnd zavést i v rovind E,
a srovnani s eukleidovskou metrikou d ukazuje, o0& se
ochuzujeme. Metrika ¢ z (45) je také nejjednodussf
moznou metrikou a mé pfedeviim teoreticky vyznam —
v dal§im uvidime, Ze pfi jejim pouZitf nedavaji pojmy,
které zavedeme, nic zajimavého; prostor opatieny
touto metrikou je velmi ,fidni“. Véta 2 ovSem
opraviuje existenci této metriky a davd ji smysl.

V kazdé mnozinég existuje tedy alespon jedna metrika

— trivialni metrika ¢ z (45). Zbyva jedté odpovédét na
tuto otazku:

Kolik metrik existuje na dané mnoziné M ?

Odpovéd zni: Obsahuje-li mnoina M alespots dva rizné
proky, je metrik nekoneéné mnoho. Plyne to z tohoto
tvrzeni:

Véta 3. Je-li o metrika na mnoZiné M, je té£ virazem

: _ __o=y)
definovdna metrika.

Dikaz pfenechivime &tenafi. To, Ze g, ma vlastnosti
A a B, je ziejmé ihned ze vzorce (46); trojihelnfkova
nerovnost C se dokdZe pomoci nerovnosti (29).

o
14+«
riznad od metriky o(z, y), existuji-li v mnoziné M dva

ProtoZe pro « > 0 je o # , je metrika p,(, y)
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rizné body. Pro z # y je totiZ podle A o(z,y) >0
a tedy 0 < g,(z, ¥) # o(z, y). Dokonce plati

01(®, y) = olz, y)

piiéem% rovnost plati jen tehdy, je-li o(z, y) = 0 [do-
kaZte to na zakladé vzorce (46)!]. Nyni lze utvotit dalsi
metriku g, na M predpisem

01(, y)
1 + Ql(x’ ?/)

ktera je opét rizna od metriky g,, a tak miZeme pokra-
dovat » utvafeni rtznych metrik podle rekurentniho
vzorce

On1(T, ¥) =

a(x, ¥) =

2n(Z, 9)
— = 11 29 3:
1 + oa(x, y)

Dostévame tak nekonednou posloupnost rdznych me-
trik na téZe mnoZind M, pro né% plati

(T Y) Seal, y) = ... S, y) Selx,y)
a tedy i posloupnost riiznych metrickych prostortd

{M, e}, {M, 01} {M, 05}, ..., {M, On}s -

Uloha 3. Vyetiete, zda pro z = [z,] a ¥y = [3,] 2z E,
je vyrazem

| i _ Y1 |
T+70+a 1+V0+4) !

definovdna metrika na E, .

oz, y) =
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Uloha 4. Necht je o metrika na mnozind M. Rozhod-
néte, zda vyrazy o, * a w, definované vzorci

a(z, ?/) = [o(=, y)]2

T(, ?/) = mlil{g_(z’ ?/)» 1}

w(z, y) = Je(, y)
jsou také metrikami na M, tj. zda vyhovuji podminkdm
A, B a C. Podobné rozhodnéte, zda jsou metrikami na M
vyrazy )

. e(x, ¥) = o1(x, ¥) + oo, y)
(2, y) = Vlou(=, ) + lesl, 9)I°
Mz, y) = max [0,(%, ¥), es(%, y)]
vite-li, Ze g, a g, jsou dvé metriky na mnoziné M.
Vratme se k eukleidovské roviné E,. Vidéli jsme uZ

v kapitole 1, Ze tfeba mezi eukleidovskou metrikou d
a metrikou b z vzorce (28) byl podstatny rozdil spodi-
vajici v tom, Ze &islo b(z, y) neptevysilo pfi Zddné volbd
prvku z a y jisté pfedem dané kladné éfslo, zatim co

tislo d(z, y) mohlo byt pfi vhodné volbé prvkia z a y
libovolné velké. To nas vede k zavedeni nového pojmu:

Definice 4. Budiz {M, o} metricky prostor. Existuje-li
kladné &islo K tak, Ze

(47) o(xz,y) = K pro viechna x,yz M

fekneme, Ze metricky prostor {M,p} je omezeny.
Neexistuje-li takové &islo K [tj. miZe-li o(z, y) nabyvat
libovolné velkych hodnot], fekneme, Ze metricky pro-
stor {M, o} je neomezeny.

Pfiklad 18. Metrické prostory {E,, d}, {E;, p}, {E;, m},
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{E., d,} jsou neomezené, metrické prostory {E,, s} a {E;, b}
jsou omezené (uréete odpovidajici ¢fslo K!). Metricky
prostor {Q, v} z pfikladu 13 je omezeny.

Piiklad 19. Metricky prostor {P, n} z ptikladu 14 je
neomezeny: Je-li totiz K libovolné kladné &islo, staci
v P zvolit prvky z = z(t) = 0 a y = y(t) = 2Kt (0 <
<t £ 1) a bude

n(z, y) =01221§ |2Kt| = 2K > K

Uloha 5. Dokaite (nalezenim vhodnych prvki z, y),
Ze metrické prostory {M, o} z pfikladu 11 a {N, ¢} z p¥i-
kladu 12 jsou neomezené.

Necht se mnoZina M sklada jen z koneéného poétu
prvka z,, #,, ..., z,. Pak je konefna také mnoZina
vzdalenost{ jednotlivych prvké mnoziny M mezi se-
bou: je tvofena &isly

olw, @), ¢,k =1,2,...,n

Mezi koneénym podétem téchto konetnych ¢isel najdeme
nejveétsi, a to pa,k zvolime za konstantu K z (47). Tim
jsme dokazali, Ze md-li mnoZina M 7en koneény pocet
proki, je memcky prostor {M, p} omezeny.

PFiklad 20. Metricky prostor {¥, ¢} z pfikladu 10 je
tedy omezeny.

Viimnéte si, %e v predchazejici tvaze nezéleiel‘c-‘)
viltbec na tom, jaka byla uvaZovana metrika g. Piiklad
18 oviem ukazuje, Ze u mnoZiny M, kterd ma neko-
neéné mnoho prvki, hraje uz charakter metriky podstat-
néjsi roli. Pro kaZdou mnoZinu M lze sestrojit takovou
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metriku, aby vznikly metricky prostor byl omezeny.
Ukazuji to tyto dva piiklady:

P#fklad 21. Metricky prostor {M, g}, kde M je libovolna
mnozina a ¢ je trividlni metrika dand vzorcem (45),
je omezeny; stadf zvolit K = 1.

P¥iklad 22. Budiz {M, g} neomezeny metricky pro-
stor a- budiZ g, metrika na M, urdena vzorcem (46).
Pak je {M,o,} omezeny metricky prostor. Plyne to
z véty 3 a opét lze zvolit K = 1.

Metrika je zobecnénim vzdalenosti dvou bodu. V Zi-
voté viak dovedeme méfit také vzdalenost bodu
od mnozZiny a vzdédlenost dvou mnoZin, a metrika nam
umozni zavést tyto pojmy i v obecném metrickém pro-
storu.

Definice 5. BudiZ {M, o} metricky prostor a budiz S
podmnoZina mnoZiny M. Vzddlenosti proku x z M od
mmnofiny S (v {M, g}) nazyvime é&fslo o(x, S), urdené
takto:
o(x, S) = inf e(z, y) *)
VES

Budte S8 a 7 dvé podmnoZiny mnoZiny M. Vzddle-
nosti mnotin S a T (v {M, ¢}) nazyvame ¢&islo o(T, S)

uréené takto:
o(T, S) = inf g(x, S) **)
: zeT

*) Posledni vyraz je tfeba chdpat jako infimum mnozZiny K,
tvotené viemi moznymi &isly tvaru o(z, y), kdy y leif v 8
(viz téZ odboteni pété, str. 39).

*#) Posledni symbol je t¥ebachédpat jakoinfimum mnoZiny K*,
tvofené viemi moznymi &isly tvaru g(z, S) pro z z T.
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Poznidmka 10. Vzdilenost o(7, S) mnoZin T a S by-
chom mohli definovat téZ takto:

o(T, 8) = inf o(z,y)
ze€T,vES

tj. jako infimum mnoZiny K**, tvofené viemi &isly
tvaru g(z, y), kde « probiha mnozZinu 7' a y mnoZinu 8.

— Lze také definovat vzddlenost mnofiny S od prvku
zz M (v {M,p)}) vzorcem

e (S, x) = lnf@ (y: x)
ves
Vzhledem k vlastnosti B metriky o je zFejmé
e (S, z) = e (Z, S)

Uloha 6. Ukaite, Ze o(z,S) =0, ofT,S) = >0 a Ze
o(T,8) =0o(S,T). Jsou-li 8§, T a P ti podmnozmy
mnoziny M, plati ,,trojihelnikova nerovnost‘

oS, T) < oS, z) + olz, T)

pro kazdy bod x z mnoZiny P (a dokonce pro kazdy bod
x z M); neplati véak ,,trojihelnikova nerovnost tvaru

o(8, T) < o(S, P) + o(P, T)

(Ndvod: Stadi zvolit mnoZiny S a T tak, aby mély
kladnou vzdalenost, a za mnoZinu P zvolit mnoZinu,
ktera ma spoledné body jak s mnoZinou S, tak s mnozi-
nou 7. Dile pak uZijeme nasledujiciho piikladu 25.)

P#iklad 23. Patii-li prvek x do mnoZiny 8, je o(z, S) =
= 0. Staéf totiZ zvolit za y prvek x — pak je o(z, y) =
= o(z, ) = 0, a pro ostatni prvky y z M, které jsou
razné od prvku z, je podle vlastnosti A o(x, ) > 0.
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Ptiklad 24. UvaZujme metricky prostor {M, o}, kde
M je libovolna mnoZina a ¢ je metrika dand vzorcem
(45). Tam je pro z # y o(z, ¥) = 1. Je-li nyni S podmno-
Zina mnoziny M a je-li z prvek mnoziny M, ktery nele
v 8, je o(x,y) = 1 pro vdechny prvky y z S, a je tedy
také o(z, 8) = 1. Le#i-li prvek x v mnoZiné S ]e podle
predchdzejiciho pifkladu g(z, S) = 0.

Pfiklad 25. Necht jsou S a 7' dvé podmnoziny mnoZiny
M, které maji spoleény bod z,. Pak je jejich vzddlenost
nulova: o(S, T') = 0. ProtoZe z, leZf v 8, je totiZ podle
ptikladu 23 g(z,, §) = 0; pro ostatnf body = z T je
o(xz, 8) = 0, a tedy je inf g(x, 8) = 0.

ceT

Poznimka 11. Tvrzeni z piikladd 23 a 25 lze zapsat
takto:

(a) xleziv 8 = o(x,8) =0
(b) S a T maji spoleény bod = o(S,7T) =0

Tyto implikace nelze obratit — ukéZeme to na piikla-
dech v nésledujici kapitole: k implikaci (a) viz pi'iklad
29, k implikaci (b) viz pfiklad 34.
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