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3. kapitola

PRVN[ POZNATKY Z KOMBINATORIKY-
ANEB DALSi POZNATKY 0 MNOZINACH

3.1. Dvouprvkova kombinaece

Je ‘dina koneéna mnozina M, ktera ma aspoil dva
prvky. Pak ka’dé jeji podmnozZina o dvou prveich se
jmenuje

DVOUPRVKOVA KOMBINACE MNOZINY M.

11

Slovo ,,kombinace‘‘ uZivime z historickych dvodi.
Misto dvouprvkové kombinace miZeme Fikat dvou-
prvkova podmnoZina.

PRIKLAD

Je dédna mnoZina M = {a, b, ¢, d} o &¢tyFech prveich.
Vsecky jeji dvouprvkové kombinace jsou: {a, b}, {a, c},
{a, d}, {b, ¢}, {b, d}, {c, d}. Na obrazku 61 jsou ptisluiné
Vennovy diagramy.

Systém, podle kterého jsou vybirany vSecky dvou-
prvkové kombinace z mnoziny M, ukazuje schéma
z obrazku 62.

Struéné fedeno: ke kaidému z prvki a, b, ¢, d ptidru-
%ime postupné viecky prvky, které sto]l za nim v zépisu
mnoziny vyétem. Tentyz system znézoriiuje tabulka 1
s dv&ma pFistupy.
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Vysrafovand pole se nesméji vyplr'l(‘)va.t. Nékdy pouii-

vame téZ tabulky 2.

Jiny postup je tento: Sestrojime &tyfi body (nejvyhod-
néjsi je, nelezi-li Z4dné t¥i z nich v piimcee) a kazdé dva
z nich spojime jednou darou (tsedkou). Krajni body
téchto Usedek udavaji dvouprvkové kombinace (obr. 63).
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Polet viech dvouprvkovijch kombinact mnofiny M
on procich (n = 2)je n(n —1) : 2 =—;-n(n— 1).

Obr. 62 Obr. 63

Tento vzorec lze odvodit pro libovolné n = 2 z na-
&rtku podobného nadrtku z obridzku 63. Kazdy z » bodd
spojime s n — 1 zbyvajicimi; tak dostaneme n(n — 1)
spojnic. Ka?d4 z téchto spojnic byla viak poditina
dvakrit; proto je podet spojnic jen n(n —1): 2, tj.
poéet dvouprvkovych kombinaci.

Nésledujici tabulka udavé ¢&isla 1 n(n — 1) pro né-

2
kterd n = 2.

o= | 3

n{in—1) 1 3 (] 10 | 156 | 21 | 28
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Poznamka: Cislo n(n—1) : 2 je vidy ptirozené,
nebot pravé jedno z &isel #, n — 1 je sudé a proto i soudin
n (n — 1) je sudy.

PRIKLAD

Ka?d4 dvé z » mést jsou spojena leteckou linkou
Kolik z téchto linek nevychdzi z jednoho z t&chto
mést?

Jsou to pravé viecky linky, které spojuji zbyvajicich
n— 1 mést (po dvou). Podet téchto leteckych linek je
(n—1)n—2):2.

Tento vysledek dostaneme, kdyZ ve vzorcin (n — 1) : 2
piSeme misto n ¢islo n — 1 a ov8em misto n — 1 é&fslo
n—2,

Pamatujte ndzvy:

kombinace mnoZiny,
dvouprvkové kombinace mnoZiny.

CVICENI

1. Ptdtelé 4, B, C, D se loudi. Kaidy dva si podaji ruku.
Kolik stiskn ruky si navzdjem vymsén{?
a) Udslejte si nddrtek. Pfdtele si zakreslete jako body na
kruZnici a kazdé poddnf ruky vyznaéte tisetkou. .
b) Vypiste v8echny dvojice ptdtel poddvajfich si ruku.

2. Jsou dény délky a= 2; b= 4; ¢= 3; d = 2,56. Vypo-
&téte obsahy vdech obdélnfku, jejichZz rozméry jsou ndkterd
z uvedenych &fsel. Uspofddejte tyto obdélnfky podle velikosti.

3. a) Na mapé je devét vesnic 4, B,C, D, E, F, G, H, K.
Mé se sestrojit co nejkratdf komunikaenf sff spojujic{ viech
devét vesnic. Pfitorn se smi rozvétvovat jen ne vesnicich.
(Obr. 64).
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Reste ilohu nejdfive zkusmo a pak teprve pro kontrolu usijte
postupu.: :
1) Spojte ka%dé misto usetkou s nejblizdim daldim mistem.

A B
L —@-

K? *C

7

Obr. 64 .

—o—
E

2) Jestlize vznikne nesouvisld sit slozend z ndkolika sou-
vislych &4sti, najddte pro kaZidou z nich nejkratsi moZné
spojeni s jinou &dsti, (Takto postupujte tak dlouho, dokud
nedostanete souvislou sit.)

b) ,,Naplénujte* nejvhodnéjs{ spojeni pro okresni mésta
vadeho kraje. (Potfebujete mapu.)

a) 1 b) 1 c 1

w1 2 7 ‘ 2 2

.\ |/
5 — 4 5 A 5 4

Obr, 65
94 '



4. Rozpis turnaje pro 8 hrddu (hraje kaidy s kaidjm).
Hréée oznadime disly 1, 2, ..., 8 a uZijeme schemat (obr. 65).

1. kolo: 1 + 8 2+17,3+6,44+5

pti déleni &fslem 7 je zbytek 2
2. kolo: 2 + 8 3+1,4+7,5+ 6

pti délenf &islem 7 je zbytek 4
3. kolo: 3 4 8 4+2,5+1,6+7

pFi dslenf &slem 7 je zbytek 6
atd.
Dokondete rozpis turnaje sami:

5. a) Na obrdzku 66 je tisek Zelezninf trati s misty 4, B, C,
D, E, F a vyznadenymi vzdédlenostmi v km. Zapiste do tabulky
vzdélenosti kaZdych dvou mist (v tabulce na obr. 67 je jiz
uvedena vzddlenost mist B, D).

b) UkaZte, Ze mnoZina M = {4, B, C, D, E, F} md
14+ 24+ 34 4+ 5= 15 dvouprvkovych kombinaci.
¢) Podobné jako v tiloze b) ukaite, Ze mnoZina o sedmi
Epvm'?h mél+ 2+ 34+ 4+ 5+ 6=21dvouprvkovych kom-
inacf,

6. a) Jsou déna &tyFi riznd pfirozend &isla a =7, b= 5,
¢ = 3,d = 8. Vypoditejte kladné rozdily kaZdych dvou z téchto
Zisel. Vypoidtéte ddle soudin vSech téchto rozdili. Vysledek
bude nésobkem é&fsla 12. Presvédéte sel

97 &

Obr. 66

b) Ulohu opakujte pro jinou &tvefici &fsel g, b, ¢, d.
€) Zvolte jedtd jednou &isla a, b, ¢, d, a to tak, aby vysled-
ny soudin byl co nejmensi.
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7. Kterd z &islio 0, 1, ..., 9 se nejéastdji vyskytne v z4-
pisech v8eoh pfirozenych &isel od 1 do 99? .

8. Héz{ se dvdma hracimi kostkami, &isla, kterd padnou, se
stitaji. Kterd éisla tak miZeme dostat? Kterd z téchto dfsel
1ze ziskat nejvice zplsoby?

B

Mmoo

]

A B C D E
Obr. 67
9. Nové vozy tramv?ie se spfahuji v tzv. dvojlata. Ve

vozovné je 60 vozi. Kolika zpusoby je lze spfdhnout ve dvoj-
tata? (Pozor, zdleZf na tom, ktery viz je prvn{ a ktery druhy.)

- Obr. 68
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10. M4j piitel mé telefonni &fslo 435 84 96. Pfi vytddeni
tohoto ¢&isla jeem se zmylil pfi volbé dvou é&fslic. Kolik telefon-
nich ¢fsel (chybnych) jeem mohl tak vytodit?

11. a) Na obrdzku 68 sestrojte prisediky uhlopfitek éty‘r-
thelnikti ABB'A', ACC'A’, BCC'B’. P¥i pfesném rysovéni lefi
tyto prisetiky na jedné phmce

b) Sestrojte prisetiky uhlopfidek vBech &tykuhelnika
ABB'A', ACC'A', ADD'A’, AEFE'A’, BOC'B,
(Kolik takovjch étyi‘\ihelmkﬁ je, ]esthze sodtrzoné pismena
tvoti dvojprvkové kombinace mnoziny bodd 4, B, C, D, E.)
Co pozorujete ?

12. Na obrédzku 69 je zndzornén 5boky hranol. Vy, Mpoél'te]te,
kolik mé sténovych a kolik t8lesovych thlop#idek. (MuZete po-
¢ftat rmiznymi zphsoby.)

| ténove uhlopricky

| i | ,
LA\ > [—5-bokj HRANOL
/ o - ~Télesové ihlopficky
Obr. 69

13. Dopliite tabulku (n je podet vrcholi n-thelnika, p je
potet jeho dhlopfidek): ¢

n 6 | 8 * | 12 | 15 *) | 22
P 10 60 120

*) Odbadnéte a pak odhad kontrolujte vypodtem.

14. Do roku 1968 hrélo v nejsilnéjdi skupind MS v lednfm
hokeji 8 muZstev. Turnaj byl jednokolovy. Od roku 1969
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hraje v nejsilndjsi skupind MS v lednim hokeji 6 muZstev;
turnaj je véak dvoukolovy.

a) Kolik zépasi se sehrdlo dfive a kolik nyni v boji
o titul MS?

b) Kolik zépasi sehrdlo kaZzdé muZstvo dfive a kolik
nyni?

3.2. Kombinace k-prvkové

Je dédna koneénd mnoZina M # o, kterd mé n prvki
a déale pfirozené d&islo k < n. Kaidou podmnoZinu
M. C M, kterd ma k prvki, nazveme

k — PRYKOVOU KOMBINACI MNOZINY M.
Specidlné: prok = 0,je M, = o,prok=nje M, = M.

Jak utvofime tFfprvkové kombinace z dvouprvko-
vych? Budeme postupovat jako pfi tvofeni dvouprvko-
vych kombinacf tak, Ze prvky kazdé kombinace budou
v ,,zékladnim uspofadani‘. Je dana &tyiprvkovda mno-
%ina M = {a, b, ¢, d}. Jednoprvkové, dvouprvkové a t¥i-
prvkové kombinace zapifeme pomoci stromu logic-

abc abd acd bed
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kych mozZnosti (sloZené zavorky pro jednoduchost
vynechavame); viz obr. 70.

Na linkéch 1, 2, 3 jsou zapsiny viecky jednoprvkové,
dvouprvkové a ttiprvkové kombinace mnoZiny M.

Pro pétiprvkovou mnozZinu M = {a, b, ¢, d, ¢} sesta-
vime pF¥isluny strom logickych moZnosti podle obrizku
71.

MnoZinu viech t¥iprvkovych kombinaci mnoZiny M
muzZeme udat tabulkou:

—] ]~
—~
—

— | — / / /

Je-li C; libovolné k-prvkové kombinace mnoziny M,
pak jeji doplndk C; = C,—; je (»n— k) — prvkovou
kombinacf mnoZiny M. Kombinace C,_ se nazyva

DOPLNKOVA KOMBINACE KE KOMBINACI C..

Ztejmé je také C; doplitkovd kombinace k C,—. Proto
tikime n&kdy, %e C;, C,—; jsou
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abc abd abe acd ace ade bcd bce bde cde

Obr. 71

KOMBINACE NAVZAJEM DOPLNKOVE

Jsou tedy C, = o a M = C, navzdjem doplitkové
kombinace.

PRIKLAD

M ={a, b, c, d, ¢}. V ndsledujici tabulce jsou uvedeny
viechny dvouprvkové kombinace a k nim doplitkové
tiiprvkové.

Dvouprvkové; ab
kombinace

K nf dopliiko-
vé t¥iprvkovd| cde | bde | boe | bed | acd | ace | acd | abe | abd | abe
kombinace
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PRIKLAD

Z gesti 2dakd (Mirek, Jan, Karel, Véra, Dana, Helena)
mame sestavit viecky &tvetice, v nichZz nenf Karel, ale je
Dana.

Zéci tvoif mnozinu Z = (M, J, K, V, D, H} (pods-
te¢ni pismena jejich jmen). Hledané &tvefice musime
vybirat jen ze étyfprvkovych kombinaci mnoZiny {M, J,
V, D, H}, tj. dopliiku mnoZiny {K}.

MJVD, MJVH, MJDH, MVDH, JVDH.

Z nich jen druhé (podtrZend) neobsahuje D; fefenim
jsou tedy &tyti zbyvajici.
Pamatujte nazvy:

k-prvkova kombinace mnoziny;
doplitkova kombinace (k dané kombinaci).

CVICENI

1. Potfebujeme po 10 kusech minef v hodnotédch 5h, 10h,
25h, 50h, 1 Ké&s. Které ddstky lze zaplatit a) dvéma, b) tFemi
riaznymi mincemi? Sestavte viechny mozZnosti.

A F

Obr. 72 B E
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2. Narysujte 6-thelnfk ABCDEF podle obrdzku 72. Katdé
dtvetioi vroholi 6-uhelnika odpovidd jediny prisedik pfimek.

NaptF.:
{A,B,E, F} «—» P

VyuZijte toho k sestaven{ viech 4-prvkovych kombinaci
mnoZiny M= {4, B,C, D, E, F).

a
/ )] c
45 1| TIrR|P A AERE
/
v / Bl/|L|K 3442
7% cEl/|E|Z AAE
1 Alalulv 113|211
W
Obr. 73a Obr. 73b Obr. 73¢c

3. Je déna mnozZina M= {a, b, ¢, d, e, f}. Pomoci stromu
logickych moznosti udejte viecky tFiprvkové kombinace
v abecednim pofddku.

4. a) Kédovaci tabulka. Narysujte podle obrédzku 73a
kédovaci tabulku a vysttihnéte ji. Vytiznéte z ni té% vysrafo-
vanéd politka. Pomoci tabulky pfedtéte zaSifrovany text
z obrdzku 73b. Postupujte tak, Ze k hornimu okraji sifrovaného
textu pfiloZte postupnd strany kédovaef tabulky oznadené
I, IT, 111, IV a vidy pfeltSte po Fadd pismena v okénkéch
1, 2,3, 4.

b) Vytvofte sami jiné kédovaci tabulky. Vidy se vy-
stfihne po jednom poli oznadeném na obr. 73c disly 1, 2, 8, 4.
Odtivodnéte! Zjistéte, kolik 1ze sestavit takovych tabulek.

5. V gardii je umistdno 7 autobusti, z nichZ &ty musi
jezdit na linkéch, zbyvajici zustdvaji doma. Oznadte autobusy
a vypiste do tabulky véecky &tvefice autobusi, které gardz-
mistr maZe vypravit a vBecky trojice, které zistanou doma.
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6. Oislo 2 310 Ize napsat jako soudin 2.3.5.7. 11; presvdddte
se! Vypiste do tabulky vSecky dé&litele &fsla 2 310, které jsou
soudiny dvou riznych é&fsel mnoZiny M = (2, 3, 5, 7, 11).
Vypidte pomoci toho viecky délitele &fsla 2 310, které jsou
soudiny t¥{ &isel z M.

Dvojice 2.3 2.5 2.7 7.11

Trojice 3.6.11

Ktery ze soudti dvou é&isel stojicich v tabulce nad sebou
je a) nejvétéi; b) nejmensf?

7. VSechny 3-prvkové kombinace mnoZiny M= {1, 2, 3,
4, b, 6} rozdélte na 4 podmnoZiny M,, M,, M,, M, podle toho,

zde neobsahujf 1 nebo 2 &i 3 sudé4 &isla. Kterd z nich md nejvice
prvka?

8. Ze 6 hratu se maji postavit 2 t¥idlennd drustva. Kolike
zplisoby se to miiZe provést?

9. Zvolte si 6 bodt 4, B, 0, D, E, z nich% z4dné 3 nelezi
v pifmece. Kazdé trojice bodi vybrané ze zvolenych bodi

uréuje trojihelnik. Na obrdzku 74 jsou znédzorndmy dva
trojdhelniky.

A

D ¥
Obr. 74

. a) Urtete vydtern mnofinu M vSech takto vzniklych
trojahelnikd.

b) Zméfte obvody vlech trojahelnfkti mnoZiny M. Troj-
Ghelniky sefadte podle velikosti obvodi.
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10. a) Z ii‘istéte, kolik riznostrannych trojdhelniki lze sestro-
jit 2 dsede
a= 4,8 cm, b= 1,8 cm, o= 3,6 om,
d = 7,3 cm, e= 60,0 cm, f=8,1cm.
(Trojdhelnik o strandch a, b, ¢ (@ = b = c) lze sestrojit prdvé
tehdy, jestlite plati
. b+e>a,
tzn. soulet dvou kratich stran je vétél nek zbyvajict tFett strana.)
b) Kolik trojihelniki 1ze sestrojit celkem?
c) Urdete pravddpodobnost, Ze z libovolnd zvolenych
tii stran ze cvi¢en{ a) lze sestrojit trojuhelnik,.

11. a) Roztfidte trojuhelniky ze cviden{ 10. b) na pravo-
.4hlé, ostrodhlé a tupoiihlé.
(Trojihelnik o strandch a, b, ¢ (6 = b = ¢) je pravodhly, resp.
ostrovhly, resp. tupouhly, jestlize platt
a'=b¥+ 3, resp.a® < b?+ c?, resp.a® > b3+ cL)
b) Jakd je pravddpodobnost, Ze libovolny trojihelnik
z cvidenf 10. b) je pravouhly, ostrodhly, tupothly.

Obr. 76a Obr. 75b

12. a) Pro vnitfni Ghly konvexniho ¢&tyfihelniku ABCD
(obr. 76a) plati: « + f+ y + 6 = 360°. Sprdvnost ovéite bud
méfenim, nebo pomoef obrdzku 75b takto:

at+tnth=—,
atdtypy=——ouo,
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Seltenfm dostaneme

v(al + a)+ f+ (71'*_' )+ 4=
“— et — —"
a 4
b) Vyhledejte viechny trojice hld mnoziny M = {29°,
96°, 132°, 44°, 113°}, které jsou vnitfnf Ghly téhoZ konvexnfho
dtyfihelniku.
Reden{ zapisujte do tabulky:

Vzor:

20°/195°|132,|44°|113, 4. dhel
1] 1 | —|—|360°—(29°+ 95° + 132°) = 104° < 180°|ano|
{1 —1]1]|—|860°—(29° 4+ 96° + 44° = 192° > 180° |ne¥)

*) Velikost ka%dého vnit¥ntho dhlu konvexniho &tyfuhelnfka
jo mensf ne% 180°.

13. Vytah je maximélnd pro 3 osoby. Pfed vytahem stoji
spolednost Sesti lidi, kterd se chce dopravit dvéma jizdami
o 4. patra. Kolika raznymi zpuisoby lze dopravu provést?
(Je-li zndma posddka 1. jizdy, je t{m urdena posddka 2. jizdy.)
Zpusoby zapiste do tabullky. -

14. Je déna stupnice ¢ - dur, tj. ¢, d, ¢, f, g, a, h, ¢’ (obr. 76a).

Na obrézku 76b je zndzornén trojzvuk cfa. Sestavte do
tabulky viechny trojzvuky, které neobsahuji sekundu (tj. dva
»sousedn{‘‘ tény).

g o)
[ o
o —=—
J] & < -
c d e f g a h ¢ trojzvuk
cfa
Obr. 76a Obr. 76b
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Vaor: c d e I l g I a h c’
Il =11 =11r1-=1=1]=
Pl =11 = =11 | =1=

15. Kolik riznych 3-zvuku (4-zvukia) lze zahrdt na kldves-
nici z obrézku 77.

-~
o .2 w .0 .9 o .2
G O &5 © g 9

B c
Obr. 78

16. Na obrdzku 78 je znézornén 8-uhelnik ABCDEFGH.
a) Kolik pfimek je uréeno jeho vrcholy?
b) Oznadme Z mnozinu praselikl viech pfimek z ulohy
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a). Kolik mé mnozina Z nejvyse prvkt?
c) Oznadme V,={X € Z| X jo vnd 8-thelnika},
V, = {X € Z| X je vrchol 8-dhelnfka},
V,={X € Z| X je uvnitt 8-dhelnika}.
Pokuste se zjistit kolik nejvyse prvki majf mnoZiny V; a V,.

3,3. Kombinaéni &isla

Podet vS8eoh k-prvkovych kombinaoci dané
n-prvkové mnoZiny oznadfme symbolem

k

¢te se,,n nad k*‘ (napt. ,,pét nad dvéma‘*). Symbol [Z se
nazyvé

n\ - | POCET PRVKU DANE MNOZINY
—| POCET PRVKU KOMBINACE

KOMBINACNI ClsLo.

[Z] neni zlomek % Zévorky nesmime vyne-

chat. Zlomkovou &4ru nepfSeme.

Symbol

Ziei - (") = n] - .
ejmé je [0] 1, [n 1 pro kazdé plirgzené dislo

n = 1. Z definice doplitkovych kombinaci & z jejich
vytvofen{ plyne vzorec

[k)=(n ")
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PRIKLAD

Mnozina M = {1, 2, 3, 4, 5, 6} mé Sest prvki. Viechny
jeji dvouprvkové kombinace jsou:

12, 13, 14, 15, 16, 23, 24, 25, 26, 34, 35, 36, 45, 46, 56.

Viechny jeji étyfprvkové kombinace jsou:

3456, 2456, 2356, 2346, 2345, 1456, 1356, 1346, 1345,
1256, 1246, 1245, 1236, 1235, 1234.

Je tedy [g] =15 i[ﬁ] =15, tj. [g] — [eiz]'

Vsimnéte si, jakym zpusobem byly vytvoteny &étyi-
prvkové kombinace pomoci dvouprvkovych.

PRIKLAD

MnoZina M ma 32 prvkd; méme zjistit podet viech
jejich 30prvkovych kombinaci.
. . (32) 32 32) . .
Protoze je 30] = (32_30) = ( 9 ), je hledany podet
roven podtu dvouprvkovych kombinaci. Jejich podet
jo — jak zndmo — (32.31): 2 = 992 : 2 = 496.

Kombinaéni ¢isla pro mala n, k uddva tabulka, zvana
Pascalovo (&ti Paskalovo) schéma.
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~CFfol1]2]s|a|s]|e]1|8]|0]|r0
1 i1 | 1

2 1| 2|1

3 1| 3| 3| 1

n 1| 4| 6| 4 1

5 1| 5|10| 100 5 1

6 1| 6|15| 20 15 ¢ 1

7 1| 7|21 35| 35 21

8 1| 8|28| 56 70| 56| 28 8 1

9 1| o|36| 84 126 126| 84 36| 8 1
10 1 | 10 | 45| 120 210| 252| 210] 120 48] 10| 1
11 1 | 11 | 556 | 165) 330 462| 462] 330 165 65| 11
12 1 | 12 | 66 | 220| 495 792| 924| 702| 405| 220| 66

Pascalovo schéma je tvofeno podle tohoto vytvarného

ptedpisu (klie):

a

b

atb

Prvni sloupec tabulky obsahuje vesméd sisla 1,

kaidy fddek se sklddé z &isel usporddanych soumérné

»podle stiedu‘‘, napt.:

1, 6 15 2

Posledni &islo v kazdém Fédku je také 1.
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Zapiseme-li vytvarny pfedpis Pascalova schématu
kombinaénimi &isly, dostaneme vzorec

(k) + (1) = (5)

je to tzv.
SOUCTOVY VZOREC PRO KOMBINACNI CIsLA

PRIKLAD

Ovéfime si soudtovy vzoree pro n =4, k = 2. Cislo [ :J

je podet viech t¥iprvkovych kombinaci pétiprvkové mno-
Ziny
M={a,bcd,e}

Tyto kombinace tvofi mnoZinu K. Utvofime rozklad
mnoziny Kna dvé t¥idy K, K, (viz obr. 79):

K, je mnoZina v¥ech tiiprvkovych kombinaci mnoZiny
M, které obsahuji prvek e.

K, je mnoZina viech t¥iprvkovych kombinaci mnoZiny
M, které neobsahuji prvek e.

K, miZeme vytvofit takto: sestrojime vlecky dvou-
prvkové kombinace mnoziny {a, b, ¢, d} — (mnoZina M
bez prvku e), tj.

ab, ac, ad, bc, bd, cd,
a pripojime k nim prvek e; je tedy
K, = {abe, ace, ade, bee, bde, cde} .

Potet prvkit mnoZiny K, je tedy [;]
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K, je mnoZina t¥iprvkovych kombinaci mnoZiny
{a, b, c, d}, tj.
K, = {abc, abd, acd, bed} ;
jejich poéet je (;]

Podet prvkd mnoziny K dostaneme seétenim pod&tu
prvka tHd K, K, tj. [;] + [;] Je tedy skutetns (5] -
4 : 2 R ; 3

= [2] + [3J, jak Fika soudtovy vzorec.

Diagramem znizornime mnoZiny K;, K, K napf.
takto (obr. 79):

x’ =

iabie
1

tacre
! |
iad:e
] ]

:bc-e
:bd:e
:cd!e

- ——d

abce
abd
acd

X% becd

Obr. 79
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PRIKLAD

Haézime Sesti riznymi mincemi. Mame uréit pravde-
podobnost, Ze padne aspoii na dvou mincich lio.
Podet moznych vysledkd udévé tabulka

Podet licu o | v | 2| 3| ¢« 5| 8

@6 |E]|E]E

Podet 6
mozZnosti

Celkem je mozZnosti
6y . (6) . (6) . (6) . (6) . (6) . (6
M+U+M+M+U+Q+M=
—14+6+4+16+20+16+6 + 1 — 64.

Potet mozZnosti, pfi nichZ nastane poZadovany jev

B+ 6+ (0 () -~ -() -

Hledand pravdépodobnost je

67
= - — 89 9/..
P = 64 0,89 =89 9%,

Pamatujte nézev a zépis:

kombina&ni é_islo; [:) .
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CVICENS

1. Které z &isel [ﬂ, (g) jo vétsi?
. n n
2. Odiivodnéte, proé je &slo ( 7+ (ﬂ " k] suds.

3. Uzitim kombina&nich ¢&isel zapiSte potet

a) ruznych typl ve Sportce (v Matesu);

b) riznych trojihelnikii, jejichz vrcholy splyvaji s né-
kterymi tFfemi body z danych » bodi, z nichZ 24dné 3 neleZi na
piimce;

c) prisedikit n pFimek, z nichz Z4dné 3 neprochézeji
tymZ bodem.

4. Kolika zpusoby lze udélat chybu v umisténi aspon jedné
oddélujic{ ¢drky v souvéti: ,,Myslim, Ze é&lovéka, ktery pfisel,
zndm*‘.

5. a) Prvni polodas fotbalového zdpasu skondil za stavu
4 : 3. Pofad{ branek, kter é stfelili hosté (H) a domdei (D) bylo

toto:
H D D H D H D
1@ ® ¢« ® 6 @

Vimné&te si, %Ze dosavadni prabdh utkéni 1ze charakterizovat
4-prvkovou kombinaci {2, 3, 5, 7} mnoziny M= {1, 2, 3, 4,
5,6, 7} (7T=4+ 3).

Kolika riznymi zptisoby mohl zdpas v 1. polotase probihat
pfi stejném vysledku?

b) Kolika zpisoby mohl probihat cely zdpas, jestliZe byl
vysledek 7 : 5 (polotas 4 : 3).

6. a) Znéte Pascalovo schéma. Rédky oéislujte podle sché-
matu. Ve 3. Fddku jsou vesmés lichd &fsla. Uridte nejbliZsi
2 fddky téZe vlastnosti.

0] 1
1| 11
2 |12 1
3|13 3 1]
¢ "1 4 6 41
51 15 10 10 5 1
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b) Ulohu mazete felit rychleji podle schématu. Dovedete
to vyevétliv?

ol ol g

t
ol

L
8 L
L L
8 8 8 L

=

7. a) V Pascalové schématu nshradte kazdé &fslo zbytkem,
ktery vznikne pti ddlenf tohoto &fsla tfemi. -
b) Jsou v ndkterém Fédku Pascalova schématu vSeohna
pvnitin{* &fsla plirozené ndsobky t¥i?

G

c
Obr. 80

8. Na obrézku 80 je 7-ihelnfk;
a) Kolik mé dhlopfiéek?
b) Kolik pffmek je urdeno tdmito body?
ik ¢) V kolika bodech se protfnaji pfimky omezujfci 7-thel-
?

9. Pro pfijeti ndvrhu hlasovalo 8 &lend komise z 11 p#-
tomnych. Kolika riaznymi zpisoby se mohlo v komisi hlasovat
pro a proti?

10. KaZdy bod (obr. 81) ma vodorovné pkimce lze spojit
uselkou s kaZdym bodem na svislé pfimce. Kolik vznikne
prisediku ?
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Véimnéte si, 2o prusetik P na obrdzku 81 je urden dvéma
2-prvkovymi kombinacemi: Jsou to kombinace {1, 3} mnoZiny
M = (1, 2, 3, 4} a kombinace {a, b} mnoZiny M = {a, b, ¢, d}.

a
b
P
oc
d
/ y now
-O0——0 OoO—0—
1 2 3 4
A
B
c
Obr. 81
11. Z deseti vybranych Zéka dostalo z pisemky zndmky
3 Zdoi
2t 5 Zdkd '
. 2 %écei

Kolika zpusoby se to miZe stdt?
12, Vypodtéte podle soudtového vzorce:

2 () +(3) o)+ () ()

v () + (@) o (3)+(5)
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13. Sestavte vdechny 3-prvkové kombinace mnoZiny M =

={l, 2, ..., 6}, které

a) obsahuji éislo 1,

b) obsahu)i &islo 1 a neobsahuji &islo 2,
€) obsahuji aspon jedno z é&isel 1, 2,

14. Vyjddiete jedinym kombinadnim ¢&islem a pak tato
¢isla najdéte v tabulce na str. 109,

(1) +2(2) + 5) -

% (s) = (1) + (2) =

o (5) + () + (3) + (5) + (5) -

o ()= (2)+ (5

o () +(¥) -

0 (5)+(3) -

o (o) + (i) + () + (5) + (8

[
)

18. Zjistdte, kolika zpiisoby lze ve schematech

P
RR

AA AN
HHHH\
JAAAAAN

AAAAA
VVVVVVYVYVYVY

AAAAAAAAAAN

predfst slova ,,Praha‘, ,,Bratislava‘’. Cte se slovo doli ve dvou
moZnyoh smérech udanymi Sipkami; pFi kazdém kroku médte
tedy moznost volby mezi dvéma pismeny.
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16. Hézite » mincemi. Jakd je pravdépodobnost, Ze padne

k-krét lic. Vypoéditejte pro tyto tdaje:
Ay n=5,k=3;b)n=T,k=4; c)n=8,k =< 4;

17. U stolu sedi 3 lidé. Kazdy z nich si mysli n8které z &isel
1, 2, 3, 4, 5, 6. Jakd je pravddpodobnost, %e si aspoil dva lidé
mysli stejné &islo. (Pravddpodobnost volby v8ech &isel 1 aZ 6
je stejnd.)

18. Ukaite, ze ve skupind lidi musi byt aspofi 5 osob,
abychom mali zaruéenu minimélné 50 %, pravddpodobnost, Ze
jsou mezi nimi dvé osoby narozené v témze mésici.

3.4. Kartézsky soulin dvou mnoZin

USPORADANA DVOJICE je dvojice predm&ti (prv-
ki), kde zileZi na tom, ktery pfedmét (prvek) je prvni,
a ktery druhy.

PRIKLADY

a) Uspotidand dvojice Jan — Jif je jind, neZ uspofa-
dand dvojice Jifi — Jan. (Napt. uspofddand dvojice

y

B:214

A4 ¥

T

Obr. 82
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Jan — Jit{ miZe znamenat, Ze Jan vstoupil do mistnosti
pted Jitim.)
b) Prvnf a drubé soufadnice bodu 4 tvoi uspofddanou
dvojici [4 | 2]. Uspotddand dvojice [2 | 4] je jiné (obr. 82).
¢) Ze dvou totoZznych prvki miZeme utvofit jen jednu
uspotidanou dvojici; nap¥. Jan — Jan, [3 | 3], K K ap.

KARTEZSKY SOUCIN mnozin M, = {a, b}, M, =
= {b, ¢, d} je mnoZina uspofddanych dvojic
ab, ac, ad, bb, be, bd ;

Zapisujeme:

M, x M, = {ab, ac, ad, bb, bc; bd} .
Rikdme, Ze tvotime kartézsky souéin, nebo Ze mnoZiny
kartézsky ndsobime.

Kartézsky soudin lze pichledné udat tabulkou se
dvéma vstupy:

M, x M, }l@\ b o d
a ab ac ad
b bb | ve | bd

Kartézsky soudin M; X M, lze udat pomoci ,,klesa-
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jicioh cest*“ ve stromu logickych moZnosti (obr. 83, kde
tlusté vytaZend ,,cesta‘’ znadi uspofddanou dvojici ad).

PRIKLAD

V &edting se uvddi na prvnim mist® rodné jméno, na
druhém misté pfijmeni. Kterd jména lze sestavit z rod-
nych jmen Jan, Jit{ a z p¥jmeni Suchy, Novék, Voditka ?

M, = {(Jan, Jiff},

M, = {Suchy, Novak, Pavel};

M, x M, \‘M!\M-\ Suchy Novék Pavel

Jan Jan Suchy | Jan Novédk | Jan Pavel
JiH Jiff Suchy ( Jiff Novék | Jif{ Pavel

V tomto pfipadd nemd mnoZina M, X M; vyznam,
(V &estind nepifeme Novdk Jan.)

PRIKLAD
a) M, = {1, 3, 5}, M, = {2, 4, 6}.
M,x M, M,M\' 2(a|6| [mxm }'M\! 1(3]s
1 |12/ 14|16 2 ¥} 21| 23| 25
3 |32 34|36 4 |41 43|45
5 |52 54| 56 6 | 61|63 65
Tedy:

M, x M, = {12, 14, 16, 32, 34, 36, 52, 54, 56},
M, x M, = {21, 23, 25, 41, 43, 45, 61, 63, 65}.
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Mnoziny M, X M,, M, x M,, jsou dokonce bez spo-
leénych prvki (viz diagram na obr. 84).

My x My
m1x7E2
21 23 25
12 1 16
‘ 41 43 45
32 34 36 61 63 65
52 54 56

Obr. 84

b) M, = M, = {4, B, C} ;
M, x M, =M, x M, ={AA, AB, AC, BA, BB,
BC, C4, CB, CC} .

Pro konedné mnoziny M,, M, miZeme zapsat prvky
kartézského soudinu M, X M, do pravoiihlé tabulky.

AA AB AC

mzx 7/[1
My BA BB BC ’

CA CB CC

OB_;'. 85
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>pocet rad =
=pocet prvkd v M,

v LA
pocet sloupct =
=pocet prvkd v T Obr. 86

Proto pro koneéné mnoZiny plati:

. Podet prvki ’ Napiiklad
MnoZina mnoziny (viz obr. 86)
M, L n, =35
M, Ny ny =8
M, x M, ny.Ny ny.ny = 40

Udaje z pravého sloucpe tabulky si muZete ovéfit
sami téZ pomoci stromu logickych moZnosti.

PRIKLAD 4
Kartézsky soudin nekone&nych mnozin:
C={0, +1,—1, +2,—2, +3,—3, ...... }.

'C X C je mnoZina uspotddanych dvojic
KARTEZSKYCH SOURADNIC
bodd; obs jejich soutadnice jsou celd &isla.
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c\\c\ 0 +1 —1 +2 —3 |49
0 jojo] |[o]1] {([o[-1]|[(0]2] |[0]—2]|.
+1 ([rjo] ([rl1y |[r|-1] |[0]2) |(1]-2]
—1 110 =111 |1 1-0|e1) 2 (-2 ..
+2 ({2121 ([(2i1] |r2]1-11 ((212) ([2]|-2)
—2 |[-2]0] {[-2|1] |[-2{-1|[-2]|2) |[-2]-2]f..
+3

Uspordadané dvojice

kartezskych
S0 r?adn%
22] | (02 [[n2 (221 B2 412
A
k]
Da |
] Usa x
osa 7. souradnic
» R
POCGtEk - Osa y
osa 2. souradnic
. Obr. 87
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Bod A4 na obrédzku 87 mé soufadnice 2 a 1; plSeme:

A=[2|1]
1. soufadnice 2. soutfadnice
(soufadnice x) (soutadnice y)

Pamatujte nizvy:

kartézsky souéin dvou mnozin,
kartézské nasobeni mnozin,
uspofadand dvojice. -

CVICENI

1. Pfi signalisovéni jednfm &ernym praporkem Ize vyslat
osm znaki (obr. 88).

LITRA)

Obr. 88

Kolik znaka muZete vyslat pfi signalisovdn{ dvdma pra-
porky — &dernym a bilym? (Polohy bflého praporku znadte
pismeny a, b, ..., A).

Vypiéte ptehlednd viechny rizné signdly:

Napi.: Ada Ab Ac
Ba Bb Bc atd.
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2. Novéjsi typy vefejnych hodin jsou ,,¢islicové (obr. 89).
Ve vétsSim okg;ku jsou ddaje o hodindech — jde o prvky
mnoziny H = {00, 01, 02, ..., 23}.
V mensim okénku jsou udaje o minutdch — jde o prvky
mnoziny M = {00, 01, 02, ..., 59).
a) Kolik asovych udaji hodiny ukazuji? Zapiste ndkteré
z nich; nap¥. 15 - 07 znaéi 15 hodin 7 minut.
b) Vypiste viechny ¢asové idaje, které uddvaji ptlhodiny
a celé hodiny. Uspofddejte je do tabulky.

07

Obr. 89

3. V divadelnim sédle je 15 fad po 12 sedadlech, &islovanych
v ka%dé fadé zleva doprava 1 az 12 (obr. 90)., Kazdé sedadlo
1ze urdit dvéma 1daji. Sedadlo

5/9
je sedadlo &. 9 v 5. Fads.
Cena sedadel: I. misto (fada 1aZ8) ...... 12,50 Kés
II. misto (fada 9 8% 15) ..... 8,00 Kés
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a) Vypiste viechny dvojice uddvajici prostfedni sedadla
I. mista.

b) Vypiste viechna krajni sedadla II. mista.

¢) Kolik korun se vybere, je-li sdl plné obsazen?

d) Vléda sed&l na sedadle 10/8, Zdenék na sedadle 7/6
a vyménili si mista. Na kterych mistech museli divdei vstat,
kdyz byl sél plné obsazen?

4. M, je mnozina dvou druhd obrazci:
M, = {&tverec, kruh},
M, je mnoZina t¥i barev:
M, = {Servend, modré, Zlutd}.
Znézorndte kartézsky soulin M, x M, tabulkou i modelem
(barevné obrazce).
5. Jsou dény mnoziny slabik:
M, = {no, vé, vi, si},
M, = {ha, ta, la, ra} .
Vypiste tabulku M, x M, (jde nap¥. o ,,slova‘‘: noha, nola,
atd.). Kterd z téchto ,,slov‘‘ se uZivaji v &estind?
6. a) Kartézsky soudin M; x M, mé 12 prvki. Kolik prvka
maji mnoziny M,, M,? (Uloha mé vice feleni.)

b) MnozZiny M,, M, maji spolené préavé dvae prvky. Kar-
tézsky soudin M, x M, mé 24 prvki. Kolik prvki mé kazdé
z mnozin? (Uloha m4 vice fedeni.)

7. Mezi &tyfi pracujici A, B, C, D maji byt rozdéleny &tyti
goukazy na rekreaci: do Tater, do Krkonod, do Beskyd, na
umavu. Kolik je moznych zpusobi rozdéleni? Jak je vyétete
z ndsledujici tabulky? Vypiste viechny zpusoby rozdéleni,
pii nichz 4 jede do Krkonos.

Praoujil:zdiisto \ Tatry 11{121;2‘ Beskydy| Sumava
A
B
c
D
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8. Zvolte kartézskou soustavu soufadnic.
D a) Zobrazte body 4 =[—1|0), B=[1]2],C=[0] 4],
= [4] 0].
I:p)I Se]astrojte viechny pifimky uréené body 4, B, C, D.
Kolik jich bude?
c) Oznatte prisediky narysovanych pifimek a urlete
jejich kartézské soufadnice.

Obr. 91

9. a) Rysujte ptibliznd podle obrdzku 91.

b) Na jiném listd papiru narysujte znovu tento obrdzek
tak, aby ttvary mély na vadich obrdzeich tou% velikost i vzé-
jemnou polohu.

Névod: PouZijte soustavy soufadnic. Za kladnou poloosu z

zvolte poloptimku AB. Zmé&fenfm zjistdte soufadnice bodd
B, 0, S, U. Nyni uz dovedete obrdzek narysovat.

10. MnoZina M = {6, 12, 18, 24, 30, 36}. 4, je mnoZina viech
nésobku éfsla 4, které pati{ mnozind M. Podobné definujeme
mnoZiny A, A,.

a) Udejte mnoZiny 4,, 4,, 4, vyétem prvki.
b) Dopliite tabulku:

mnoZina MxA, | A X Ay | Ay x A | 4, x A,

podet prvku
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Vysledky odiivodnéte!

11. Na obrézku 92 je &achovnice bez vyznagenych &ernych
poll. Pole, které je ve 3. sloupci a v 4. ¥4dku, ozna&ime

/['3 | 4']\ .
afslo sloupce é&fslo Fddku

B h
P 8
e
7
a 6
) 5
/ >6f$lﬂ I:dd.kl..l
4
f\\\ /// 3
N L~
// ] 2
A/ d
J
. 1 2 3 4 5 6 7 8
dista sZoupc& ~ Obr. 92

s
8) Zapidte tfmto zpisobem pole, které prosel jezdec
z pole 4 na pole B:
(11,[213.0[412), ...
b) Na Sachovnici postavte 4 dé.my na pole: [1| 3], [4 ] 4],
[6]| 5], [6]8). Sami najdéte polohu pété démy tak, aby
viechna volnéd pole byla napadens aspori jednou démou. Je)i
poloha je [ | ]. Dopliite.
12, Na obrézku 93 jo &tvercovd sif, jejiz piimky jsou
oéfslovdny Bod A je prisedik svislé pi'fmky ¢é. 2 a vodorovné
plimky &. 3. ZapfSeme joj pomoe{ kartézskych soufadnic [2 ] 3].
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a) Zapiste timto zpuisobem vdechny body tvoffei pfs-
mena E, K. Napf.:
B (345,13 6

-

S NWUNOO W e

1 2 3 4 56 7 8 9
Obr. 93

b) Zapiste obdobné dalsi pfsmena a dejte je pfedfst svym
kamarddim.
13. Znédzorndte mnoimy bodt
NP -2 Z-[z| 22,
b)R={Y | Y = [22 ] z]}
kdez € {0,1, 2, 3, 4} J akou polohu maji body téchto mnozin ?
14. Z kosmické lodi je mozno vyslat signédly: a, b, ¢, d, e. P¥i
piijmu nelze nékteré dvojice signdla bezpe&nd odlisit. Viz
levou &ést tabulky:

vysléno | moZnosti pfijmu | vysléno | moZnosti pi{jmu
a a, b aq
b b, ¢ be
c c, d ce
d d, e db
e e, a ed
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d) Dopliite pravou 3dst tabulky.
b) Budou-li vysildna pouze ,,slova‘‘ aa, be, ce, db, ed, 1ze
je pFi pFijmu bezpe&nd rozeznat. Pfesvddéte se o tom!

15. Obménte tlohu 14 pro jiny podet vysilanych signdli.
Hledejte maximélni podet ,,slov‘* sloZenych ze dvou pismen,
kterd lze pfi pfjmu odlisit.

16. Urdete viechny obdélniky a &tverce s celo&iselnymi
rozmdéry, jejichZ obsah a obvod je vyjddifen tym% &islem.

3.6. Kartézsky soudin t¥{ mnoZin

USPORADANA TROJICE je trojice predmétii (prvki),
kde zdle#i na tom, ktery pfedmét (prvek) je prvni, ktery
druhy a ktery tfeti.

PRIKLADY

a) Uspotidans trojice JAN — JIRI — JOSEF je jin,
ne%-uspofddané trojice JIRf — JOSEF — JAN.

b} Ze dvou riznych prvki, napt. 1, 2 miZeme utvorit
uspotadané trojice: 111, 112, 121, 211, 221, 212, 122, 222,

¢) Z jediného piedmétu miZeme utvorit jedinou uspo-
fadanou trojici, v niZ se tento pfedmét opakuje; napt.
AAA.

KARTEZSKY SOUCIN

tH mnoZin My, ={a, b}, M, = {c, d, ¢}, M; = {f, g} je
mnoZina uspofadanych trojic: acf, acg, adf, adg, aef, aeg,
bef, beg, bdf, bdg, bef, beg.

Zapisujeme:
M, <X M, x M, = {acf, acg, adf, ..., bef, beg}.
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Rikéme, %e tvoFime kartézsky souéin mnozin M,, M,
M;, nebo Ze mnoziny M, M,, M, kartézsky ndsobime.
Kartézsky souéin t#{ mnoZin miZeme zndzornit
pomoci prostorového schématu na obrazku 94. (Napiiklad

beg bdg beg
A A1
ac adg_1 aeg.
tbef 5 bdf — bef
y
% .)/
acf adf aef
Obr. 94

uspofadané trojice, které maji na 1. misté pismeno ,,a‘
jsou zndzornény v piedni pricelni rovingé; uspofadané
trojice, které maji na 2. misté pismeno ,,c¢‘‘ jsou znazor-
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nény v levé boéni roviné, atd.). Nebo pomoci . klesa-
jicich cest” ve stromu logickych moZnosti (obr. 95,
kde je tlustou ,.cestou vyznalena uspofddana tro-

jice aef).

PRIKLAD

Mame utvorit viechna trojciferna &isla, pro ktera plati:
jednotky 2. fadu uddva néktera z &islic 2, 4, 8; jednot-
ky 1. fadu udava néktera z &islis 0, 1; jednotky 0. Fadu

uddava nékterd z &islic 0, 2, 7.

Hledan4 &isla jsou prvky kartézského soudinu mnozin
A, ={2 4, 8), A ={0,1}, 4, ={1, 2, 7).
A, x A, x A, = {201, 202, 207, 211, 212, 217,
401, 402, 407, 411, 412, 417,
801, 802, 807, 811, 812, 817}.

Pozor. nesmime zamé&nit kartézsky soudin 4, X A4, X
X A, napf. s kartézskym soulinem Ay, x A4, X A,.

Pro koneéné mnoziny plati:

Mnozina Podet prvki Napt. (viz obr. 95)
M, n n,=2
M, Ny My = 3
M, Ny Ny ="
M, x M, x M, Ny .Ny. 7y n.ng. Ny = 12

Pamatujte nizvy:

kartézsky soudin tif mnoZin,

uspoiadana trojice.

131



CVICENI

1. Sazebnik pro dopravu baliku rozliSuje tii pésma vzdé-
lenosti: I (do 50 km), II (51 az 100 km), ITI (pfes 100 km);
ddle t¥i t¥fdy podle véhy: L (do 5 kg), 8 (od 5 do 10 kg),
T (od 10 do 16 kg); t&%5( baliky se nedopravuji. Mimo to lze
balik poslat oby&ejné (o) nebo 8 pojisténim (p).

a) Vypiste vSechny moZnosti do dvou tabulek: jednu
pro o, druhou pro p.

b) Vypiste viechny mozZnosti do t#i tabulek: jednu pro
I., druhou pro II, tFeti pro III.

Al Ay A A A
Obr. 96

2. Rysujte podle obrézku 96 (ka%dé dve sousedni body na
obvodu rovnoramenného trojihelnika KLM maji vzddlenost
1 cm). Oznadte: A= {4,, A;, A,, 4, 4}, B= {B,, By, B,,
Bd}’ C= {0y, Cy, 0:; 04} »

a) Udejte podet trojuhelniki A XYZ, kde X € 4,
YeB ZecC.

b) Pokuste se mezi tdmito trojiuhelniky najft ten, ktery
mé nejvétdi (nejmensd{) délku obvodu.

<) Reite obdobnou tlohu jako je tiloha b) pro obsah.
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3. a) V&imnéte si tabulky:

5 8 1
3 7 4 3=8—5,7T=8—1,4=5—1)

1 10
atd.
Najdéte kli¢ k sestaveni tabulky. Vysvétlete, prod se
v tabulce vyskytuji od 6 fddku jen trojice 011, 101, 110.
b) Tabulka z tlohy 3. a) je uréena prvkem 581 € M X
X Mx M, kde M = {1, 2, 3, ..., 9. Opakujte tilohu pro jiné
prvky kartézského soudinu M x M x M. Vidy vém na jednom
mistd vznikne fddek tvaru dd0. Presvédéte se.

4. Kartézsky soudin M, x M, Xx M, mé celkem 12 prvka.
Udejte viechny moZnosti gro poéty prvka mnozin M,, M,, M,.
Vysledky zapisujte do tabulky.

S. Hézime tfemi hracimi kostkami (pokus P).

a) Urdete podet moznych vysledku pokusu P.
b) UrZete pravddpodobnost, £e padne pravé jedna sestka.

& c) Urdete pravdépodobnost, Ze padnou vsechna sudéd
sla.

6. Zvolime libovolnd prvek z mnoziny M, x M, x M,, kde
Ml = {k, n, P}n Mﬂ = {0, a, 2}’ Ms = {8, ‘, l}’
Jakd je pravdépodobnost, Ze tento prvek znadi &eské slovo?

7. Pokuste se najit aspofi dva kvéadry s celodiselgymi roz-
méry, jejich% objem i povrch jsou vyjddieny ty &fslem.

36 VYariace

Zatim jsme kartézsky nédsobili dvé nebo tii mnoziny.
Podobn¥ miizeme kartézsky ndsobit i vice mnozin.
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PRIKLADY

a) Mnozina M = {E, M}. Kartézsky soudin &¢tyf mno-
Zin: :

K=MxMxMxM
je mnozina vSech uspofadanych &tvefic

EEEE MEEE EMME MEMM
EEEM EEMM MEME MMEM
EEME EMEM MMEE MMME
EMEE MEEM EMMM MMMM

MuZeme je opét znazornit jako ,klesajici cesty’* ve
stromu logickych moZnosti (obr. 97, kde tlusté vytaZena
cesta znadi étvetici EMEE).

EMEMEMEMEMEMEMEM
Obr. 97

byM, ={A}, M, ={B,C,D,E, H, K, J, L, M},
M={0,1,2,,..,9}.
Kartézsky soudin Sesti mnozin:
L=M xM,xMxMxMxM
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se sklada ze vSech ,starych evidenénich znadek praz-
skych automobild. Napiiklad éislo

AL 1986 ¢ L.
Z historickych duvodi se prvky kartézského soudinu
MxMxMx...xM
k-krat
(M je neprazdna mnoZina) nazyvaji

k — CLENNE VARIACE (MNOZINY M)

jsou to uspotidané k-tice prvkiu z mnoziny M.
Podet prvki kartézského soudinu lze snadno vypoditat:

Mno- oy lng | n, e may)... na| M, <o, x;, x MM, ... xma

_2ina. i s
g:fﬁ:; 7y [N (N5 [0y |75 |eee |1 Ny.Ng-Ny.Ng.Ny . .. Ny
Peiklad| 2 |3 |22 | 2.3.2.2 = 24

Ovéite si spravnost vysledku pro piiklad z posledniho
Fadku tabulky (jde o kartézsky souéin 4 mnoZin) pomoci
stromu logickych mozZnosti.

Specidlné pro potet variaci dostavame:

Z mnoiiny M, kterd md n proki lze vytvofst celkem
nnn. ....n=n

N————_ ot
k-krat
k-Elennyjch variaci.

Viz piiklad a) na str. 134, kde n = 2, k = 4.
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Poiet variaci je dan dislem
2.2.2.2 =2¢ =186.
— —
4-krat
Pamatujte nazvy: uspofadana k-tice,

variace mnoziny,
k-dlenna variace mnoZiny.

PRIKLAD

a) Krél stoji na prostfednim poli zmen8ené 8achovnice
0 7 X 7 polich (obr. 98). Tfemi tahy se miZe dostat na
posledni ¥adu. Mdme zjistit kolika zpisoby to lze pro-
vést.

Tahy krile mohou byt pouze trojiho druhu: I = vlevo
po dhlopki&ce, p = vpravo po thlopfidce, r = po sloupei.

136



KaZdé ptemisténi lze charakterizovat jedinou tH-
-8lennou variaci mnoZiny M = {I, p, r}. VBech variaci je

3.3.3 =38 =27

b) Dale méme zjistit s jakou pravd&épodobnosti dorazi
kré] p¥i ndhodném vybé&ru ti tahti z mnoZiny M na bilé
pole posledni fady.

V tom piipad& je pfemisténi charakterizovdno tako-
vymi variacemi, které obsahujf bud jeden nebo t#i &leny
7. To jaou variace:

il Wl Ur  rer
rip lrp lpr
rpl  prl  plr
PP Prp ppr
Pozadovany jev miZe nastat ve 13 ptipadech. Hledana
pravd&podobnost je

13 . _ o

CVICENI

1. V Satnfku je 5 ko8il, 2 vdzanky, troje kalhoty a dvé saka.
Zjistdte kolika zpiisoby si muZete tyto &tyFi souddsti obledeni
zvolit.

2. Reste tlohu z PRIKLADU b) na str. 137 uZitim statis-
tické pravdépodobnosti. Abyste zaruéili ndhodnou ¥olbu taht
postupujte tekto: Hézejte hraci kostkou a uréete tahy pfed-
pisem:

1,2 -1, 34 ->p, 66 —>r.

3. Na tfech hrandch vychézejicich z jednoho vrcholu krychle
zvolte po tfech bodech.
a) Kolik rovin je uréeno témito deviti body? .
b) KaZdé dvé z té&chto rovin se protinaji nejvyse v jedné
piimece, tzv. prise&nici. Kolik vznikne maximélnd prasednic?
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4. Cisla 32 623, 427 724 nazveme symetrickd. Oznadte:
¢p » .. podet viech n-cifernych &isel (n =1, 2, ...)
8y . .. podet viech n-cifernych symetrickych &isel (n = 1, 2, ...).
a) Dopliite tabulku:

n 1 2 3 4 5 6 7
Ca 9 90
8, 9 9

b) Najdéte a dokaZte vzorce pro vypolet c, a 8,.
c) Napisete libovolné 5-ciferné &fslo. S jakou pravdépo-
dobnosti mazete ofekdvat, Ze toto &islo bude symetrické?

5. a) Na kazdém z pé&ti letist 4, B, O, D, E startuje jistého
dne v 8 hodin réno jedno letadlo. Po ukonéeni denntho provozu
ve 22 hodin je opét kazdé leta,dlo na nékterém z uvedenych
letiét. Na né&kterych letiStich muze byt i vice letadel, dokonce
na uréitém letisti mohou byt vSechna letadla. Kolik je celkem
moznosti?

b) Redte tutéz tlohu pro jiné pobty letist.

6. Z kosmické lodi se vysilaji dva signdly: 0, 1. Pro pfeddni
zprav se uzivd kédu:

A = 11111111 M = 0000 0000
B = 1110 1000 O = 00010111
C = 1011 0100 P = 0100 1011
E = 1001 1010 R = 0110 0101
I = 10001101 S = 0111 0010
J = 1100 0110 T = 0011 1001
K = 1010 0011 U = 0101 1100

= 1101 0001 V = 00101110

Dilezitou vlastnosti tohoto kédu je, Ze odstraiduje chyby,
které vzniknou pfi pfejiméni Zprav. Jestlize byl jeden z osmi
signdli urdujicich libovolné pismeno zachycen chybnd, lze
pismeno pfesto jednoznalné stanovit. Napiiklad:

prejaty signal 1100 0010 | 0111 1100 | 0010 1111

vyslany signdl 1100 0110 | 0101 1100 | 00101110
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a) Presvédéte se o Léto vlastnosti pro pfsmena C, E, U.
b) Desifrujte zprdvu:
01100001 01011110 01000000 11110100 11111111
11001110 01110000 00000111 00101111 11101111
01011011 11001101 01110010 00111001 00000111
11110001 10100011 11111110

g
A

)

une

Obr. 99

7. Mezi 49 vrcholy &tvercové sitd z obrdzku 99 lze nalézt
nejvyse 7 bodu tak, ze kazdé dva maji riznou vzdélenost. Na
obrdzku 99 je zndzorndno pdt bodi. Méte najit polohu dalsich
dvou bodt tak, aby vznikla skupina 7 bod uvedené vlastnosti.

3.7. Prosté variace - g
Jestlize ma k-&lennd variace
Qyaa0y. . .G
mnoziny M vesmés riizné ¢leny, nazyva se

PROSTOU (k-élennou) VARIACI

nékdy téz variaci bez opakovdni.
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PRIKLAD

V&echny prosté variace mnoziny M = {a, b, ¢, d} mi-
Zeme sestrojit pomoeci stromu logickych moZnosti. Na
obriazku 100 je znidzorn&na jeho &ist; chybéjici édst si
sami snadno doplnite.

1-clenné

2-clenne

3-clenné — I — I —Gf
4-clenné — — —
3 8
TRE

Prol <k < nlze z mnofiny Mo n procich sestavit
celkem n.(n—1).(n—2). ... . (n—k+1)

k-giniteld

prostych k-Elennyjch variact.

Toto tvrzeni si ovéfime na piikladech:
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PRIKLADY
a) MnoZina M = {r, s, t}, podet jejich prvku je n = 3.

1-&lenné 2-¢lenné 3-¢lenné

prosté variace r, 8, sr, rt, ra, rst, rts, srt,
st, tr, 13 str, trs, tsr

pocet 3 3.2=6 3.2.1=26

b) Poédet n-8lennych prostych variaci mnoziny Mo n-
prvcich je dén tabulkou '

n | 2 3 4 5 6
vypodet| 2.1 |3.2.1]4.3.2.1]5.4.3.2.1] 6.5.4.3.2.1

vysledek| 2 (] 24 120 720
Cislo n.(n — 1).(n — 2).. ... .3.2.1 zapisujeme ob-
vykle
n!
éteme ,,n faktoridl‘:.
Uvedeme tabulku faktoridla &isel 1, 2, ..., 10.
n|1l1|2|3| 4 5 6 7 8 9 10

nil 1| 2| 6| 24| 120/ 720[6 040| 40 320, 362 880 | 3 628 800

Pamatujte nizev a oznadeni:

prosté variace;
n! (,,n faktorial®).
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CVICENI

1. Kolem kulatého stolu zasedne 6 pfdtel.
a) Kolik je mozZnych rozmisténi pidtel kolem stolu?
b) Kolik je moznych riznych rozmisténi, jestliZe neroz-
lisujeme takové dvé rozmisténi, z nichZz jedno vznikne z dru-
hého otodenim. Napf. nerozlidujeme rozmistdni zndzorndnd
na obr. 101.

A E

Obr. 101

2. Hézime hraci kostkou. Jakd je pravddpodobnost, Ze pFi
tfech hodech jednou kostkou padne vidy jiny podéet ok?

3. Zitra ke mné pfijde pét prétel: Jan, Karel, Jifi, Vlastik,
Zbynék. Predpoklddam, Ze %d4dni dva nepfijdou soudasnd,
a Ze vSechna pofadi jsou stejné pravdépodobné.

a) Jak4 je pravdépodobnost, Zze Jan pfijde prvni a Zbynédk
posledni?

b) Vypoéitejte pravddpodobnost, Ze Jan pfijde dfive nez
Zbynék.

4. Na Sachovnici se md rozmistit 8 vézi tak, aby se zddné
dvé neohroZovaly (tzn. v kazdém sloupci a v kazdé fad® musi
byt privé jedna véz).

a) Kolik je moZnych rozmisténi?
b) Jakéd je pravdépodobnost, %e pfi takovém rozmisténi
budou stdt v8echny véze pouze na ¢ernych polich?

5. V roviné si zvolte 6 riznych bodu, z nich% %4dné t#i ne-
lezi v pfimce.
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a) Kolik lomenych &ar, které maji vrcholy v téchto
bodech, lze celkem sestrojit? Rozlidte piipad uzavienych
a otevienych lomenych &ar. Viz obrdzek 102 ab.

b) SnaZte se narysovat mezi tdmito darami tu nejkratsi
(¢ervend) a tu nejdelsi (modfie).

8 B
Y c b) c
A D A o0
3 E
F F
Obr. 102a,b

6. Problém knihafe: PFi vazbé knih je tieba pouiit dvou
strojd A4, B. KaZdd4 kniha musi{ byt nejdiive zpracovéna
strojem A, teprve pak muzZe byt vloZena do stroje B. M4 se
provést vazba t¥i knih; doba zpracovdni na jednotlivych
strojich je v minutdch udédna tabulkou: '

kniha 1 2 3
A 40 | 20 | 50 ¥
B 25 | 35 | 30

a) V jakém pofadi je tfeba knihy zpracovat, aby doba
od zahdjeni prédce stroje A do skondeni préce stroje B byla
co nejkratsi.

Jnih b) Obmaéiite e sami feste problém knihafe pro pfipad &ty¥
nih.
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7. Na pramitku se vejdou tfi osoby. Ve spolednosti je
71idi: A, B, C, D, E, F, G. Uskutednilo se celkem 7 projizdék;
pfitom kaZ?dé dvé osoby jely spolu prévé jednou. Dopliite
v seznamu chybéjici projizdky:

ABC, ADE, AFG, BDF .

8. (Problémovéd Gloha.) Sprdvnd hraci kostka mé vidy
soutet ok na dvou protéjéich stdndch rovny sedmi. Dvé
kostky povaZujeme za stejné, jestlize je lze pfemistit tak,
%e na stdndch obrdcenych ve stejném sméru majf tyz poéet ok.
Napt. jsou-li kostky zndzorndné na obrdzku 103a,b sprdvné,
pak vlevo jsou stejné, vpravo rizné.

— ® L — [ ®
o [ ] o [ J
-Obr. 103a Obr. 103b
5
5
4
- Podlazi
3
2
1
s Vv J Z .
Svétové strany
Obr. 104
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a) Kolik je riznych sprdvnych kostek ?
b) Kolik je rdznych — spravnych i nesprdvnych hracich
kostek ?

9. (Problémové Gloha, pokratovéni) a) Ze Sesti sprdvnych,
iplnd stejnych, hracich kostek postavte ,8estipodlaznf‘
magickou véZ tédchto vlastnosti:.

k(l) na kaZzdé svétové strand maji riznd podlaZf rdzné podty
ok.
(2) Podty ok na dolnich stédndch udévajf &islo podlaZ{ (tzn.
ne dolnfch stdndch kostek jsou od zdola &fsla 1, 2, 3, 4, 5, 6).
Popis véZe zapiste do ,,plénu‘‘ na obrdzku 104.
b) Uréete kolik magickych véz{ lze postavit. Pfitom
nerozliSujeme dvé véze, které 1ze otolenim ztotoZnit.

10. V zdvodd soutéZili zéci 4, B, C, D, E. Kdosi pfedpovédal
pofadi Zdki A, B, 0, D, E. Ukézalo se, Ze neuhadl umistdn{
ani jednoho #éka, ani pofadi Zddnych dvou po sob& nésledu-
jicich 2dkv. Nékdo jiny pfedvidael pofadf D, 4, E, C, B a uhddl
tak sprdvnd umfstdn{ prévé dvou 24kl a zdroveri dvd dvojice
po sobéd jdoucich Zdkli. Mdte urdit sprdvné pofadi.
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