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6. kapitola

NAVOD NA RIESENIE NIEKTORYCH
ULOH

V tejto Casti uvedieme rieSenie niektorych 1loh. Podrob-
nost rieSenia zdvisi od toho, ako sa nim zd4 dani wloha
obtiaZna. V niektorych pripadoch uvedieme tplné rieSenie
a v niektorych len kratky navod.

Cisla uddvaju &islo tiohy podla &islovania v kapitolich
IazV.

3. Aspoii 6. Rozdelime ich do skupin podla farby. Podla
d aspoil v jednej skupine budu aspod dve, teda ndjdu sa
dve rovnakej farby. Keby vybral 5, mohlo by sa stat, Ze
kazd4 bude inej farby.

4. Vietky mozné sutty su: 1 +1=2,1+2=3,.

6 +6=12, t.j. 11 réznych suttov. Stadi teda hodit 12 krét

5. Vsetkymoznesuétysul 4+14+1=314+14+2=
=4,...,6+6+6=18,1t7.16 réznych suétov. Stadi
hodit 49 krat.

7. Na ziklade Eulerovho vzfahu (pozri priklad 3) md
dany sedemsten 7 — 2 + 6 = 11 hran. Nech i-ta stena je
ng-uholnik. Sacetn, 4+ n, 4+ ... 4+ 7, = 22 = dvojnasob-
ku poctu hran. Podla D aspofi jedno n; = 4. KedZe kaZda
stena je aspofi trojuholnik, tak nutne prive jedna je $tvor-
uholnik,

9. Oznalme a,, a,, ..., a; dané (isla. MdZeme pred-
pokladat 1 < a; < a, < ... < a;; < 100. Ozname b; =
=logai, 1= 1,2, ..., 11 (desiatkovy logaritmus). Zrejme
plati 0 < b, <b, < ... < b;; <2, Rozdelime interval
(0,2) na desat rovnako velkych ¢asti. Podla (d) aspoii vjednej
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&asti buda dve &isla, nech st to by, bj, i # . Plat teda

by — bj| < 2 t| « 2 3 odtial vyplyva tvr-

0 & 1°g 10

denie.

10. Ano, pouite (d)!

11, Rozdel’te $tvorec na pravouhlé trojuholniky o stra-
nich dizky 1, 2, /5!

14. Stvorec rozdelime na 25 §tvorcov o strane % Asponi

v jednom sa nachédzaju tri body. Polomer kruZnice opisa-

V2 2 2 1
nej §tvorcuostrane 5 je =~ 10 =102 <E=7

16. UvaXujte n 4 1 &isel 1, 11, 111, ..., 11...11 a po-
uZite dlohu 15!

17. PodIa tulohy 16 existuje &islo tvaru 11...1100...00
delitelné &islom p. Ale 11...1100...00 = 11...11 X
X 100...00. Druhy st¢initel nie je delitelny ¢islom p, lebo
je podla predpokladu rézny od 2,5.

19. Oznaéme a,, @y, ..., ay; poet uloh, ktoré Ignic
vyrie§i prvy, druhy, ..., tridsiaty treti defi. Takou istou
uvahou ako v rieSeni prikladu 7 moZno dokizat, Ze existuje
niekolko po sebe idticoch dni, ked podet rieSenych dloh je
delitelny ¢&islom 33. Ale 33 dni je menej ako 5 kalendr-
nych tyidfiov, teda pocet rieSenfch uloh je mensi ako
5.13 = 65 a teda rovnd sa 33.

20. RieSenie rovnaké ako u prikladu 8.

21. PodIa tlohy 15, medzi Cislami @t =1 + ¢ + ¢* +
+ ... +¢i=1 2 HSp+ 1, emstulu dve, ktorych
rozdiel j je deliteIny Elslom p Nech su to Cisla as, a5, 1 < j.
Ale ag— a1 = ¢ 4 =gl 4+qg+ ...+

+ ¢~ 1). KedZzepaq 51'1 nesﬁdeliteIné pdelil+ ¢ —|— q?
. g1,

_|_.
Druhé tvrdenie vyplyvazrovoostil + ¢+ g2+ ... +
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+ ... 4 gkV (n+1) (1 .+ .

22, Uvazu]me ¢isla 1, p, p Y . p1°° 000, Podra tlohy 15
existuju 7 <j < 100000 také, Ze 100000 deli <cislo
p! — pt = pi(pr—t — 1). KedZe p a 100000 st nesude-
litelné, potom 100000 deli p/4 — 1 a teda dekadicky
zdpis tohoto &isla kon&i poZadovanou skupinou cifier.

23. Uloha je zovieobecnenim tlohy 22.

24. Pre x prirodzené, x < 1000000je0 <[+1/xlogx] <
<6000 (0 <[*vxlogx] < 600). Podla (D) existuje
k < 6000 (B < 600) také, Ze dand rovnica md aspori 160
(1600) rieeni.

25. Pozorne si prezrite riefenie prikladu 11 a poznimku!

29. Ak oznadime prvocisla medzi a, b ako py, s, . . ., Pk,
tak (p, — py) + (pa — o) +- ... + (pr — pr_y) <b
Ak x je polet pirov dvouélek mime b —a = 2% + h +
4+ (k—x—24=4k—8+h—2xatedax = [2(k—2)—

b—a—nh
———

31. Rozozndvame dva pripady. Ak dané tri body leZia na
priamke, tak jeden uhol nimi uréeny je z. Ak body neleZia
na priamke, potom uvaZujeme vndtorné uhly trojuholnika,
ktory urlujui. KedZe ich sulet je =, podla (D,) dostdvame
tvrdenie.

32. Oznadime dané body 4,, A4,, ..., A;. Ak tri z nich
leZia na priamke, tak je dloha rieSend. Ak Ziadne tri z nich
neleZia na priamke, budeme rozozndvat tri pripady.

a) Body A4,, 4,, A, A,, A tvoria vrcholy vypuklého
pituholnika. Tvrdenie plynie podfa prikladu 13.

b) Body A,, A; leZia vnitri trojuholnika 4,A4,A4, (v pri-
pade potreby body preznalime). Ked?e << A,4,4, +
+ < 4,44, + ¥ A34,4, = 2n, podla D aspoii jeden

z nich je vicsi alebo sa rovna 3 ™
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c) Bod A4; lezi voitri vypuklého $tvoruholnika 4,4,4,4,
(v pripade potreby body preznadime). Potom bod A; leZi
vnuatri prive jedného z trojuholnikov 4,4,4,, A,4,4,
(pozri obr. 7) a pokraujeme ako v Casti b),

A,

A4
Obr. 7.

33. Ak tri z nich leZia na priamke, tloha je riefend. Ak
dané body tvoria vypukly Sestuholnik, tvrdenie vyplyva
podla prikladu 13. V ostatnych pripadoch nijdeme troj-
uholnik a bod v jeho vmitri (porovnaj rieSenie tlohy 32).

34. Rovnako ako tlohy 32 a 33. Diskusia je viak zlo-
Zitejsia.

36. Pozri nasledujicu Glohu!

37. Predpokladajme, Ze mime umiestené » bodov
v obdiZniku o rozmeroch a, b tak, Ze vzdialenost Tubo-

¥y

voInych dvoch je vacsia neZ e. Okolo kaZzdého bodu opiSeme

kruZnicu o polomere % Maime teda 7 kruhov, ktoré leZia
vnutri obd{Znika o rozmeroch @ + ¢, & + ¢ a Ziadne dva

4(a+ &) (b + e),

med

z nich nemajt spoloény bod. Keby » >
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tak aspoii jeden z uveden§ch kruhov by mal plo$ny§ obsah
< (@a+ &)+ ¢ <n£2(a + e b+ e me
n 4@+ +e)  4°

fo je

spor. e
38. Rozdelime obdlZnik na $tvorce o strane V2 a ob-

dialniky o stranich nie vi&Sich. Vietkych ich bude
b
( ‘/3“] + 1) ([if—] n 1)<2;"’+—( a+B)+1.

KruZnica opisand kaZzdému z nich m4 priemer nie vacs
nez e.

39. Oznalime Sirky pdsov Ay, Ay, ..., k. UvaZujme
o gulovej ploche polomeru R, ktorej stred leZi v strede
daného kruhu. Rovnako ako v rieSeni prikladu 19 utvo-
rime &asti gulovej plochy. Plo3ny obsah i-tej asti bude
mensi alebo rovny 2n Rh. Plosny obsah celej gulovej plo-

chy je 47 R? teda % 27 Rhy = 4= R*a podla (D)) existuje

il
; také, %e h = ?.

40. a 41. Rovnako, ako priklad 20.

42, DokédZeme len Cast, tykijucu sa Stvorcifernych Cisel.
Napr. nasledovnych osem ¢isel méd pozadované vlastnosti:
1111, 1122, 2211, 2222, 1212, 2121, 1221, 2112. Pred-
pokladajms, Ze existuje devit Stvorcifernych Cisel tak, Ze
TubovoIné dve sa liSia aspofi na dvoch miestach. Rozdelime
ich do dvoch skupin podIa toho, ¢i zaéinajui cifrou 1 alebo
2. Aspoil jedna skupina obsahuje aspofi pit Cisel. Vy-
nechajme z nich prvu cifru, ktord je u vSetkych rovnaka.
Dostaneme pit trojcifernych isel, z ktorych Tubovolné dve
sa lisia aspofl na dvoch miestach. To je viak spor s pri-
kladom 21.
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43. Dokazujeme matematickou indukciou. Indukény
krok sa robf podobne, ako sme previedli rieSenie ulohy 42
pomocou prikladu 21.

Udédme nivod na kon3trukciu. DokdZeme dokonca
nasledujuce silnejSie tvrdenie.

. PrekaZdé n > 2 existuju dve skupiny A, B, n-cifernych
Cisel, utvorenych pomocou cifier 1, 2 s nasledovnymi
vlastnostami:

a) ka?d4 zo skupin A, B, ma prave 27! prvkov,

b) Tubovolné dve &isla, ktoré bud obidve patria do sku-
piny A,, alebo obidve patria do skupiny By, sa lisia asponi
na dvoch miestach,

c) Tubovolné dve ¢isla, jedno zo skupiny A,, druhé zo
skupiny By, sa lifia aspoil na jednom mieste.

Pre n = 2 je tvrdenie pravdivé, nech napr. skupina A4,
obsahuje &isla 11, 22, skupina B, {isla 12, 21. Predpokla-
dajme, Ze tvrdenie plati pre n. Zostrojime skupiny A,
By, s uvedenymi vlastnostimi.

Do skupiny A»,, dime Cisla, ktoré vzniknud z Cisel sku-
piny A, pripisanim na koniec cifry 1 a z &isel skupiny By,
pripisanim na koniec cifry 2. Podobne, do skupiny Bs,,
ddme ¢&isla, ktoré vznikli pripisanim na koniec cifry 2 ku
¢islam skupiny A, a cifry 1 ku Cislam skupiny B,. Teda
napr. B, obsahuje &isla 112, 222, 121, 211. Podmienky
a), b), c) sa overia bezprostredne.

44. Predpokladajme, Ze je moZné zostrojit 9 Cisel s uvede-
nymi vlastnostami. Rozdelime ich do dvoch skupin, podla
toho, ¢i zainaji cifrou 1 alebo 2. Podla (D) aspofi jedna
skupina obsahuje aspoti 5 &isel. Vynechanim prvej cifry,
ktord je u vSetkych rovnaki, dostaneme 5 pitcifernych
gisel, z ktorych TubovoIné dve sa liSia aspofi na troch
miestach. To je viak spor s prikladom 22.

47. Predpokladajme, Ze mime & > [n—%] Cisel s uve-
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denymi vlastnostami. Oznaéime ich 4,, 4,, ..., Ax. Nech
G je mnoZina vietkych tych n-cifernych Cisel, ktoré sa
od A; liSia najviac na jednom mieste. Vsetkych n-cifernych
disel je 27, Dve rozne G; nemaji spoioénf/ prvok. Nech & je

pocet &isel v mnoZine G;. Potom X %; < 2#, teda aspoit

=1

jedno Ay < —i— < n+ 1. Ale to je spor, lebo kazdid G; mi

prave n + 1 prvkov.
48—50. Pozri ulohy 42, 43!
51. Predpokladajme, Ze je moZné zostrojit 4% + 1 Cisel
s uvedenymi vlastnostami. Rozdelime ich do % skupin
podfa prvej cifry. Aspoil jedna skupina obsahuje %2 + 1
¢isel. Tieto vSetky maji rovnaki prvia cifru. Rozdelime
ich znovu do % skupin podIa druhej cifry. Aspoii v jedne;j
skupine budd dve ¢isla. Tieto ¢isla maji rovnaka prvi
a druht cifru, ¢o nie je moZné, lebo podfa predpokladu sa
liSia aspofi na dvoch miestach.
kn
(nk+1—n)
lisel s uvedenymi vlastmostami. Oznatime ich 4;, 4,,
s An. Nech G; je mnoZina tych Cisel, ktoré sa od ¢isla
A; lidia najviac na jednom mieste. Ak di je pocet prvkov

54. Predpokladajme, Ze je moZné zostrojit >

mnoZiny G, nutne Z d; < kn. Stadi poutzit (D,) a fakt, Ze

di=nlk—1)+ 1.

55. Postupujeme podobne ako v rieSeni ulohy 54, ale
do G; dame tie Cisla, ktoré sa od A; li§ia najviac na a) dvoch
miestach, b) troch miestach.

56—57. Pozri priklad 27!

58—60. Pozri priklad 28!

62. Rovnako ako priklad 29. NepouZijeme viak ulohu 61,
ale priklad 29.
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63. Matematickou indukciou.

64. Na obr. 8. Vyznalena je len jedna farba.

65. a) Podla prikladu 32 v dvojfarebnom 8-grafe existuji
asponi 4 jednofarebné trojuholniky. Aspofi dva z nich maja
spolo¢ny vrchol. Ak ho vynechdme, dostaneme dvojfarebny
7-graf, ktory md aspod o dva jednofarebné trojuholniky
menej, ako na§ 8-graf. KedZe méa aspofi 4 jednofarebné
trojuholniky, tak na$ 8-graf mi aspoii 6 jednofarebnych

Obr. 8.

trojuholnikov. Tieto maji spolu 18 vrcholov, tedy aspoi
jeden vrchol ndsho 8-grafu je spoloény aspoii trom jedno-
farebnym trojuholnikom. Ak ho vynechime, dostaneme
7-graf, ktory ma aspoil o tri jednofarebné trojuholniky
menej, ako 8-graf. Znovu pouZijeme priklad 32, tedy 8-graf
ma aspofi 7 jednofarebnych trojuholnikov.

d) Podla c) v 11-grafe existuje aspoit 16 jednofarebnych
trojuholnikov. Tieto maji spolu 48 vrcholov, teda aspori
jeden vrchol 11-grafu je spolony piatim jednofarebnym
trojuholnikom. Ked ho vynechime dostaneme 10-graf,
ktory m4 aspofi o 5 jednofarebnych trojuholnikov menej,
ako 11-graf. Postupujeme dalej rovnako, ako v pripade a).

66. Postupujeme rovnako ako v rieSeni prikladu 34. Ak
uvedenych 6 vrcholov je spojené jednou farbou, alebo
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vietky hrany okrem jednej si rovnakej farby, je tloha
rieSend.

Predpokladajme teda, Ze existuji aspori dve hrany biele.
V pripade a) stadi ku kaZdej z bielych hrin pridat vrcholy 4
a B a mame dva biele 4-grafy.

Ak nastane pripad b), postupujeme nasledovne. V danom
6-grafe existuju aspoii dva jednofarebné trojuholniky (pozri
priklad 31!). K bielemu (ak existuje) pridime vrchol 4,
k Ciernemu (ak existuje), priddme vrchol B. V kaZzdom
pripade mame dva jednofarebné 4-grafy.

67. Podobne ako priklad 34, ale zostrojime tri vrcholy
A, B, C.
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