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2. kapitola

ULOHY Z TEORIE CISEL

V tebrii ¢isel moZno pouZitim Dirichletovho principu nijst
gasto neofikdvané vysledky. Dirichlet sim s vspechom
pouzZival tento princip v tedrii Cisel a odtial m4 tento princip
svoje meno. Je viik velmi pravdepodobné, Ze bol niekto-
rymi matematikmi vyuZivany i pred tym. MozZno, Ze nie
tak vyrazne a vedome.

Priklad 7. Dané je 82 prirodzenych &isel. Treba doké-
zat, Ze sa medzi nimi daja ndjst dve také, Ze ich rozdiel je
delite[ny Cislom 81.

RieSenie. Rozdelime dané ¢&isla do 81 skupin, podla
toho, aky zvySok divaju po deleni &islom 81. Teda do
prvej skupiny ddme tie, ktoré ddvaja zvySok O po deleni 81,
do druhej tie, ktoré ddvaju zvySok 1, do tretej tie, ktoré
davaju zvySok 2, atd., aZz do osemdesiatej prvej dime
tie Cisla, ktoré po deleni &islom 81 ddvaju zvySok 80.
KedZe skupin je menej ako Cisel, aspoil v jednej skupine sa
nachddzaju dve &isla. Teda medzi danymi ¢islami sa daja
najst dve, ktoré po deleni 81 ddvaju rovnaky zvySok. Ich
rozdiel je delitelny ¢islom 81.

Uloha 15. Ak je dané # + 1 prirodzenych &sel, potom
medzi nimi existuji dve, ktorych rozdiel je delitelny ¢islom
n. Dokazte!

Uloha 16. Ku ka?dému prirodzenému &slu 7 existuje
Cislo zapisané v desiatkovej sustave v tvare 11...100...0,
ktoré je deliteIné ¢islom n.
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Uloha 17. Ku kaZdému prvodislu p réznemu od 2,5 exi-
stuje Cislo tvaru 111...1 (t. j. zapisané v desiatkovej
ststave iba pomocou cifry 1) deliteIné p.

Priklad 8. Je dané 67 prirodzenych ¢isel. Dokéite, Ze
mozno spomedzi nich vybrat niekolko tak, aby ich stdet bol
deliteIny &islom 67.

RieSenie. Oznz¢me dané &isla ay, a,, .. ., ag. Utvorme
Cisla s, =ay, ss=a;+ ay, 3 =0a; +as+ agy, ...y 8 =
=a,t+a+ a;+ ... + ag + ag. Ak je nicktoré z Cisel
S35 S35 « « .5 Sg7 deliteIné Cislom 67, uloha je rieSend. Ak nie
je, Cisla sy, 5, . .., g7 TOzdelime do 66 skupin a to tak, Ze
do n-tej skupiny dame tie, ktoré po deleni Cislom 67 ddvaju
zvySok n (n =1, 2, ..., 66). Podla Dirichletovho principu
aspofi v jednej skupine sa ndjdu dve, ozname ich s, s, & <
< h. Potom s, — sx je delitelné 67, priCom sp— sx =
=ak+1+ak+2+ eo. + ap.

Uloha 18. Spomedzi  &isel sa d4 vybrat niekolko tak,
Ze ich stcet je delitelny »#. DokdZte!

Podobnym obratom, ako priklad 7 a predosla ulohu, je
mozZné rieSit nasledujuce ilohy.

Uloha 19. Ignic Kvantifikitor (syn znimeho profesora
Kvantifikdtora) rieSi po dobu troch mesiacov pred krajskym
kolom MO aspoii jednu tulohu denne. Pritom za kalenddrny
tyzdefl neriesi viac, ako 13 tloh. DokaZte, %e sa dd nijst
niekolko po sebe iducich dni v uvedenom obdobi, za ktoré
riesi prive 33 uloh!

Uloha 20. Jeho priatelka v tom istom obdobi rieSi
aspoil dve ulohy denne, ale za tyZdef nie viac, ako 17.
Dokazte, Ze bud existuje niekoIko po sebe iducich dni, za
ktoré riesi prave 23 uloh, alebo niekolko po sebe idtcich
dni, za ktoré rie§i prave 46 tloh!

Uloha 21. Nech p a ¢ st nestdeliteIné prirodzené &isla.
DokéZte, Ze existuje prirodzené Cislo #n také, Ze dislo
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1+qg+ ¢+ ... + grjedelitelné Cislomp! Ak 1 4 ¢ +
+ ¢+ ... 4+ ¢" je deliteIné Cislom p a % je prirodzené
¢islo, potom aj Cislo 1 4+ ¢+ ¢% ... + g* (»+1)-1 je deli-
telné Cislom p. DokaZte!

Priklad 9. DokaZte, Ze dekadicky z4pis niektorej moc-
niny ¢&isla 37 konéi skupinou cifier 00001! (Tu i v dalSom,
tym myslime, Ze dané ¢islo m4 v dekadickom zipise okrem
cifry 1 na mieste jednotiek eSte aspon jednu cifru réznu
od nuly. Teda napr. dekadicky zdpis ¢isla 1 nekonéi skupi-
nou cifier 00001.)

Riesenie. Vezmeme Cisla 37, 372, 373, atd., az 37100000,
Ak niektoré z nich po vydeleni ¢islom 100 000 dé zvysok 1,
sme hotovi, pretoZe jeho zdpis v desiatkovej sustave konéi
00001. Ak ziadne nedava po deleni 100 000 zvys$ok 1, roz-
delime ich na skupiny tak, Ze do #-tej skupiny dime tie
¢isla 37%, ktoré ddvaju po deleni 100 000 zvy3ok #, priom
n=0,2,3...,99998,99999. Teda skupin je 99 999
a Cisel 100 000. Existuja dve Cisla A, k také, ze 37¢ — 37 je
delitefné 100 000. Predpokladajme, Ze % > k. KedZe
37k — 37 = 37k (37k-b — 1) a 37 je nestdelite[né s ¢islom
100000, je 37%-% — 1 deliteIné Cislom 100 000, &iZe
37¢-4 ddva po deleni &islo 100 000 zvySok 1.

Uloha 22. Nech &islo p je nestideliteIné s &islom 100 000.
Dokd’te, 7e dekadicky zipis niektorej mocniny &isla p
kon¢i skupinou cifier 00001! Dokdzte tieZ, Ze pre kazdé n
prirodzené existuje také prirodzené Cislo &, Ze p¥ md deka-
dicky zapis konéiaci skupinou # nil a cifrou 1!

Uloha 23. Nech &isla p a ¢ st nestidelitelné. Dokazte, Ze
niektora kladnd mocnina &isla p dava po deleni &islom ¢
zvySok 1.

Poznadmka. Tzv. Mald veta Fermatova tvrdi, Ze td
mocnina &isla p je pe-1. Jej ddkaz je viak podstatne zloZitejsi.

Ak x je redlne (islo, znakom [x] oznalujeme tzv. celd
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cast Cisla x. Je to také celé Cislo, Ze [x] < x < [x] + 1.
Napr.[3]=3, [-71=—-7,[v2] = 1,[-7,2] = —8apod.

Priklad 10. DokdiZte, Ze existuje také prirodzené &islo
k < 100, Ze rovnici | v/x + %] = k vyhovuje aspoi 100
prirodzenych &isel!

RieSenie. Pre x prirodzené, x < 10000 je 1 <[\/x +£] <

< 100. Prirodzené c¢&isla nie va&Sie ako 10 000 rozdelme
do tried tak, Ze do k-tej triedy, £ = 1,2, ..., 100 ddme

tie Cisla, pre ktoré [\/x + %] = k. Aspoil jedna z tychto

tried obsahuje nie menej nez 100 &isel (podfa (D)). Prislu$né
k vyhovuje poZiadavkam dlohy.

gloha 24. DokdZte, Ze existuje také prirodzené (islo %

a) k£ < 6000, Ze rovnici [1/x log x] = & vyhovuje aspon
160 prirodzenych Cisel!

b) £ < 600, Ze rovnici [4/x log x] = k vyhovuje asponi
1600 prirodzenych ¢&isel!

Priklad 11. Nech x je iraciondlne &islo. Ak % je Tubo-
voIné prirodzené Cislo, potom existuja také celé &isla m, n,

00 < m -+ nx < 715' Dokdte!

RieSenie. UvaZujme o &islach x; = x — [x], x, = 2x —
—[2x), ..ok =hkx — [Rx)y 2k, =R+ 1) x — [(R +
+ 1) x]. Tieto vietky &isla su kladné a mensie ako 1. Pre
kazdé 1= 1,2, ...,k k + 1 je [ix] <ix < [ix] + 1. Pri-
tom nemdZe byt x; = 0, pretoZe by bolo x = [sz] a kedZe

[¢x] je celé, bolo by x raciondlne. Vietky Cisla xy, x,, . . .»
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Xr+1 SU navzdjom rézne. Keby totiZ bolo x¢ = x; pre 7 +# J,

bolo by ix — [ix] = jx — [jx], odkial x = M o
je spor. —J
Interval < 0,1) rozdelime na 2 rovnakych Eastl, t.j. uva-
¥ . 1 12 k —
Zujeme intervaly < O’E)’ 7 k)’ 7 k)’ e % ,E).

PodlIa (d) aspoii do jedného z tychto intervalov padm’1 aspon
dve z Cisel x;, X5y . ., Xk1. Nech su to Cisla x4, x; a nech je

x; < x5. Potom je 0 < x; — % < %, Cize 0 < jx — [jx] —
— (ix — [ix]) <. Ak polotime m = [ix] — [js]an=j —

—i,bude0<m+nx<%.

Pozndmka. Z prikladu 11 vypljva, Ze medzi kaZdymi
dvoma (islami a, b e)ustuje &islo tvaru m -+ nx. Podrob-
nejSie: ak @ < b a ak x je iraciondlne &islo, potom existuju
celé Cislam,ntak, e a <m + nx < b.

1
<<

Ddkaz. Nijdeme prirodzené Cislo & tak, aby bolo E
< b — a. PodIa prikladu 11 existuju celé &isla my, n, tak, Ze

0<my+nx< % Nech 7% je najmensie celé &islo, pre

ktoré a < h (mo + ng x), teda h = [ o

je aj h (my + nyx) < b. Keby totiz bolo h (my + nex) = b,
bolo by (A — 1) (my + ngx) = h (mg + nyx) — (my -+ nex) =

=>b— 7> a Stadi teda zvolit m = hmy, n = hn, a bude

]—l— 1. Potom

a<m-4nx <b.
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Uloha 25. Nech x 7 0 je racionélne &islo, ktoré sa dé pisat
v tvare x = %, kde p je celé, ¢ prirodzené a p, g si nesi-
delitelné. Ak % je prirodzené {islo, £ < ¢, potom existuja
také celé Cislam,nze 0 <m+ nx < % Dokézte!

Poznimka 1. AKk x je raciondlne &islo, ¥ # 0, x = % ,

kde p je celé a g prirodzené Cislo a a, f sU také Cisla, Ze
f—a< I potom existuju celé &sla m a » tak, Ze a <

<m-+nx <p.
2, Ak k = ¢ potom neexistuju také celé Cisla m a n, aby

0<m+nx<%.

Uloha 26. DokdJte tvrdenie v poznidmke 1.

Uloha 27. Dok4?te tvrdenie v poznimke 2.

Nasledujici priklad a tlohy vyuZivaju skér myslienku
dokazu Dirichletovho principu, neZ princip sdm. Takd
situdcia sa ¢asto vyskytuje bez toho, Ze by sme si ju uve-
domovali. Nie je to potrebné si uvedomovat, ale je vhodné
nacvidit sa pohotovo my$lienku tohoto typu vyuZivat. Je
samozrejmé, Ze uvedené tlohy moZno riesit i priamo po-
uzitim Dirichletovho principu, av§ak za cenu vadsej taZko-
pddnosti.

Hovorime, Ze prvotisla p, ¢ nasledujui po sebe, ak p < ¢
a ak neexistuje také prvolislo r, 2e p <r < ¢q. Ak p, g s
prvocisla, ktoré nasleduju po sebe a ¢ — p = 2, hovorime,
Ze p, q je pdr dvojiciek.

Priklad 12. Ak je znime, Ze existuje prve 7 prvocisel
nie menSich neZz 1061 a nie vadSich neZ 1097 a existuji
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medzi nimi dve prvoéisla p, ¢ nasledujuce po sebe a také, Ze
p — q = 18, treba dokazat, Ze existuji aspoil dva pary
dvojiciek mf-dz1 1061 a 1097. q

RieSenie. Oznalime py, p,, Py, P> Ps» Pes P2 PrvoLisla
medzi 1061 a 1097 usporiadané podla velkosti. Teda
1061 <p, < py, < ... << pg < p; < 1097. Podla zadania
existuje také 7 (7 je niektoré z isel 1, 2, ,..., 6), Ze p1,, —
— p1 = 18. Ziaden z rozdielov py,, — p; nemoéZe byt ne-
parny. Ale (p, — p1)) + (ps— p2) + ... + (pr — pe) <
< 36. Kedze jeden z tychto rozdielov j 1e 18 sulet piatich
rozdielov neprevySuje 18. Ak medzi tymito rozdielmi je
jeden vas¢i alebo rovny 6, potom medzi zbyvajicimi
Styrmi musia byt aspori dva, ktoré sa rovnaji 2 (lebo ich
sucet neprevysuje 12). Ale, ak by kaZdy rozdiel bol mensi
ako 6, t.j. neprevySoval by 4 a neexistovali by dva rovnajice
sa dvom, potom by uvedené rozdiely museli byt 2, 4, 4, 4, 4
(pripadne v inom poradi). Mdme teda jeden rozdiel 2,
Styri rozdiely 4 a jeden rozdiel 18. Teda aspoii dva rozdiely
4 musia ist po sebs (Dirichletov princip), t. j. nastiva
situdcia p; < Pre1, < Prees priom pr, = pr+ 4, Prip =
= p; + 8. Ale to je spor, lebo p; nie je deliteIné tromi, dava
teda po deleni zvySok 1 alebo 2, potom v$ik bud p; + 4
alebo p; + 8 je delitelné tromi, lebo divaju zvySok po-
stunne 2,0 alebo 0,1.

Uloha 28. Medzi &islami 3 907 a 3 947 je 9 prvodisel
a rozdiel dvoch z nich po sebe iddcich je 12. DokézZte, Ze
medzi 3 907 a 3 947 st aspoil 2 pare dvouélek'

Uloha 29. Ak medzi &ishimi @, b je k = 2 prvodisel,
a < b a rozdiel dvoch z nich po sebe nasledujucich je 2,

potom existuje medzi a a b aspon [2 (h—1)— b— ;— h]

pérov dvojiiek. Dokézte!
Takto ziskany odhad je velmi slaby. Porovnajte ho napr.
s tvrdenim ulohy 28!
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