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3. kapitola

MODELY LOBACEVSKEHO
PLANIMETRIE

3.1. Spdsob Stiidia Lobacevského planimetrie

V tejto kapitole zalneme vlastné §tudium Lobadevského
planimetrie. Poslednym terminom oznalujeme abstraktmu
geometrickd te6riu obdobni tej s ktorou sa Citatel oboznd-
mil na strednej $kole pod ndzvom rovinni geometria, ¢i
planimetria. Aby sme predisli nedorozumeniu, budeme tej
planimetrii, ktord sa uci na strednej $kole odteraz hovorit
Euklidovskd planimetria. Hlavny rozdiel medzi oboma
abstraktnymi teériami — Lobacevského planimetriou,
ktori oznaCime £ a Euklidovskou planimetriou, ktoru
oznacime € je v tom, Ze v tedrii £ plati vyrok L a v teérii €
plati vyrok E.

L: Ak P je bod neleZiaci na priamke g, potom existuja

aspoil dve rdzme priamky p, a p, idice bodom P
a nepretinajice priamku g.

E: Ak P je bod neleZiaci na priamke ¢, potom existuje
jedna a len jedna priamka p idiica bodom P a nepreti-
najica priamku gq.

Podla toho ¢o sme povedali v prvej kapitole, mal by nas
postup budovania teérie £ zacat vymenovanim zikladnych
pojmov a uplnej sustavy axiom. Potom by sme logickymi
uvahami tj. deduktivne mali vyvodzovat stile zloZitejSie
tvrdenia teérie £.

Existuji dva vaZne dovody, pre ktoré nebudeme postu-
povat uvedenym spdsobom. Axiomaticka stavba vyZaduje
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jednak daleko viac miesta, ako ddva tenka broZurka a dalej
(z hladiska metodického) nutne predpoklada, e Citatel bol
uZ asponi Ciastodne obozndmeny s axiomatickou stavbou
tedrie . Nakolko vSak axiomatizicia te6rie € sa, kvéli ni-
roCnosti latky, na strednej $kole neuci méZeme predpokla-
dat, Ze Citateova znalost teérie € je len intuitivna. To
znamend, Ze Citate] poznd vietky zakladné vztahy teérie &,
no nepoznd jej systém axiom. Pri intuitivhom 3$tudiu
(akejkolvek) abstraktnej teérie, dlohu sustavy axiom pre-
bera nie celkom jasne vymedzeny sabor faktov, ktoré prij-
mame za ,evidentné ,,a priorné“, CiZe ,,samozrejmé,
Tak napriklad v pripade teérie € za takéto evidentne prav-
divé tvrdenia povaZujeme vyroky:

U, : Dvoma réznymi bodmi prechddza jedna a len jedna

priamka.
U,: Existuje Stvoruholnik majtici vSetky Styri uhly pravé
(napr. $tvorec).

Na ziklade takychto evidentnych (avSak vyslovne nevyme-
novanych) tvrdeni odvodzujeme dalSie, menej zrejmé tvr-
denia teérie & — vetu Talesovu, Pytagorovu, sinovu,...

Opisané intuitivne budovanie tedrie & sa silno opiera
o nazornost (skisenost) a preto sa ndm zd4 prirodzenym.
Zikladné tvrdenie L teérie £ nielen Ze nie je ndzorné, ale
na$im geometrickym skisenostiam priam odporuje. Preto
je nemoZné budovat tedriu £ intuitivne. Nevedeli by sme
totiZ, ktoré fakty povaZovat za evidentné. Napriklad z ho-
reuvedenych vyrokov U,,U, evidentne pravdivych v teérii
G je v tedrii £ pravdivy vyrok U, avyrok U, je nepravdivy.
Vidime, Ze v tejto broZurke teériu £ nemdZeme budovat
ani axiomaticky, ani intuitivne. Ostdva jedind moZnost —
pouZit modelov. Tento spdsob ndm sice nedd abstraktna
teériu £, ale aj model teérie £ ndm poskytne velmi dobry
obraz tejto tedrie. Aby nase nové skusenosti boli bohatsie,
obozndmime Citatela dokonca s dvoma modelmi o ktorych
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sme sa zmienili uZ v kapitole prvej. Obidva modely budi
realizované v ramci teérie € tj. v euklidovskej rovine. Prvy
z modelov oznacime B, jeho autormi si Klein a Beltrami,
druhy oznacime ), jeho autorom je Poincaré. B a P su
najznimejSie modely teérie £. Model B je nazornejsi, ale
na modeli P je moZné lepsie ilustrovat meranie uhlov
a usecCiek.

Uloha 1. NapiSte vyroky 71 E, 7] La 7] U,.

Uloha 2. Overte platnost tvrdenia a) E= 7] L, b)
L =E.

Uloha 3. V axiomach S,, S,, S,, S,, S; tedrie S z pri-
kladu 2. kapitoly 1. nahradime vSetky terminy podla slov-
nika

| chlapec diev¢a priatelky nepriatelky | )
vy bod priamka rovmoberky roznobezky y o

a novoutvorené axiomy oznatime Si, S3, S3, S4, Ss, vznikla
tedriu &'. Podobne z vyrokov V a W (tiloha 1.8. a tloha
1.16.) vzniknd vyroky V' a W’. Aky je vztah medzi teériami
S a &' ? Aky je vztah medzi vyrokmi E, V' a W'?

Uloha 4. Najdite zavislost medzi vyrokmia)LaV’,b) L
aW'.

Uloha 5. Zistite, ktory z vyrokov E, L je pravdivy v kto-
rom z modelov: S';, Sy, 5’3, S'e> S'9s S's @ S’y Ciarka ma
vyznam popisany v ulohe 3.

Uloha 6. Dokate, %e v modeloch §'y a s plati La 7 E.

3.2. Model B (Beltrami — Klein)

V dalSom texte budeme pracovat v euklidovskej rovine
tj. v tedrii € a budeme tu modelovat teériu £. Tak vicSina
geometrickych pojmov nadobudne dva rdzne vyznamy,
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pretoZe sa vyskytnu ako v tedrii €, tak aj v modeli teérie £.
Napriklad body v zmysle £ budi len niektoré z bodov
v zmysle €. Bolo by zdlhavé pisat ,,bod v zmysle £, ,kol-
mica v zmysle “ a pod., preto budeme pisat struéne
»l-bod®, ,,e-kolmica* a pod. Termin, ktorého vyznam je
ten isty v zmysle £, ako v zmysle € budeme pisat ako dote-
raz bez predsymbolu 1-, ¢ e-. Napriklad ,,l-medzi‘
a ,e-medzi* je to isté, preto piSeme proste ,,medzi‘‘.

Podéme popis modelu B (pozri model S, z prikladu 1.2.).
Vsetky tivahy st prevddzané v e-rovine.

Dohovor 1. Nech je v e-rovine danid e-kruZnica A.
Oznalme symbolom 2 mnoZinu vSetkych vnudtornych
a symbolom u# mnoZinu vSetkych jej vonkajSich e-bodov.
Tito symbolika je zivdzna pre cely ¢lanok 3.2., 3.3. a 3.4.

Definicia 1. e-Bod X nazveme

1-bodom Xel
a-bodom} préave ked je {X Eh
i-bodom X e p.

MnoZinu 4 vietkych l-bodov nazveme l-rovinou, mnoZinu
vietkych a-bodov resp. i-bodov nazveme absolutom resp.
idedlom 1-roviny A.

Poznimka 1. V definicii 1. sme zaviedli 6 pojmov. Ku
pojmom l-bod a l-rovina, ktoré majia analogické pojmy
v & tedrii pristupuji pojmy a-bod, i-bod, absolut a idedl
I-roviny. Posledné styri pojmy v € teérii nemaja obdobu
a aj my by sme sa bez nich vedeli zaobist. Zavedenie uvede-
nych pojmov nidm znadne ulahdi vyjadrovanie.

Definicia 2. Nech U % V' st dva TubovoIné a-body.
Potom otvoreni e-tise¢ku UV nazveme l-priamkou.
Okrem 1-priamok takto popisanych Ziadne iné neexistuja.

Dohovor 2. I-Priamky budeme oznalovat dvojakym
spésobom a to alebo malym latinskym pismenom a, b,
¢, %, ... (tak znalime aj e-priamky), alebo dvojicou vel-
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kych latinskych pismien 4B, UX, YZ, ... pokial tieto
pismena oznacuju dva rdzne e-body, ktorych e-spojnica
pretina e-kruZnicu 4. Napriklad podla obrizku 3. je otvo-
rend e-tiseCka UV zirovedl l-priamkou a jej zdpis je UV,

alebo XU, alebo XY, alebo ZV, alebo 2 a pod. Ak x je
l-priamka, potom symbolom % oznalime e-priamku, pre
ktorti x < X a symbolom x’ mnoZinu x n A.

Uloha 7. Pozrite na obrazok 3. a napiSte vsetky tam na-
kreslene a) l-body, b) e-body, ktoré nie su a-bodmi, c)
i-body, d) I-priamky, €) c—pna.mky

Uloha 8. Dajte aspoll styri rozne zdpisy l-priamky
¢ n 4z obrazku 3.

Uloha 9. Nech X # Y sua e-body. Aky je rozdiel medzi
symbolom ,,e-priamka XY“ a ,,XY*“? Maja obidva sym-
boly vzdy zmysel ?

Uloha 10. Zapiste strulnejiie vyrazy z obrizku 3.:

a) XU n ¢, b) {U, V},c) MZ,d)a n OR.
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Uloha 11. Dok4zte, 7 vmodeli B je vyrok L z 3.1. prav-
divy.

v\}r tedrii € st dve rozne priamky bud rovnobéZné, alebo
roznobezné, UkdZeme, Ze v tedrii £ sa rovnobeZnost dd
eSte dalej klasifikovat.

Veta 1. Nech x, y st dve r6zne l-priamky. Potom nastava
jeden a len jeden z nasledujucich troch pripadov:

Lxny=06 2.xny=0ax ny %0,

3.xny=0ax" ny =0.

Dokaz. Namiesto I- priamok x, y uvaZujme e-priamky
X, y. Ak X, y sd e-rovnobezné,alebo ak ¥ n j je i-bod, po-
tom nastava pripad 3. Pripad 1. resp. 2. nastava prave ked
X n ¥ je I-bod resp. a-bod. Poznamenajme, Ze pre x £y
je mnoZina x’ n ¥’ bud prazdna, alebo jednoprvkova.

Definicia 3. 1-Priamky sa nazyvaji: l-rézmobesné, &i
I-réznobefky prave ked x ny % 0, l-rovnobeiné, &
1- rovnobegky prive ked x n y = @. I-RovnobeZky x, y sa
nazyvaju rosbegky resp. subeiky prive ked x' ny = 0
resp. x’ ny *0.

Poznimka 2. PretoZe termin e-rozbeZky neexistuje, staci
pisat rozbeZky namiesto I-rozbezky. Rovnako pre siibeZky.
Symbol || bude znacit vyluCne e-rovnobeZnost.

Nasledujuice dlohy 12 aZ 15 st venované niektorym fak-
tom platnym v teérii £, nie viak v teérii €.

Uloha 12. Nech je danych » navzdjom réznych I-pria-
mok a,, a,, . .., an. Potom vZdy existuje I-priamka x-rov-
nobeZna s kazdou z priamok ay, a,, . . ., @n.

Uloha 13. Nech a, b st l-rovnobezky. Potom vZdy exi-
stuje 1-priamka p l-rovnobeZnd s a a l-rovnobeZnd s b.

Uloha 14. Existujt tri I-rovnobezky a, b, ¢ tak, %e ¥iadna
l-priamka nepretina vietky tri.

Uloha 15. Nech a, b si I-rovnobezky. Uréite mnoZinu M
I-bodov X, ktorymi moZno viest 1-priamku x I-rovnobeZni
s b a l-rdznobeZnu s a.
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Uloha 16. (Konstrukéna.) Nech 4, B, C st rézne I-body,
pricom A je e-stred e-kruZnice 4. KonStruujte l-priamky
a, b, ¢ tak, aby kazdé dve z nich boli subeZzky a naviac
A ea, B eb, C cc. Prevedte diskusiu. RieSenie je zaloZené
na istom vtipe.

Zavedieme dalSie pojmy modelu B: polpriamka, polro-
vina, usecka, uhol, trojuholnik. Pripomefime, Ze v teérii &
sa pod pojmom ,,polpriamka‘“ rozumie ,,uzavreta polpriam-
ka* tj. polpriamka v¢itane jej zaCiatku. Rovnako aj polro-
vina, tiseCka a uhol sa v teérii € ber uzavreté.

Definicia 4. Nech 4, B sa dva rozne l-body I-priamky p
pre ktori p’ = {U, V}. Nech l-bod B leZi medzi 4 a U.
MnoZinu, ktora sa sklada z I-bodu A4 a vietkych l1-bodov X
leziacich medzi A a U nazveme l-polpriamkou AU, alebo
AB. Prienik I-polpriamok 4B a BA nazveme l-useckou AB.
Ak naviac I-bod C ¢ p, potom mnoZinu vietkych bodov X
pre ktoré plati: vmitro l-isecky XC nemd s I-priamkou
p Ziaden spolo¢ny I-bed sa nazyva 1-polrovinou ABC, alebo
pC. Prienik l-polrovin ABC a ACB nazveme l-uhlom
a ozna¢ime < BAC & < CAB. 1-Polpriamku MP nazy-
vame tieZ nulovy l-uhol, l-polrovinu tieZ l-priamy uhol.
Pojmy wvmiltrajfok, otvorenost & uzavretost 1-polpriamky,
l-Gsecky, I-polroviny a l-uhla st pouZité ako v tebrii €.
Tieto utvary sa predpokladaji uzavreté, pokial nie je vy-
slovne povedany opak.

Dohovor 3. O I-polpriamke A B budeme hovorit aj vtedy,
ked je B a-bodom, pripadne i-bodom. e-Bod 4 musi nutne
byt 1-bodom. Podobne o I-polrovine ABC hovorime aj v pri-
pade, Ze 4, B, C st Iubovolné e-body neleZiace na e-priam-
ke, ak len e-priamka 4B pretne 4. O 1-uhle BAC hovorime
aj v pripade, Ze B, C st Iubovolné e-body rézne od 1-bodu
A. Dokonca e-body B, C modZu s l-bodom A leZat na e-
priamke — potom je 1-uhol BAC bud nulovy, alebo priamy.
Pojem opaénej 1-polroviny pouZivame, ako v tedrii (.
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O l-asecke AB budeme hovorit aj v pripade 4 = B — na-
zveme ju nulovou.

Znovu pdr loh na precvicenie latky.

Uloha 17. Kolkoraki je vzidjomnd poloha dvoch rdznych
l-polpriamok AB a CD? Nijdite aspod 10 pripadov.

Uloha 18. Nech p, ¢ si dve l-réznobetky a ¢, < ¢
l-polpriamka nepretinajuca 1-priamku p. Narysujte mnoZi-
nu M tych l-bodov X pre ktoré plati: ka?da l-priamka x
iddca I-bodom X a nepretinajica l-priamku p nutne pretne
I-polpriamku g¢,.

3.3. Kolmost v modeli B

Odteraz aZ do odvolania predpokladime, Ze vietky
objekty st euklidovské a preto upustame od pisania pred-
symbolov e- ¢i I-; symboly S resp. r v dalSom znadia stred
resp. polomer kruZnice A.

Trochu neobvyklym spdsobom budeme definovat mno-
Zinu s, ktorej prvky znacime velkymi latinskymi pismena-
mi — ako body. Symbolmi = resp. # ozna¢ime mnoZinu
vietkych priamok resp. bodov. O zobrazeni hovorime v do-
datku A.

Definicia 5. Nech s je mnoZina dand zobrazenim
¢ : 7 — s s nasledujicimi dvoma vlastnostami:

(a) ku kaZdému X es existuje aspofi jedna priamka
y € rtak, Ze o (v) = X,

(b) pre IubovoIné priamky x + y plad o(x) = o(y) <>
< x||y. Potom mnoZinu s nazyvime mnofina smerov
a jej prvky nazyvame smery. Smer o(x) pre x € # nazyvame
smerom priamky x, alebo smerom incidentnym s priamkou x.

Nepresne, ale nizorne sa pod pojmom smer rozumie ,,ne-
kone¢ny bod priamky‘ ¢i ,,priesenik dvoch réznych rov-
nobeZiek*.
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Dohovor 4. Nech je x € z; namiesto o(x) piSeme tieZ
x 0 s, namiesto vztahu X = o(x) piSeme vzfah X e x.
Pre AezaX % Y s oznatime symbolom AX ti priam-
ku p € 7, pre ktori 4 € p aj X € p a symbolom XY oznali-

a

[

PN S/R

Obr. 4

me mnoZinu s. Pre kaZdy A e 7 definitoricky prehldsime
A ¢ s. Konecne vzdialenost (tj. e-vzdialenost) bodov 4, B
znacime ¢(AB).

Podame definiciu dvoch zobrazeni polarity:
p:aUs—aU {s}aP:avu {s} >z U s
Uvedomime si, Z¢ medzi symbolmi s a {s} je rozdiel —

pozri dodatok A.

Definicia 6a. Zobrazenie p: # U s >z U {s}, ktoré
kaZdému prvku X e U s priradi prvok p(X) ez U {s}
nazveme poldrnym zobrazenim bodov ak

1. pre X € s je p(X) priamka idica bodom S kolmo na X,

2.p(S) = (s} | |

3.pre Xe#, X 8 je p(X) priamka kolma na SX

iddca tym bodom Y polpriamky SX, pre ktory

38



§(SY).&(SX) = 2. ™

Uloha 19. Dokézte, %e zobrazenie p je bijektivne tj. Ze
kaZdému prvku X mnoZiny 7 U s priradi jediny prvok
p(X) mnoZiny 7 < {s} a ku kaZdému prvku x mnoZiny

3

Obr. 5

7 U {s} existuje a pritom jediny prvok X e s U s tak, Ze
p(X) = x.

Tvrdenie dokdzané v ulohe 19. nds opraviiuje hovorit
o zobrazeni inverzmom ku p tj. o takom zobrazeni P:
mU {s} >%t U s, pre ktoré p[P(x)] =x pre vietky
xen U {s}aP[p(X)] = X pre vietky X e# U s. Poddme
presnt definiciu.

Definicia 6b. Zobrazenie P: z U {s} -7 U s dané pred-
pisom P(x) = X < p(X) = x pre vSetky x e 7 U {s} na-
zveme poldrnym zobrazenim priamok.

Zobrazenia P a p maju dost negeometrickd formu, pre-
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toZe s popisané predovsietkym rovnicou (7). Ndjdeme ich
geometrickejsie vyjadrenie.

Uloha 20. Pre kazdy bod X % S je p(X) L XS. Do-
kiZte. X € h prave ked X € p(X). Dokazte.

Obr. 6

Uloha 21. Nech X € 4, potom p(X) je dotyénica ku A
v bode X. Nech x je dotyCnica ku 4, potom P(x) je dotykovy
bod x a . DokazZte.

Uloha 22. Nech M je vonkaj$i bod kruZnice % a nech
M, M, su dotykové body doty¢nic vedenych z bodu M ku
h. Potom p(M) = M1M2. DokaZte.

Kons$trukéne vieme uz velmi dobre najst p(X ) resp. P(x)
pre X neleZiace vo vnutri 4 resp. pre x majice s /4 aspofi
jeden bod spoloény. Ulohu dorielime Gplne, najprv viak
dokdZeme ddlezitu vetu.

Veta 2. (Zdkladnd vlastnost polarity ) Nech Xje bodresp.
smer a y priamka. Potom plati

X ey <« P(y) e p(X).



Dokaz. Nech napred S = X ¢h, S¢ v, X ¢ (obr. 6.).
Oznalme U = XS n p(X), V resp. W prieseénik kolmice
vedenej z bodu S na y s y resp. p(X). Existencia tychto bo-
dov vyplyva z tdlohy 20. a hornych predpokladov. PretoZe

Obr. 7

X ¢ h, je tieZ (Gloha 20.) X ¢ p(X) a preto X = W. Z Té-
lesovej vety vyplyvd, Ze body U, V leZia na kruZnici & opi-
sanej nad useckou XW ako priemerom. Podla vety o moc-
nosti bodu ku kruZnici (dodatok D) a definicie 6a. je
r2 = ¢(SU).e(SX) = (SV).e(SW), tiez y | SW. Preto
je p(W) = y, teda W = P(y), ¢iZe P(y) € p(X). Implikidciu
X ey = P(y) € p(x) sme dokazali pre ,,vSeobecny* pripad.
»sopecialne® pripady prenechame Citatelovi — nasledujica
uloha. DokaZeme eSte opatni nnphkacm Ak totiZ plati
X ey = P(y) € p(X), potom je tiez P(y) € p(X) =

~ PIo(X)] < I3 1. X <.

41



Uloha 23. Dokoncite dokaz vety 2.

Uloha 24. Pomocou vety 2. je mo¥né podat konstrukciu
polary p(M) aj v pripade, Zze M leZi vo vnutri 4 a kon-
Strukciu polu P(m) priamky m pre ktora A nm = ¢.
Nijdite tiuto kons§trukciu.

Dokoncili sme pripravné price. Odteraz budeme pisat
zase predsymboly e- a I-. Symbol | znaéi vylucne e-kol-
most.

Definicia 7. 1-Priamky m, n nazveme 1-kolmé prave ked
P(m) e n, alebo (o je s tymto vztahom ekvivalentné)
P(n) e m. Znatime m T n. Povieme Ze velkost Il-uhla
114
5

Uloha 25. Nech m T 7 sa l-priamky. Potom, m 7 su
rdznobezky. DokaZte.

Uloha 26. Kolko spolonych I-kolmic maji dve 1-priam-
kym £n?

Uloha 27. DokaZte, %e neexistuje 1-$tvoruholnik, ktoré-

ho vietky $tyri l-uhly maju velkost % (Pozri vyrok U,
z Clanku 3.1.).

l-priamok m, 7 je

Priklad 1. Pre l-priamky p T ¢ plati p | ¢ prive ked
aspoi jedna z nich prechddza l1-bodom S. DokaZte.

RieSenie. Nech p je l-priamka neiddca l-bodom S.
Z podmienky p T g vyplyva P(p) € ¢. Zo vsetkych e-pria-
mok x idicich bodom P(p) jedine jedna je e-kolma na p a to
t, ktora prechddza S, tedazp | g, S¢p vyplyva S€ g.
Nech naopak S € g potom P(¢) ep tj. p | g.

Uloha 28. Co vieme povedat z euklidovského hladiska
o l-priamkich p, g, ak ich jedina spolo¢né l-kolmica pre-
chiadza bodom S.

Uloha 29. Nech m, n s stibezky, priom ka#d4 z nich je
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rozbeZnd s l-priamkou g¢. Zistite vzdjomnud polohu I-pria-
mok a, b definovanych vztahmim T a T ¢ T b T n

3.4. Miera visecky v modeli B

1-Mieru (I-df#ku) 1-tsetky AB budeme definovat spdso-
bom s ktorym sa Citatel doteraz pravdepodobne nestretol.
Této definicia viak nie je vymyslend, ale zikonite odvodena
spdsobom s ktorym (Citatela obozndmit nemdZeme. VyZa-
duje hlbsie vedomosti z geometrie. Za¢neme definiciou.
Definicia 8. Nech ABje l-tisecka a U, V a-body l-priam-

ky AB. Cislo
A(AB) =|log, ——iéj 8 Zg% (8)

kde &(XY) je e-miera (e-diZka) e-use¢ky XY, nazveme
l-mierou (1-diZkou) 1-usecka AB.

Poznamka 3. PretoZe A je 1-bod a V je a-bod je nutne
A = V, teda ¢(AV) je kladné. Rovnako Cisla e(BU), £(AU),
¢(BV) su kladné, preto vyraz (8) ma zmysel. Fakt, Ze po-
uZity logaritmus ma ziklad 2 je nepodstatny. Tento zaklad
volime hlavne kvoli zjednoduSeniu niktorych konstrukcii.
Vo vicSine literatiry sa vo vzorci (8) berie tzv. prirodzeny
logaritmus, ktorého ziklad je dislo e = 2,71. ... Vyznam
tejto volby vystapi pri hibSom, hlavne analytickom Stadiu
l-geometrie.

Dohovor 5. V dalSom texte symbol log znadi vidy log,.

Veta 3. Nech 4, B, C su l-body leZiace na l-priamke p,
potom plati:

I. (AB) = 0 pricom }(AB) =0+« A =B,
I1. A(AB) = A(BA),

II1. (AB) 4+ A(BC) = A(AC), pricom rovnost nastiva

prive ked I-bod B patri 1-asecke AC. (Obr. 8.)
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Dékaz. Prva Cast tvrdenia I. je evidentnd. Rovnost
AMAB) = 0 plati prave vtedy, ak vyraz v (8) z ktorého sa
berie logaritmus je rovny 1 tj.

e(AV).e(BU) = «(AU).e(BV).

@ ¥4 8 ¢ L4
@ L&+ ¢ & v _
Obr. 8

Je zrejmé, Ze posledna rovnost je splnend prive ked
A = B. Tym je dokdzané tvrdenie I. Zimenou l-bodov A4,
B v (8) zmeni sa vyraz stojaci v absolutnej hodnote len ¢o
do znamienka, teda II. plati. K dékazu III. vySetrime dva
pripady: 1. 1-Bod B lezi medzi 1-bodmi 4 a C, 2. 1-Bod C
leZi medzi lI-bodmi A a B. Pripad splynutia ktorychkolvek
z l-bodov 4, B, C je trividlny. V oboch pripadoch mdZeme
bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, Ze I-bod A leZi
medzi U a B. V pripade 1. je

. H(AV).e(BU)

KAB) + ABC) = log [y i +

«BYV).e(CU) _ 1 AV).(BU). «(BY).«(CU) _

§BU).e(CV) «AU).«(BV).«BU).«CV)
(AV).(CU)

(Boli sme opravneni vypustit absolutné hodnoty ?)
V pripade 2. pouZijeme uZ dokizaného vziahu pri vymene-

+ log
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nych l-bodoch B, C, teda A(AC)-+ ACB)= A(4B),
odkial A(AB) + A(BC) = A(AC)+ XCB) + AMBC) <
< MAC), lebo X(CB) = A(BC)> 0 podla 1., II.

Uloha 30. Urdite mnoZinu l-bodov X, pre ktoré plati
AMSX) = a. Ako treba volit ¢islo a, aby do tejto mnoZiny
patril aspofi jeden I-bod M pre ktory 2 «(SM) =r; r je
I-polomer e-kruZnice A.

Uloha 31. Nech 4 jel-bod, U je a-bod. Na I-polpriamke
AU ndjdite I-bod X tak, aby A(A4X) = 1. Dokézte existen-
ciu a jednoznacnost I-bodu X a popiste jeho euklidovsku
kon$trukciu.

Uloha 32. Nech A = B st l-body a U, V a-body l-priam-
ky AB volené tak, Ze A lezi medzi U a B. Ozname
&AU) = a, ¢(BV) =105, (AV)= v, ¢(BU)= u. Nech
u + v a M je I-bod 1-usecky AB pre ktory x = ¢(AM) =

Va ®_. (J/ub — J/av). Dokatte, ze M existuje.

Ijloha 33. DokaZte, e 1-bod M z tlohy 32. je l-stred
l-ase¢ky AB tj. A(AM) = A(BM).

Veta 4. Nech 4 % B st l-body a U, V a-body I-priamky
AB. 1-Stred 1-usecky AB ndjdeme touto konStrukciou:

1. Ak je &(UA) = ¢(BV) potom M zostrojime ako
e-stred e-tuseCky AB.

2.Ak je &UA) + ¢BV) potom volime pomocné
e-kruZnice %, a %, tak, 2¢ UV je e-priemer k,, A ck,,
B €k, a k, pretne k, v e-bodoch P, Q.

Nech Z je e-priese¢nik e-priamok AB a PQ. Nech T je
dotykovy e-bod e-dotyCnice vedenej e-bodom Z ku k,
(resp. ku k), potom hladany I-stred M leZi na e-kruZnici
z e-stredu Z iddcej e-bodom T. (Obr. 9.)

Dékaz. Nech symboly: a, b, d, u, v znadia to o v dlo-
hach 32. a 33. Pripad 1. je zrejmy z e-sumernosti obrizku
podIa e-priamky iducej I-bodom S e-kolmo na AB. V pri-
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pade 2. si najprv uvedomime, Ze spojnica e-stredov
e-kruZnic k,, k, nie je e-kolmd na e-priamku AB, preto
e-bod Z existuje. Mocnost e-bodu Z ku %, a k&, je td ista,
teda &(ZA).e(ZB) = ¢(ZU).e(ZV). Oznaéme (za predpo-

///_\
. - AUZ'
Q

Obr. 9

Kladu, e U leZi medzi A a Z) ¢(UZ) = 2, potom horn4 rov-
nost sa dd pisat v tvare (z + a)-(z + u) = z-(z2 + a + v)
odkiafl

Z= iuu— (podIa predpokladu # + v).

v

Z vety o mocnosti e-bodu ku e-kruZnici vyplyva
d\? d\?
(ZT) = (z + 7) — (7) — 2.(z + d).



Tvrdenie vety bude dokdzané, ak ukiZeme, Ze pre I-bod M
popisany v texte vety plati £(AM) = x, kde x bolo zadané
v ulohe 32. Treba teda dokaizat, Ze

]/z-(z +d)—(a+2)==x
au

Vyraz na lavej strane upravime. Za z dosadime o’ 2

d dosadime ¢ + v. Po dprave dostaneme
-(Vauv.Ya+v—u—av)= Zl/i—vu' (Jub — Vav).

Pozndmka 4. Z tlohy 31. vyplyva zaujimavy fakt, ktory
v e-rovine neplati. V l-rovine je a priori dand jednotkova
df¥ka. Tento ,zdanlivo pozitivny fakt nesie mnoZstvo
obtiaZi. Napr. delenie l-usetky na n zhodnych casti je
dloha v e-rovine jednoduchd, zatial ¢o v l-rovine znafne
obtiaZna. Tym pidom je obtiaZzne napr. zostrojit ,,l-me-
ritko*; konStruovat meritko s vyznaCenim napr. desatin
eSte nevieme, Citatela eSte naulime prendsat l-Gselky
v l-rovine.

Uloha 34. Nech p, ¢ st l-priamky pre ktoré S ep,
? |lg. Nech Z je e-priese¢nik e-priamok P,Q,, P,(Q,, kde
p'={P, P}, ¢ ={0;, Q}. Nech R =S je l-bod
I-priamky p a M, N 1- body na ¢ také, Ze Z € SM, Z € RN,
potom A(SR) = A(MN). Dokézte.

Dohovor 6. Nech A4 je 1-bod, p 1-priamka, g I-kolmica
zAkupapng=P. 1-Bod P nazveme l-priemetom
I-bodu A do l-priamky p, Cislo A(AP) nazveme l-vzdiale-
nosfou 1-bodu A od l-priamky p a oznalime tie} A(Ap).

Uloha 35. (Pozri dékaz Claviusa v kap. 2.) Dokazte, Ze
v modeli B nasledujice tvrdenie neplati: Nech 4, B, C st
I-body leZiace v jednej l-polrovine vytatej I-priamkou p.

v—Uu
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Nech A(Ap) = A(Bp) = A(Cp), potom C leZi na l-priamke
AB.

Prend$at 1-aseCky naucime Citatela v nasledujucich ulo-
hich. Ich zvladnutie predpokladd znalost Pappovej vety,
ktoru si Citatel mdZe naStudovat v dodatku F.

A

\

Obr. 10

Uloha 36. Nech p, ¢ st sibeky a U ich spoloény a-bod.
Nech A4, B €p a C € ¢q. Njjdite vietky I-body X € ¢ tak,
%e J(AB) — A(CX).

Uloha 37. Nech p, ¢ sa r6zne l-priamky, 4, B ep,
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C € g. Nijdite vSetky l-body X e ¢ tak, Ze A(4B)=
= ACX).

Uloha 38. Na l-priamke p su dané tri -body 4, B, C,
A = C. Néjdite 1-bod X leZiaci na 1-polpriamke CA4 tak,
2e A(AB) = A(CX).

Obr. 11

Uloha 39. Nech P = R st a-body, S e-stred e-kruZnice
h. Nech 2 a je euklidovskd miera e-uhla < PSR. Nijdite
I-body A, B na l-polpriamkach SP, SR tak, aby l-trojuhol-
nik 4ABS bol l-rovnostranny. Urite rieSitelnost. Rieste vy-
poctom. (Obr. 11.)

Uloha 40. Overte vypoftom nasledovn(i konStrukciu

1-bodu 4 (za predpokladu0 < 2a < %

(Oznalenie volime ako v predoslej tilohe — pozri obr. 11.)
e-RovnobeZka s SR vedend a-bodom Q pretne & v a-bode
Q' % Q; e-tiseCku QQ’ prenesieme na e-polpriamku OS.
Ozna¢me L ten e-bod e-polpriamky QS pre ktory £(QQ’) =

= ¢(QL). Z podmienky 0 <2a < %

) z predoslej dlohy.

vyplyva, Ze L le2f
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medzi P a S. e-Bod K zostrojime ako vrchol e-pravouhlého
trojuholnika KQL s preponou QL a vySkou SK. Na
e-polpriamke SB ndjdeme e-bod M pre ktory &(SK) =
= ¢(SM). Potom AM | BS.

3.5. Model D (Poincaré)

Symbolické predpony 1- a e- pouZivame rovnako ako
v pripade modelu B na ktory sa budeme odvolavat. Cita-
tefovi doporucujeme pozriet model S; z prikladu 1.3. Zno-
Vu pracujeme v pevnej e-rovine.

Dohovor 7. Nech je v e-rovine dand pevnd priamka 4*
vytinajica v e-rovine dve otvorené e-polroviny, ktoré
(uvaZované ako mnoZiny e-bodov) oznafime A a u. Nech H
je bod neleZiaci v uvaZovanej e-rovine. Oznalme b = A* U
U {H}. Bod H budeme definitoricky povaZovat za a-bod.
Pre kaZdd e-priamku p poloZime definitoricky p | A* <
< H e p. Této symbolika je zdviznd pre cely Clanok 3.5.
az 3.7.

Definicia 9. Pojmy 1-bod, a-bod, i-bod, 1-rovina, abolut
a idedl 1-roviny A su dané definiciou 1.

Definicia 10. Nech p je e-kruZnica resp. e-priamka
e-kolma na e-priamku /#*. Potom mnoZinu l-bodov 1 n p
nazveme l-priamkou (prvého resp. druhého druhu).*)

Dohovor 8. Podobne ako v modeli B aj tu budeme
l-priamky oznacovat bud malymi latinskymi pismenami,
alebo dvojicou velkych latinskych pismien, pokial oni zna-
Cia dva e-body nie stumerné podla A*. Pruh aj Ciarka maja
vyznam ako v dohovore 2. ¢l. 3.2. Podla obrizku 12. je teda
P e-priamka obsahujica naviac e-bod H, p otvorena e-pol-

*) Hovorime, Ze e-kruZnica k so stredom S je e-kolm4 na e-priamku
p,ak S p.
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priamka, p’ = {H, P}, a je e-kruZnica, a < a, a je otvorend
e-polkruZnica, ' = {V, U}. Ak a je l-priamka prvého dru-
hu, potom e-stred e-kruZnice a oznacime S(a).

Uloha 41. Nech X, Y su dva rézne e-body. Potom exi-

p

b
—_——

A

)a
Sth P \V S U So
po @ Nz

/

Obr. 12

stuje l-priamka x tak, e X € z a Y € z. DokéZte. Existuje
jedina x ? Plati obdobné tvrdenie v modeli B ?

Uloha 42. Pri oznaleni obrazku 12. uréite &o znalf a)
b neb)b ncc) Sp),d) SaS).

Uloha 43. Kolkoprvkova je mnoZina p’, ak p je l-priam-
ka? Co znadi tvrdenie H € p'?

Uloha 44. Plati tvrdenie vety 1. z &énku 3. 2. aj pre
model p? Plad vyrok L z 3. 1. aj pre model p?
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Definicia 11. Pojmy l-réznobezky, I-rovnobezky, rozbez-
ky a subezky (a gramatické obmeny tychto terminov) si
dané definiciou 3. ¢lanku 3. 2. Symbol || oznaluje, ako aj
v modeli B vyluéne e-rovnobeZnost.

Obr. 13a Obr. 13b

Uloha 45. Vyrieite tlohy 12.—14. &lénku 3. 2. v rdmci
modelu p.

Dohovor 9. Povieme, %e 1-bod A leZi medzi I-bodmi B
a Cak

1. 1-body A, B, C leZia na jednej I-priamke m a

2. e-bod A leZi medzi e-bodmi B a C v zmysle € v pri-

pade, Ze m je druhého druhu; e-Gsec¢ka 4S(m) pretne
e-priamku BC v pripade, Ze m je prvého druhu.

Dodajme este, Ze dohovor plati aj vtedy, ak nihodou
B € n*, pripadne C € i*. Pre a-bod H dodefinujme: Ak AB
1e l-pnamka druhého druhu (4 % B l-body) a (4B)' =
= {H, P}, potom povieme, Ze 1-bod A leZi medzi a-bodmi
H a P a naviac 1-bod A leZi medzi l-bodom B a a-bodom H
prive vtedy, ked A neleZzi medzi B a P. Netreba pisat
»l-medzi“ a ,,e-medzi, lebo z textu bude vidy jasné &i
ide o l-body, alebo e-body. ObtiaZe s pojmom ,,medzi*
v modeli B neboli.

Definicia 12. Pojmy l-polpriamka, 1-useéka, 1-polrovina,
1-uhol, nulovy a priamy l-uhol, ako aj vnutrajSok, orvorenost
a uzavretost tychto Utvarov si dané definiciou 4. ¢linku
3.2.
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Uloha 46. Nech a, bsti dve rozne l-priamky. Uréite po-
det n 1-priamok subeZnych s a aj b.

Uloha 47. Kolko réznych (z hladiska e-roviny) a) 1-pol-
priamok, b) l-polrovin existuje v modeli p? Nadrtnite
obrézky.

Obr. 14

Velmi doleZzitym geometrickym pojmom je konvexnost.
Pripomenieme ¢itatelovi, Ze mnoZina M sa nazyva kon-
vexnd, ak spolu s ka?dymi dvoma bodmi 4, B obsahuje
celd useku AB. Na obrdzku 14. je nakreslend nekonvexni
mnoZina v euklidovskej rovine. Kruh, vnitrajSok §tvorca,
¢i polpriamka sa priklady konvexnej mnoZiny.

Skor ako budete Citat dalej, pokuste sa zistit, ¢i aj 1-pol-
priamka v modeli P je konvexna mnoZina.

Odpoved na poslednu otazku je problematickd, pretoZe
pojem ,konvexnd mnoZina*® bol hore zavedeny nie dost
presne. Ku zavedeniu pojmu konvexity je totiz nevyhnutné
urdit pojem usecka a z horného textu nijako nevyplyva &i sa
jedna o e-usecku, alebo I-useCku. Podla toho ktory z tychto
terminov v hornej definicii pouZijeme, budeme hovorit
o e-konvexite (tomu vyhovuje napriklad obr. 14.) a 1-kon-
vexite. Teda l-priamka prvého druhu je I-konvexnd, ale nie
je e-konvexna.

Definicia 13. Povieme, ¢ mnoZina M e-bodov je e-kon-
vexnd, ak z faktu A € M, B € M vyplyva, Ze e-tiseCka AB
patri do M. Analogicky definujeme l-konvexiru, ak v hornej
definicii vSetky predsymboly e- nahradime predsym-
bolmi I-.
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Veta 5. I-Polrovina, l-polpriamka, I-uhol a I-isecka, ako
aj vnitrajsky tychto Gtvarov st l-konvexné. Prienik dvoch
l-konvexnych mnoZin je mnoZina l-konvexnd.

Dokaz. Nech p je ]-priamkaa Q ¢ pl-bod. Nech X £ Y

Obr. 15

su I-body l-polroviny pQ a ¢ I-priamka X Y. Bez ohladu na
to &i e-Utvary p, ¢ su e-priamky, e-kruZnice, plati, Ze v pri-
pade ked sa p a g pretnu, nem6Zu byt e-body X, Y e-utva-
rom p oddelené. 1-Konvexita 1-polpriamky a l-usecky je
trividlna.

Nech st dalej M a N konvexné mnoZiny a nech l-body
X = Y nileZia mnoZine M n N. PretoZe l-iseCka XY
podfa definicie 1-konvexity nalezi do M aj N, néleZi celd
tiezdo M n N.

Z l-konvexity l-polroviny vyplyva podla posledného aj
l-konvexita 1-uhla a veta je dokazana.

Uloha 48. V modeli D nédjdite priklad mnoZiny M,
ktord a) je aj l-konvexnd, aj e-konvexnd, b} je 1-konvexna
a nie je e-konvexnd, c) je e-konvexnd a nie je I-konvexna,
d) nie je ani e-konvexn4 ani l-konvexna.

Uloha 49. 1-Konvexnt mno¥inu N < 1 nazyvame l-kon-
vexnym obalom danef mnoZiny M < 1ak 1. M < N a2, pre
kaZdd l-konvexnd mnoZinu N, plati M = N, = N = N,.
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I-Konvexny obal mnoZiny M znadime 1-K(M). Urdite
I-konvexny obal 1-K(M) mnoziny M skladajicej sa z I-pol-
priamok AB a AC, pricom A, B, C st tri I-body neleZiace
na l-priamke.

Obr. 16

Uloha 50. Nech m je e-priamka majica neprizdny
prienik s A. Urcite I-konvexny obal mnoZiny m n A. Pre-
vedte diskusiu.

Uloha 51. Nech p je I-priamka a Q ¢ p I-bod. Pomocou
l-uhla popiste mnoZinu M tych l-bodov X, pre ktoré si
l-priamky QX a p l-rovnobezkami. Je M l-konvexn4 ?

3.6. Miera uhla v modeli p

V modeli B sme sice poznali kolmost, ale inak l-mieru
(velkost) 1-uhla sme vedeli urcit len v tom velmi Special-
nom pripade, ked jeho l-vrchol splynul s e-stredom e-kruz-
nice ~£.V modeli P budeme vediet uréit 1-mieru lubovolné-
ho l-uhla. Citatel si precita teraz Cast B z dodatku, kde je
definovany pojem e-polodotyénice e-kruhového oblika.

Definicia 14. Nech je dany l-uhol <t PV Q. Symbolom
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Py resp. ¢, oznacime e-polpriamku, ktord je: 1. e-polodo-
tyénicou v e-bode V e-kruhového oblika VP resp. V'Q, ak
je l-priamka VP resp. VQ prvého druhu, 2. totoZnd s e-pol-
priamkou VP resp. VQ, ak je l-priamka VP resp. VQ

Obr. 17.

druhého druhu. 1-Mieru l-uhla <¢ PVQ oznaime 4 (<
< PVQ) a definujeme predpisom

A(xPVQ) = e( 1 q0)

pri¢om toto Cislo (pisané v stupfiovej miere) volime vidy
v intervale [0°, 180°]. Obr. 17.

Poznimka 5. Zatial o v e-rovine méZeme definovat aj
mieru e-uhla dvoch e-rovnobeZiek (ako nulu), nie je toto
v l-rovine vbbec moZné. V l-rovine sa o miere dvoch
I-priamok da hovorit iba vtedy, ak s tieto bud totoZné,
alebo l-réznobeZné.

Dohovor 10. Nech a, b st dve 1-priamky pretinajtce sa
v I-bode V. Nech q,, b, st e-dotyCnice v bode V e-kruZnic
v poradi a, b6 — pripadne a, = a, alebo b, = b, ak su a,
alebo b e-polpriamky. 1-Mierou 1- uhla 1-priamok a, b ro-
zumieme mensie z Cisiel e (<X a'y, b'y), ¢ (X @'y, 67'1), PO
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pripade {islo —:12— 7, ak e (X a'y, b)) = ¢e(<xa'y,b"y). Pritom

a'y je jedna (ktoridkolvek) z e-polpriamok so zaciatkom vo
V aleziaca v a, a b';, b"’; s opalné e-polpriamky na ktoré
e-bod V deli e-priamku &,. Ackolvek pojem ,,l-uhol
l-priamok a, b zavedeny nebol a je teda bez zmyslu, je
»l-miera I-uhla 1-rdznobeZiek a, b* pojem majiici zmysel.
Posledny termin oznacuje Cislo, ktoré znacime A (<t a, b).
Kone¢ne poloZime 4 (<X a,a) = 0°.

Priklad 2. Nech a je I-priamka a M 1-bod. Potom existu-
je a to jedina 1- priamka m l-kolm4 na a idica 1-bodom M.
1-Priamky a, m st l-rdznobezky. Dokazte.

Rie§enie. Nech najprv je a prvého druhu, M ¢a.
Existuje jediny e-bod N leZiaci na e-polpriamke S(a)M
tak, Ze Cislo ¢[S(a)M]-e [S(a)N] je rovné druhej mocnine
e-polomeru e-kruZnice a. PretoZe e-body M £ N su
1-bodmi, neméZu byt e-stimerné ku #* a teda existuje jedind
I-priamka m = MN. Bez ohladu na to, &i m je prvého,
alebo druhého druhu je tito jedinou hladanou l-kolmicou
na a.V pripade, Ze a je druhého druhu, @' = {4, H} je m
dand podmienkou S(m) = A znovu jedinou I-kolmicou
na a. Pripad M €a, ktory sme doteraz neuvaZovali je
zrejmy.

Poznamka 6. Pojmy 1-priemer 1-bodu A do 1-priamky p,
ako aj l-vzdialenost 1-bodu A od l-priamky p zavidzame
rovnako ako v dohovore 6. ¢l. 3.4.

Uloha 52. Pokiste sa definovat pojmy ,,l-os I-uhla®
a ,l-os dvoch l-roznobeZiek*. Definicie v dalSom texte
uZivame.

Uloha 53. Ak o,, 0, su l-osi I-rdznobeZiek a, b, ¢o moZno
povedat o 1 (< 0y, 0,)?

Uloha 54. Nech 1-body A4, B, C neleZia na l-priamke.
Prienik l-polrovin ABC, BCA a CAB nazyvame I-troj-
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uholnikom ABC a l-uhly < BAC, < ABC, < ACB
l-uhlami 1-trojuholnika ABC. Znalime ich ako v e-geo-
metrii < a, <X f, < y. Narysujte l-trojuholnik ABC
a uhlomerom zistite Cislo A (<xa) + A (<X B)+ 2 (<L y)
v oblikovej miere.

b
-1 B
Al A
-~/ ¥
~NE
b
c
/ a
//
P Q R
Obr. 18

Uloha 55. Na obrazku 18. je nakresleny I-trojuholnik
ABC, pri¢om S(b) = P, S(c) = R a AP aj BC su l-priam-
ky druhého druhu. Dalej je Q e-stred e-tiseky PR. S pre-
snostou na 1’ urCite I-sticet uhlov l-trojuholnika tj. Cislo
A(xa)+ A(B) + A(Z )

Uloha 56. Na obrazku 19. je dany I-trojuholnik, pri¢om
BC je l-priamka druhého druhu a 2 (< BCA) = 90°.
Dokézte, Zze potom A (<X a) + A (<X f) < 90°. Ku dékazu
pouzite pomocnil e-kruZnicu % idicu e-bodmi 4, B, U,
kde U < (BC)'.

Veta 6. Neexistuje I-trojuholnik ABC tak, aby A (< a) =
= 2(XB) = 2(Xy) = 60°.

Dékaz. Predpokladajme, Ze ABC je l-trojuholnik, kto-
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rého vietky tri l-uhly maju l-mieru rovnua 60°. Nech q, b, ¢
st l-priamky v poradi BC, AC, AB a predpokladajme naj-
prv, Ze vietky tri su prvého druhu. Ozna¢me este U, V, W
e-stredy a u, v, w e-velkosti e-polomerov e-kruZnic v po-

Obr. 19

radi a, b, c. PretoZe e-body U, V, W sa rozne, leZi nutne
jeden z nich medzi ostatnymi dvoma. Nech (pozri obrdzok
20.) napriklad W lezi medzi Ua V. Potom jee (X VAW )=
=A(Xa)=160° e(XUBW)=A(xp)=60° e(<
X VCU) = 180° — A (< ACB) = 120°. Posledna relécia
vyplyva tieZ z opacnej orienticie trojic VCA a UCB (pozri
dodatok C). Na kazdy z e-trojuholnikov VAW, WBU
a UCV pouzijeme kosinovu vetu. Pri oznaCeni ¢ (UV) =
=r,e(UW)= ¢, ¢ (VW) = p plati

rP=u+ v 4+ ww

Pr=1v"+4 w? —ow 9)

=14 w? —uw

a zrejme tieZ r = p + ¢. Ak od prvej z uvedenych rovnic
od¢itame druhu a tretiu, obdrZime
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2pg=r*—p* — @ =wv + uw + vw — 2 w2

Stvorec pravej strany poslednej rovnice je teda rovmny
$tvorndsobku sudinu disiel p? a ¢2 tj. Cislu 4 (22 + w? —

Obr, 20

— vw).(#? + w? — uw). Tato reldcia sa di4 upravit na
tvar

odkial

3(uv —uw —ow)> =0

uv
ut+o’

(10)

w =

Po dosadeni zo vztahu (10) do druhe;j a tretej rovnice sdsta-
vy (9) obdrZime rovnosti

v U
Py 7y q= u—_F?T. (ll)

Ukaézali sme, Ze ak I-trojuholnik ABC, ktorého vietky uhly
maji l-mieru rovnd 60° existuje, pricom jeho l-strany su
e-kruZnice, potom platia vztahy (9), (10) a (11). Teraz
ukdZeme, Ze zo vztahov (9), (10) a (11) vyplyva, Ze popisany
I-trojuholnik neexistuje. Stati teda ukdzat ¢ (WQC) = w.
Oznatme ¢ (WC) = x a ¢ (X CVU) = ¢. PodIa kosinovej
vety je

p=
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x2 = v% 4 p? — 2upcosp pre e-trojuholnik CVW-a
u? = 9% 4 r2 — 2vrcosp pre e-trojuholnik CVU.

/Zd—

Py o
B
It
U v
Obr. 21

Po vylu€eni clena cosp z obidvoch rovnic dostaneme po
aprave rovnicu

g _ g2 9 2 P _
x v r—{—u - ?q.

Poslednu rovnicu upravime postupne pomocou (11), (9)

a (10):
uo? vl uv

x = u-tv + utv (u + v)?

L
(u+ o)

+ 2) — u] = ( i )2= /8

EY)

re = uy —

(uz—l—vz—l—uv):uv—(ui—vv)z[(u-l-

Tym je dokaz prevedeny pre pripad, Ze a, b, ¢ sa l-priamky
prvého druhu. Ostdva vysetrit eSte pripad, ked jedna a len
jedna z tychto 1-priamok je druhého druhu. To prenecha-
vame Citatelovi (uloha 57).
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Uloha 57. Nech pre l-trojuholnik ABC, ked 1-priamka
AC je druhého druhu, plati (<X a) = A(<XB)=A(<X
< y) = @. Potom nutne ¢ < 60°. Poznamenajme, Ze tloha
tvrdi viac, ako bolo poZadované v dékaze poslednej vety.

3

g U oWy v
Obr. 22

Uloha 58. Vypottom znovu dokéZte platnost tvrdenia

vysloveného v dlohe 56.
Uloha 59. Na obrazku 21. je nakresleny l-stvoruholmk

“ABCD, pri¢om l-miery l-uhlov < a,< §,<x y su . (Taky

I-§tvoruholnik menujeme I-trojpravouholnik). Da.lc; je
AB l-priamka druhého druhu s absolur.nym bodom
Ueh* a S(AD) = SBC)= U, S(CD) =V je a-bod

l-priamky AD. Dokézte 2 (<X 6) < 7!

Uloha 60. Je dany 1-$estuholnik 4,4,4,4,4;A4, nasle-
dovnych vlastnosti:
1. V§Ctky jeho l-Strany AIAZ’ AzAa, A3A4, A4A5, ASAG’
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AgA, st l-priamky prvého druhu, pricom l-miera I-uhlov
pri I-vrcholoch A4,, A,, A, a 4; je 120°,

2. Ak oznatime S(4; A;,,) =Uiprei=1,2,3,4,5,
potomjee (Ui ) =uprei=1,...,5.

a q

U M v S U
Obr. 23

3. A(X 4,4,40) = 1 (& 45464,) = -

Urdite mnoZinu hodn6t, ktoré moZe Cislo ¢ nadobudat
(v uhlovej miere).

Uloha 61. Na obrizku 22. je nakresleny 1-Sestuholnik
A,A,A4;,A4,A4;4, ktorého 5 1-uhlov je pravych (tj. ich miery
s1190°). Pri oznaceni obrizku je Uy = S(A4; 4 . 1),e(U14y) =
=uprei=1,2,3,4a A,4; je l-priamka druhého druhu
s a-bodom U, € h*. Oznacme efte ¢ (U;4,) = v. Urlite
mnoZinu hodndt, ktoré nadobuda C¢islo A(<X ¢), kde
X ¢ = < A,A;4s. Ako by podobna situicia vyzerala
v e-rovine ? Je nakresleny l-Sestuholnik l-konvexny ?

Uloha 62, Nech p, ¢ st I-réznobezky z ktorych kazd4 je
sibe’ni s l-priamkou a. Ozname U =p' na, V =
=q nd,A=p n ¢ R =a n r,kde r je I-kolmica ve-
dend ]-bodom A ku a. Ak aspofi jedna z I-priamok p, ¢, a
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je druhého druhu, potom A(<x UAR)= A(< VAR).
DokéZte!

Veta 7. Nech I-bod A4 nelezi na l-priamke a. Nech
p * ¢ su stubezky s l-priamkou a vedené l-bodom A.

Obr. 24

Oznalme a' np'=U, @' n ¢ =V. Nech R je pita
I-kolmice r vedenej 1-bodom A ku a. Potom A (< UAR) =
= A(< VAR). (Obr. 24.)

Dékaz. Pre $pecidlne pripady — kedy niektord z I-pria-
mok a, p, ¢ je druhého druhy, bolo tvrdenie vety dokizané
v ulohe 62. V pripade, %e 1-kolmica r je I-priamkou druhého
druhu vyplyva tvrdenie vety okamZite z e-simernosti
voli r. Nech a, p, g, r si1 vSetko l-priamky prvého druhu
a oznalme: M = S(p), L = S(r), N = 8(9), T = S(a),
W e-kolmy priemet e-bodu A4 na 4%, u=¢(TU) =
= ¢(TV) = ¢(TR), m = ¢(TM), 1 =¢(TL), n= a(TN),
w=e(TW), v =¢(AW). Nech A leZi zvonka e-kruZni
ce a. Aplikujme Pytagorovu vetu na e-trojuholnik M WA
(MW) 4+ (AW) = (MU [e(TW) — e(TM))2 + 22 =
= e¥(MU) &iZe (w — m)* 4+ v = (m + u)% Podobne z e-
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trojuholnikov LWA a NWA ziskame (w — I)? 4+ 22 =
= e%(LA) = e(LR) = ¢¥TL) — e TR) = I? — u*a(w —
— n)? 4+ v?* = (n — u)®.. Ak vyludime z poslednych troch
rovnic v, dostaneme rovmice (m + u)® — (w — m)® =
=P —u — (w—I1?=(n— u)?— (w— n)? Cize 2um +
+ 2mu + u? = 2wl — w? = 2wn+ u? — 2nu; dalej z tych-
to rovnic vylidime w a dostaneme rovnost

2m+nu—Im—In — mu=0,
ktorej je moZné dat tvar
+um  (I—wn

m+ u n—u

Posledni rovnost moZno upfavit' na tvar
— (= mP + (P + (P — )

m-+ u
_ —m =D+ m—ur+ F—u) ™
n-—u

Na e-trojuholniky MAL a NAL aplikujeme kosinovu vetu,
priom oznadime /2 — 1 cose(Xx MAL) = x a |[B — w2
cos (X NAL) = y:
(m+ w4 (12— u?) — 2(m + wx = (I — m)?,
m—upP+—u®)—2n—uwy={n—172
Porovnanim poslednych dvoch vztahov s rovnostou (*) do-
staneme

x=y
teda (X MAL) = (X NAL),
alebo A(X UAR) = X(X VAR)



&o sme chceli dokazat. Poznamenajme, Ze v pripade, ked 4
leZi vo vnutri e-kruZnice a bude poradie a-bodov iné, na-
priklad U, M, T, W, N, V, L. Na celom ddkaze sa zmenia
len niektoré znamienka a preto toto prenechiavame Citatelo-
vi. Takychto pripadov je viac.

3.7. Miera tsecky v modeli D

Zatneme definiciou l-miery (dizky) l-use¢ky, ktord je
¢asfou l-priamky druhého druhu. UkéZeme niekoIko jej
zdkladnych vlastnosti a pomocou tychto podame definiciu
I-miery [ubovolnej 1-asecky.

Definicia 15a. Nech 4, B su I-body leZiace na I-priamke
druhého druhu p. Oznaéme P ten a-bod l-priamky p, ktory
leZi na h*. 1-Mieru (digku) 1-uselky AB definujeme pred-
pisom (

e(AP)
MAB) = |loge(AP) — loge(BP)| = (BP) ‘.(12)

Veta 8. Nech 4, B, C su 1-body leZiace na l-priamke

druhého druhu p. Potom plati
L.LMAB) 2 0a A(AB)=0< A4 =B,
I1. A(4AB) = A(BA),

III. 2(AB) + A(BC) = MAC), priom rovnost nastiva
préve ked 1-bod B patri 1-tisetke AC.

Dékaz. Tvrdenia I. a II. st zrejmé. DokdZeme tvrdenie
III. Do znimeho vztahu |u + v|=<|u| + |v| dosadime
u = loge( AP) — loge(BP), v = loge( BP) — loge(CP) a ziska-
me Ziadand nerovnost. Rovnost |# + 9| = |u| + |v| na-
stane prave vtedy, ked jebudu=0a v = 0 tj. (AP) =
2 ¢(BP) z ¢(CP),alebou < 0av =0tj. (4AP) = ¢(BP) =
< ¢(CP), ¢o sme chceli dokdzat.

Uloha 63. Dani je l-polpriamka druhého druhu 4AM

log
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a nezdporné Cislo ¢. Uréite kolko navzdjom réznych l-bo-
dov X hovie rovnici A(A4X) = c.

Uloha 64. Na l-prlamke druhého druhu p je dany 1-bod
A. Urcite mnozZinu vSetkych l-bodov X e€p pre ktoré
A(AX)=1.

b
P | A:A-v A Al . Ai 14
21 0 1 2
Obr. 25

Poznimka 7. DiZka 1 je na rozdiel od @ pevne dand —
neda sa volit.

Uloha 65. Na l-priamke druhého druhu p je dany 1-bod
A. Od tohoto bodu ako zaciatku vyneste na p l-mierku ce-
lo¢iselnych hodnét.

Zatial vieme (euklidovskou konStrukciou = pravitkom
a kruzitkom) vyniest na l-priamku prvého druhu celodisel-
nu I-mierku. Teraz sa naucime vynasat do takejto l-mierky
hodnoty polovi¢né, §tvrtinové, osminove, ...

Priklad 3. Nech 4 = B su l-body néleZiace l-priamke
druhého druhu p. Najdite I-stred S 1-tsecky AB, tj. 1-bod
S € p pre ktory A(AS) = A(BS). (Obr. 26.)

Rie¥enie. Predovietkym je nutné ukazat, Ze 1-bod S leZi
medzi I-bodmi 4 a B. Predpokladajme opak. Nech napri-
klad l-bod A4 leZi medzi S a B. Potom podla vety 8.
(vlastnost III.) )e MAS) + XAB) = A(SB) odkml’ vzhla-
dom na rovnost A(AS) = A(BS)je A(AB)=0t.A=B
o je spor s predpokladom. Rovnako dokiZeme, Ze nie je
moZné, aby B leZal medzi S a A. Preto nutne S leZ{ medzi
A a B. (Pripady A = S & B = S st zrejme nemoZné.)
Pre 1-bod S potom plati
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«4P) &(SP)
e(SP) ¢(BP)

Z dodkazu vety 8. vzhladom na to, Ze S leZi medzi 4 a B
vyplyva, Ze Cisla v hornych =hsolutnych hodnotich su

log log

>
<

@®

Obr. 26

obidve stucasne bud kladné, alebo zidporné. KaZzdopadne je
moZné absolutné hodnoty v hornej rovnici vypustit. Potom
je hornd rovnica ekvivalentna s rovnicou

(AP) _ SP)
«SP) _ «BP) Y

Z posledného vztahu vyplyva jednak jednoznacnost I-stre-
du S a s prihliadnutim ku mocnosti bodu (pozri dodatok
D) ku kruZnici tieZ kon3trukcia:

Nech % je Iubovolnd e-kruZnica idica l-bodmi 4 a B,
T je dotykovy e-bod e-dotyCnice vedenej a-bodom P
(Pep’, P = H) ku k. Potom z vety o mocnosti bodu ku

KkruZnici je
&(AP)-¢(BP) = ¢(TP)
odkial okamZite plynie (13).

. o(AP)-«(BP) = £(SP). (13)
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Uloha 66. Do l-mierky z tlohy 65 dokreslite 1-body
odpovedajtiice hodnotdm — 0,5 a 1,25. (Obr. 27.)

Uloha 67. Nech p, ¢ st dve rozne l-priamky druhého
druhu a 4 = B l-body na p a C je I-bod na 4. a) Popite

Obr. 27

konstrukcie vietkych l-bodov D € g pre ktoré je A(AB) =
= A(CD). b) Popiste konstrukcie vsetkych 1-bodov E € p
pre ktoré¢ B %= E a A(AB) = MAE).

Definicia 15b. Nech 4, B st 1-body leZiace na l-priamke
prvého druhu p. Nech Z = S(p) je a-bod a ozname
X AS(P)Z) = @, (X BS(P)Z) = . 1-Mieru (1-dizku)
l-usecky AB definujeme predpisom

V4

NAB) = |log tg% — log tg-¥-| = | log . (14)

Poznimka 8. Definicia 15b pouZiva a-bod Z, pricom
nie je okamZite zrejmé ¢i vztah (14) nezdvisi od jeho polohy.
Keby (14) od polohy bodu Z zavisel bola by tito definicia
zl4. Prenechdvame (itatelovi, aby sa presved(il, Ze zmenou
a-bodu Z sa Cislo A(4B) nemeni.
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Priklad 4. Nech A4, B su 1-body leZiace na l-priamke
prvého druhu p a C je I-bod leZiaci na I-priamke druhého
druhu g¢. PopiSte konStrukciu vietkych takych l-bodov
D € g, pre ktoré A(AB) = ACD).

P D
9
B
c
A
D,
E A
U P Q Vv
Obr. 28

Riesenie. (Obr. 29.) Ozna¢me p' = {U,V}. Nech r * ¢
je takd ]-priamka druhého druhu, ktorej a-bod R %= H ni-
leZi vnatraj$ku e-polpriamky UV. Ukdzeme najprv, Ze pre
priese¢niky e-priamok UA a UB s r, ktoré oznacime v po-
radi E a F plati

MAB) = AMEF).
Z vety o stredovom a obvodovom e-uhle vyplyva (<t
X AUV = % e (X AS@)V) =T (ak v definicii 15b
vystupujici a-bod Z volime napriklad totoZny s V) a rov-
nako je & (& BUV) = % Podla (14) a (12) je potom

70



4

g — -
MAB) = | log i — | 1og AER) : «(UR)

“o(FR) - «(UR) |~

zg7
- «ER) |
= |log (FR) |~ MEF).
r
F q
.

E

B/ A c
P
h Q M

Obr. 29

Zvysok konStrukcie je zrejmy podla obrizku 29; je opako-
vanim dlohy 67.

Uloha 68. Nech 4 = B st l-body l-priamky prvého
druhu p. PopiSte konStrukciu oboch l-bodov X €p pre
ktoré je 24(XA) = A(AB).

Uloha 69. Dok4Zte nasledovnti kontrukciu l-stredu S
l-useCky AB, ak AB je 1-priamka prvého druhu, oznafend
p. Nech p’' = {U, V} a nech M je prieseénik e-priamok
UA, VB. S je priesecnik l-priamky p a e-kolmice vedenej
1-bodom M ku e-priamke A*.

Nauéili sme sa I-dIZky prenasat z l-priamky prvého dru-
hu na ]-priamku druhého druhu a naopak. Tym pidom
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vietko, ¢o sme vedeli doteraz previest pre l-priamku dru-
hého druhu, vieme vykonat uZ aj pre l-priamku prvého
druhu.

Doteraz sme o I-krunici nehovorili. V ramci modelu B

e

T q

\A q
v

Obr. 30

by bola tloha hodne obtiaZna. V modeli D 1-kruZnicu za-
vedieme a podime aj jej konStrukciu.

Definicia 16. Nech S je I-bod a r kladné ¢islo. MnoZinu
vietkych 1-bodov X pre ktoré A(XS) = r nazveme 1-kruz-
nicou a oznaCime k(S, r); 1-bod S nazveme l-stredom
a &islo r 1-polomerom 1-kruZnice k(S, r).

Veta 9. Ka¥da l-kruZnica je e-kruZnicou, ktorej vietky
e-body su I-bodmi. Kazda e-kruZnica, leZiaca celd v l-ro-
vine 4 je aj I-kruZnicou,

Dékaz. Obrizok 30. Nech je dand l-kruZnica k(S,r)
a nech 4 = B s jej I-body leZiace na l-priamke p = SH.
Nech m je e-kruZnica zostrojend nad 4B ako e-priemerom.
Ak X € &(S, r) je 1-bod rdzny od A aj B, potom |-priamka
g = SX je prvého druhu, pretoZe jedina l-priamka druhé-
ho druhu iddca 1-bodom § je p a X € p. Oznaéme ¢’ =
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= {U, V}. Podla prikladu 4. e-priamka AX prechidza bud
a-bodom U, alebo a-bodom V, pretoZe podla definicie 16.
je A(SX)= (SA)= A(SB). e-Priamka BX potom pre-
chidza druhym z a-bodov U, V. Podla Taletovej vety

(vzhladom ku e-kruZnici ¢) je &< AXB) = g a teda

X e m. Ak naopak X e m, A = X = B, potom konitruuje-
me a-body U, V ako prieseéniky A* s e-priamkami v po-
radi AX, BX a l-priamku ¢ z podmienky ¢' = {U, V}.
Oznaéme S’ prieseCnik l-priamky ¢ a p = AB. Potom
podla prikladu 4. je A(AS") = A(XS") = A(BS’). PretoZe
S aj § su l-stredy l-useCky AB, je S= 8" ateda X e
€ k(S,r). Z dokdzanych vztahov X €k > Xema Xe
em=Xek vyplyvam < k a k < m, CiZe £k = m. Tak
sme ukazali, Ze kaZda l-kruZnica je e-kruZnicou.

Nech dalej je m e-kruZnica leZiaca celd v 1. Z predo§lého
vyplyva, Ze m = k(S, r), kde (S, r) je l-kruznica, pri¢om
urcenie l-objektov S, r je patrné z obrazku 30.

Poznamka 9. Vzhladom na tvrdenie vety 9. nie je prilis
nutné rozliSovat medzi pojmami l-kruZnica a e-kruZnica.
Ak napiSeme len ,,kruZnica £ (a z kontextu je zrejmé, Ze
k < 1), potom je pasa re€ jasna. Ak vSak napiSeme ,,kruz-
nica (S, r)*, potom vdbec nie je jasné, i S a r si1 e-objek-
ty, alebo 1-objekty. e-Stred a I-stred tej istej ,,kruZnice* si
vZdy dva rézne I-body.

Uloha 70. Udajte konstrukciu l-kruZnice %(S,r), ak
poznite: a) tri jej 1-body, b) jeden jej I-bod, a jej I-stred S.

Uloha 71. Uka¥te, %e v l-rovine neplati Talesova veta.

Uloha 72. Doké¥te, %e v l-rovine neplati Pytagorova veta.
Dokaz prevedte pre l-trojuholnik nakresleny na obrazku
32. Obrizok je e-sumerny podla e-priamky CW, e-priamky
AU, h* sli e-kolmé a ¢ (< UCV) = 90°.

V l-rovine existuja dve stibeZky vedené 1-bodom ku da-
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nej l-priamke. Vznikd prirodzend otézka: aki je miera ich
I- uhla, alebo presnejsie, na ¢om toto Cislo zavisi. RieSeniu
tejto otazky venujeme ulohy 74., 75. a vetu 10., ktora po-
déva vyCerpdvajicu odpoved na polozenu otézku

Uloha 73. Nech 4 je 1-bod leZiaci mimo l-prlamky a, R
pita l-kolmice r vedenej z A ku a, Ued’. Cislo d =
= A(AR) vyjadrite pomocou ¢&isla ¢ = A(<x UAR) v pri-
pade, Ze r je druhého druhu.

Uloha 74. Predosli ulohu rieste v pripade, e r je prvé-
ho, ale a druhého druhu.

Uloha 75. Ulohu 73. rieste v pripade, Ze a aj r st prvého
druhu a l-priamka p = AU je druhého druhu.

Veta 10. Nech R je I-kolmy priemet I-bodu A na 1-priam-
ku a neprechadzajiicu 1-bodom A4. Nech U € a’, potom pre
islad = 1 (AR) a ¢ = A (<X UAR) plati vztah

d = log cotg % (15)

Dékaz. Predpokladajme, Ze l-priamky a, r = AR,
p = AU su prvého druhu, pricom U leZi medzi T = S(a)
a P = S(r). Z vety 7. je zrejymé, Ze uvedena volba nie je na
ujmu vieobecnosti. Ozna¢me este Q = S(p), (< PAQ) =
=a, &< RPA)=p, &< TPR)=y. Pomocou Cisiel
a, B, ¥ vyjadrime postupne skoro vietky e-miery e-uhlov
z obrazku 35. Z ¢(PA) = ¢(PR) vyplyva e(<): RAP) =

= (< ARP) = % £ 532 e(% TRP) = vyplyva

(< RTU) = —’2’—_ » a odtial zase e(< TRU) = <

U2 j _3._
T—i—T.Preto;es({RUP)— 2" 3
as( URP)=%—%. PretoZe je e(< APQ) = n —

% TUR) =
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—(B+v)iee(xPOA) =B+ y — aatedae(x UAQ)=
= (% AUQ) = —’2’— + 97877 Ronetne teda o(<

2
5 UAP) = % — Wae@:mm: et
PouZijeme sinovi vetu na e-trojuholniky AUR a AUP
a dostaneme
sine(X URA) _ sine(<X RAU)

(AU) | RO

sine(x UPA) _ sine(x UAP)
eAU) o PU)

. (3 B+y
in (2 - £47)
a-+y

sin ———

2
sin(B+7)

. a+B+7y\ "’
m(?“___ﬁ_—)
V e-trojuholniku RUP podla sinovej vety plati

§RU) & PU)

3 —_ b
stny N
‘"‘(T 2)

&o po porovnani hornych vztahov dé reliciu medzi «, §, y

. (3 B+
s (TR———Z—)
a+y

sin —x—"—
2

odkial

e(RU) = s(AU) =

= s‘(PU)




sin{ — — _y_)
sin (B + ) 4 2
A E _a+ g+ siny )
s (7 —2 )
Pri oznadeni a = 20,8 + y = 29, y = 2 vy mbdZeme hor-

ny vztah upravit takto (overte zmysel nasledujacich zlom-
kov)

V— V2 -
(coso +- sino)  sin20 2 (cosy — siny)
sm(w+o) T sn2y T cos(p+o)

alebo
COSp COSG — Sing sin @
sinycosc + cosysing
__ sinpcosp  cosy — siny
T sinypcosy ~ coso + simp °
alebo
l—1gotgo g0 1—1ngy
gyt+uyo gy " l+ige’
odkial
gy
1go=—>",
& Igeo
Je teda
bty
¥ go
d=log—— = lg— log cotg o = log cotg a.
Y gy

Ak uvaZime, Ze ¢ = A(X UAR) = ¢ (< PAQ) = a, je
(15) dokdzané pre ten pripad, e a, r, p si prvého druhu.
Ostédvajice pripady si dokdzané v tlohich 73., 74., 75.
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Definicia 17. Nech 1-bod A neleZi na l-priamke a, pre
ktora @’ = {U, V}. Potom l-mieru l-uhla UAV, 1j. &islo
A (< UAV) menujeme velkostou uhla 1-rovnobeznosti 1-bodu
A a l-priamky a. Struéne, ale nepresne sa hovori o uhle
rovnobeZnosti,

Poznimka 10. Veta 10. hovori, Ze ,,uhol rovnobeZnosti
zavisi len od dlzky d = 4 (4R) a to podla (15)*. Toto vy-
znalné tvrdenie nesie ndzov Lobacevského. Miesto A(AR)
pise sa Casto, podla Lobacevského IT (4, R).
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