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3. kapitola

POJEM HUSTQTY MNOZINY
V TEORII CISEL
A DOKONALE CISLA

POJEM HUSTOTY A HUSTOTY NIEKTORYCH MNOZIN

Citatelovi je mo¥no znimy pojem &iselnej postupnosti.
Tym mame na mysli funkciu definovani na mnoZine P
vietkych prirodzenych ¢isel. Ak oznaime znakom a, hod-
notu tejto funkcie v &isle n € P, potom tito funkciu (postup-
nost) oznaujeme znakom

Ay A5 A3y ... Ay o v s
o0
alebo strucnejSie znakom {a,.}" . Reilne disla ap
(m = 1, 2, ...) nazyvame pritom ¢lenmi spomenutej

postupnosti.
Zo strednej Skoly je zndmy pojem nulovej postupnosti
(pozri u&ebnicu matematiky pre 3. roé. SVS). Pripomefime

si tento pojem. Postupnost jas woy 32 nazyva nulovai, ak

ku kazdému dislu ¢ > 0 existuje prirodzené Cislo 7, tak,
%e pre ka?dé prirodzené Cislo # > 7, je aa| < & Na stred-

nej $kole sa dokazuje, Ze geometrickd postupnost {qﬂ}: .

je nulovd, ak |¢| < 1.
P3s. Nech a je &islo a nech pre kazdé n =1, 2, 3, ...

je an = a (postupnost {a,.}m nazyvame v tomto pri-

[
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pade 3tacionarnou alebo kon3tantnou — spomeiite si na
pojem konitantnej funkcie). Takto definovand postup-
nost je nulova vtedy a len vtedy, ked a = 0. DokaZte
to!

N4avod: Jediné dislo, kto rého absolutna hodnota je men-
$ia neZ Tubovolné kladné (redlne) Cislo, je 0.

Vie. Ak {a,.}: o {bn}m su dve nulové postupnosti

=1

a ¢ je dané &islo, potom aj postupnosti {a,, + b,.}m

. o0 n=DL
{a,, - b,.} , {ca,.} sU nulové.
nal l

A a1 & ... : we
Dékaz. Nech ¢ > 0. K &islu — existujii prirodzené ¢isla
2 €
n, a n, tak, Ze pre kazdé n >n, je |aa| < — apre kazdé

n> n2 je lbal < 7 Prc n > no = max (n,, n,) platia

obe nerovnosti lan] < —— 2 , |bn| < —— a na zdklade znamej

vlastnosti absolutnej hodnoty je |2,, + b,,l < |as| —|— |by|.
Odtial pre n > n; dostdvame |aa 4 bn| < - + 2 = g,
Ak {a,.} je nulovd a ¢ je Cislo, potom ako vieme zo
strednej skoly (pozri udebnicu pre 3. ro. SVS), je 3j
¢ a,.}” o nulova.

Pojem nulovej postupnosti pouZijeme v nasledujicej de-
Ds. Hovorime, Ze &islo a je limitou postupnosti

oo
{a,.} , (v strutnom zipise @ = lim g, alebo an — a),
B n> oo

ak postupnost {a,. - a}: e nulova.
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. . oo ’ vV v
AK a je limitou postupnosti {a,.} , hovorime tiez, Ze

oo n=-1
{an}n , konverguje k dislu a.
Z definicie Dy ihned je zrejmy tento poznatok: {a ,.}: .
je nulovd vtedy a len vtedy, ked m4 limitu O. '
Naskytd sa prirodzena otizka, kolko limit méZe mat

postupnost. O tom pojednava nasledujica poucka.
Vi19. KaZda postupnost ma najviac jednu limitu.

Dékaz. Nech postupnost {an};: . ma limity a, a'.
Potom na zdklade definicie Dy st obe postupnost
{a,, — a}m , {a,. — a'}oo nulové a preto v ddsledku

n_, noy
Vs je aj postumpnost' a—a :: L= {(a,, —a) —
— (an — a') et nulovi. To je vSak konitantnid postup-
nost (kaZdy jej Clen je rovny Cislu @’ — g). Na zdklade
Py je d — a = 0, @’ = a. Postupnost {an}::l

neméZe mat teda dve rézne a teda ani viac roznych limit.

Predo$la veta nezaruduje existenciu limity (to ani nie je
mozZné — pozri Py,), zaruCuje len jednoznaénost limity,
tj. ak dand postupnost m4 limitu, potom m4 jedind limitu.
Nie ka?da postupnost m4 limitu. Ukazuje to aj nasledujiici
priklad.

o0

P37. Presvedite sa, Ze postupnost {(— 1)”} nema
limitu. met1

Nivod. UkdZte, Ze Ziadne Cislo ¢ nemébZe byt limitou
tej postupnost. Rozozndvajte pri tom pripady a = 1,
a=—la#*1,—1

Pas. Kazdd kon3tantnd postupnost ma limitu, rovnl
fubovolfnému &lenu tej postupnosti.
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Per. Dokite, Ze | _’|'_3}°° ma limitu 1 2
Nl
m+6) = T
{—3n+4 n-lmallmltu 3

V2. Ak an — a, by — b, potom an + by — a + b,
ap — bp —>a — b.

Dékaz. Postupnosti {a,. — a}m {b,. — b} sa
podIa predpokladu nulové. Na zéklade Vi sU 3j
{ont b —G@+8)" af@m—b)—@-8]

nulové.

Pso. Ak a, — a a c je dané &islo, potom cas — ca.
Nivod: PouZite V,q!
Va21. Nech 0 < an < b, pre kazdé n = 1, 2, 3, ...

Ak {b,.}: , je nulova, je aj {a,.}: , Nulova,

Dokaz. Dékaz vyplyva priamo z definicie nulovej po-
stupnosti.

Pa. DokaZte: {a,.}:o_ je nulovd vtedy a len vtedy,
ked {|a,,|} , je nulova.
Ps. Nech a5 — a, bs — b, nech c1, c2 st dané &isla.

DokaZte, Ze postupnost {cla,. + cab,,}m , mé limitu
C,a + cgb. =
Niévod: PouZite Vy4 a P,,!

Pss. DokaZte, Ze postupnost {kvl__}” (k je pri-
N jnat

rodzené, k > 1) je nulova.
RieSenie. K dislu ¢ > 0 existuje prirodzene dislo
n, ZL Potom pre n > n, 10:i < ¢k, odtal = ,‘V_ <e.
n
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Nasledujicu vetu budeme ¢&asto potrebovat v dalfich
avahich.

V22. Nech a5 — a, by — b a nech pre kaZdé n je ap < ba.
Potom a < b.

Dokaz. Postupujme nepriamo. Nech a > 5. Potom
a — b > 0 a tak na ziklade definicie D, existuje prirodzené
Cislo n, tak, Ze pre vietky prirodzené {isla n > n, je

26) |a,.—a|<"‘2"’.
Podobne existuje 7, tak, Ze pre kazdé n > n, je
@7 |b,.—b|<a;b.

Pre n > mn, = max (n,, n,) plata nerovnost (26), (27)
a oviem aj B

(28) an é bn.

a—>b a—+b ,
7 = J{ > Vyplyva

a+b
2
+b a+b

Podobne z (27) vyplyva b5 < 12——— atak ap > )

> bp, an > ba. To je spor s (28).

Dio. Nech m|< n2 < ... < mx < ... je nejakd po-
stupnost prirodzenych &isel. Potom postupnost dn;, dag,
Gngy ... Gmp, ... Nazyvame Ciastolnou (vybranou) po-

Nech n > ny. Ked%e a —

z (26) sprivnost nerovnosti an > (nalrtnite si).

stupnostou postupnosti {a,}”
Tak napr. a, ag ... a2k, ... je Gastoénou postup-

nosfou postupnosti yan .1
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V2, Ak postupnost {a”}: . konverguje k &islu a,
potom aj kaZdi jej Ciasto&nd postupnost konverguje k &is-
lua.

Dékaz. Nech {an k}: ) je nejaka iastofnd postupnost
postupnosti {an}:: I nech ¢ > 0. KedZze {a,.}:"_1 ma
limitu a, existuje », tak, Ze pre # > n, je [apn — a| < e
Dalej existuje %, tak, %e pre k > k, je nx < n,. Potom pre
k > k, je na zdklade predoSlého lan, — a| < & Teda

predo$ld nerovnost plati pre vSetky Ceny postupnosti
{ank}:_ . od istého clena podinajuc. Teda postupnost

oo

an, — a}k - je nulovd a tak a je limitou postupnosti

{
{an }°° . :

PZ.kSékaite pomocou vety Vz, Ze postupnost
{a,.}:_ L= {(— I)"}:ﬂ= , hemd limitu.

Nivod: Vysetrujte jej Ciastofné postupnosti
fos ol fom ),

Pre dalSie potreby bude ucelné urcit limitu postupnosti
{ log n}m » log n je dekadicky logaritmus ¢isla n.

n
=1
UkéZeme, Ze uvedend postupnost je nulova.

V2. Pre kazdé celén = 0je2n =1 + n.
Ddkaz. Na ziklade binomickej vety je pre n > 1

2"=(l+l)"=l—|—n—|—(%]+...+ (%]gl+n.

Pre n = 0 resp. n = 1 je spravnost tvrdenia zrejma4.
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Vazs. Pre kaZdé redlne &islo a je 2= > a.

Dokaz. Nech 7 je najvicSie zpomedzi vietkych tych
celych ¢&isel &, pre ktoré 2 < a. Také islo existuje na zi-
klade viastnosti celych Cisel spominanych v tvode prvej
kapitoly. Potom zrefme » = 0, # < a < n + 1. KedZe
funkcia y = 27 je rastica, je 2* = 27 a podfa V,, je 2* =
= 1 + n > a. Teda celkove

i22m214n>a 2°> a

V2. Pre kazdé prirodzené n je log n < |/n.
Ddkaz. Na ziklade definicie dekadického logaritmu ma-
me n = 10 10¢ 5, odtial umocnenim oboch strdn na expo-

nent % dostaneme |/n = ()/10)'°* ™. Pretoze [/10 > 2

alogn =0(n=1,2,...), dostivame odtial |/n = 2108 »

a tak na zdklade V,; je Vn > log n.

log n | =
n

V2. Postupnost _ je nulova.
P

n
Doékaz. Pre kazdé pru'odzené fislo n plati na zéklade

Vg, 0= 105 " V" = a teraz staCi pouZif V, a Py,
n

Citatelovi je iste dobre znamy fakt, Ze v rovinnej geo-
metrii moZno niektorym mnoZ%inim nachidzajicim sa v ro-
vine priradit isté nezaporné {isla, nazyvané ploSné obsahy
tych mnozin, Podla velkost tohoto isla moZno usudzovat
aj) na ,rozsiahlost”, ,,velkost danej mnoZiny. Pritom ak
A c B a mnoZiny A, B maju ploSny obsah, potom plosny
obsah mnoZiny A je nie va¢§i neZ ploSny obsah mnoZiny B.
O niefo podobné sa pokusime teraz v stvislosti so $tudiom
podmnoim mnoZiny P vietkych pnrodzenych Cisel. Teda
presnejSie pokusime sa podmnoimém mnoZiny P priradit
nerdporné disla, ktore budeme nazyvat hustotami tych
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mnozin. Pomocou tychto ¢isel moZno potom usudzovat na
s»svelkost* podmnozin mnoZiny P. Uvidime, Ze hustota
podmnoZiny neméZe presiahnut hustotu nadmnoZiny.

D11. Nech A € P, nech n je prirodzené &islo. Ozna¥me
znakom A(n) potet vietkych tych &isel a € A, pre ktoré

a = n. Ak existuje limita postupnosti {@}w , nazy-
. .o
vame ju hustotou mnoZiny Aa oznalujeme h(A) = lim @
ny- oo

Vsimnime si bli¥Sie uvedeného pojmu hustoty. Cislo
%n) uddva ,,relativnu poetnost* prvkov mnoZiny A medzi
prvymi z prirodzenymi ¢islami. M4 aj jednoduchy pravde-
podobnostny vyznam. Uddva pravdepodobnost javu, ktory
spoc¢iva v tom, Ze pri ndhodnom vybere jedného zpomedzi
Cisel 1, 2, ... n vyberieme ¢islo patriace do mnoZiny A.
Cislo #(A) ma potom vyznam akejsi asymptotickej pravde-
podobnosti.

KedZe pre kazdé n je zrejme 0 = A(n) < n, vyplyva
= A_r(ln_) < 1 a tak na zdklade V,,, ak A m4 hustotu,
je 0 < h(A) = 1. Teda hustota mnoZiny je vidy Cislo
z intervalu < 0, 1 >.

D12. Ak h (A) = 0, potom mnoZinu A nazyvame riedkou
‘mnoZinou.

Poznamenajme, e nie kazdd podmnoZina mnoZiny P m4
hustotu. UkdZeme to na nasledujicom priklade.

Pga). MnoZinu A; nech tvoria vietky Cisla tvaru

Rk—1D%*-14 5, 5s=1,2,... (2k)* — (2k — 1)2k -1,
Znakom A oznalme zjednotenie vSetkych mnoZin A
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(k=1,2,...). Teda mnoZinu A tvoria prave tie prirodzené
Cisla a, ktoré maja tvar

a=QQk—1D¥*-1435 s=1,2,...
o (2R — (2 — 1k - E=1,2,...

'PretoZe medzi &islami, patriacimi do mnoZiny A a nepresa-
hujicimi &slo (2k)%* sa nachddzaju Cisla

2k —12e-1+5, 5=1,2,... (2R)% — (2k — 1)* — 1,
je A ((2k)%) = (2k)* — (2k — 1)%* ~1a tak
_ (2R 1pk-1 AR
QR T (2K*
2k — 1)%-1 (2k)% - 1
(2k)%* =T (2R
(2k — 1)k -1) e ) \
R nulové (pozri V) a tak v ddsledku
V,0a V,, je limita postupnosti (29) A(2R)™) | =
203 Vg2 ) postupno! R
KedZe &sla )
(k)% + 5, s =1,2, ... (2k + 1)% +1 — (2k)%

nepatria do mnozZiny A, je A((2k + 1)%* +1) < (2k)%,
oddal Fahko zistime, Ze limita postupnosti

A((2E+ 1)+ 1))
(30) { Qk+ D%+1 [,
je rovna 0. No (29), (30), s &astoné postupnosti postup-
nosti @ ®  a tak v désledku vety Vy, neméZe mat

=]

tito postupnost limitu.

1 =L

KedZe

= 2—1k’ je postupnost

rovna l.
k=1

=1
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Pgb). Dokazte, 2e kazd4 koneénd mno¥ina je riedka.
Niavod. Nech A je koneéna a ma k prvkov. Potom pre
(n)

kazdé prirodzené n je —— S —, pouZite teraz V,, a Py,

P,ea) Nech A je m.noima vsetkych parnych &isel. Potom
A = DR

b) Nech A je mnoZina vsetkych neparnych ¢isel. Potom
hA) = —

Navod. Vsetkych parnych &isel neprevysujacich &islo n

je %, ak n je parne a % — —;—, ak 7 je neparne. Pre kaZ-
: . . , 1 1 A(n)
dé n prirodzené teda plati > = 2n . = 7 Po-

uZite teraz vetu V,,. Podobne postupujeme aj pri rieSeni
casd b).
Pa7. Nech k je prirodzené, k > |. DokdZte, Ze mnoZina
Qx v3etkych k-tych mocnin prirodzenych &isel je riedka.
Navod. Nech s je najvicSie také prirodzené Cislo, Ze s*
neprevySuje n. Potom Qi(n) = s a z s¢ < n vyplyvd

el — z

s < *)/'n. Teda () = V= = U = l_ . Pou-
n n n V"

Zite teraz V,,.

Pss. Nech g, d su celé &isla, a = 0, d > 0. Nech A je
mnoZina &lenov aritmetickej postupnosti a + d, a + 2d,

a+3d,...a4 ki, ... Potom h(A) = — (teda husto-

ta mnoZiny A sa rovni prevritenej hodnote diferencie
tej aritmetickej postupnosti — porovnaj s Pas).
Ndvod. Nech s je najvil§ie také prirodzené Cislo, Ze
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a+ sd <n Potomn <a-+ (s+ 1).da A(n) = s. Od-
tiaI";a —1<s< n;a a teraz pouZite V,, a Py,.

Pss. Nech P — A znati komplement mnoZiny A v mno-
Zine P, tj. mnoZinu vietkych tych prirodzenych Cisel,
ktoré nepatria do A. Dokazte: A ma hustotu vtedy a len
vtedy, ked P — A ma hustotu. Ak A md hustotu & = h(A),
potom h(P — A) = 1 — 4. Specnalne h(A) = 0 vtedy
a len vtedy, ked h(P — A) =

Va. Ak A, B maji hustotu aA CB, potom h(A) =
=< h(B).

Dékaz. Pre kazdé n je A(n) < B(n), odtial
B( ) . Tvrdenie vyplyva z vety V,, uz okamZite.

A(n) =

Pso. Ak A C B a B je riedka, potom aj A je riedka.

Naivod: pouzite V,s avV,.

Vzs. Nech A, B si riedke mnoZiny. Potom aj mnoZina
A U B (zjednotenie mnoZin A, B) je riedka.

Dékaz. Mnozina A U B pozostiva, ako je znime, zo
vietkych tych prirodzenych disel, ktoré patria aspoii do
jednej z mnoZin A, B. Polofme C = A U B. Potom z de-
finicie mnoZiny C dostévame pre kazdé prirodzené n =

=1,2, ... C(n) < A(r) + B(n): Odtial —2. C(")

= @ + B(") . Na zdklade predpokladu vety a na zi-
klade V5 je —= A(n) + @ — 0 a tak podla V,, je
_C(n) - 0.
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RIEDKOST MNOZINY VSETKYCH DOKONALYCH CISEL

Ozna¢me znakom D mnoZinu vSetkych dokonalych d&sel
(prvého druhu). V druhej kapitole sme uviedli, Ze dodnes
nie je znime, & mno%na D je konelnid a & nekoneCna.
V dalSom uké¥eme, Ze v kadom pripade je D ,,chudobni*
mnoZina, je to totiZ riedka mnoZina.

Vao. Mnozina D je riedka.

Dékaz. Polome D = D, U D,, kde D, zna¢i mnoZinu
vietkych neparnych a D, mnoZinu vietkych parnych doko-
nalych ¢isel. Na zdklade V,g stadi dokizat, Ze obe mnoZiny
D,, D, st riedke.

DokéZeme napred, Ze D, je riedka. Na ziklade vety Ny,
je D, obsaZena v mnoZine A vietkych isel tvaru
P +1 N2 kdepjeprvoislotvaruds + 1 (s = 1), 2 =20
je celé, N prirodzené a p nedeli N. Na ziklade Py, stai
dokézat, Ze A je riedka mnoZina. PoloZme A = A, U A,
kde A, je mnoZina vetkych tych isel z A, ktoré maju tvar
p.N%a A, je mnoZina vietkych ostatnych Cisel mnoZiny A.
Nech teraz v,, v, € A, v; = p,.N? v, = p,.N? (teda obe
¢isla vy, v, maja i ista ,,kvadraticku* ¢ast N2), UkdZeme,
Ze potom p, = p,. Naozaj, na zdklade V,, a na ziklade
definicie dokonalého {isla je

o(vy) = (P + 1) o(N?) = 2p,N?,
o(va) = (P2 + 1) o(N?) = 2p,N?,

odtial vydelenim dostidvame ‘; 1 1’; 1__:: 1 'a odtial jedno-
2 2

duchou udpravou p, = p,. Teda ku kaZdému kvadritu N2
prirodzeného Cisla N existuje najviac jedno prvocislo p
tak, Ze pN% A,. Oddal vyplyva, Ze polet A,(n) prvkov
mnoZiny A, neprevysujtcich islo # je nie vd&§i neZ polet
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vietkych kvadritov prirodzenych d&isel, neprevy$ujacich
&slo n, teda A,(n) < |/n (pozri Pg,). Odtial vyplyva @ <
= —1_— , teda A, je riedka mnoZina.

n
é/islo A,(n) je zrejme nie viadSie neZ B(n), kde B znaci
mnoZinu vSetkych Cisel tvaru p/. N2, = 4,8, ... 4 ...,
N=1,2,3, ... . No kazdé &slo uvedeného tvaru patri
do mnoZiny Q, kvadritov vetkych prirodzenych &isel, preto
B c Q, a ked?e Q, je riedka (pozri Pyy), je aj B riedka mno-

¥ina. PretoZe =22 Z(n) B(n) — je na ziklade V,, ajA, riedka.

Z vety Vo vyplyva potom aj riedkost mnoZiny A a tym aj
riedkost mnoZiny D,.

DokéZeme teraz, Ze aj D, je riedka mnoZina. Na ziklade
V,, je D, podmnoZinou mnoZiny v3etkych Cisel tvaru
25 —1,(28 — 1), kde s je prvolislo. Tito mnoZina je zase
podmnoZinou mnoZiny E vietkych &isel tvaru
22-1(2—1),s=1,2,3, ..., preto D, C E. Sta¥i
teda dokizat, Ze E je riedka mnoZina. Ozname znakom ¢
najvidSie zpomedzi tych prirodzenych Cisel s, pre ktoré

20-1 < n. Potom zreime En)<tat—1=< lo_gn_.
log 2
; E(") logn
Odtal —= = — + log2 ——
Na zéklade V,; je —— log % 0 a tak v désledku'P,, a V., je

E(n) — 0. Teda E je riedka. Tym je dokaz vety skonceny.

Da sa ukizat, e aj mnoZina vSetkych dokonalych Cisel

druhého druhu je riedka (o tejto mnoZine vieme, %e je ne-
konefnd — pozri V,4). Dbkaz tohoto vysledku vSak pre-
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sahuje rdimec moZnost metod pouZitefnych v tejto kniZke.

Poznamenajme pre zaujimavost, Ze aj mnoZina vSetkych
prvoclisel je riedka. Dékaz tohoto faktu sa tiez vymykd
na$im moZnostiam.

Spomefime nakoniec, e aj mnoZina vSetkych spriate-
lenych Cisel je riedka. Zatial €o riedkost mnoZiny vSetkych
dokonalych ¢&isel prvého a dokonalych Cisel druhého druhu
je divno znimym faktom, je poznatok o riedkosti mnoZiny
vietkych spriatelenych ¢&isel novsieho data. Pochidza
z 1. 1955 od madarského matematika P. Erddsa a jeho
dbkaz je zaloZeny na pouZiti istych pravdepodobnych me-
tod v teorii Cisel.
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