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3. kapitola 

P O J E M HUSTjQTY M N O Ž I N Y 
V T E O R I I Č Í S E L 

A D O K O N A L É Č Í S L A 

POJEM HUSTOTY A HUSTOTY NEEKTORÝCH MNOŽfN 

Čitatelovi je možno známy pojem číselnej postupnosti. 
Tým máme na mysli funkciu definovaná na množině P 
všetkých prirodzených čísel. Ak označíme znakom an hod-
notu tejto funkcie v čísle ne P, potom túto funkciu (postup-
nost') označujeme znakom 

al> a2> • • • an> 

alebo stručnejšie znakom | f l n | n 1- Reálné čísla an 

(n = 1,' 2, . . . ) nazývame přitom členmi spomenutej 
postupnosti. 

Zo strednej školy je známy pojem nulovej postupnosti 
(pozři učebnicu matematiky pre 3. roč. SVS). Připomeňme 
si tento pojem. Postupnost' | a»}B l

 s a nazýva nulová, ak 
ku každému číslu e > 0 existuje prirodzené číslo tak, 
že pre každé prirodzené číslo n > w0 je |<zn| < e. Na stred-
nej škole sa dokazuje, že geometrická postupnosť 
je nulová, ak | q\ < 1. 

P36. Nech a je číslo a nech pre každé n = 1, 2, 3, . . . 
j e an = a ( p o s t u p n o s ť | ° » } B , nazývame v t o m t o p r í -
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pade štacionárnou alebo konštantnou — spomeňte si na 
pojem konštantnej funkcie). Takto definovaná postup-
nost je nulová vtedy a len vtedy, ked a = 0. Dokážte 
to! 

Návod: Jediné číslo, ktorého absolutná hodnota je men-
šia než Iubovolné kladné (reálne) číslo, je 0. ^ 

Vis. Ak j. {^n},, x
 s " ^ve n u ' o v é postupnosti 

a c je dané číslo, potom aj postupnosti jan + f>»jB x 

| a n — | c o » | b 1 sú nulové. 

Dokaž. Nech e > 0. K číslu — existujú prirodzené čísla 

nx a w2 tak, že pře každé n >nx je \an\ < a pře každé £ ^ 
w > m2 je \bn\ < ~7T- Pře n > n0 = max (nx, n2) platia 

e e 
obe nerovnosti \an\ < \bn\ < y a na základe známej 
vlastnosti absolutnej hodnoty je |an ± bn\ < \an\ + \bn\-

S B Odtial pře n> nx dostáváme \an ± bn\ < H—TT = e. ( i » 2 2 
Ak \an\ je nulová a c je číslo, potom ako vieme zo 

l J» -1 „ 
strednej školy (pozři ucebnicu pre 3. roč. SVS), je aj 
| c a » | n ^ nulová. 

Pojem nulovej postupnosti použijeme v nasledujúcej de-
finícii. 

D9. Hovoříme, že číslo a je limitou postupnosti 

{Onr . (v stručnom zápise a = lim an alebo an -> o), 
ak postupnost jo» — a\ ^ je nulová. 
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Ak a je limitou postupnosti |a„[ , hovoříme tiež, že 
r 1» l J "= i 
ia n ř konverguje k číslu a. 
I J " - i r i « 

Z definície D9 ihned je zřejmý tento poznatok: \ a n\ 
je nulová vtedy a len vtedy, ked má limitu 0. 

Naskýtá sa prirodzená otázka, kolko limit móže mať 
postupnosť. O tom pojednává nasledujúca poučka. 

V19. Každá postupnosť má najviac jednu limitu. 
Dokaž. Nech postupnosť {tfn}n i má limity a, a'. 

'. 'otom na základe definície D9 sú obe postupnosti 
On — jfln — i nulové a preto v dósledku 

V18 je aj postupnosť ja' — aj^ ^ = |(aw — a) — 
— (an — a')Jn nulová. To je však konštantná postup-
nosť (každý jej člen je rovný číslu a' — a). Na základe 

ř 1°° 
P36 je a' — a = 0, a' = a. Postupnosť |a»jB 
nemóže mať teda dve rózne a teda ani viac róznych limit. 

Predošlá veta nezaručuje existenciu limity (to ani nie je 
možné — pozři P37), zaručuje len jednoznačnosť limity, 
tj. ak daná postupnosť má limitu, potom má jedinú limitu. 
Nie každá postupnosť má limitu. Ukazuje to aj následuj úci 
příklad. 

P37. Presvedčte sa, že pos tupnosť l(— 1 W nemá 
l i m i t u . 1 J b - 1 

Návod. Ukážte, že žiadne číslo a nemóže byť limitou 
tej postupnosti. Rozoznávajte pri tom případy a = 1, 
a = — 1, a 1, — 1. 

Pas. Každá k o n š t a n t n á pos tupnosť má l i m i t u , r o v n ú 
rubovoCnému č lenu t e j pos tupnos t i . 
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Pm. Dokážte, že i — ^ - i má limitu 1 a 
l n + 3 J»_ i 

I 2« + 6) 1 » , .. . 2 
i =—r-4-}. ma limitu 
\ - 3 » + 4 f B _ 1 3 

V20. Ak o» -»• a, bn -*• b, potom 0» + bn -»• a + b, 
On — bn —•*• 0 — b. 

Dókaz. Postupnosti | a„ — aj^ ^ | b n — ^ sú 
podia předpokladu nulové. Na zátdade V1S sú aj 
{(<*» + bn) - (a + 6)}n°°_ i a {(a« - bn) - (a - *)} i 

nulové. 
P40. Ak an -*• a a c je dané číslo, potom ca„ co. 
N á v o d : Použité V18! 
V21. Nech 0 ^ o , á b , pre každé n = I, 2, 3, . . . 

Ak |í>»|B , je nulová, je aj | ° n | n t nulová. 
DSkaz. Dókaz vyplývá priamo z definície nulovej po-

stupnosti. 
P41. Dokážte: | ° n | n , je nulová vtedy a len vtedy, 

ked {|O„|}b ( je nulová. 
P42. Nech oB -*• a, bn -> b, nech ci, C2 sú dané čísla. 

Dokážte, že postupnosť jcjO« + caí>„f má limitu 
cxo + cab. 1 ) a - 1 

N á v o d : Použité V20 a P4 0! 
P43. Dokažte, že postupnosť i k._ I (k je pri-

l yn J»-i 
rodzené, k > 1) je nulová. 

Riešenie. K číslu ek > 0 existuje prirodzené číslo 
1 . • 1 . . ... . J _ 

l n 
rif, ^ —j-. Potom pře n > n0 je — < ek, odtial < s. 
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Nasledujúcu vetu budeme často potrebovať v dalších 
úvahách. 

V22. N e c h o n -*• a, b„ b a nech p ře každé n j e an ^ bn-
P o t o m a ^ b. 

Dokaž. Postupujme nepriamo. Nech a > b. Potom 
a — b> 0 a tak na základe definícíe D0 existuje prirodzené 
číslo ny tak, že pře všetky prirodzené Šsla n> nx je 

(26) \an — a\ < 

Podobné existuje n2 tak, že pre každé n > n2 je 

(27) Ibn -b\< - f ^ A . 

Pre n > n0 = max (nu n2) platia nerovnosti (26), (27) 
a ovšem aj 
(28) an á 

Nech w > «o- Kedže a — ° ~ vyplývá 

z (26) správnosť nerovnosti On > a ^ (načrtnite si). 

Podobné z (27) vyplývá bn < a ^ — a tak o» > a b 

> bn,an> bn. To je spor s (28). 
D10. N e c h m | < m < . . . < n * < . . . j e ně jaká p o -

s t u p n o s t p r i r o d z e n ý c h čísel. P o t o m pos tupnosť o n i , ana , 
Ona. • • • ° n t , • • • nazývame č ias točnou ( v y b r a n o u ) p o -
s tu pnosťou pos tupnos t i { a n } n ^ 

Tak napr. a^ . . . aztt . . . je čiastočnou postup-
nosťou postupnosti ja«}n l> 
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Via. Ak postupnosť |o»|B konverguje k číslu a, 
potom aj každá jej čiastočná postupnosť konverguje k čís-
lu a. 

Dokaž. Nech 1 )e nějaká čiastočná postupnosť 

postupnosti is nech e > 0. Keďže 1 má 
limitu a, existuje nx tak, že pre n > ^ je \an — a\ < e. 
Ďalej existuje k0 tak, že pre k > k0 je n* < «„. Potom pre 
k > k0 je na základe predošlého \anic — a\ < e. Teda 
predošlá nerovnosť platí pre všetky členy postupnosti 

a»fc}t od istého člena počinajúc. Teda postupnosť 

anic — a|fc ^ je nulová a tak a je limitou postupnosti 

P44. Dokažte pomocou vety V23, že postupnosť 

4 n 1 = { ( - » » r 1 n e m á M m i t u-
Návod: Vyšetřujte jej čiastočné postupnosti 

^ " Í - i ' {aA*-i 
Pre dálšie potřeby bude účelné určiť limitu postupnosti 

logwl °° 
n J . - i 

, log n je dekadický logaritmus čísla n. 

Ukážeme, že uvedená postupnosť je nulová. 
V24. Pre každé celé n ^ 0 je 2» ^ 1 + n. 
Dokaž. Na základe binomickej vety je pre n > 1 

2» = (1 + 1)» = 1 + n + + ... + 1 + n. 

Pre n = 0 resp. n = 1 je správnost' tvrdenia zřejmá. 
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Vís. Pre každé reá lne číslo a j e 2 " > a. 
Dokaž. Nech n je najváčšie zpomedzi všetkých tých 

celých čísel k, pře ktoré k ^ a. Také číslo existuje na zá-
klade vlastností celých čísel spomínaných v úvode prvej 
kapitoly. Potom zrejme » 2 : 0 , n ^ a < K + l . Kedže 
funkcia y = 2X je rastúca, je 2a ^ 2» a podia VM je 2n Si 
ž 1 + íi > a. Teda celkove 

i 2", ž 2» 2 1 + n > a, 2" > a. 
Vžó. Pre každé p r i r o d z e n é n j e log n < ] / n . 
Ddkaz. Na základe definície dekadického logaritmu má-

me n = 10 l0« n, odtial umocněním oboch stráň na expo-
nent A dostaneme ]fn = ( |/l0) l o g n . Pretože V10 > 2 
a log n ž 0 (n= 1, 2, . . . ) , dostáváme odtial ]/n ž 2 1 ( « » 
a tak na základe V26 )c]/n> log n. 

V27. Postupnosť „ JE nu lová. 

Ddkaz. Pre každé prirodízené číslo n platí na základe 

V« 0 sS ^ n < = a teraz stačí použiť V2i a P43. n n |ln 
Čitatelovi je iste dobré známy fakt, že v rovinnej geo-

metrii možno niektorým množinám nachádzajúcim sa v ro-
vině priradiť isté nezáporné čísla, nazývané plošné obsahy 
tých množin. Podia velkosti tohoto čísla možno usudzovať 
aj na „rozsiahlosť", „velkosť" danej množiny. Přitom ak 
A c B a množiny A, B majů plošný obsah, potom plošný 
obsah množiny A je nie váčší než plošný obsah množiny B. 
O niečo podobné sa pokúsime teraz v súvislosti so štúdiom 
podmnožin množiny P všetkých prirodzených čísel. Teda 
presnejšie pokúsime sa podmnožinám množiny P priradiť 
nezáporné čísla, ktoré budeme nazývat' hustotami tých 
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množin. Pomocou týchto čísel možno potom usudzovať na 
„velkosť" podmnožin množiny P. Uvidíme, že hustota 
podmnožiny nemóže presiahnuť hustotu nadmnožiny. 

D t i . N e c h A c P, nech n je p r i r o d z e n é číslo. O z n a č m e 
z n a k o m A(n) poče t vše t kých t ý c h čísel a e A, p re k t o r é 

o g n. A k ex i s tu je l i m i t a pos tupnos t i J - ^ ^ - j , nazý-
l n J » - i 

v a m e j u h u s t o t o u m n o ž i n y A a o z n a č u j e m e h(A) = l im 
n>oo n 

Všimnime si bližšie uvedeného pojmu hustoty. Číslo 

udává „relatívnu početnost" prvkov množiny A medzi 

prvými n prirodzenými číslami. Má aj jednoduchý pravde-
podobnostný význam. Udává pravdepodobnosť javu, ktorý 
spočívá v tom, že při náhodnom výbere jedného zpomedzi 
čísel 1, 2, . . . n vyberieme číslo patriace do množiny A. 
Číslo h(A) má potom význam akejsi asymptotickej pravdě-
podobnosti. 

Kedže pre každé n je zře jme 0 s? A(n) < n, vyplývá 

odtial 0 ^ ^ s; 1 a tak na základe V22, ak A má hustotu, n 
je 0 ^ h(A) 1. Teda hustota množiny je vždy číslo 
z intervalu < 0, 1 > . 

D«2. A k / i (A) = 0, p o t o m m n o ž i n u A nazývame r i e d k o u 
m n o ž i n o u . 

Poznamenajme, že nie každá podmnožina množiny P má 
hustotu. Ukážeme to na nasledujúcom příklade. 

P^a). Množinu A* nech tvoria všetky čísla tvaru 

(2k - l)2* - 1 + í, í = 1, 2, . . . (2£)2* - (2k - l)2* - \ 

Znakom A označme zjednotenie všetkých množin Au 
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(k = 1,2, . . . ) . Teda množinu A tvoria právě tie prirodzené 
čísla a, ktoré majů tvar 

a = (2k- l ) 2 * - 1 + í , Í = 1 , 2 , . . . 
... (2kf* - (2k - l)2* - k = 1, 2, . . . 

Pretože medzi číslami, patriacimi do množiny A a nepresa-
hujúcimí číslo (2k)2k sa nachádzajú čísla 
(2k - l)2" ~ 1 + s, s = 1, 2, ... (2k)2k - (2k - l)2* - S 

je A ((2kf*) ^ (2kfk - (2k - l)2fc - 1 a tak 
(2k — l)2fc ~1 ^ A(í2k)2*) 

(2k)2k = (2kfk ~ 

(2k - l)2* -1 ^ (2kf* ~1 1 . 
K e d Ž C (2*)2* - (2&)2* = - 2 F ' , e p ° S t U p i l 0 S t 

— - 1 1 OO 
- — ( 0 h \ i k [ nulová (pozři V21) a tak v dósledku 

\Zk) Jfc - 1 | A((2kfk) 100 

Vjo a V22 je limita postupnosti (29) i —^ft)2* | rovna 1. 

Kedže čísla . * " 1 

(2k)2k + í, s = 1, 2, ... (2k + l)2* + 1 - (2kfk 

nepatria do množiny A, je A((2k + l)2* + 1) ^ (2kfk
y 

odtíal lahko zistíme, že limita postupnosti 

í A((2k + l)2* + *) 1 °° 
(30) { (2k + l)2* + 1 

je rovna 0. No (29), (30), sú Sastočné postupnosti postup-

nosti \ 1 a tak v dósledku vety V23 nemóže mať 
l w J . - i 

táto postupnosť limitu. 
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PMb). Ďokážte, že každá konečná množina je riedka. 
Návod. Nech A je konečná a má k prvkov. Potom pře 

každé prirodzené n je ^ ^ ^ —, použité teraz V21 a P40. n n 
P46a) Nech A je množina všetkých párnych čísel. Potom 

K4 = i -
b) Nech A je množina všetkých nepárnych čísel. Potom 

Návod. Všetkých párnych čísel neprevyšujúcich číslo n 

je ak n je párne a ak n je nepárne. Pre kaž-

dé n prirodzené teda platí 4 J— < A&L J L . pQ_ 
r 2 2n n 2 

užité teraz vetu V22. Podobné postupujeme aj pri riešení 
časti b). 

P47. N e c h k j e p r i r o d z e n é , k > I. D o k á ž t e , že množ ina 
Qie v še t kých k - t y c h m o c n i n p r i r o d z e n ý c h čísel j e r i edka . 

Návod. Nech s je najváčšie také prirodzené číslo, že s* 
nepřevyšuje n. Potom Q*(») = s a z sk < n vyplývá 

1 £ ^ T e d . £ = 1 - . P o u . 
n n n y„ 

žite teraz V22. 
P48. N e c h a, d sú celé čísla, a ^ 0, d > 0. N e c h A j e 

m n o ž i n a č l enov a r i t m e t i c k e j p o s t u p n o s t i a + d, a + 2d, 
1 

a + 3d, ... a + kd, ... P o t o m h(A) = -j- ( teda h u s t o -
t a m n o ž i n y A sa r o v n á p r e v r á t e n e j h o d n o t ě d i f e renc ie 
t e j a r i t m e t i c k e j pos tupnos t i — p o r o v n a j s P46). 

Návod. Nech s je najváčšie také prirodzené číslo, že 
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a + sd ^ n. Potom n < a + (í + \).d a A(n) = s. Od-
. „ n — a , - _ n — a _T _ tial — ^ 1 = s ^ — 2 — a t e r a z pouzxte V22 a P12. 

P49. Nech P — A značí komplement množin/ A v mno-
žině P, tj. množinu všetkých tých prirodzených čísel, 
ktoré nepatria do A. Dokážte: A má hustotu vtedy a len 
vtedy, ked P — A má hustotu. Ak A má hustotu <5 = h(A), 
potom h(P — A) = 1 — <5. Špeciálne: h(A) = 0 vtedy 
a len vtedy, ked h(P — A) = 1. ' 

V28. Ak A, 8 majů hustotu a A c B, potom h(A) ^ 
^ h(B). 

Dokaž. Pře každé n je A(n) ^ B(n), odtiaT ^ á 
B(n) " ' íS — T v r d e n i e vyplývá z vety V22 už okamžité. 

Pso. Ak A C B a B je riedka, potom aj A je riedka. 
Návod: použité VM a V21. 
V29. Nech A, B sú riedke množiny. Potom aj množina 

A U B (zjednotenie množin A, B) je riedka. 
Ddkaz. Množina A U B pozostáva, ako je známe, zo 

všetkých tých prirodzených čísel, ktoré patria aspoň do 
jednej z množin A, B. Položme C = A U B. Potom z de-
fínicie množiny C dostáváme pre každé prirodzené n = 
= 1, 2, . . . C(n) ^ ^(m) + B(ra). Odtial ^ 

<; západe předpokladu vety a na žá-
re K 

klade V18 je + ^ 0 a tak podia V21 je 
r^r \ n n 

n 
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RIEDKOSŤ MNOŽINY VŠETKÝCH DOKONALÝCH ČÍSEL 

Označme znakom D množinu všetkých dokonalých čísel 
(prvého druhu). V druhej kapitole sme uviedli, že dodnes 
nie je známe, či množina D je konečná a či nekonečná. 
V dalšom ukážeme, že v každom případe je D „chudobná" 
množina, je to totiž riedka množina. 

Vso. Množina D je riedka. 
Ddkaz. Položme D = U D2, kde značí množinu 

všetkých nepárnych a Da množinu všetkých párnych doko-
nalých čísel. Na základe V29 stačí dokázať, že obe množiny 
Dly D2 SÚ riedke. 

Dokážeme napřed, že Dx je riedka. Na základe vety V18 
je Dj obsažená v množině A všetkých čísel tvaru 
ptt +1. jv2, kde p je prvočíslo tvaru 4j + 1 (i S 1), í ž 0 
je celé, N prirodzené a p nedelí N. Na základe P M stačí 
dokázať, že A je riedka množina. Položme A = Ax U A2> 
kde Aj je množina všetkých tých čísel z A, ktoré majů tvar 
p.N2 a A2 je množina všetkých ostatných čísel množiny A. 
Nech teraz vv v2 e Als vx = p1.N2, v2 = p2.N2 (teda obe 
čísla v2 majů tú istú „kvadratickú" časť N2). Ukážeme, 
že potom px = p2. Naozaj, na základe V u a na základe 
definície dokonalého čísla je 

= Oi + 1) o(N2) = 2pxN\ 
= (/>2 + 1) a(N2) = 2p2N2, 

odtial vydelením dostáváme — - ^"t" | í a odtiaT jedno-
Pz Pi+ 11 

duchou úpravou px = p2. Teda ku každému kvadrátu N2 

prírodzeného čísla N existuje najviac jedno prvočíslo p 
tak, že pN2e Av Odtial vyplývá, že počet A^n) prvkov 
množiny A± neprevyšujúcich číslo n je nie váčší než počet 
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všetkých kvadrátov prírodzených čísel, neprevyšujúách 

číslo n, teda A^n) ^ j/w (pozři P47). Odtial vyplývá ^ ^ ^ 
1 n 

f í YP^ , teda Ar je ríedka množina. 
A n 

Číslo Az(n) je zrejme nie váčšie než B(n), kde B značí 
množinu všetkých čísel tvaru p*. N2, j = 4, 8, . . . 4/ . . . , 
N = 1, 2, 3, . . . . No každé číslo uvedeného tvaru patří 
do množiny Q2 kvadrátov všetkých prírodzených čísel, preto 
B c Q 2 a kedže Q2 je ríedka (pozři P47), je aj B riedka mno-
žina. Pretože ^ je na základe V21 ajA2 riedka. 

n n 
Z vety V29 vyplývá potom aj riedkosť množiny A a tým aj 
riedkosť množiny Dv 

Dokážeme teraz, že aj D2 je riedka množina. Na základe 
V14 je D2 podmnožinou množiny všetkých čísel tvaru 
2« -1.(2« — i), kde s je prvočíslo. Táto množina je zase 
podmnožinou množiny E všetkých čísel tvaru 
2' ~1.(2* — 1), s = 1, 2, 3, . . . , preto D2 c E. Stačí 
teda dokázať, že E je riedka množina. Označme znakom t 
najváčšie zpomedzi tých prírodzených čísel s, pre ktoré 
2* ~1 á n. Potom zrejme E(n) ^ í a í - 1 ^ log 2 ' 

O d t i a l ^ - + 
n n log 2 n 

Na základe V27 je -> 0 a tak v dósledku*P42 a V21 je n 
— ^ -> 0. Teda E je riedka. Tým je ddkaz vety skončený. 

Dá sa ukázať, že aj množina všetkých dokonalých čísel 
druhého druhu je riedka (o tejto množině vieme, že je ne-
konečná — pozři Vie). Dókaz tohoto výsledku však pre-
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sáhuje rámec možností metod použitelných v tejto knižke. 
Poznamenajme pre zaujímavosť, že aj množina všetkých 

prvočísel je riedka. Dókaz tohoto faktu sa tiež vymyká 
našim možnostiam. 

Spomeňme nakoniec, že aj množina všetkých spriate-
lených čísel je riedka. Zatial čo riedkosť množiny všetkých 
dokonalých čísel prvého a dokonalých čísel druhého druhu 
je dávno známým faktom, je poznatok o riedkosti množiny 
všetkých spriatelených čísel novšieho data. Pochádza 
z r. 1955 od maďarského matematika P. Erdosa a jeho 
dókaz je založený na použití istých pravděpodobných me-
tod v teorii čísel. 
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