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VYSLEDKY ULOH

l.a)z=—86; r=861l; &{=-—5; o= —4.
b)z= 22; r= 6, {= 22; o= 8.
cyz= O0; =12; &= 0; o= 12,
djz=—1; r=23; &= 0; p=—12.

2. Podle definice 2 existuje celé &islo z # 0 tak, e ¢ = ma.
Ponévad: |z| = 1, bude |a| = |z|.m = m.

3. Plyne z definice nejvétitho spoledného délitele a dlohy 2.

4. Pondvadz 2156 = 5 mod 21 a 79 = —5 mod 21, bude podle
(18) 215% = 5% mod 21 a 79% = (—5)* mod 21, takZe
podle (17) a (18) dostaneme 5.216% — 79 = 5% — (—5)*
mod 21. Aviak 5% — (—5)* = 6% (1 — 6°) = 6% (1 —
— 125%). ProtoZe 125 = —1mod 21,bude opét podle (18)
125 = (—1)? mod 21, z %ehoZ dostaneme 1 — 125* =0
mod 21. Podle (17) tedy bude 5% (1 — 125?) = 0 mod 21.
Shrnutim nalezenych vysledki dostaneme pak podle (11)
5.215% — 79% = 0 mod 21, tj. dané &islo je ddlitelno
&islem 21.

b.a)r = 38.

b) r = 25.

8. Pro kazdé celé ¥ =1 je 10* =0 mod 2, 10* =0 mod 5 a
10¥ = 0 mod 10. Podobns pro kazdé celé & = 2 bude 10¢¥ =
=0 mod 4 a 10 = 0 mod 25 a koneénd pro kazdé celé
k = 3 bude 10¥ = 0 mod 8. Uzitimm dekadického zdpisu
(19) ptirozeného &fsla n plyne z poslednich kongruenc{
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podle (17) a (16) n =@, mod 2, n =a, mod 5, n = a,
mod 10, n = (10a, + a,) mod 4, n = (10a, + ¢,) mod 25
an = (10%a, + 10a, + a,) mod 8. Z toho vidime, Ze o d8li-
telnosti pfirozeného &islan dvéma, péti nebo desiti miiZzeme
rozhodnout podle posledni cifry, o délitelnosti 4 nebo
25 pomoci posledniho dvojéisli a o délitelnosti 8 pomocf
poslednfho trojéisli dekadického rozvoje tohoto &isla.
7.a)Pro n =2k +1 je n* =4k* +- 4k + 1, tedy n* =1
mod 4, tj. n* € A",
b) Pondvadz 3 } n», bude budto n =1 mod 3, nebo
n = 2 mod 3. Podle (18) bude tedy v prvnim p#ipads
n?* =1 mod 3 a ve druhém pak n* =4 =1 mod 3.
V obou pipadech médme nt = 1 mod 3, tj. n* € AP\
8.a)e=1,5,17 11, 13, 17.
k=163, 6 3, 2
b)e =1, 5, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 37, 41.
k=1,6, 6, 2, 6, 6, 6, 3, 2, 6, 3, 2.
9. Necht 1ze sloZené éislo m psédt ve tvaru soudinu m = O™
kde m, > 1, my>>1 a (m,, m;) = 1. Ponévadz m, > 1,

bude m, — % < m. Obdobnd bude i m, < m. Mezi

disly 1, 2, 3, ..., m — 1 bude tedy jistd lezet &islo m,

i &islo m,. Pondvadz (m —1)! =1.2.3. ... .(m— 1),
vidime, Ze bude platit (m — 1)! =0 mod m, i (m — 1)! =
= 0 mod m,. Jezto (m,, m;) = 1, bude podle vdty 20 téZ
(m — 1)1 = 0 mod m.

Necht slozené &islo i nemiZeme psét ve tvaru soudinu
dvou nesoudélnych &isel vétsich neZz jedna. V tomto pFi-
padé bude &fslo m alespofi druhou mocninou jistého prvo-
éisla p, tj. m = p*, kde a = 2. Na ni bude tfeba rozlisit
dva pfipady..
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a) Necht pfednd p = 2. PondvadZ m > 4, bude v tomto
ptipadd « = 3, takZe mezi ¢&isly 1, 2, 3, ..., 2*— 1
lezf jistd &isla 2*—? & 2%, MiZeme proto psit (2 — 1)1=
= 20-3 2a-1 g = 2243 g = 2% .2¢-3 g, kde a je jisté
celé &fslo. Protoze a = 3, je i 2%-% celé ¢&islo, takZe
z poslednf rovnosti plyne (2 — 1)1 = 0 mod 24.

b) Necht nakonec p = 3. PondvadZ a = 2, budou mezi
tisly 1, 2, 3, ..., p* — 1 jistd leZet &isla p*-1 a 2p*-1,
takze muiZeme najit opdt celé &fslo a tak, Ze plati
(p* — 1)1 = p*1.2p%-1.a = p*.p*~2.2a. Pondvadz a =
= 2, bude é&islo p*—? rovné% c¢elé, takie z posledni rov-
nosti ihned plyne, Ze (p* — 1)1 = 0 mod p*.

10. PoloZme a = 11...1, b = 123 458 789.

e, —
p cifer

Utzijeme-li dekadického zdpisu, dostaneme

a=1071 4+ 10°* + ... +10* +10 + 1,

b=10 4+ 2.107 + 3.10° + 4.10° + 5.10¢* + 6.10° -+
+ 7.10° + 8.10 + 9.

Dédle snadno zjistime, Ze platf

n=a. (10 4 2.107 4+ 3.10% + 4.10% + 5.10® |

+ 6.10°® 4 7.10% 4 8.10%  9) — b,

Podle (39) viak bude 10? = 10 mod p, takZe podle (18)

dostaneme, %e pro kaZzdé ptirozené k plat{ 10¢? = 10* mod p.

Bude tedy

n=a.(10° + 2.10" + 3.10* + 4.10* + 5.10* + 6.10° +

+ 7.10° + 8.10 4 9) — b mod p
neboli
= ab — b mod p.
Podle pi. 7 je &falo b délitelno deviti, nebot s(b) = 45.
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Je tedy b = 9¢, takZe dostaneme kone&nd
n = 8(a — 1)c mod p.
Pro ¢&islo a déle obdrzime vzteh

10a + 1 =107 4 1071 + 102—* + ... + 10" + 10 + 1,
o 10a + 1 = 10? + a.
Odtud pak plyne, Ze 9¢ =_10? — 1 neboli_8(¢ — 1) =
= 10? — 10. Bude tedy
n = (10 — 10).¢ mod p.
Podle (39) je viak 10 — 10 == 0 mod p, tak¥e dostdvéme
koneénd n = 0 mod p, tj. p | n.
11. a) z = 209 mod 311;
b) z 26 mod 243;
c) z = 406 mod 420.

12.k = 8; z = 51 mod 85.
13. 5 = 6; x = 14 mod 65.

14. a) Necht ¢ je FeSenfm kongruence (43), tj. necht af + b =
= 0 mod m. PondvadZ d|m,, bude podle véty 18 téz
aé + b =0 mod d. Jeito viak téz d|a, bude a&
=0 mod d. Z téchto kongruenei pak plyne, Ze b
= 0 mod d, coZ je proti pfedpokladu o &fslu b.

b) Bez Gjmy na obecnosti se miZeme omezit na Gplnou

soustavu zbytkd {0, 1, 2, ..., m — 1} podle modulu m.

Z piedpokladi o éfslech m, a, b a d plyne, Ze d|m, d|a
. . m a b

a d|b. Poloifme-li m, = - a, = T a b = rE bu-

de zfejmé (a;, m,) =1, takie kongruence a,z + b, = 0
mod m, mé v uplné soustavd zbytka {0, 1, 2, ... ,
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m, — 1} pravd jedno feSeni . KaZdé feden{ této kon-
gruence muzeme pak psit ve tvaru z = & + km,, kde
ar + b _ e+ b,
. m,
viak ddle plyne, Ze kaidé Feleni kongruence (43) je
té% feSenim kongruence ¢,z + b, = 0 mod m, a obrécend.
Proto kaidé fefeni kongruence (43) mé tvar = = ¢ +
+ km,. Abychom dostali fedeni kongruence (43) z Gplné
soustavy zbytkd {0, 1, 2, ... , m — 1} podle modulu m,
musf byt 0 < & + km, < m. Piitom je 0 < & < m,,
tak¥e —m, < —& < 0. Se&tenim nerovnosti 0 < & +
+ km, < ma—m, < —& < 0 dostaneme dédle —m, <
< km, < m = dm,, tj. —1 < k < d. Celé &islo &k muzZe
nabyvat pouze d hodnot 0, 1, 2, ... ,d — 1, coZ jsme
chtdli dokézat.

16. 2 = 406 mod 420.

k je libovolné celé &islo. Z rovnosti

16. a) z = 1098 mod 1825;
b) # = 61 571 mod 228 150.

17. a) V tplné soustavs zbytku {0, 1, 2, ... , 1088} podle mo-
dulu 1089 mé kongruence devét vzdjemnd inkongruent-
nich feSeni. TEmito FeSenfmi jsou &isla 4, 125, 246, 367,
488, 609, 730, 851 a 972.

b) V tplné soustavd zbytka {0, 1, 2, ... , 6858} podle mo-
dulu 5859 mé kongruence sedm fefen{ vzdjemnd inkon-
gruentnich podle tohoto modulu. Témito feSenimi jsou
&isla 760, 1597, 2434, 3271, 4108, 4945 a 5782.

18.a) z = 21 mod 42, ¥y = 14 mod 42, z = 10mod 42;

b) z = 690 mod 910, y = 507 mod 910, z = 631 mod 910.

19.a) z = 53 + 6256k, y = 62 + 731k, k celé;
b) z = —111 + 337k, y = 35 — 106k, X celé.
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20. Oznadime-li a obnos, ktery mime vyplatit, z podet tifkorun
& y polet desetikorun, dostaneme neuréitou rovnici

3z + 10y = a,
pfitemz hleddme celd nezdpornd &fsla z & y, kterd této
rovnici vyhovuji. Pondvadzi je (3, 10) = 1, miZeme najit

reden{ kongruence 10y = e mod 3. Jedno z feSeni této
kongruence je zfejmé y, = a. Polozime-li jedtd =z, =

— 10
= “_3_ﬂ — —3a, budou mft viechna FeSenf vyBetfo-
vané neurdité rovnice tvar £ = —3a + 10k, y = a — 3k,

kde k probihd mnoZinou vSech celych &isel. Ke splnénf
podminek z = 0 a ¥ = 0 je tfeba volit k tak, aby platilo
soudasnd

—3a + 10k =0, a—3k = 0.

Pro celé &islo & tedy budeme mit nerovnosti

3a a
— =k =—.
10 3
Snadno nahlédneme, ze pro a = 18, 19 nebo 20 vyho-
vuje tdmto nerovnostem jediné é&islo X = 6, pro a = 21,
22 nebo 23 pouze k = 7, pro a = 24, 25 nebo 26 pouze
k = 8 a koneénd pro a = 27, 28 nebo 29 pouze k = 9.
Pro a = 30 dostaneme % = 9 nebo k = 10, takZe dané
neurditd rovnice s dopliiujictmi podminkami £ =0,y = 0
bude mit v tomto pfipadd dvé feeni.

3
Jolia > 30, joo — —— — 25 1, takZe mezi dfsly
a0 ; 3 10 30

To a %— vietnd bude lezet vidy alespoii jedno celé &islo k.

Pro tato &isla @ md tedy vySetfovand neurditd rovnice

vidy alesponi jedno feSeni pozadovanych vlastnosti.
Jednoduchym vypoltem se muzeme plesvédiit, Ze pro

a=1,2 4,5 7, 8 11, 14 nebo 17 nem4 tloha Zddné
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feSeni, nebot neexistuje celé:éislo k vyhovujief poZzadova-
nym nerovnost.\em. NapF. pro ¢ = 17 bychom pro celé

51" <717
&fslo dostali podmin.kyl—OJ <k §—3—-, tj.6 < k < 6, cok

nelze splnit.

322 623 62
21. a) [—] =1; b) [-—] = —1; o) [_) = —1;
307 179 83
d) (—_10 =1
659

22, 2, = 32 mod 109, =z, = 77 mod 109.

23. 2, = 16 mod 83, =z, = 67 mod 83.

24. Kvadratickd kongruence nem4 Feseni.

25.D =37mod 71; =z, =12mod 71; z; = 54 mod 71.

268. D = 0 mod 353; existuje jediné FeSeni{ 2z, = 47 mod 353.
27. D = 412 mod 571; kongruence nem4 Z4dné fedeni.
28. Sestrojime absolutnd nejmensi zbytky p#i déleni prvo-

—1
¢islem p postupnd k &fslim 2, 4, 6, ... , 2. Lid . Nech$

prvodislo p mé tvar p = 4m + 8, kde s = 1 nebo 8 = 3.

Potom prok =1, 2, ... , m bude zfejm8 &, == 0, g = 2k.

p—1
2

Aviak prok =m + 1, m + 2, ..., bude § =1

8 op=2k—p, tedy 2m +2—p < g <—1. Snadno

zjistime, Zze 2m + 2 —p =2m + 2 —4m —s = —2m +
pP—s P 8 P

2—g=— 22— =—"F 22— > ——
+ 8 — + 8 ) + 2 > 2

takze pro tato k bude skuteénd — % < 93 < 0.Bude proto
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29.

132

—1 —1 s—1
i —m=2m+a —m=m + ) .

Y=

Aviak
pr—1 16m? 4 8ms + 82 — 1 s —1
—_—y = _—— ==
8 8 - 2
om® + m( l)+8’_1 8—1
= 8 — f—
8 2
. . 8t—1 s—1
a pondvadZz pros = lipros = 3 je s 3 =0

a 8 — 1 je v obou pfipadech sudé &islo, bude

p'—1

(—1) & =1.

Odtud a ze vztahu (86) plyne
p*—1

P i
(_] =(—1y=(—1) 8 .
P
coz bylo dokézat.

Dikaz provedeme nepiimy. Predpokldédejme, Ze dand
kongruence mé FeSen{ z,. Bude tedy z?~! + 1 = 0 mod m.
Ponédvadz viak p|m, bude podle véty 18 téz

z%1' 4+ 1 = 0 mod p. (95)

Je-li z, = 0 mod p, plyne z této kongruence 1 = 0 mod p,
coz nenf mozné. Jestlize viak z; £ 0 mod p, bude podle
(38) 27-' + 1 =1 + 1 mod p, takZe z kongruence (95)
plyne 2 = 0 mod p. To rovnéZ neni moiné, nebot p > 2.

V obou piipadech tedy dochézime ke sporu, &mZ je
tvrzen{ dlohy 29 dokédzéno.
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